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Apresentacao

A Geometria Descritiva é fundamental para comunicar ideias
através do desenho, nomeadamente por meio da representacao
em perspetiva, sugerindo uma imagem elucidativa e préxima da
realidade. Além disso, a capacidade de visualizar o0 espaco é
essencial no desenvolvimento das nocdes de estética e de escala.

Esta disciplina tem um papel determinante em varias praticas
profissionais que implicam a criagao de novos objetos ou edificios,
nomeadamente na arquitetura, no design e na engenharia civil,
entre outras, ja que a intervencao no territério necessita de um
perfeito entendimento acerca deste, a par de uma capacidade de
visualizar, mentalmente, em trés dimensodes, algo que, geralmente,
se representa de forma bidimensional.

Este manual de Geometria Descritiva, vocacionado para o 10.° ano
de escolaridade, pretende despertar no aluno a capacidade

de percecao do mundo que o rodeia e aimaginacado do que ainda
nao esta materializado.

Propde-se um estudo faseado, de sucessivo progresso na
aprendizagem, consolidando as bases antes de progredir nos
temas. Para tal, o aluno encontrara a rubrica “"Resumindo”, que
reforca ideias-chave fundamentais, bem como 0s exercicios
"Para praticar” ao longo de cada tema, através dos quais podera
consolidar e testar os seus conhecimentos.

Com este manual, os estudantes irdo adquirir os saberes
necessarios para progredirem na sua area de interesse.
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Modulo inicial

Introducao

A Geometria Descritiva € a disciplina que permite:

“Representar com exatidao, sobre desenhos que sé tém duas dimensoes, objetos que,
na realidade, tém trés e que sao suscetiveis de uma definicdo rigorosa.”
Gaspard Monge (1746-1818)

Mais do que permitir a representacao rigorosa de elementos tridimensionais no papel, em
duas dimensdes, a Geometria Descritiva € a disciplina que treina o cérebro humano para a
apreensao de cenarios imaginarios. Isto é: a possibilidade de ver no espaco, no abstrato,
idealizando formas e relacdes tridimensionais através do desenho bidimensional.

Neste contexto, a Geometria Descritiva torna-se uma area de saber essencial a muitas
vertentes artisticas e cientificas, como a arquitetura, o design, a engenharia, entre outras.

Ao longo deste manual, serdo abordados os diferentes modos de representacao das
formas presentes na Natureza. A explicacdo textual, sempre acompanhada de elementos
gréficos ilustrativos, permite estabelecer um paralelo permanente entre as duas formas de
comunicacao, auxiliando na construcao de um raciocinio de apreensao mental do espaco
tridimensional.

No decorrer dos varios temas, o recurso a alguns exercicios de consolidacao de
conhecimento sdo um auxilio importante na verificacdo das competéncias adquiridas,
assegurando as bases para a progressao no programa letivo.

A abordagem tematica é feita do geral para o particular, assegurando um dominio dos
conceitos gerais que permita a compreensao de casos especificos da disciplina,
aumentando, assim, o grau de complexidade dos problemas propostos.



Conhecimentos prévios

Conhecimentos prévios

A Geometria Descritiva, presente em inimeras situacdes do dia a dia, € uma disciplina que
tem vindo a ser abordada nos anos anteriores, associada a outras areas do saber, como, por
exemplo, a Matematica.

Quando fazemos dobragens num papel, de forma a obter um determinado objeto, estamos
a construir uma planificacdo desse mesmo objeto; ou quando observamos a nossa sombra
no chdo ou numa parede, estamos a interpretar um sistema de projecao. Tudo isto sdo
conceitos relativos a Geometria Descritiva, aplicados a vida prética.

Experimentando colocar um objeto no centro de uma mesa ao redor da qual estéo varios
alunos, poder-se-a pedir a cada um para descrever o objeto que vé. Certamente, as
descricdes irao apresentar caracteristicas e pormenores distintos, proprios daquilo que
cada um observa, tendo em conta a sua posicao relativamente ao objeto. Este exercicio sera
bastante util para abordar o conceito de projecdo (homeadamente, do centro de projecao),
que ira ser estudado mais a frente.

Numa fase inicial, torna-se importante
conhecer algumas nomenclaturas e
conceitos utilizados na linguagem da
Geometria Descritiva, bem como entender
que nesta ha elementos concretos e
abstratos. Os elementos concretos sao
todos aqueles que possuem um volume
exato (sélidos geométricos). As retas,
superficies e figuras geométricas, porque
nao possuem dimensao, sado abstracdes de
conceitos concretos (por exemplo, a figura
geomeétrica do quadrado pode ser relativa a
base de uma piramide quadrangular).

Na figura ao lado, pode observar-se uma
sombra projetada de um painel com
elementos horizontais e uma silhueta
feminina. Trata-se de uma projecdao num
plano vertical (a parede) de elementos que
estdo assentes sobre um plano horizontal
(o chao).




Madulo inicial

Também a perspetiva € um tema de estudo na Geometria Descritiva que esta sempre
presente na nossa visdo do Mundo. A forma como os hossos olhos captam a realidade

a nossa volta é resumida numa imagem que se apresenta sob a forma de uma perspetiva
conica, em que os elementos que estao mais distantes aparentam ser cada vez menores,
€ 0S mais préoximos, cada vez maiores. Também as linhas paralelas parecem convergir num
qualquer ponto, distante, denominado ponto de fuga.

Atenta na fotografia acima e verifica que as montanhas ao longe parecem caber na palma

da mao, e que as linhas que definem a estrada se vao aproximando, parecendo convergir
num ponto muito distante. Também os postes verticais, a direita, se apresentam sempre
paralelos, por serem verticais, mas parecem ficar cada vez mais pequenos, e mais juntos,
quando, na realidade, terao todos os mesmo tamanho e serao equidistantes.

Na verdade, a Geometria Descritiva esta presente em quase tudo o que faz parte do diaa
dia. Desde a superficie da mesa da sala de aula, que é um plano horizontal, paralelo ao chao;
ao quadro do professor, que podera ser um plano vertical, ou uma superficie de projecao,
consoante o uso que lhe é dado; até ao formato de uma lata, que podera corresponder a um
cilindro (s6lido geométrico), entre muitos outros.

10



Conhecimentos prévios

Para praticar

0 Observa os objetos abaixo e identifica com que sélidos geométricos estes se
assemelham.

e LaER

9 Experimenta colocar um objeto no centro de uma sala com pouca luz e ilumina-o
com uma lanterna, verificando o resultado na parede. Move a lanterna e verifica as
transformacdes que ocorrem na projecao na parede.

Elabora um pequeno texto descrevendo a tua experiéncia.

9 Recria uma composicao semelhante a da imagem abaixo, com objetos que tenhas
a disposicao, e faz um registo fotografico.
Descreve os fatores que consideras mais relevantes na composicao fotografica
(luz, sombra, objeto) e justifica.

M



Médulo inicial

Simbolos e notacdes

Com vista a simplificar a linguagem e economizar tempo e recursos, a Geometria Descritiva
possui um conjunto de notagdes e simbolos que tém significados especificos para cada
situacao. Estes elementos permitem comunicar de forma eficaz e rigorosa, recorrendo

0 minimo possivel a meios de escrita, preservando o caracter grafico da disciplina.

( = Elementos do espaco ou projecdes coincidentes )
AB Reta que contém os pontos Ae B
AB Semirreta que tem o seu extremo em A e contém o ponto B
BA Semirreta que tem o seu extremo em B e contém o ponto A
[AB] Segmento de reta compreendido entre os pontos A e B
[ABC] Poligono cujos vértices sdo os pontos A, B e C (linha quebrada fechada)
AB Distancia do ponto A ao ponto B
. ﬁ Arco de circunferéncia compreendido entre os pontos Ae B )

A notacéo atribuida aos planos é sempre uma letra minuscula do alfabeto grego.
Por exemplo:

- N
o alfa
B beta
) delta
™ pi
P fi
6 teta
A lambda
® miu
v niu
P ro
()] émega
Y gama
. c sigma )

12



Generalidades

Generalidades

Dada a universalidade do desenho, para que este possa ser perfeitamente compreendido,
independentemente do contexto cultural, social e geografico em que é analisado, ha um
conjunto de convencdes que pretendem uniformizar esta forma grafica de comunicacao.

Para que a sua representacao seja rigorosa, € importante que seja utilizado material de
desenho adequado. A sua utilizacdo ajuda a garantir a precisdo necessaria para a resolucao
dos problemas da disciplina.

Podemos subdividir o equipamento de I
desenho em trés tipos:

= Suportes;
= Riscadores;
= Material de precisao.

Suportes
Por suporte entende-se a superficie na qual sdo efetuados os desenhos.
Tradicionalmente, o papel é o suporte mais utilizado quando se trata de desenho rigoroso.

Contudo, dentro do papel, pode ter-se o papel opaco e o papel transparente (vulgarmente
conhecido como papel de engenharia). A escolha do tipo de papel esta relacionada com o
tipo de material riscador a utilizar: o papel opaco € mais vocacionado para o uso de grafite
(lapis ou lapiseira), e 0 papel transparente para o uso de tinta da China.

Ainda dentro daquilo que sao as caracteristicas do papel, este, sendo opaco ou
transparente, pode ser mais ou menos fino —isso dependera da gramagem do mesmo.
Normalmente, em Geometria Descritiva, a gramagem mais comum para o papel opaco varia
entre os 65g/m (valores minimos) e os 300g/m (equivalente a uma cartolina). Os papéis
apresentam-se sob formatos normalizados, sendo os mais comuns 0 A4 e o A3, que sao 0s
formatos mais utilizados na Geometria Descritiva.

13



Médulo inicial

Riscadores

Os riscadores sao os materiais que
permitem gravar no suporte (papel)
os elementos graficos (pontos, linhas,
sombras, etc.).

Na Geometria Descritiva, os riscadores mais
utilizados sao a grafite e a tinta (tinta da
China).

No caso da grafite, existem os lapis e as
lapiseiras. Nestas ultimas, ha as lapiseiras
de minas finas, minas normais e minas
grossas. Para o desenho rigoroso, as mais
indicadas sao as duas primeiras.

Contudo, ndo é apenas a grossura da mina
que deve ser tida em conta, mas também
o seu nivel de dureza.

Por dureza da mina entende-se a
capacidade que esta tem de riscar o papel,
independentemente da pressao efetuada
pela mdo no momento do desenho.

A dureza da mina é identificada por meio de letras (H e B), sendo que H corresponde as
minas mais duras e B as minas mais suaves. Dentro desta defini¢cao, existem subniveis, que
tém a sua correspondéncia em numeros (B, 2B, 3B, etc.). No caso das minas B, o prefixo
numeérico indica um crescendo de suavidade da mina, ou seja: uma mina 3B serd mais suave
do que uma mina 2B ou B). Isto significa que, exercendo a mesma pressao sobre o material
riscador, obtém-se uma linha mais carregada com uma mina 3B do que com uma mina B

ou 2B.

Existem, ainda, as minas HB e F, que correspondem a durezas intermédias.

No caso do desenho rigoroso, esta desaconselhado o uso de minas suaves, bem como
de minas superiores a H.

A vantagem do desenho a grafite € a possibilidade de fazer corre¢cdes sem rasuras.
Neste caso, devem ser utilizadas borrachas brancas, que ndo danificam o papel.

14



Generalidades

Material de precisao

O material de precisao é todo o conjunto de
utensilios que permitem conferir maior rigor
ao desenho.

Neste grupo incluem-se: réguas, esquadros,
transferidores, aristos, compassos,
escantilndes de curva, etc.

A utilizacdo deste tipo de material permite
representar situacdes especificas da
Geometria Descritiva, que seriam
impossiveis de desenhar com rigor sem recurso a estes materiais de precisao, como, por
exemplo: linhas paralelas e perpendiculares, circunferéncias, elipses, ou mesmo a marcagao
de angulos.

Normalizagbes

Vivemos numa realidade cada vez mais global. Este facto implica que a comunicacao deva
ser cada vez mais universal, nomeadamente no desenho técnico, uma vez que um projeto
podera ter de ser interpretado por varias pessoas, de varias entidades, nas mais variadas
partes do Mundo. Assim, para dar resposta a esta necessidade, foram definidas normas que
uniformizam os desenhos, tornando-os perfeitamente compreensiveis, independentemente
do contexto em que forem executados ou analisados.

A2
594x420 mm
Al
" 841x594 mm
297%x210 mm
A3
Ab 420x297 mm

148x105 mm

« AO 1189x841 mm >

15




Médulo inicial

Cada pais podera ter o seu proprio sistema W
de normalizag&o. Contudo, existe um =%
organismo internacional de fiscalizacao '
dessas mesmas normas: a Organizag&o P2
Internacional de Normalizagdo. Esta -
entidade garante a uniformizacdo das

normas em vigor, definindo normas

internacionais: ISO (International | T

B

Organization for Standardization). R

Essas normalizacdes vao desde a definicdo das espessuras dos tracos a tinta da China,
passando pelos formatos de papel utilizados, a forma como este deve ser dobrado, até a
forma de cotar e legendar desenhos.

Dobragem do papel

Na generalidade dos desenhos técnicos, sao usados formatos de papel maiores do que o
tradicional A4. Por isso, e para facilitar o seu transporte e arquivo, garantindo a preservacéo
e o0 bom estado das folhas, existem normas para a dobragem das mesmas.

Na figura abaixo, podemos ver a dobragem do formato A3.

A norma em vigor para estes casos é:
—Norma NP-49 (1968).

29,7 cm

1.2 dobra
2.2 dobra

—130cm—— —18,5¢cm
42.0 cm
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Generalidades

Legendas

As legendas sao elementos muito importantes no desenho, pois permitem identifica-lo e
registar informacdes essenciais para a leitura do mesmo.

Devem situar-se no canto inferior direito das folhas, assegurando uma margem de 5 mm em
relacéo ao limite do papel.

Estas sédo algumas das informac¢des que devem constar da legenda:

= designacao ou titulo do desenho;

= indicagbes complementares do titulo;

= data e rubrica do responsavel pelo desenho;
= empresa (quando aplicavel);

= numero e registo do desenho;

= escala do desenho.

A norma em vigor no que respeita a legendas nos desenhos é: 1SO 9431 (1990).

Elementos do desenho

No desenho técnico, além da representacao bidimensional da realidade, com recurso a
linhas e manchas, é necessario identificar os elementos que compdem o desenho. Cada
ponto, reta e plano devem ser devidamente identificados. Neste caso, existe também uma
convencao para a forma como é designado cada um desses elementos.

( \
Elementos geométricos Tipos de designacao
Pontos Alfabeto latino — letras mailsculas Ex.:A B CP..
Retas Alfabeto latino — letras minusculas Ex.:ab,rs, ..
Planos Alfabeto grego — letras minusculas Ex.: o, B d. P -
L Superficies Alfabeto grego — letras maiusculas Ex.: \[f B J, P - )

CVGEOM10-2 1 7



Médulo inicial

Tipos de tracado

Na resolucao dos problemas em Geometria
Descritiva, € importante hierarquizar o
tracado; ou seja: atribuir aos diferentes
tipos de tracado caracteristicas especificas - _
que os diferenciem e que confiram a devida

relevancia aos varios elementos graficos.

O traco continuo € o tipo de tragado mais
comum na Geometria Descritiva e é utilizado
para a representacao de retas, eixos, tracos
de plano, linhas de chamada, etc.

O traco interrompido ¢ utilizado para

representar linhas invisiveis e o trago-ponto
é utilizado essencialmente para representar
eixos de solidos. Traco leve

O tracejado é uma trama, ou seja, € utilizado
para preencher uma determinada figura, Traco médio
representando uma superficie.

Normalmente, é m
ormalmente, é usado em casos de Trago forte

representagéo de ﬁguras reSUItanteS de um o e S s s
corte num sdlido.

Cada um dos tipos de tragado enumerados anteriormente pode ser representado com
diferentes niveis de intensidade. Essa intensidade deve ser obtida sem aumentar
consideravelmente a espessura do traco, o que lhe retiraria rigor e iria contra os principios
fundamentais da Geometria Descritiva, em que um ponto ou reta ndo tém espessura.

A escolha do tipo de intensidade tem que ver com o elemento grafico que se esté a assinalar:

f Tipos de tracado Intensidade recomendada |
Linhas de chamada e tracados auxiliares Traco leve
Representacgdo da charneira (eixo x) Traco médio
Representacao da resolucao (resultado final) Traco forte )

Dada a complexidade de muitas das representacdes graficas em Geometria Descritiva,
principalmente quando aplicada a atividades profissionais, nomeadamente na arquitetura
€ na engenharia, é de grande importancia a verificagao das normas acima mencionadas,
de forma que a leitura do desenho seja mais clara e objetiva.

18
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NocOes essenciais
da Geometria Descritiva

A Geometria Descritiva tem por base conceitos-chave que acompanham a sua abordagem
em todo o seu curso, desde os problemas mais simples até aos mais complexos.

O dominio total destes conceitos € fundamental para o sucesso na aprendizagem desta
disciplina, razao pela qual sera feita uma abordagem completa acerca de cada um deles,
ao longo deste médulo.

Ponto

O ponto é um elemento grafico que se traduz, visivelmente, - - - - e

por uma forma circular, totalmente preenchida (pequena e e e
mancha), que pode assumir maior ou menor dimensao. - o e

Este pode ser um elemento de representacéo, e, por si s6, e e
definir outras formas, quando repetido com intensidade e e e
métricas distintas, podendo ser usado para desenhar o .
qualquer tipo de objetos. Para tal, ter-se-a em conta a o _
disposig¢éo dos mesmos, podendo estar colocados ao s
acaso ou ordenados consoante uma regra, a sua © St
dimensao/intensidade (grandes ou pequenos) e a sua e o e
concentragao (mais concentrados ou mais dispersos). et

No caso da Geometria Descritiva, o ponto é oseuelemento . . . . . .. .. .. ..
central: a origem de qualquer representacao. e e

Sem dimensao real, na Geometria Descritiva, o ponto é
uma abstracao, indicando uma posi¢ao concreta no plano
€ No espaco.

Conclui-se, assim, que o ponto, enquanto elemento e
geomeétrico, ndo tem uma representacao especifica, por
ser uma abstracao de dimenséo infinitamente pequena.

Xm

No entanto, para a sua representacao, é necessario fazer a
marcacao da intersec¢ao de duas retas. Assim, no papel, é
possivel identificar um ponto especifico, sendo este o
ponto de intersecao das duas linhas retas consideradas. A

20



Reta

Reta

Uma reta é um conjunto infinito de pontos, /

dispostos sucessivamente e de forma
infinita, localizados proximamente entre si,
segundo uma dada direcao.

Assim como o ponto nao tem dimensao, uma reta ndo tem espessura, dado ser composta
por pontos.

Ha, ainda, entendimento de que uma reta é definida por uma sequéncia de posicionamentos
de um dado ponto, ao longo de uma determinada dire¢ao. Com base nesta ideia, uma reta
pode, também, ser entendida como um percurso.

A infinidade inerente aos conceitos de ponto e de reta apresentados é impossivel de
representar no mundo real, em papel, com todas as condicionantes inerentes,
nomeadamente do suporte (papel), cuja dimensao é finita, e do material riscador (ex.: 1apis),
cujo traco tera sempre uma espessura concreta. Assim, por meio do desenho, apenas €
possivel representar uma sugestao do que é uma reta, pois esta, na sua génese, nao possui
espessura nem limites, ou seja, 0 seu comprimento € infinito.

Direcao de umareta

Sao infinitas as possibilidades de retas que existem no espaco. No entanto, existem duas
formas de distinguir uma sé reta, em detrimento de toda a sua infinidade.

= Dois pontos (figura a esquerda);
= Um ponto e uma direcéao (figura a direita).

Nota que aretar é definida pelos pontos A e B e contém, por isso, 0 segmento de reta [AB].
Ha apenas uma reta que contém, simultaneamente, no espagco geométrico, estes dois pontos.

Noutro exemplo, a reta s contém o ponto A e é paralela a reta r. Diz-se, entdo, que aretas é
definida por um ponto (ponto A) e por uma direcao (paralela relativamente a retar).
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Posicao relativa de duas retas

As retas podem estabelecer relagcdes entre si, com base na sua posicao relativa,
€ na sua posicao face a um terceiro elemento (plano).

Assim, tem-se os diferentes tipos de posi¢cdes que podem apresentar entre si:

= Retas complanares (concorrentes ou paralelas);
= Retas ndo complanares (enviesadas).

Retas complanares

Sé&o retas que constam do mesmo plano. Deste modo, quaisquer retas paralelas
(que partilham a mesma direcdo) ou concorrentes (que possuem um ponto comum,
o ponto de intersecao) sdo retas complanares.

Concorrentes

Sé&o retas complanares que possuem um ponto comum. Ou seja, que se intersetam num
determinado ponto, sendo este, simultaneamente, pertencente a ambas, designado
como ponto de concorréncia (ou de interse¢cao) das mesmas.

Paralelas

Sé&o retas com a mesma diregao e, por conseguinte, sem pontos em comum. Neste caso,
todos os pontos de cada uma das retas estao equidistantes. As retas paralelas apenas
sdo concorrentes num ponto infinito (ponto impréprio), tendo, por isso, a mesma diregao.

Retas complanares

Resumindo Retas podem ser
Uma reta pode ser definida por:
= dois pontos; ‘
= um ponto e uma dire¢ao. ( w
nao
complanares

complanares

|
[ )

concorrentes paralelas enviesadas
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Segmentos de reta

Retas nao complanares (enviesadas)

Manual

Sao retas que ndo possuem qualquer fator comum entre si, ou seja: ndo sao paralelas 9
Digital

(ndo partilham a mesma dire¢ao) e ndo sdo concorrentes (ndo partilham um unico ponto).
Assim, ndo constam do mesmo plano, logo, sao retas nao complanares.

Interatividade
Retas
complanares

O cubo [ABCDEFGH] tem, nas suas arestas, b ot
varias retas que estabelecem relacdes D Eimam

= Aretar é paralela a reta m e concorrente
com areta s no ponto A;

= Aretas é concorrente com aretam r
e com a reta a, no ponto G;

= As retas a e b sdo paralelas;

= Areta b é concorrente comaretamno - F

B
T
entre si. :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ponto H; .
= Asretas s e b sdo enviesadas (ndo .
convergem e nao sao paralelas). G

Segmentos de reta

A palavra “segmento” deriva do latim segmentu (bocado ou fragao de um dado objeto).
Assim, um segmento de reta corresponde a uma porcao de reta que, como ja foi referido,

€ impossivel de medir, pois desenvolve-se infinitamente numa dada direcédo, ndo possuindo
principio nem fim.

Entende-se, entdo, que um segmento de reta é uma linha compreendida entre dois pontos,
que marcam o seu principio e o seu fim, de comprimento concreto e mensuravel.

Tal como se verifica numa reta, o segmento
de reta também ndo apresenta espessura

nem volume, sendo unidimensional. \
A

O segmento [AB] é um segmento definido
por dois pontos, que marcam 0s seus X\
extremos. Aretar é areta que contém esse r
segmento. Entende-se, por isso, ser a sua

reta de suporte, pois suporta o segmento

em questao.
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Mediatriz de um segmento de reta

Entende-se por mediatriz de um segmento de reta o lugar
geomeétrico onde se situam todos os pontos do plano que
se encontram equidistantes a cada um dos extremos

desse segmento. >

Ora vejamos:

Num determinado segmento de reta, se acharmos o ponto
médio desse segmento (que diste igualmente do ponto A
e do ponto B), e tracarmos uma linha perpendicular

ao segmento, que contenha esse ponto médio, achamos
a mediatriz do segmento.

Assim, conclui-se que o lugar geométrico mencionado
acima se traduz numa reta complanar com a reta de
suporte do segmento [AB] e perpendicular a esta,
concorrentes entre si no ponto médio M.

A mediatriz divide o0 segmento em duas partes iguais.

Plano mediador de um segmento de reta

Um plano mediador é o lugar geométrico onde se
encontram os pontos do espaco que estao equidistantes

dos extremos do segmento.
A semelhanca dos pontos contidos na mediatriz de um
segmento, existe uma infinidade de pontos, também

equidistantes aos extremos do segmento e que ndo Q

constituem a mediatriz.
g
Estes sdo parte de um plano que contém a mediatriz e tém >< -

uma relacao de perpendicularidade com o segmento de . M
reta [AB] e, consequentemente, com a sua reta de suporte. B

‘R
Assim, o plano mediador ¢é definido por uma reta (mediatriz) ></
e uma direcao (perpendicular ao segmento [AB]). Este
plano contém, inevitavelmente, o ponto médio M, que é o o

ponto de concorréncia entre as duas retas (reta de suporte
do segmento [AB] e mediatriz).
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Plano

Um plano é um elemento bidimensional que constitui
uma superficie ao longo da qual uma reta se repete
infinitamente, paralelamente a si propria, seguindo
uma determinada direcao, definida por uma outra
reta. Assim, um plano é um elemento bidimensional

de extensao infinita.

Orientacao de um plano

Um plano pode conter retas paralelas e
concorrentes. Nao podera conter retas
enviesadas, porque, como ja foi referido, estas
nao possuem caracteristicas comuns entre si
que lhes permitam constar do mesmo plano
(ndo tém pontos de concorréncia nem a

mesma dire¢ao).

A cada conjunto de retas com a mesma direcéo
da-se o nome de familia de retas. Assim,
familia de retas é o conjunto infinito de retas

que possuem a mesma direcao e se

repetem infinitamente ao longo do mesmo

plano.

Assim, pode entender-se que um plano é
um conjunto sem fim de familias de retas.
Todas as retas de uma determinada familia
sdo concorrentes com as retas de outra
determinada familia. Esta condi¢gao permite
verificar que, num plano, todas as retas nele
contidas sao paralelas ou concorrentes.
Retas da mesma familia sdo paralelas entre

si e retas de familias diferentes sao
concorrentes entre si.

Plano

Em suma: um plano nao possui uma direcéo definida, uma vez que consegue conter todo
um vasto conjunto de familias de retas, todas com direcdes distintas. Um plano possui, sim,
uma orientacdo. Essa orientacdo corresponde a posi¢ao relativa do plano no espaco,

podendo este ser vertical, horizontal ou obliquo.
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Considerando o cubo [ABCDEFGH], percebe-se que todas as suas faces fazem parte de
planos.

Na face [ABCD], contida num determinado plano, a reta que contém o segmento [AB] é da
mesma familia da reta que contém o segmento [CD]. O mesmo acontece nas retas que
contém os segmentos [AD] e [BC]. Aqui foram enumeradas duas familias de retas que
pertencem ao plano da face [ABCD] do cubo. As retas de cada uma dessas familias sao
perpendiculares entre si.

As varias faces do cubo estdo contidas em planos paralelos e perpendiculares entre si.
A intersecdo dos mesmos da origem as arestas do cubo.

B C
B C
p) A D
O plano {§ contém a face [ABCD]
A do cubo. D
F G
E H
o )
O plano e contém a face [ABEF] O plano d contém a face [CDGH)
do cubo. do cubo.
Resumindo

* Uma reta possui uma dire¢ao;
= Um plano possui uma orientacao.
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Angulos

Reta pertencente a um plano

Sendo um plano um conjunto infinito de r
retas, isso nao significa que este possa
conter todo o tipo de retas.

plano, esta tem de conter dois pontos

Para que uma reta possa pertencer a um \
desse plano ou, em alternativa, um ponto do A s

plano e ser paralela a uma outra reta desse o
mesmo plano.

De notar que estas sdo condicdes G
fundamentais de pertenca de uma reta aum
determinado plano.

Uma vez que uma reta pode ser definida
por:

= dois pontos;
= um ponto e uma direcao;

a diagonal do quadrado [CDHG] é o segmento [DG], contido nareta s. Areta s pertence ao
plano a.

Por sua vez, aretar contém o ponto C, que é um ponto do quadrado cuja diagonal é areta s.
Aretar é paralela a reta s e contém um ponto do plano onde estéa a reta s. Ambas as retas
sao complanares e paralelas entre si, ou seja: pertencem ao mesmo plano.

Conclui-se que, para uma reta pertencer a um plano, deve conter dois pontos desse plano
ou, em alternativa, conter um ponto do plano e ser paralela a uma reta do plano.

Angulos

Um angulo, como entidade bidimensional, corresponde a uma regido do plano definida por
duas semirretas, de diferentes direcdes com a mesma extremidade (ponto de concorréncia
das retas originais), correspondente ao vértice do angulo. O dngulo permite determinar a
relacéo que essas duas retas estabelecem entre si, e € medido em graus.

-~ £ / L Q) N~ M
30° 45 60° 90° 120° 150°

180
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Bissetriz de um angulo

A bissetriz de um angulo é o lugar geométrico que contém os pontos do plano que séo
equidistantes de ambos os lados do angulo. Assim, a bissetriz divide 0 angulo maior em
dois angulos menores, geometricamente iguais.

Desta forma, se for dado um dos
lados do angulo e a sua bissetriz,
é possivel determinar a totalidade
do angulo, usando a bissetriz
como eixo de simetria,
permitindo, facilmente, tracar

Q

o outro lado do éngulo. A 5

Q

Na figura ao lado, pode ver-se
que a bissetriz (reta que contém
os pontos A e B) divide o angulo s
em duas partes iguais. A distancia

dospontosAeBaretaréigual a

distancia desses mesmos pontos

aretas.

Diedro e plano bissetor

O diedro € o espaco tridimensional compreendido entre dois
semiplanos de diferentes direcdes, que se intersetam entre si
segundo uma reta de origem (aresta do diedro).

Ja o retilineo do diedro corresponde ao angulo resultante da
intersecao de um terceiro plano ortogonal a reta de origem (aresta

do diedro) com os dois semiplanos que o definem. Essa intersecéo “
resulta em duas semirretas, cujo angulo formado entre sitem o

nome de: retilineo do diedro. Assim, estas duas semirretas sao,

também, perpendiculares a aresta do diedro. 7 1

Os planos & e 3 definem um espago geométrico denominado
diedro e sdo as faces desse diedro. A sua linha de intersecéao
€ a aresta do diedro.
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Diedro e plano bissetor

90°
Considerando o diedro formado pelos planos a.e 9,

as retas de intersecao de um terceiro plano
perpendicular aos dois primeiros (faces do diedro)
sdo asretasr e s. O angulo que essas retas formam
entre si tem o nome de retilineo de um diedro.

Entende-se por plano bissetor de um diedro o plano
capaz de dividir um diedro em dois diedros o S
geometricamente iguais.

Assim, o plano bissetor de um diedro € o lugar M
geométrico onde constam todos os pontos do

espaco equidistantes a cada uma das faces do

diedro.

O plano bissetor &, por isso, um plano de simetria.

Tracando uma perpendicular a cada uma das arestas
do diedro, e achando o ponto de intersecao de
ambas as perpendiculares (ponto M), acha-se o
ponto que dista igualmente de ambas as faces do
diedro. Esse ponto M é um ponto pertencente ao
plano bissetor. * B

O plano bissetor esta definido por um ponto e uma
reta, pois contém, obrigatoriamente, a aresta do
diedro, que € a reta de intersecado dos dois planos

que contém as faces do diedro (& € d).

O plano § é o plano bissetor.
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Posicao relativa de retas e de planos

No espaco tridimensional, sdo iniUmeras as dire¢gdes de retas que podemos encontrar,
bem como as orientacdes dos planos.

No entanto, ha conceitos-base que permitem sugerir as suas posi¢oes relativas.

Paralelismo entre retas e planos

As relacdes de paralelismo entre retas e planos
encontram as suas condi¢des fundamentais no
critério de paralelismo entre retas e planos.

Esse critério apresenta duas condic¢oes: B C

= Uma reta é paralela a um plano se nao for
parte integrante desse plano e se for paralela
a uma reta pertencente a esse plano;

= Um plano é paralelo a uma reta se nao r

|

|

|

|

|

|

|

. . |
contiver essa reta, mas contiver uma reta ’
F

paralela a essa. .

Uma reta que nao seja paralela a um plano é ‘
sempre concorrente com este. Algures na sua E

infinita extensao, havera sempre um ponto que

seja comum a ambos (reta e plano), sendo este
o ponto de intersec¢édo da reta com o plano.

Na imagem acima, pode verificar-se que aretar é paralela a reta s, que esta contida no
plano e.. Assim, verifica-se que a reta r é paralela ao plano e, pois € paralela a uma reta que
pertence a esse plano.

Resumindo

* Uma reta é paralela a um plano se ndo pertencer a esse plano e se for paralela a uma reta
desse plano;

= Um plano é paralelo a uma reta se nao contiver essa reta e contiver uma reta paralela a esta.
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Posicéo relativa de retas e de planos

Paralelismo entre planos

Anteriormente, verificou-se que um
plano possui uma orientagdo. Assim, o g
planos paralelos apresentam a

mesma orientacdo. Isto é, téma a / /

mesma posic¢ao relativa no espaco.

Deste modo, dois planos, em que

cada um contenha familias de retas r s
paralelas as familias de retas
constantes do outro plano, sao planos

paralelos. b

Contudo, a existéncia de duas retas / /

pertencentes a um plano, que sejam
paralelas a outras duas retas
pertencentes a um outro plano, ndo

valida, por si s, o paralelismo entre ambos os planos. Na verdade, esta condicao pode
verificar-se entre planos que se intersetam (ndo paralelos).

Na imagem, o plano & contém a reta r, paralela a reta s, do plano 3. Podemos imaginar que
no plano e existem inimeras retas paralelas a reta r, e o mesmo no plano 3. Contudo, essa
condicao nao valida o paralelismo entre os dois planos. Na verdade, aretar é comum a
ambos, por ser a sua reta de intersecao. Entdo, apesar de existirem inimeras retas, em
ambos os planos, paralelas entre si, estes ndo sao paralelos, mas sim perpendiculares.

Ou seja: para serem paralelos, os planos tém de possuir familias de retas paralelas entre si,
sem nunca haver retas coincidentes entre os dois.

Contudo, se duas retas concorrentes forem paralelas a outras duas retas concorrentes,
constantes de um outro plano, podemos concluir que os dois planos sédo paralelos entre si.
Esta condi¢do pode verificar-se entre o plano a e o plano . As retas r e m do plano & séo
concorrentes, bem como as retas s e n do plano [3 Sendo que as

retas m e n sdo paralelas, bem como asretasr e s, pode afirmar-se

que os planos a e B sdo paralelos. Resumindo
- . . = Planos

Em suma: para se verificar o paralelismo entre dois planos, .

.. . i paralelos tém

€ imperativo que duas retas concorrentes de um plano sejam amesma

paralelas a outras duas retas concorrentes do outro plano. orientagao.

= Planos secantes
tém orientacdes
diferentes.

Em oposicéo, planos secantes sdo planos que se intersetam.
Essa intersecao resulta sempre numa reta. Deste modo, planos
secantes sdo planos que ndo possuem a mesma orientacao.
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Retas perpendiculares e retas ortogonais

Duas retas podem ter direcdes distintas sem se
intersetarem. Na verdade, esse € o principio que
distingue retas perpendiculares de retas ortogonais.

Por retas perpendiculares entende-se a intersecdo de
duas retas, segundo um angulo reto, ou seja, duas retas
concorrentes que formam, entre si, um angulo de 90°.

Ja no que respeita a retas ortogonais, ndo sao as retas
que formam, entre si, um angulo de 90°, mas sim as
suas dire¢oes. Ou seja, retas ortogonais ndo sao
concorrentes, ndo possuindo qualquer ponto comum
(ndo existe ponto de concorréncia). Apenas as suas
direcdes sdo perpendiculares.

Com base na figura acima, pode dizer-se que:

= Areta r que contém os pontos A e D é perpendicular a reta s que contém os pontos A e E,

sendo A o ponto de concorréncia das duas retas;

= Aretar que contém os pontos A e D é ortogonal a reta m que contém os pontos C e G,

nao havendo qualquer ponto de concorréncia.

Resumindo
= Retas perpendiculares sao complanares;
= Retas ortogonais ndo sao complanares.

Para praticar

o Desenha, a mao livre, um cubo em perspetiva, e atribui letras a cada um dos
vértices do cubo. Recorrendo aos vértices do cubo, identifica segmentos que

correspondam a retas:
- paralelas;

- perpendiculares;

- enviesadas.

9 Define o critério de paralelismo entre retas e planos.

9 Define o critério de paralelismo entre planos.
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Posicéo relativa de retas e de planos

Retas perpendiculares a um plano

Revisitando alguns conceitos abordados
anteriormente, podemos recordar que enquanto as o
retas tém uma determinada direcao, os planos tém

uma determinada orientagéao.

Isto significa que qualquer reta cuja direcao seja
ortogonal a orientacdo de um dado plano é _A
perpendicular a este. 2

[ A ———v ]

-n
(0]

Esta associacao resulta da infinita dimensdo de um
plano. Deste modo, uma dada reta ortogonal a um
plano tera sempre um ponto de concorréncia com

N
*

|

|

|

esse plano - irda sempre interseta-lo. E- H

Contudo, para validar a ortogonalidade de umareta
face a um plano, ndo basta que esta seja ortogonal a

duas retas desse mesmo plano. Para tal, € necessario

que seja ortogonal (ou perpendicular) a duas retas concorrentes de um plano. Se esta
condicao de concorréncia entre as retas complanares nao se verificar, poder-se-a ter, na
mesma, uma relacao de perpendicularidade de uma reta com duas retas do plano, e serem
as trés complanares.

Areta p é perpendicular as retas a e b, sendo A o seu ponto de concorréncia. Asretasaeb
pertencem ao plano ¢, logo, a reta p é perpendicular ao plano e.

Resumindo

= Uma reta é ortogonal a um plano apenas se for ortogonal a duas retas concorrentes desse
plano;

= Um plano é ortogonal a uma reta apenas se contiver duas retas concorrentes que sejam
ortogonais a essa reta;

= Verifica-se, ainda, que qualquer reta que seja ortogonal a um dado plano é, obrigatoriamente,
ortogonal ou perpendicular a todas as retas desse plano.

Teorema da ortogonalidade entre planos

Uma reta ortogonal a um plano é sempre perpendicular ou ortogonal a todas as retas
pertencentes a esse plano.
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Planos perpendiculares

Planos ndo paralelos sao sempre planos
secantes (intersetam-se, algures no
espaco, segundo uma reta de intersecao). /]

Assim, os planos ortogonais ou
perpendiculares pertencem ao grupo de
planos secantes.

necessario que sejam secantes e que as

B

Para que dois planos sejam ortogonais, é o E
suas direcdes sejam perpendiculares entre 5

N
3

l

l

l

N

N

l

1

l

l

l

1

0 T
i |
1 1
l
%
l

l

l

l

si. Ou seja, € necessario que esses planos el ]
formem diedros de 90°. £

- 7

Neste caso, o plano a e o plano 3 formam
um angulo de 90° entre si, tendo areta p

como sua reta de intersec¢éo. Notando que
aretas, contida no plano {8, é

perpendicular ao plano e, e perpendicular a
reta p (comum a ambos), conclui-se que o e
e  sdo ortogonais.

Por fim, a ortogonalidade entre planos s6

se verifica quando um dos planos contém

uma reta que seja ortogonal ao outro A
plano.

Na figura ao lado, a reta e é ortogonal as |
faces [ABCD] e [EFGH] do cubo. Todos os i

planos delineados a azul contémaretaee

sao perpendiculares a essas duas faces do
cubo.

RS ______.,_\m

Resumindo

= Para que dois planos sejam ortogonais, um deles deve conter uma reta ortogonal ao outro.
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Superficies

Superficies

Por superficie, entende-se o lugar
geomeétrico resultante de uma sucessao de
posicdes que uma determinada reta ocupa
no espaco, segundo um determinado
percurso.

Esse percurso ndo é necessariamente
retilineo, podendo obedecer a um padrao.

A linha representativa da reta que se move
no espaco, formando a superficie, da-se o
nome de geratriz—g.

Ja ao nome da linha que desenha o
percurso dessa reta, da-se o nome de
diretriz—d.

As superficies podem ser abertas ou fechadas, consoante a sua diretriz seja representada
por uma linha fechada ou por uma linha aberta.

Na imagem, podem identificar-se as diversas retas que correspondem a geratriz de uma
superficie (g), e a diretriz (d), que determina a direcao pela qual as geratrizes se sucedem,
criando a superficie.

As geratrizes podem assumir inimeras caracteristicas, desde linhas retas a linhas curvas,
a linhas deformaveis ou indeformaveis (podem variar a sua configuracao no decorrer do
movimento).

As diretrizes também apresentam uma quantidade infinita de possibilidades de
apresentacao.

Superficie plana
Superficies planas sao regradas, isto &, resultam da deslocag¢ao de uma reta.

O exemplo mais ébvio de uma superficie plana é um plano, cuja geratriz se desloca
paralelamente a si propria, segundo uma outra reta (diretriz).

Em superficies planas podem estar representadas figuras geométricas: poligonos
e circulos.

Circulos sao superficies planas limitadas por uma circunferéncia.
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Circunferéncia é um conceito pertencente a figura plana de forma circular (circulo).
Por esta, entende-se a linha curva fechada que delimita o circulo, sendo o lugar geométrico
que contém todos os pontos que se encontram a igual distédncia do centro (ponto O).

Assim, a circunferéncia é a linha plana que delimita a superficie plana (figura plana).
Neste caso, a figura delimitada é o circulo, por ser definida por uma linha curva fechada em
que todos os seus pontos distam igualmente face ao centro (ponto O).

Ha varios conceitos relacionados com a circunferéncia, importantes na Geometria
Descritiva.

Sdo eles:

= Raio [OR]; p
= Corda [MN]; M
= Didmetro [PQ].

Por raio, entende-se todo 0 segmento de reta
compreendido entre o centro da circunferéncia
e qualquer outro ponto da circunferéncia. 0

O conceito de corda é definido por um segmento
de reta cujos extremos sao pontos da
circunferéncia sem conter o centro. R

O diametro é um segmento que une dois pontos
opostos da circunferéncia, passando sempre pelo
centro. E o equivalente ao dobro do raio.

Poligono é toda a figura plana, numa superficie também plana, limitada por linhas
quebradas fechadas. Ou seja, designa-se como poligono uma figura plana cujos lados sao
segmentos de reta.

Estes sao definidos consoante o seu nimero de lados (nUmero de segmentos de reta
adjacentes que compdem o contorno fechado).

Assim, tem-se: triangulo (trés lados), quadrilatero (quatro lados), pentagono (cinco lados),
hexagono (seis lados), e assim sucessivamente. Um poligono possui, ainda, um nimero de
angulos internos igual ao numero de lados que o delimita.
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Superficies

Ha duas grandes familias de poligonos:

Poligonos regulares —todos os lados sao segmentos de igual dimensao (angulos internos
também iguais). Tridngulos, quadrados, pentdgonos e hexagonos inscritos numa
circunferéncia sao exemplos de poligonos regulares.

Poligonos irregulares — os lados sao segmentos
de dimensdes distintas (&ngulos internos
igualmente distintos). O retangulo, apesar de ter
0s seus angulos internos todos iguais, ndo tem os
seus lados todos iguais. E, por isso, um poligono
irregular.
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Nocoes essenciais da Geometria Descritiva

Superficie piramidal

Numa superficie piramidal, a diretriz € uma linha poligonal, ou seja: corresponde a linha que
delimita um poligono. As suas geratrizes deslocam-se ao longo da diretriz e possuem um
unico ponto de convergéncia a distancia finita (vértice).

No caso de uma pirdmide quadrangular regular, a sua diretriz corresponde a um quadrado,
€ 0 seu vértice pode projetar-se sobre o centro geométrico desse mesmo quadrado
(base da piramide). Ja numa piramide obliqua, essa concordancia nao existe.

Superficie conica

Numa superficie conica, a semelhanca de uma superficie piramidal, as suas geratrizes
convergem num ponto Unico, correspondente ao vértice da superficie, que se encontra
a uma distancia finita do plano onde se encontra a diretriz.

Uma superficie conica cujo vértice estéd alinhado com o centro da base é uma superficie
de revolucgao.

R -
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Superficies

Superficie prismatica

No caso de uma superficie prismatica, a sua diretriz € uma linha quebrada que forma um
poligono e as suas geratrizes sao paralelas, convergindo num ponto infinito.

////

A superficie cilindrica é aquela cuja diretriz € uma linha curva (circunferéncia) e com
geratrizes paralelas entre si, a semelhanca das superficies prismaticas.

Superficie cilindrica

\
/

Superficie esférica

Uma superficie esférica resulta da rotagdo da sua geratriz,
que se apresenta sob a forma de circunferéncia. Essa
rotacao é feita em torno de um eixo que corresponde
areta de suporte do didmetro dessa circunferéncia.

Uma superficie esférica € uma superficie de revolucgao.
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Nocoes essenciais da Geometria Descritiva

Superficies de revolucao (regradas e nao regradas)

Uma superficie de revolugao é toda a superficie cuja geratriz, que pode ser uma linha reta
Ou curva, e segue um movimento de rotacao em torno de um eixo fixo, isto €, move-se no
espaco, descrevendo uma circunferéncia, cujo centro corresponde a intersecao de um eixo,
perpendicular a este plano.

As superficies de revolugao podem ser regradas ou nao regradas. Esta caracteristica tem
que ver com a sua geratriz. Quando se fala em superficie regrada de revolucéo, a geratriz é
uma linha reta. No caso de superficies ndo regradas de revolucao, a geratriz apresenta-se
como uma linha curva. Em ambas as situa¢des, o0 movimento da geratriz resulta da sua
rotacdo em torno de um eixo. Nas superficies regradas de revolucao, em que a geratriz é
uma linha reta, a sua sucessao resulta em linhas paralelas ou convergentes num ponto a
distancia finita — por exemplo: superficies cénicas e superficies cilindricas. No caso das
superficies nao regradas de revolucao, a geratriz € uma linha curva, impossibilitando
quaisquer vértices ou paralelismos — resultam em superficies esféricas, toricas e escdcias.

Cones e cilindros retos (eixo forma 90° com o plano da base) sdo superficies regradas de
revolucao (a geratriz € uma linha reta).

Esferas, toros e escdcias sao superficies ndo regradas de revolucao (a geratriz € uma linha

curva).
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Sélidos

Sdlidos

Com base nos conceitos apresentados anteriormente, pode confundir-se aquilo que é uma
superficie, por exemplo, piramidal, com uma piramide. Na verdade, ha uma diferenca entre
superficie e solido.

A superficie € uma abstracao, enquanto um sélido é uma massa, um corpo concreto, limitado
por uma so6 superficie (no caso da esfera), ou por uma superficie € um ou mais planos.

A esfera é o Unico soélido definido por uma s6 superficie (superficie esférica).

Em todos os outros sélidos (pirdamides, prismas, cones e cilindros), a sua definicao resulta
de uma superficie e de um plano (pirdamides e cones), ou de uma superficie e dois planos
(prismas e cilindros). Os planos definidores dos sélidos correspondem as suas bases.
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Nocoes essenciais da Geometria Descritiva

Poliedros

No dmbito dos sdlidos geométricos, podemos encontrar subtipos, isto é, categorias de
sélidos que apresentam caracteristicas proprias que as definem. E o caso dos poliedros.

Um poliedro é um sélido geométrico definido apenas por poligonos. Ou seja, todas as suas
faces correspondem a figuras geométricas delimitadas por linhas quebradas. Essas linhas
sao fechadas, sendo compostas por segmentos de reta, todos de igual dimensao,
originando figuras cujos lados sdo equivalentes (poligonos regulares). Assim, um poliedro
€ um sélido cujas faces se apresentam sempre como poligonos regulares.

Resumindo

Existem dois tipos de poliedros:
= Poliedros regulares
= Poliedros irregulares

Poliedros regulares

Poliedros regulares sao solidos cujas faces sao sempre apresentadas sob a forma do
mesmo poligono regular. Na verdade, para um sélido ser um poliedro, este apenas tem de
ter as suas faces sob a forma de poligonos regulares, mas nao é necessario que se trate
sempre do mesmo poligono (ex.: piramide quadrangular). Contudo, para um poliedro ser
regular, ndo basta que as suas faces sejam poligonos regulares — todas as faces tém de
corresponder ao mesmo poligono (ex.: cubo).

Sao estes os tipos de poliedros regulares que existem:

= tetraedro (3 faces);

= cubo (6 faces);

= octaedro (8 faces);

= dodecaedro (12 faces);
= icosaedro (20 faces).

AD B E
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Sélidos

Poliedros irregulares

Resumindo

Poliedros irregulares sdo poliedros cujas faces ndo sao todas .
. ] . . = Poliedros retos
iguais, ao contrario dos poliedros regulares. t8m o Seu eixo

, . erpendicular
Estes podem ser retos ou obliquos, dependendo da posicao do seu gb:se
eixo relativamente a base. .

= Poliedros

obliquos tém o
seu eixo obliquo

PirGmides e prismas sao poliedros irregulares.

relativamente
. A a base.
Piramides
Uma piramide é um poliedro que se caracteriza por ter uma e=h

base poligonal e um vértice. O niumero de faces varia
consoante o poligono que constitui a sua base. Se for um
poligono de quatro lados (quadrado), a piramide apresentara
cinco faces (uma por cada lado do poligono, somando-se a
base). No caso de o poligono da base ser, por exemplo, um
triangulo, a piramide apresentara quatro faces (uma por
cada lado do poligono, somando-se a base).

As piramides podem ser retas ou obliquas.

Piramides retas tém o seu vértice alinhado com o centro
geomeétrico da base (0 seu eixo é perpendicular ao plano da

base).

Piramides obliquas ndo tém o seu vértice alinhado com o
centro geométrico da base (o seu eixo é obliquo ao
plano da base).

Independentemente da posicao do eixo
relativamente ao plano da base, a altura de uma
pirdmide é sempre medida perpendicularmente

a base. No caso de piramides regulares, a altura
podera ser medida diretamente sobre o segmento
do eixo compreendido entre a base e o vértice.

No caso de uma pirdamide obliqua, a altura devera
ser medida sob uma linha reta, perpendicular a
base, até ao ponto de intersecdo de uma reta que

contém o vértice e é paralela ao plano da base.
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Nocoes essenciais da Geometria Descritiva

Prismas

Prismas sao poliedros que também apresentam um
nuamero variavel de faces, consoante o numero de arestas
do poligono das bases (um prisma possui duas bases,
paralelas entre si). Todas as faces laterais de um prisma
sdo quadrilateros que se intersetam, formando as arestas
laterais do sélido. Essas faces laterais, quando intersetam
as bases, formam as arestas da base do sdélido.

No caso de prismas retos, as faces laterais sao
perpendiculares as bases. Neste caso, o eixo do sdlido é
um segmento de reta compreendido entre os centros
geomeétricos de ambas as bases e perpendicular a estas.

Um prisma obliquo continua a ter as
bases paralelas entre si. No entanto,
€ apesar de o seu eixo continuar a ser
um segmento de reta compreendido
entre os centros geométricos de

e=h

L

ambas as bases, este deixa de ser
perpendicular a base, passando a ser
obliquo.

Prismas retos cujas bases sejam
poligonos regulares séo
denominados prismas regulares.

A altura de um prisma corresponde a

distancia compreendida entre as
bases.
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Cones

Embora os cones ndo sejam poliedros, pois a sua base

jamais podera apresentar-se sob a forma de um poligono

(serdo sempre figuras geométricas delimitadas por linhas curvas
fechadas), estes podem ser caracterizados como “retos”

ou “obliquos”.

Um cone reto é todo aquele cujo eixo (segmento de reta
compreendido entre o vértice do cone e o centro geométrico
da base) é perpendicular ao plano da base.

Um cone reto é denominado cone de revolucao, pois é definido
lateralmente por uma superficie de revolucao (na qual o eixo
é sempre perpendicular ao plano da diretriz).

Um cone obliquo é aquele cujo eixo é
obliquo face ao plano da base, ndo fazendo
coincidir a projecao horizontal do seu
vértice com o centro da base.

Aqui, tal como nas piramides, a altura do
cone é sempre medida perpendicularmente
a base, independentemente de se tratar de
um cone reto ou obliquo.

e

Sélidos
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Nocoes essenciais da Geometria Descritiva

- e=h
Cilindros

Nos cilindros, a semelhanca do que acontece com os prismas, C)
ambas as bases sdo sempre paralelas entre si.

No caso dos cilindros, as bases ndo sédo poligonais, e estes sao

delimitados lateralmente por uma superficie cilindrica, nao
possuindo, assim, arestas.

Podem ser retos, se 0 eixo que contém os centros de ambas as
bases for perpendicular as mesmas, ou obliquos, se essa for a

posicao do eixo relativamente as bases.

Tal como nos prismas, tratando-se de um
cilindro reto ou de um cilindro obliquo, a sua
altura é sempre medida entre bases,

e segundo um segmento de reta
perpendicular as mesmas, ou seja, medindo
a distancia entre os planos das bases.

Esfera

A esfera é o Unico solido geométrico que nao apresenta
qualquer face, sendo constituido por uma sé superficie
(superficie esférica).
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Sélidos

Seccoes planas de sélidos e truncagem

Seccdes e truncagens sao fendmenos
transformadores de um sélido. Contudo, cada
um destes conceitos tem definicdes préprias
que vale a pena esclarecer:

Seccao plana - figura plana que resulta da
intersecao de um plano com um solido.

(R A — N <

Soélido truncado - parte resultante do corte
de um sélido.

Uma secc¢éo plana resulta da intersegéo de

um plano secante com um determinado sélido
geomeétrico. A intersecao desse plano com as
faces do sélido origina figuras planas,
contidas no plano secante. A essas figuras da-se o nome de seccao
plana. Estas figuras podem variar consoante o tipo de sélido seccionado.

O cubo representado na figura acima € intersetado pelo plano a. A figura plana que
resulta dessa intersecao (retangulo [ABCD]) esta contida no plano e.

Resumindo
= Uma secc¢ao plana esta sempre contida no plano secante.

Na truncagem, ha igualmente um plano secante que
interseta o sélido. No entanto, o resultado obtido ndo se
centra na figura plana desenhada por essa sec¢&o, mas sim
no novo sélido resultante dessa seccao. Neste caso, da-se
o nome de sélido truncado.

Resumindo

= Um sélido truncado é um sélido compreendido entre o plano
secante e a base, ou o0 sélido compreendido entre o plano
secante e o vértice.
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Nocoes essenciais da Geometria Descritiva

Nestes casos, apenas é considerada uma parte

do sdlido, sendo eliminada a outra. Ou seja, numa Q/
truncagem considera-se apenas um novo solido, A
em vez de dois. 6

Resumindo /
= Quando se trata de uma seccao plana, 1 abr
considera-se apenas a figura resultante da é

interse¢ao do plano secante com o sélido,
nao havendo divisdo do mesmo.

Na truncagem, essa seccao implica uma separacao fisica,
dividindo o sélido em duas partes.

Para praticar

o Refere dois exemplos de superficies de revolucao.
Q Explica a diferencga entre uma pirdmide regular e uma piramide obliqua.

9 Numa superficie prismatica, identifica a diretriz e a geratriz. Explica a diferenca
entre uma superficie prismatica e uma superficie piramidal, recorrendo aos
conceitos identificados anteriormente.
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Introducao a disciplina
de Geometria Descritiva

Resenha historica

A procura de uma forma de representacao da realidade por via da arte remonta as antigas
civilizagdes, que comunicavam através do desenho os acontecimentos marcantes do
quotidiano. Desde a Pré-Histéria que os povos sentiram a necessidade de registarem o seu
dia a dia e os principios da sua civilizacado por intermédio de elementos graficos, como
pinturas. Contudo, é no periodo do Renascimento, com a descoberta da perspetiva, que se
conseguiu obter uma verdadeira aproximacao entre a realidade e a sua representacéo.

A perspetiva € uma representacao grafica de objetos sobre um qualquer suporte regular
(normalmente o papel), que procura representar uma visao global e realista de algo.

Na pintura romana, comecou a ser abordada a perspetiva de forma empirica, que foi
experimentada e estudada no Renascimento por grandes nomes florentinos, como Filippo
Brunelleschi (1377-1446), com demonstracdes daquilo que é a perspetiva linear.

O primeiro grande tedrico da perspetiva tera sido Leon Battista Alberti (1404-1472), através
do seu tratado Della Pittura (1435).

Objeto e finalidade

A Geometria Descritiva é a disciplina que permite representar, na abstragao, uma forma
concreta. Num projeto de uma casa, por exemplo, € necessario representar de forma rigorosa
e detalhada algo que ainda nao existe, que ainda vai ser construido. A Geometria dota o
individuo de uma capacidade que, podendo ja ser inata, serd melhorada e trabalhada com o
exercicio de visualizacao e percecao do espaco tridimensional. S6 assim é possivel projetar
no vazio aquilo que podera vir a ser algo concreto, como uma casa, no caso da arquitetura.

Além de ser determinante na capacidade de antever o que ainda nao existe, a Geometria
Descritiva €, também, essencial na representacdo dessa nova realidade, para que esta
possa ser executada e perfeitamente compreendida por terceiros, através de métodos
€ normas de representacao universais, como ja foi referido anteriormente. Também a
possibilidade de representar no papel algo que é tridimensional, com volume e espaco
proprios, € uma das principais caracteristicas desta disciplina.

Na verdade, a Geometria Descritiva é a principal ferramenta de muitas profissdes que
dependem, na sua atividade, da compreensao do espaco, das formas e dos volumes, como
a arquitetura, a escultura, o design e varias variantes da engenharia, entre outras.
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Nocdes de projecao

Podemos dizer que o objetivo da Geometria Descritiva é representar rigorosamente, de
forma bidimensional, formas tridimensionais, de modo que seja perfeitamente possivel

compreendé-las, mesmo sem nunca as termos visto. @ !

Interatividade
Projecao coénica

Na verdade, qualquer representacao é sempre bidimensional, independentemente

de ser uma representacao de elementos bidimensionais ou tridimensionais. Um sélido,
sendo um elemento tridimensional, pode ser representado, sendo sugerida essa
tridimensionalidade. Contudo, essa representacao é bidimensional, pois encontra-se
circunscrita a um plano, do desenho, com duas dimensdes.

Em suma: a Geometria Descritiva permite representar rigorosamente uma realidade
existente, através do desenho rigoroso, para que aquela possa ser documentada, como
também uma realidade que ainda nao existe (um projeto), e possa ser concretizada.

Nocoes de projecao

Na Geometria Descritiva, a possibilidade de representar, no plano (papel), formas
tridimensionais é conseguida através de projecdes. Para entender melhor o que é uma
projecéo, iremos recorrer a exemplos do dia a dia:

Num projetor de imagem, temos o centro de projecao no préprio aparelho (a partir do qual
é feita a projecao), com uma pelicula que contém a imagem que se pretende projetar, e que
vai ser representada numa tela, localizada a uma distancia finita do aparelho. Essa tela sera
o plano de projecao. Todas as formas que se encontram projetadas nessa tela sao
definidas por inUmeras retas, que partem do centro de projecao e vao incidir sobre o plano
de projecao. Quando o intersetam, desenham a figura projetada.

De um ponto de vista mais abstrato e cientifico, entende-se por projecao numa superficie
plana toda aimagem que resulta da intersecdo de retas projetantes que tocam os varios
pontos do objeto a representar. A figura resultante da unido de todos esses pontos no plano
de projecao é a projecao do objeto no plano. Ha, assim, trés conceitos-chave a reter:

Plano de projecao: superficie plana sobre a qual se projeta qualquer objeto.

Reta projetante: reta que passa I
pelo centro de projecao e por "
qualquer outro ponto do espaco,

reta projetante

projetando-o no plano de projecéo

/
e

quando se interseta com este.

sélido/objeto
centro da projegdo (observador)

Centro de projecao: é o ponto
comum a todas as retas projetantes.
Pode ser entendido como o ponto
de partida da projecao.

plano de projecdo
projecdo do sélido / objeto
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Introducéo a disciplina de Geometria Descritiva

Superficie de projecao

Tal como foi referido anteriormente,
uma projecao necessita sempre de um
plano para a mesma, ou seja: de uma
superficie onde se ira projetar a
imagem de qualquer objeto.

No dia a dia, podemos encontrar varios
tipos de superficies de projecao, nos
mais variados contextos. Por exemplo,
na rua, quando vemos a nossa sombra

projetada no chao, o chdo é a
superficie de projecdo do nosso corpo.

Na imagem ao lado, o centro de projecao correspondera ao Sol; as retas projetantes
aos raios de luz; e o plano de projec¢ao sera o chao.

Num contexto mais abstrato, como o da Geometria Descritiva, a superficie de projecao
€ o plano que é intersetado pelas retas projetantes.

Retas projetantes

As retas projetantes correspondem a um dos trés conceitos que constituem uma projecao.
Estas sdo elementos abstratos (retas) que convergem num Unico ponto (centro de projecao)
e que contém um ponto do objeto ou figura projetados, acabando a intersetar a superficie
de projecao. A juncao de todos os pontos de intersecao de todas as retas projetantes da
origem a projecao em si.

Neste exemplo, podemos observar I

uma reta projetante r, que contém
os pontos O eR. O ponto O
corresponde ao centro da
projecado. Quando a reta interseta Ro o1
o plano e, da-se a projecao r
do ponto R (intersecao daretar

com o plano).

O plano e é o plano de projecao.

xO
x 2
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Sistemas de projecao -
Método de planos ortogonais

Descricao do sistema

Recordando o que foi estudado anteriormente, uma projecdo € uma representacao
bidimensional de um dado objeto. E o resultado da conjugacdo de varios aspetos, relativos
a posicao do centro de projecao e a posicao das retas projetantes face ao plano de
projecao. Com base nestes aspetos, 0 mesmo objeto pode apresentar projecdes
diferentes, como se pode verificar nas imagens.

— —
o o

L —

I

—

— | — |

Tipos de projecao

Ja referimos anteriormente que as diferentes relagoes estabelecidas entre os trés conceitos
que constituem um sistema de projecao geram projecdes diferentes de um dado objeto.

Na verdade, essas variantes geram diferentes tipos de projecao:

= projecao central ou conica;
= projecao paralela ou cilindrica.

O que diferencia cada um destes tipos de projecao é a posi¢ao do centro de projecao
e arelacao das retas projetantes com o plano de projecao.

Resumindo

= Sistema de projecao conica: as retas projetantes sdo concorrentes num ponto, que
corresponde ao centro de projecao - a distancia finita do plano de projecao;

= Sistema de projecao cilindrica: as retas projetantes sdo paralelas entre si, convergindo num
ponto (centro de projecao) — a distancia infinita do plano de projecéo.
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Sistemas de projecado - Método de planos ortogonais

Projecao central ou cénica

Uma projec¢ao central ou cénica, como o
proprio nome indica, pode ser resumida
através do estudo de uma superficie conica,
em que: o centro da projecao é o vértice
da superficie, as retas projetantes sao as
geratrizes, e o plano de projecao ¢ o plano
da base, no qual é tracada a diretriz (unido
de todos os pontos de intersecao das

centro de proje¢do

reta projetante

geratrizes com o plano).

Assim, podemos considerar que, numa
projecao conica, o centro de projecao é o
ponto de convergéncia de todas as retas

projetantes dessa projecao, que se encontra
a uma distancia finita do plano de projecao.

Observa a projecao do quadrado [ABCD]
no plano e. As retas projetantes sao
concorrentes no ponto O e contém os
vértices do quadrado. Os quatro pontos de
intersecao das retas com o plano a
correspondem a projecao de cada um
desses vértices.

Projecao paralela ou cilindrica

superficie de projecao

No caso de uma projecao paralela ou cilindrica, o centro de projecao esta localizado a

uma distancia infinita do plano de projec¢ao, ou seja: as retas projetantes sao paralelas entre
si. Esta condi¢cao assemelha-se a uma superficie cilindrica, em que as geratrizes sdo

todas paralelas, convergindo apenas num ponto infinito (ponto impréprio).

Observa a projecao do quadrado [ABCD] no

plano e. As retas projetantes sao paralelas \a
entre si, sendo concorrentes num ponto a
distancia infinita, e contém os vértices do =< X G
quadrado. Os quatro pontos de intersecao A
das retas com o plano e correspondem a B B,
projecao de cada um desses vértices.

\
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Mecanismos de projecao

Contudo, ha dois tipos de proje¢des paralelas, dependendo da posi¢ao das retas
projetantes relativamente ao plano de projecao:

= Projecao ortogonal - se as retas projetantes forem perpendiculares ao plano de
projecao;

= Projecao obliqua ou clinogonal - se as retas projetantes forem obliquas ao plano de
projecao.

Verifica os dois exemplos:

—_— —_—
o c o

/c\ ¥ s T~

B
NE
AN A, N
B B, B,
— ] — ]
Projecao ortogonal Projecao obliqua ou clinogonal

Mecanismos de projecao

As projecdes fazem parte do dia a dia, sobretudo as projecdes conicas. Estas geram aquilo
a que se chama a perspetiva conica (ou perspetiva linear).

Na verdade, o nosso primeiro contacto visual com o0 mundo em redor é feito através de uma
perspetiva cénica ou linear. A nossa visao funciona sob um sistema conico, em que existe
um centro (o observador), um plano intersetado pelas retas projetantes e o objeto que
visualizamos.

Esta sucessao de elementos compde a perspetiva, que deforma os objetos que
visualizamos relativamente ao seu tamanho. Isto explica o facto de um objeto nos parecer
tanto mais pequeno quanto mais longe se encontrar da nossa localizagdo. Neste caso
concreto, as retas projetantes correspondem aos raios visuais, e aquilo que seria a projecao
do objeto € a perspetiva do objeto. Também na fotografia esta presente a projecao conica,
em que o plano de projecao corresponde a pelicula sobre a qual aimagem é projetada,
desde o centro de projecao, correspondente ao olhar do fotégrafo. A imagem resultante

na fotografia esta representada em perspetiva conica.
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Sistemas de projecado - Método de planos ortogonais

Seguem-se alguns exemplos de perspetivas conicas:

Nota que os elementos constantes nos S =
desenhos aparentam ser mais pequenos A
a medida que se afastam na imagem.

Os candeeiros de rua que estédo em
primeiro plano sdo consideravelmente

maiores do que os restantes. Esta

deformacdo é uma caracteristica propria \\\/4\
d gt' oIl l o < ==
a perspetiva conica ou linear. / —

Também os edificios vao diminuindo

de tamanho e as linhas horizontais das
fachadas parecem convergir num ponto
a distancia finita, situado numa linha
vulgarmente designada por linha de
horizonte.

Em suma, a perspetiva conica esta presente na grande parte das representacdes do mundo
real, tentando reproduzir a forma como a vemos. Esta visao é paradoxal porque, na verdade,
tendo em consideracao os exemplos acima, todos os candeeiros de rua terdo 0 mesmo
tamanho. Contudo, em perspetiva conica, estes assumem tamanhos diferentes, consoante
a sua distancia face ao observador. Esta distorcédo é o que nos permite ter uma visao
abrangente do que esta ao nosso redor. Assim, embora ndo seja a representacao que ilustra
0s objetos da forma mais rigorosa, € aquela que mais se assemelha a forma como vemos o
que nos rodeia.
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Métodos e sistemas de representacao

Sombras

A sombra é o resultado de uma projecao. Neste caso, é simples identificar os trés conceitos
que constituem uma projecao. Quando vemos uma sombra projetada, numa parede, temos
a seguinte relacao:

Parede - superficie de projecao;
Sol - centro da projecao;

Raios luminosos - retas projetantes.

Quando a luz incide sobre o objeto (cuja sombra esta projetada na parede), os raios que sao
tangentes ao objeto, ao tocarem a parede, desenham o seu contorno.

Neste caso, considera-se que o Sol é uma fonte luminosa a distancia finita, pois, numa
sombra, o0 sistema de projecao sera sempre cénico, uma vez que a fonte luminosa é sempre
algo concreto (Sol, lampada, etc.), 0 que implica sempre uma distancia finita, possivel de ser
medida.

No quotidiano, uma sombra é sempre o resultado de uma projecao cénica, pois depende de
uma fonte luminosa, que, sendo algo concreto, estara sempre a uma distancia finita.

Métodos e sistemas de representacao

Por método de representacao entende-se o resultado de um sistema de projecao.

Ou seja: um sistema de projecao € a base de um método de representacéo, na medida em
que, de acordo com o sistema de projecao adotado, havera diferentes projecdes no plano
de projecao. Aimagem resultante dessa projecao (representacao bidimensional de uma
forma tridimensional) é conseguida através de métodos de representacao, que variam nas
suas caracteristicas, originando representacdes diferentes do mesmo objeto.
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Sistemas de projecado - Método de planos ortogonais

Embora um sistema de representacao se baseie em representar bidimensionalmente uma
forma tridimensional, existe a aplicabilidade do critério de reversibilidade. Isto é: devera ser
possivel, também, reconstruir mentalmente o objeto tridimensional através da observacao
da sua representacao bidimensional. Para isto, os métodos de representacao deverao
seguir critérios especificos que facilitem a analise das representagdes, desconstruindo o
processo de representacdo, e sugerindo a sua forma original.

Ha situagdes em que uma Unica projecao nao permite uma leitura real do objeto em
questao, sendo necessario haver informacao complementar, nomeadamente, uma outra
projecao, ou informagao numérica, por exemplo, no caso das projecdes cotadas, que serao
abordadas mais adiante.

Deste modo, poder-se-a observar a
projecao de diferentes objetos e concluir

que a mesma projecao se refere a sélidos Q
com caracteristicas distintas, concluindo

que, neste caso, a projecao ortogonal sobre »\ »\

o plano a é insuficiente para ilustrar de \ \

forma fiel os objetos em estudo.

Para cumprir o critério de reversibilidade,
torna-se necessario complementar os
métodos de representacao, tal como ja foi
referido.

Observa o0 exemplo da figura a direita em
que se considera um segundo plano de \
projecdo, conseguindo, assim, ter duas
representagcdes que se complementam

4
A//

entre si e facilitam a compreensao do
objeto tridimensional em questéo.
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Métodos e sistemas de representacao

Método das projecdes cotadas

O método das projecdes cotadas € um método de representacao que resulta da combinagao
de uma projecao com dados informativos (de natureza numérica) que complementam a
informacao que seria insuficiente unicamente com a representacao da projecao.

Considera os seguintes soélidos (pirdmide quadrangular e octaedro):

Ao observa-los, é possivel concluir que tém caracteristicas diferentes. Contudo,
as projecdes representadas sao exatamente iguais, 0 que revela que este método
(projecao ortogonal) € insuficiente para os representar.
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Sistemas de projecado -~ Método de planos ortogonais

No entanto, se combinarmos dados numéricos relativos aos vértices dos sdlidos, é possivel

retirar conclusdes que, na auséncia desta informacao, seriam impossiveis de conhecer.

Ao verificar que o vértice central, no caso da representacao do octaedro, possui dois
pontos cuja projecao é coincidente, mas apresentam valores distintos, com igual disténcia
aos vértices do quadrado, é possivel entender que se trata de um octaedro. No caso da
pirdmide quadrangular, verifica-se que ndo existe qualquer proje¢ao coincidente, havendo

apenas um vértice alinhado com o centro do quadrado.

+13—— V
. o
+7 — III \‘\\
BN [ Jlc
- P/ A, (+7) D, (+7)
oL A D, Vo 1)
~—__] % < P,(F16)
B -
b G B B, (+7) G, (+7) B
7 b
it oy N
N 2 A, (+4) D, (+4)
o A D
By & B B, (+4) G, (+4)
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Métodos e sistemas de representacao

O método das projecdes cotadas é o método utilizado nas plantas topograficas, que
traduzem a morfologia de um terreno, fundamental no trabalho de engenheiros e arquitetos
quando estudam os locais onde se irdo projetar os edificios.

Estas plantas resultam de uma sucesséao de secc¢des horizontais, equidistantes entre si,

e representam-se, no papel, segundo as linhas de intersecdo do terreno com esses planos.
A estas linhas da-se o nome de curva de nivel.

Assim, as curvas de nivel sdo projetadas ortogonalmente num plano horizontal de proje¢ao
(cuja referéncia é o nivel médio das aguas do mar —com cota 0). A cada curva corresponde
um valor numérico que podera ser positivo ou negativo. Sendo positivo, significa que se
situa acima do nivel médio das aguas do mar. Por oposicao, se for negativo, significa que

é de grande utilidade, dada a sua simplicidade e clareza na traducao bidimensional de uma
realidade tridimensional. Contudo, ha situacdes de maior complexidade que exigem a

)
)

\
X
S \
JT
J
7

Maquete representativa de uma superficie
topogréfica.
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Sistemas de projecado - Método de planos ortogonais

Método da dupla projecao ortogonal (método de Monge)

No método da dupla projecao
ortogonal (vulgarmente conhecido o
como método de Monge), hd a
conjugacao de duas projecdes,
sobre dois planos de projecéo
ortogonais entre si. Isto permite ter
uma projecao horizontal e uma t |
projecao frontal. Este método

permite ter uma representacao de >

duas faces adjacentes de um sélido, B
facilitando a compreenséao da sua
forma original. Neste sistema,

existem dois tipos de retas :
projetantes, ortogonais entre si.
Considera os planos a. e §, que s&o
planos de projecao ortogonais entre si.
O prisma triangular esté representado nos planos a e 3, segundo as suas projegdes.

No plano & consegue entender-se a base do sélido e no plano B uma das suas faces laterais.
Neste caso, observando apenas estas duas representacdes, é possivel reconstruir

mentalmente o solido em questao. Verifica que as retas projetantesr, s e t sdo paralelas
entre si e ortogonais ao plano a. Ja as retas a, b, ¢ e d sdo paralelas entre si e ortogonais
ao plano . As retas projetantes s&o paralelas entre si em cada uma das projecdes, pois
esta a ser representada uma projecao paralela ou cilindrica, em que o centro da projecao
(observador) esté localizado a uma distancia infinita (ver pagina 54).

A figura ao lado corresponde ao rebatimento

do plano e sobre o plano 3 e reduz a representac&o
do sdlido da tridimensionalidade para a
bidimensionalidade. Em suma, o método da dupla

projecao podera ser de grande utilidade tendo em ‘ ‘

conta a rapidez e economia de meios que Ihe estédo
inerentes. Contudo, em casos de maior
complexidade, este método pode ser igualmente
insuficiente, sendo necessario recorrer a outros
sistemas.
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Métodos e sistemas de representacao

Projecéao

Sistema de projecao cdnica

Sistema de projecao cilindrica
(ou paralela)

(

Sistema de
projecao
ortogonal
(retas projetantes

ortogonais ao plano
de projecao)

Resumindo

W

Sistema de
projecéao obliqua
ou clinogonal
(retas projetantes

obliquas ao plano
de projecgéo)

= Sistema de projecao conica: as retas projetantes sdo concorrentes num ponto, que
corresponde ao centro de projecao, a distancia finita do plano de projecao;

= Sistema de projecao cilindrica: as retas projetantes sao paralelas entre si, convergindo num

ponto (centro de projecao) a distancia infinita do plano de projecao;

Todos os sistemas de representacao tém forcas e fraquezas. Nesse sentido, € importante
analisar o que se pretende representar e, assim, escolher o melhor sistema para essa
representacdo. Um sistema de representacao que seja suficiente para um determinado caso,

pode ser deficitario para outro.
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64

Para praticar

o Num espetaculo de sombras chinesas, identifica que elementos correspondem
a cada um dos elementos que constituem um sistema de projecao:

a) Centro de projecao;
b) Retas projetantes;

c) Plano de projecao.

9 Representa, por meio do desenho, uma projecao obliqua e uma projecao
ortogonal, refletindo sobre as principais diferencas entre ambas.

e Indica as diferencas entre o Método de Monge e o Método das Projecdes cotadas.

O Recorrendo a material existente na tua sala de aula, regista, por meio do desenho,
um exemplo de projecao coénica, identificando o centro de projecao, o objeto
e a superficie da projecao.

6 Explica, por palavras tuas, a semelhanca entre um sistema de proje¢do conica
e uma superficie conica.
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Sistema de multipla
projecao ortogonal

Como ja foi referido no capitulo anterior, por vezes, sdo necessarias varias projecdes para
se conseguir obter uma representagao bidimensional que descreva o objeto tal qual ele é.

O sistema de multipla projecao ortogonal consiste na proje¢cdo de um dado objeto em trés
ou mais planos ortogonais entre si (até um maximo de seis). O nimero de planos de
projecao podera variar consoante a complexidade do que se pretende representar.

Projecao triédrica

A projecao triédrica, tal como o nome indica,
€ um tipo de multipla projecao ortogonal com

recurso a trés planos de projecao, ortogonais
entre si. Permite obter trés vistas do objeto, _7/: p
|
|
|
|
|

sendo estas uma vista horizontal (plano
horizontal v), uma vista frontal (plano frontal ¢)

€ uma vista lateral (plano de perfil r).

A representacao do objeto € obtida através

do rebatimento do plano de perfil para o N

plano frontal. Posteriormente, da-se o
rebatimento do plano frontal sobre o plano
horizontal. Este processo resulta na

representacao bidimensional do objeto
segundo trés vistas.

No exemplo ao lado, pode verificar-se que as
caracteristicas do objeto em estudo eram
impossiveis de representar apenas com duas | |

vistas, sendo necessario recorrer a um

terceiro plano de projecdo. Desde modo, ‘ /
através da projecao triédrica, é possivel fazer
uma representacao fiel da realidade do L]
objeto.
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Projecao hexaédrica

A projecao hexaédrica é a projecao em seis
planos de projecéo, que sédo paralelos dois
a dois entre si. Poder-se-a imaginar um
conjunto de trés planos de projecéao
triédrica perpendicular a um outro conjunto,
também de trés planos, de projecao
triédrica, e o resultado sera um sistema de
projecao hexaédrica, que se traduz num
paralelepipedo (ou cubo) que envolve o
objeto.

Por essa razao, este método é também
conhecido como método do cubo
envolvente.

Nas imagens, é possivel identificar um cubo
cujas faces apresentam diferentes padroes,
envolvido por um outro cubo, maior, que vé
nas suas faces as projecdes dos padrdes
do cubo localizado no seu interior. As faces
do cubo envolvente sédo planos de projecao
(seis planos): projecao hexaédrica.

Um exemplo pratico de projecao hexaédrica
€ a planificagdo de um cubo ou de uma
caixa.

No exemplo ao lado, podes observar a
planificacdo de um dado. Com base nesta
imagem, a reconstrugdo mental do dado é
imediata, permitindo identificar e imaginar o
objeto no seu estado normal (como sélido).

N

Projecdo hexaédrica

/

N

7
s N
N
o o o
s N
N /
N\ . N\ 4
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Sistema de miiltipla projecao ortogonal

A representacao do objeto é obtida através da planificacdo do cubo, ou seja, rebatendo
cinco das seis faces do cubo sobre o plano de uma das suas faces. Este processo

é, habitualmente, verificado no quotidiano, quando, por exemplo, montamos uma caixa.

A caixa vem com todas as suas faces planificadas, sobre o mesmo plano, e através de
sucessivos rebatimentos (dobras) consegue-se construir a mesma. No caso da planificagcao
do cubo, o processo é o0 mesmo, mas na ordem inversa.

Nota que nem na projecao triédrica, nem na projecao hexaédrica ha deformacéao da
realidade — as dimensdes e 0 aspeto ndo se alteram, qualquer que seja a posi¢cédo do objeto
relativamente aos planos de projecao. Deste modo, estes sédo sistemas muito utilizados no
desenho técnico, no qual € necessario um elevado nivel de rigor, uma vez que estes
desenhos sao, geralmente, utilizados em projetos de engenharia ou arquitetura.

Em oposicéo, a perspetiva conica confere um caracter mais sensorial da apreensao do
mundo, embora hdo menos importante, para facilitar a imaginacéo daquele que vai ser o
impacto de um determinado projeto no mundo real.
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Nocdes de planta e algado

Nocoes de planta e alcado

Na arquitetura e na engenharia, € muito comum recorrer-se a multipla projecao ortogonal
para a representacao dos edificios. Na verdade, este é o principal método utilizado nos
projetos de arquitetura.

No caso da representacao de uma casa, esta é feita através de plantas e algcados, que
correspondem a representacdes bidimensionais, como se pode verificar na imagem.

O sistema de projecao podera ter tantos planos quantas as representacdes necessarias
para ilustrar o edificio em questao.

alcado Norte

L1 O0d

9]Us0d opedje

O O O |0

: =
ll_l_l_L”

L

I

==
|
; L]

planta

alcado Nascente

00

alcado Sul

Neste caso, a representacao é habitualmente complementada com dados numéricos
(cotagem), de forma a garantir a informac¢ao completa acerca do projeto, uma vez que estes
sao os elementos a apresentar as autoridades competentes (cAmaras municipais e demais
entidades), para se obter autorizacéo de construcao. Toda a informacao que é possivel
recolher com este método permite, com relativa facilidade, fazer uma reconstru¢cao mental
do edificio, imaginando-o de forma muito fiel.

69



Sistema de miiltipla projecao ortogonal

B

| |

planta de piso planta de cobertura

A planta é uma vista horizontal, que pode, ou ndo, intersetar o objeto (neste caso, o edificio).
Quando o interseta, permite visualizar o interior da habitagdo e a sua organizagao espacial.
Quando ndo o interseta, permite visualizar a sua cobertura: se é feita com telha, se é plana
ou inclinada, etc. Os algados sao vistas que nao intersetam o edificio e que permitem
perceber a altura e o desenho do edificio, a localizagdo de janelas e portas exteriores, entre
outras caracteristicas. Estas vistas verticais sao projetadas em planos perpendiculares aos
planos que contém as vistas em planta. Os cortes sdo projecdes verticais, mas que
intersetam o edificio e permitem conhecer com mais detalhe o edificio no seu todo,
evidenciando pormenores que nao seriam visiveis apenas com recurso a plantas e algcados
(nomeadamente: pé-direito, escadas interiores, etc.).

Para praticar

o Imagina uma pequena casa e representa, a mao livre, a sua planta, os seus
alcados, um corte e uma planta de cobertura. Identifica cada uma das
representacoes.

@ Em grupo, recolhe os dados que consideras necessarios e desenha a planta da
tua sala de aula a escala 1:50. Compara a planta do teu grupo com a dos teus
colegas e verifica se todas se assemelham.
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Método europeu e método americano

Na projecao hexaédrica, existem dois métodos para a sua representagao. Estes diferem,
essencialmente, na forma como o cubo envolvente é planificado; na posi¢cao sequencial de
objeto, plano e observador, €, consequentemente, na organizacao das vistas.

A opcao por cada um destes
métodos esté relacionada com
fatores geograficos. Num mundo
tao globalizado como 0 nosso,

é de extrema importancia 2 diedro 17 diedro

conhecer ambos os métodos.

O método europeu e o método
americano sao formas de
representar o mesmo objeto,
sob 0 mesmo sistema de
projecao. No entanto, ha ligeiras 3.2 diedro 4.° diedro

diferencas que serdo analisadas.

Por convencdo, a representacao que consta da pagina 68 foi feita tendo em conta o método
europeu, uma vez que € o mais utilizado. Contudo, os dois métodos sao considerados e
utilizados em todo o mundo, sendo essencial conhecer as caracteristicas de cada um.

Os métodos diferem, essencialmente, na posi¢cao do plano de projecao face ao objeto.

No método europeu, o plano esté localizado posteriormente ao objeto, enquanto no
método americano o plano esta localizado anteriormente ao objeto.

Resumindo
= Método europeu - projecao pelo 1.° diedro.
= Método americano - projegéo pelo 3.° diedro.

No continente europeu e no Brasil, 0 método adotado é o método europeu. Contudo, em
representacoes oriundas dos Estados Unidos, Reino Unido, Japao, entre outros, é utilizado
o0 método americano, sendo, por isso, importante conhecer ambos e as suas
especificidades.
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Sistema de miiltipla projecao ortogonal

Método europeu

No método europeu, a projecao é feita no 1.° diedro, isto é: o objeto encontra-se entre
0 observador e o plano de projecao. Neste caso, a vista principal é a vista sobre o plano
frontal do diedro e é sobre este que se planifica o cubo envolvente (rebatimento dos
restantes cinco planos de projecao).

Conforme podemos ver na imagem abaixo, esta sequéncia origina uma determinada
hierarquia de vistas:

1. Alcado principal (ou vista principal);
2. Planta i ior); >
(ou vista superior); //,;\ .
3. Algado lateral direito ; : B N
(ou vista lateral direita); I\ >
/ AN
4. Vista inferior; N SN

5. Algado lateral esquerdo
(ou vista lateral esquerda);

6. Algado posterior (vista posterior).

~

-
N
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Método europeu e método americano

Método americano
No método americano, o plano de projecao esta entre o objeto e o observador. Assim, @ Manual

B} . . . . . L. Digital
sera como se o objeto estivesse envolvido por uma caixa de vidro. A sua projecao

i . . Interatividade
é feita no 3.° diedro, o que obriga a que o plano frontal se imponha entre o observador Método europeu
. . . ~ e método

€ o0 objeto em estudo. Neste caso, o rebatimento dos restantes cinco planos, que nao americano

o plano frontal, é feito sobre este, tal como no método europeu.

Contudo, a diferente posicao do objeto
no espago geométrico (método europeu:
1.° diedro; método americano: 3.° diedro)

o
e

1

2.

riginara diferente distribuicao
hierarquizacdo das vistas:

. Alcado principal (ou vista principal);
Planta (ou vista superior);

Alcado lateral direito
(ou vista lateral direita);

Alcado lateral esquerdo
(ou vista lateral esquerda);

Vista inferior;

Alcado posterior (vista posterior).

~

-
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Sistema de miiltipla projecao ortogonal

Para praticar

Assinala com verdadeiro (V) ou falso (F) cada uma das afirmacgdes seguintes:

0 Numa projecao triédrica, a representacao de um dado objeto é feita através
de trés vistas, projetadas em trés planos de projecao, ortogonais entre si.

9 Na projecao triédrica, a representacao obtida do objeto é uma representacao
tridimensional.

e O método de projecao triédrica € também, conhecido como método do cubo
envolvente.

@ Na projecio hexaédrica, o objeto é representado tridimensionalmente segundo
seis vistas.

e A planificacdo de um cubo ilustra uma projecao hexaédrica.

6 Da-se o nome de planta a uma representacao frontal de um dado objeto ou
edificio.

0 Plantas e alcados sao as representacdes mais comuns num projeto de arquitetura.

@ Na projecio hexaédrica existem dois métodos distintos: o método europeu
e o método americano.

9 Em projecao hexaédrica, no método europeu, a projecao do objeto da-se a partir
do 3.° diedro.

@ Em ambos os métodos (europeu e americano), na hierarquia das suas vistas,
a primeira é sempre a planta.
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Axonometria ortogonal
Axonometria obliqua

Axonometria ortogonal:
isometria, dimetria e trimetria

Axonometrias obliquas:
cavaleira e planométrica



Sistema axonométrico

O sistema axonométrico é um sistema de representacao mais intuitivo do que os restantes
sistemas anteriormente abordados.

Na verdade, o sistema de representacao axonomeétrica baseia-se numa so vista do objeto,
embora mais fiel a sua realidade, designada por perspetiva.

Assim, a representacao é feita através da
projecao sobre o plano axonométrico dos
trés eixos: x, y e z. Estes sao eixos
coordenados, perpendiculares entre si dois
a dois, contendo um ponto em comum:

o ponto de origem (0). Estes eixos definem
as trés dimensdes do objeto a representar
e formam trés planos coordenados: xOy,
x0z e yOz.

Uma perspetiva axonométrica pode ser Y
obliqua ou ortogonal. Esta condigédo

depende da posicao do referencial (xyz)
face ao plano axonométrico. Z

O plano axonométrico é o plano de
projecao (ou quadro) sobre o qual se projeta
o objeto. Este pode ser obliquo aos planos
coordenados ou paralelo a um destes e,
consequentemente, perpendicular aos dois N .
restantes. Numa axonometria ortogonal, 0

o plano de projegao é obliquo aos trés !
planos coordenados. J& numa axonometria :
obliqua (ou clinogonal), o plano de

projecio é obrigatoriamente paralelo >x xOy v

a um dos planos coordenados.
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Axonometria ortogonal

Em suma, uma perspetiva axonométrica assemelha-se a uma perspetiva conica,
representando um dado objeto de forma intuitiva e proxima da realidade tridimensional.
Contudo, a diferenca entre ambos os sistemas reside no facto de, no sistema axonométrico,
a projecao do objeto no quadro ndo variar com a distancia entre este e o ponto de origem
dos eixos coordenados.

Axonometria ortogonal

Numa axonometria ortogonal, o plano de
projecao é sempre obliquo aos planos
coordenados. Contudo, as retas projetantes
sdo ortogonais ao quadro (plano de projecao).

Observando a figura ao lado, pode verificar-se - y
que o plano axonométrico e é obliquo aos h

o,

trés planos coordenados que compdem o '
triedro. Neste caso, o plano interseta os trés !

planos coordenados segundo trés retas. No
entanto, € comum que o plano axonométrico
X

contenha o ponto O (ponto comum aos trés
planos coordenados (ponto de origem do
referencial), como é possivel observar

na figura ao centro.

Quando esta realidade é transportada
para o papel, recorre-se a uma rotacao,
para que o plano de projecao fique
numa posicao horizontal. Assim, a
projecao do triedro e de quaisquer
elementos que dele constem é feita
através de retas projetantes (p, p’ e p")
perpendiculares ao plano de projecgao.
Neste caso, serdo retas verticais,

uma vez que o plano de projecao

se encontra na posi¢ao horizontal.

A ortogonalidade entre as retas
projetantes e o plano de projecéo
determina que se trata de uma
axonometria ortogonal. 0
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Sistema axonométrico

Observando os dois exemplos, pode
verificar-se que, apesar da posicao P
do plano de projecao (contendo ou
nao a origem do referencial),

a representacédo obtida ndo sofre
qualquer alteracao. Isto permite
concluir que o resultado da projecao
nao varia com a posicao relativa do
observador ou do plano de projecao,
ao invés da perspetiva conica.

Axonometria obliqua

Numa axonometria obliqua, o plano de
projecéo contém um dos planos
coordenados, sendo, hecessariamente,
ortogonal aos restantes.

A projecao dos elementos contidos no
triedro é feita com recurso aretas
obliquas ao plano de projecao, como
ilustrado na imagem: reta p. Isto deve-se
ao facto de se perder a terceira
dimensao, caso as retas projetantes
sejam perpendiculares ao plano de
projecdo, uma vez que resultariam num
unico ponto.

Tal como numa axonometria ortogonal, a
posicao do plano de projecao nao é fixa,
podendo este ser coincidente com um
dos planos de coordenadas, ou somente
paralelo a um destes, ndo havendo
alteracdes no resultado final da projecao.

Contudo, embora nas axonometrias
obliquas a projecao nao sofra alteracoes
se o plano axonomeétrico for coincidente
ou paralelo ao plano coordenado,

haverd, sim, altera¢des, dependendo
do plano coordenado em questéo.
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Axonometria ortogonal: isometria, dimetria e trimetria

Na verdade, o plano de projecdo pode ser paralelo ou coincidente ao plano coordenado
x0y, o que da origem a uma axonometria planométrica (ou militar); ou aos planos xOz ou
yOz, dando origem a uma axonometria cavaleira.

Resumidamente, uma vez que a representacao axonomeétrica é feita sobre o papel,
considera-se que o plano axonométrico deve estar sempre na posi¢ao horizontal.

Para isso, recorre-se a rotacado necessaria do sistema de projecao, para que tal resulte na
horizontalidade do plano de projecé&o, independentemente da sua posi¢éo face aos planos
coordenados e do tipo de axonometria em questao.

Plano axonométrico
paralelo a um dos
planos coordenados;

Plano axonométrico
obliquo aos trés
planos coordenados;

Retas projetantes
perpendiculares ao
plano de projecéo.

Retas projetantes
obliquas ao plano
de projecao.

Axonometria ortogonal
Axonometria obliqua

Axonometria ortogonal: isometria,
dimetria e trimetria

No caso das axonometrias ortogonais, estas podem dividir-se em trés tipos: isometrias,
dimetrias e trimetrias. Estas trés variantes resultam da diferente posicao que o plano de
projecao pode ter relativamente aos planos coordenados.

Tal como estudado anteriormente, numa axonometria ortogonal, o plano de projecao é
sempre obliquo aos planos coordenados. Contudo, dentro dessa obliquidade, ha varias
inclinagcdes que poderao influenciar o tipo de axonometria em questéo.

R Dois éngulos Otrés
® Os angulos © . @ R
C . = entre 0s eixos = angulos entre
B entre Os eixos =] - = .
= o coordenados sao 0S €eixos
£ coordenados E =
] X a iguais, sendo o c coordenados
- sdo iguais. . ~ .

outro diferente. sao diferentes.
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Sistema axonométrico

Triangulo fundamental

Uma piramide axonométrica é
uma piramide com vértice na
origem do referencial (ponto O),
cuja base é o tridngulo resultante
da unido dos trés pontos de
intersecdo do plano de projecao
com cada um dos eixos coordenados.
A esse triangulo da-se o nome

de tridngulo fundamental.

Neste caso, os pontos A, B e C sdo

os pontos de intersec¢do do plano de projecéo

(plano axonométrico) com cada um dos
eixos coordenados.

A unido da projecao do ponto O com a
projecao de cada um dos pontos A,Be C
resulta na perspetiva de cada um dos eixos
coordenados. Ou seja: a perspetiva de cada
um dos eixos coordenados é a reta de
intersecao de cada plano projetante de um
eixo com o plano de projec¢ao (plano
axonomeétrico), como se pode verificar

na figura ao lado.

Uma vez que o plano projetante de cada
eixo é simultaneamente perpendicular ao
plano axonométrico e ao plano coordenado
constituido pelos dois eixos restantes,

e que cada um dos lados do triangulo
fundamental esta contido na reta de
intersecdo do plano axonométrico com
cada um dos planos coordenados, pode
atribuir-se o principio da ortogonalidade.
Assim, é possivel concluir que a perspetiva
de cada eixo é perpendicular ao lado
oposto do triangulo fundamental.

/B

X

Com base neste principio, é possivel, através do triangulo fundamental, chegar a

representacao dos eixos coordenados no plano axonométrico.
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Axonometria ortogonal: isometria, dimetria e trimetria

Perspetiva isométrica (axonometria isométrica)

Numa perspetiva isométrica,

0s trés eixos de coordenadas formam
0 mesmo angulo relativamente

ao plano axonomeétrico, resultando,
quando se trata do triangulo
fundamental, em trés pontos
(vértices do tridngulo) equidistantes
do vértice do triedro (ponto O,

origem do referencial).

Uma vez que o ponto O, ou a sua projecao,
correspondem ao centro geométrico do 7
triangulo fundamental, trata-se de um
triangulo equilatero, em que todos os seus
lados sao iguais, bem como os seus
angulos internos.

Neste caso, as perspetivas dos eixos

axonomeétricos formam, entre si, angulos ){

iguais.

Isometria significa “mesma medida”. / . \
Por isso, quando os angulos entre as

perspetivas dos eixos coordenados séo
iguais, estamos perante uma perspetiva
isométrica.

Nota que, sendo os trés angulos iguais, estes assumem uma amplitude de 120°, perfazendo
um total de 360°. Numa isometria, o dngulo entre eixos € sempre 0 mesmo e sao sempre
iguais entre si.
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Sistema axonométrico

Perspetiva dimétrica (axonometria dimétrica)

Numa perspetiva dimétrica,
apenas dois dos trés angulos séo
iguais, sendo o terceiro diferente.
Deste modo, com base no
triangulo fundamental, pode
verificar-se que dois dos pontos
sao equidistantes do vértice do
triedro, mas o terceiro ndo. Esta
condi¢ao resulta da posi¢céao do
plano axonométrico face aos
planos coordenados.

Neste caso, nenhum dos angulos pode

apresentar uma amplitude fixa. Ou seja: se

o angulo entre x e z for de 100° e este for

igual ao angulo formado pory e z, 0 dngulo

diferente, formado por x e y, tera 160°. 5
No entanto, se 0 angulo entre x e y for

de 140° os dois restantes serédo, //o 3
obrigatoriamente, de 110°. Em qualquer "

caso, a soma dos angulos devera fazer 360°.

No que respeita ao triangulo fundamental,
este apresenta-se na forma de um Y
tridngulo isosceles.

Perspetiva trimétrica (axonometria trimétrica)

. S YA
Numa perspetiva trimétrica, todos

0s angulos entre as projecdes dos Y
eixos coordenados sao diferentes,
e, consequentemente, os vértices
do triangulo fundamental estdo a
diferentes distancias face ao
ponto O.
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Axonometria ortogonal: isometria, dimetria e trimetria

Assim, além de se tratar de um triangulo

escaleno, os eixos coordenados

representados no plano axonométrico

também formam angulos diferentes entre d
si, havendo trés amplitudes diferentes,

dependentes entre si, de forma a completar / 0 0
360°. Ou seja, dada a amplitude de dois dos

angulos, € possivel determinar a amplitude

A ? Y
do terceiro angulo.

Ponto na axonometria ortogonal

Sendo a axonometria um sistema de
representacao tridimensional, torna-se
claro que cada ponto a representar neste
sistema é definido por trés dimensodes.

A cada uma das dimensoes sao atribuidos
0s seguintes conceitos: abcissa,
afastamento e cota. 0

Cada uma destas dimensdes é medida
em cada um dos eixos coordenados:

Abcissa: eixo Xx;

Afastamento: eixo y;

Cota: eixo z. 7
Neste caso, o paralelogramo contido

no plano xOy tem nos seus lados a abcissa P, /\

e o afastamento do ponto P. Ja o -P3
paralelogramo contido no plano xOz tem

nos seus lados a abcissa e a cota desse

mesmo ponto. Considerando que se trata o)

de um paralelepipedo que contém os
vértices O e P, considera-se que os

paralelogramos contidos nos planos /

coordenados correspondem as perspetivas X P1 Y
das faces do paralelepipedo.
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Sistema axonométrico

Tendo as perspetivas das trés projecdes
do ponto P, é possivel chegar a perspetiva
do proéprio ponto.

Por P,, traca-se a perspetiva da reta
projetante horizontal do ponto P, paralela
a perspetiva do eixo z.

Por P,, traca-se a perspetiva dareta
projetante frontal do ponto P, paralela
a perspetiva do eixoy.

Por P, traca-se a perspetiva da reta
projetante lateral, paralela a perspetiva
do eixo x.

O ponto de concorréncia das perspetivas
das trés retas projetantes do ponto P
resulta na perspetiva axonométrica do
proprio ponto.

No entanto, é importante salientar que
nenhuma das medidas designadas por a, b
e ¢ corresponde as verdadeiras
coordenadas do ponto P. Isto deve-se ao
facto de, neste caso, o plano axonométrico
nao ser paralelo a nenhum dos planos
coordenados, g, por isso, as coordenadas
nao se projetarem em verdadeira grandeza.

A esta condicao da-se o nome de coeficiente de redug¢ao ou coeficiente de deformacao.

Estes coeficientes variam conforme o angulo que os eixos coordenados formam com o

plano axonométrico. Deste modo, numa isometria, os coeficientes de redugao sao iguais
nas trés coordenadas, enquanto, na trimetria, sdo todos diferentes.

Os coeficientes de reducao podem ser determinados geometricamente ou através do
célculo matemético, e existem algumas predefinicdes, para os casos mais recorrentes.
Por exemplo, numa isometria, em que os angulos entre eixos sao de 120° tem-se um

coeficiente de reducao de 0,81. Isto significa que, em cada coordenada, devemos

multiplicar esse valor por 0,81 e tem-se a medida, em perspetiva, das diferentes

coordenadas de determinado ponto.
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Axonometria ortogonal: isometria, dimetria e trimetria

Por exemplo:

Considera o ponto A, cujas coordenadas (abcissa, afastamento e cota) sdo as seguintes:
(4; 4; 3). Multiplicando essas coordenadas pelo seu coeficiente de redugéo (considerando
uma axonometria isométrica), tem-se:

4x0,81=324
4x0,81=3.24
3x0,81=243

Conclui-se que, em perspetiva, as coordenadas do ponto A sao: (3,24; 3,24; 2,43),
respetivamente, abcissa, afastamento e cota.

Esta é a determinacao de coeficientes de reducao sob a forma matematica. No entanto,
0 mesmo podera ser determinado pela via grafica, através do rebatimento dos planos
projetantes dos eixos.

Determinacao de pontos pelas suas coordenadas —isometrias

Apesar de, nas axonometrias ortogonais, existirem trés variantes: isometrias, dimetrias

e trimetrias, como ja foi analisado anteriormente, neste médulo apenas sera aprofundado
o estudo das isometrias. Assim, embora o coeficiente de reducdo numa isometria esteja
fixado num so6 valor (0,81), estudar-se-a a forma de determinar a verdadeira grandeza,

ou a projecao de determinada coordenada, através de um método gréfico, garantindo a
capacidade de solucionar problemas de representacdo apenas com recurso ao desenho.

Observando o tridngulo [ABC], e
tratando-se de um triangulo fundamental,
este é paralelo ao plano de axonomeétrico.
Deste modo, quaisquer medidas constantes C
no segmentos [AB], [BC] e [AC] estdao em
verdadeira grandeza. Como se trata de uma
isometria, bastaria rebater um dos planos
coordenados, pois o coeficiente sera igual
em todos os eixos. No entanto, como se
pretende usar métodos exclusivamente
graficos, serd necessario obter o

rebatimento dos trés eixos coordenados.
Para isto, basta rebater dois dos planos
coordenados, uma vez que cada plano
contém dois eixos.
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Sistema axonométrico

Neste caso, opta-se, primeiro, pelo
rebatimento do plano coordenado xOy.
Isto permitird, no mesmo processo, rebater
dois eixos coordenados (eixo x e eixo y),
usando como eixo de rebatimento
(charneira) o lado [AB] do triangulo
fundamental.

Ao determinar o ponto médio do segmento
[AB], traca-se uma semicircunferéncia, com
centro nesse ponto médio e com os pontos
A e B nos seus extremos. Ao tragar uma
perpendicular ao segmento [AB] que
contenha o ponto O, encontramos O,, que,
quando unido a A e a B, da origem,
simultaneamente, ao rebatimento do eixo x
e ao rebatimento do eixo y. Assim, obtendo
X, € Y,. tem-se os eixos coordenados em
verdadeira grandeza, sendo possivel
assinalar as verdadeiras coordenadas de
um ponto.

Neste caso, para determinar a perspetiva do
ponto A, cujas coordenadas sao (3, 4, 6), é
possivel marcar diretamente em x, o valor
da abcissa (3) e emy, o valor do
afastamento (4). Ambas as medidas
deverao ser marcadas a partir de O,. Posto
isto, devera ser tracada uma perpendicular
a charneira que passe pela marcagao das
coordenadas. Quando esta perpendicular
(que é paralela a projecao do eixo z)
interseta as projecdes dos eixos x ey,
tem-se a marcacdo dessas coordenadas
em perspetiva. Assim, chega-se a marcagao
da abcissa e do afastamento, em
perspetiva, nos respetivos eixos, ficando a
faltar a marcacao da cota.
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Axonometria ortogonal: isometria, dimetria e trimetria

Para isto, basta repetir o processo, mas rebatendo um dos planos coordenados

que contenha o eixo z. Ao optar-se, por exemplo, pelo rebatimento do plano xz sobre

o plano axonomeétrico, usar-se-a como charneira o lado [AC] do triangulo fundamental, @ el
€ 0 processo é idéntico ao praticado anteriormente, mas com o segmento [AC] como

Interatividade
eixo, conforme representado no desenho. Representagao
de figura plana
em axonometria
isométrica

Z Z
Zr Zr
) ) /—\Q
p P
¥ P f P3
p p
X, O Y, X, 0 Y,

Para praticar

o Representa, em axonometria isométrica, o ponto A segundo as suas coordenadas,
sabendo que: A (3; 3; 5).

e Representa, sobre o desenho anterior, o ponto B (3; 6; 5).

e Sabendo que o segmento [AB] pertence a um quadrado cujo lado oposto
ao segmento tragado dista 2 cm do plano xOy, representa o quadrado em
axonometria isométrica.
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Sistema axonométrico

Perspetivas isométricas normalizadas

Numa perspetiva isométrica, como ja foi referido, os angulos entre eixos sao todos iguais,
devendo perfazer 360°. Deste modo, sabe-se que o dngulo entre eixos sera de 120°.

Tal como os angulos estao preestabelecidos, também os coeficientes de reducgao o estao,
fixando-se em 0,81 (ver pagina 85).

Porém, sendo a perspetiva axonométrica uma ferramenta muito Gtil na representacao
tridimensional, proporcionando uma imagem muito intuitiva e de facil compreenséao, surgem
as perspetivas normalizadas.

Uma perspetiva isométrica normalizada € uma perspetiva cujo processo foi simplificado,
de forma a torna-lo mais rapido e eficiente, facilitando, inclusive, o desenho a mao livre para
uma rapida comunicacao grafica. Deste modo, o coeficiente de reducao é arredondado as
unidades, e, neste caso, a 1. Isto significa que numa perspetiva isométrica normalizada ndo
ha deformacéao e que as coordenadas podem ser marcadas diretamente nos eixos x, y e z.

Observa os dois exemplos de representacao do ponto P (2; 5; 6) em axonometria isométrica
e em axonometria isométrica normalizada.

i

P

Perspetiva isométrica Perspetiva isométrica normalizada
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Axonometrias obliquas: cavaleira e planométrica

Axonometrias obliquas: cavaleira
e planométrica

Contrariamente as axonometrias
ortogonais, em que o plano
axonomeétrico é obliquo aos planos
coordenados, numa axonometria
obliqua (ou clinogonal), o plano
axonomeétrico é um dos planos

coordenados, ou paralelo a um destes.
Consequentemente, o plano
axonométrico contém ou é paralelo

a dois dos eixos coordenados

do triedro, podendo ser marcadas
as coordenadas diretamente, em
verdadeira grandeza, nos dois eixos
que sao parte ou paralelos ao plano
axonomeétrico.

Nas axonometrias obliquas, as retas projetantes nao sao ortogonais ao plano axonométrico,
mas sim obliquas. Esta condicdo determina que as retas projetantes formem um angulo

de valor variavel com o plano axonométrico. Assim, ao contrario do que acontece com

as axonometrias ortogonais —em que existe sempre deformacao, e, por isso, coeficiente

de reducao na perspetiva — nas axonometrias obliquas, esse facto nem sempre se verifica.
Tal depende da inclinacdo das retas projetantes e do dngulo que estas formam com o plano
axonomeétrico. Se essa inclinagao for de 45°, ndo existe qualquer tipo de coeficiente

de reducdo, uma vez que a perspetiva corresponde ao valor real do ponto.

Existem dois tipos de axonometrias obliquas: cavaleira e planométrica (ou militar). Nos
pontos seguintes, irdo ser abordadas as principais caracteristicas de cada uma.

Plano axonométrico
é paralelo ou
coincidente ao plano
coordenado xOy.

Plano axonométrico
é paralelo ou
coincidente ao plano
coordenado xOz.

Perspetiva cavaleira
Perspetiva planométrica
(ou militar)
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Sistema axonométrico

Axonometrias obliquas — perspetiva planométrica

As axonometrias obliquas distinguem-se
através da posicao dos seus planos
coordenados face ao plano axonométrico.

Como ja foi referido, nestes casos, um dos
planos coordenados é sempre coincidente
ou paralelo ao plano axonométrico.

O que determina se é uma perspetiva

planométrica ou cavaleira é o plano
coordenado em causa. Se for o plano xOy
(plano horizontal), paralelo ou coincidente
com o plano axonométrico, entao, trata-se

de uma perspetiva planométrica
(ou militar).

Esta nomenclatura deve-se ao facto de a representacao tridimensional resultante deste

tipo de axonometria se assemelhar a uma planta, uma vez que os elementos, no plano
horizontal, estdo todos representados em verdadeira grandeza. Este método era muito
usado em cartas militares, dai ser também conhecido como perspetiva militar.
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Neste tipo de perspetivas, as coordenadas
dos eixos x e y podem ser marcadas
diretamente, uma vez que estes eixos

se encontram em verdadeira grandeza,
coincidentes com as suas perspetivas.
Neste caso, apenas a cota podera sofrer
deformacdes, dependendo dos angulos
que as retas projetantes formem com o
plano axonométrico. De salientar que,
devido a condic¢ao de paralelismo do plano
x0y com o plano axonométrico, 0s €ixos X
ey, no desenho, formam sempre 90° entre
si (Gngulo reto). Também a posicao do eixo z
se apresenta sempre, por convengao,

na vertical.

Considerando o plano xOy como o plano
axonomeétrico, repara que o plano
projetante que contém o eixo z é ortogonal
ao plano axonométrico. Para determinar o
angulo que as retas projetantes (neste caso,
65°) contidas nesse plano formam com o
plano axonométrico, deve rebater-se o
plano projetante do eixo z sobre o plano xOy
(plano axonométrico). Para tal, é usada
como charneira a perspetiva do €ixo z, que
corresponde a reta de intersecéao do plano
projetante com o plano axonomeétrico.
Deste modo, o eixo z, (rebatimento do eixo),
devera ser representado perpendicularmente
a perspetiva do eixo z. A partir dai,

é possivel representar em verdadeira
grandeza a inclinacdo das retas projetantes
€ a cota de um determinado ponto.

Axonometrias obliquas: cavaleira e planométrica

o)
A1
X Y
Z
o]
|-
65°
Z
P, Q
A1
X Y
Z
p
59 A
3
Z Ay
Pr
A
A
X Y
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Sistema axonométrico

Axonometrias obliquas — perspetiva cavaleira

Na perspetiva cavaleira, é o plano xOz que
estabelece arelag&o de paralelismo com o
plano axonométrico, podendo, também, ser
coincidente com este. Neste caso, sdo os
eixos x e z que se encontram em verdadeira
grandeza e, por isso, a abcissa e a cota de
um determinado ponto podem ser
marcadas diretamente nas perspetivas dos
eixos coordenados. No caso do
afastamento, o procedimento é semelhante
ao enunciado para a perspetiva
planométrica.

No entanto, neste caso, o plano a rebater é o plano projetante que contém o eixo y,
segundo uma charneira que corresponde a perspetiva desse mesmo eixo (reta de
intersecao do plano projetante com o plano axonométrico). Assim, tem-se o eixo y rebatido,
tragcando uma perpendicular a perspetiva do eixo y. A partir dai, € possivel representar em
verdadeira grandeza uma reta projetante, marcando o angulo desta diretamente sobre a
perspetiva do eixo y, prolongando-a até ao eixo y,. Quando a reta o interseta, tem-se o
ponto rebatido e o respetivo valor do seu afastamento em verdadeira grandeza ao eixoy,.

pr

Pr Pr

65° 63°

A
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Axonometrias obliquas: cavaleira e planométrica

Axonometrias obliquas normalizadas

Tal como nas axonometrias ortogonais normalizadas, nas axonometrias obliquas

a normalizacao tem o mesmo objetivo: tornar o método de representacao mais expedito
e simples, de forma a poder ser aplicado a mao livre, para uma facil e rapida comunicacao
grafica. No entanto, enquanto numa perspetiva isométrica (axonometria ortogonal)

o coeficiente de reducao é arredondado as unidades, ficando anulado (todas as medidas
sao marcadas em verdadeira grandeza), no caso das axonometrias obliquas estes
continuam a existir. Porém, sado predefinidos e de simples representacao.

No caso da perspetiva planométrica,
determina-se que o coeficiente de reducéo
se fixa em 2/3. Isto significa que, nas
coordenadas do eixo z, estas devem sofrer
uma reducao de 2/3 face ao seu valor real.

Considerando o ponto P (3; 6; 9), este deve
ser marcado diretamente nos eixos x ey,
pois estes estdo em verdadeira grandeza.
Ja no eixo z, este deve ser reduzido em 2/3.
Assim, o valor assinalado no eixo z devera
ser de 3.

No caso da perspetiva cavaleira, P
determina-se que o coeficiente de reducao
€ 0,5(1/2). Assim, as coordenadas sao

marcadas diretamente nos eixos x e z.

No eixo y, o valor devera ser reduzido

para metade. Considerando o mesmo

ponto P (3; 6; 9), os valores da abcissa

e dacota (3 e 9, respetivamente) deverao

ser marcados diretamente nos eixos X
coordenados. No eixo y, o valor a assinalar

devera ser 3 (reducao para metade do valor 1

em verdadeira grandeza do afastamento).

As axonometrias normalizadas permitem representar com rapidez e relativo rigor figuras
e formas geométricas de forma muito fiel a realidade, facilitando métodos de projeto
e de comunicacgao através do meio grafico.
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Sistema axonométrico

Para praticar

o Considerando uma axonometria isométrica, representa o quadrilatero [ABCD]
através das coordenadas dos seus vértices: A (6; 3; 8), B(2; 3;8), C (6; 6; 8) e
D (2; 6; 8).

e Considerando que este quadrilatero corresponde a face superior de um prisma
retangular, cuja altura é 6 cm, representa o soélido.

Q Representa, numa axonometria cavaleira normalizada, um prisma hexagonal cuja
face [ABCDEF], de 3 cm de lado, esta contida no plano coordenado xOz. O seu
vértice A, mais proximo do eixo z, tem 1 cm de abcissa e 5 cm de cota. O seu
vértice oposto, mais afastado do eixo z, tem 7 cm de abcissa. A outra face
hexagonal, com 8 cm de afastamento, tem como vértices os pontos [GHIJKL].

0 Numa axonometria planométrica, cujas retas projetantes formam um angulo
de 55° com o plano axonométrico, representa um cilindro com 10 cm de altura,
cuja base é uma circunferéncia de 2 cm de raio e o centro geométrico é o
ponto P (6; 6; 2).

Q Representa os pontos A (1; 2; 1) e B (1; 6; 1) em axonometria cavaleira, cujas retas
projetantes tém 50° de inclinacao. Considerando que os pontos A e B sdo vértices
de um tridngulo isésceles com 6 cm de altura, determina o ponto C, o outro vértice
do triangulo, sabendo que este esta inserido num plano perpendicular ao plano
coordenado xOy.

G Representa um outro tridngulo, semelhante ao tridngulo [ABC] do exercicio
anterior, paralelo a este, cujo vértice C' possui 5 cm de abcissa e 3 cm de cota.

ﬂ Numa axonometria planométrica, cujas retas projetantes tém 60° de inclinacao,
representa os pontos A (1; 3; 5) e B (4; 3; 5). Sabendo que A e B sédo vértices de um
quadrado, um dos lados pertence ao plano coordenado xOz determina os vértices
C e D desse quadrado, paralelo ao plano xOy.

Q Considera o quadrado, em axonometria planométrica, do exercicio anterior.
Sabe-se que este pertence a uma face de um cubo com 3 cm de aresta.
Representa o cubo, sabendo que [EFGH] é a outra face do cubo, paralela a [ABCD],
em que [EF] pertence ao plano coordenado xOz e tem 2 cm de cota.
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Dupla projecao ortogonal

Dupla projecao ortogonal

Descricao do sistema: passagem do espaco
ao plano do desenho

O sistema de dupla projecao ortogonal, também conhecido como método de Monge,
por ter sido desenvolvido por Gaspard Monge (1746-1818), ¢ um método que consiste

na projecao dos elementos no espaco em dois planos (um horizontal e outro frontal).

Estes planos de projecao sdo perpendiculares entre si, intersetando-se segundo um eixo,
denominado eixo x. Esta condicao origina quatro regides do espaco, denominadas diedros,
e que sao definidas pelos planos de projecao e pelo eixo x (1.° diedro, 2.° diedro, 3.° diedro

e 4.° diedro).

P.F.P.

Na figura ao lado, pode observar-se os
dois planos de projecao (Plano Frontal de
Projecdo - P.F.P. e Plano Horizontal de
Projecédo — P.H.P), perpendiculares entre si.

O eixo x é, também, a reta de interse¢ao P.H.P.
entre os dois planos de projecao.

Quando os dois planos de projecao se
intersetam, dividem o espaco geométrico
em quatro regides: diedros.

A representacdo de um ponto no espaco
geomeétrico é obtida através das suas

P.F.P.

coordenadas (afastamento e cota), sendo
o afastamento a distancia do ponto ao P.F.P.
e a cota a distancia do ponto ao PH.P.

Deste modo, se um ponto estiver situado P.H.P.
abaixo do PH.P, este terd uma cota 20 diedro
negativa. Se se situar acima do PH.P,, a sua
cota ja sera positiva. No afastamento, o
raciocinio é idéntico. Se o ponto estiver

1.° diedro

atras do PF.P, o seu afastamento é X
negativo, que, por sua vez, sera positivo,

se o ponto estiver a frente do PF.P. 3. diedro 4.° diedro
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Descri¢ao do sistema: passagem do espaco ao plano do desenho

Deste modo, pode concluir-se que:

= Pontos situados no 1.° diedro tém
afastamento e cota positivos;
= Pontos situados no 2.° diedro tém

afastamento negativo e cota positiva;
= Pontos situados no 3.° diedro tém
afastamento e cota negativos;
= Pontos situados no 4.° diedro tém

afastamento positivo e cota negativa. X

Considera o ponto P e as duas retas
projetantesr e s. Areta s, perpendicular
ao plano frontal de projecao, é umareta
projetante frontal que contém o ponto P,

e aretar, perpendicular ao plano horizontal
de projecao, é uma reta projetante
horizontal que contém o ponto P

(r e s sdo concorrentes no ponto P).

2 afastamento |P S

cota|

P.H.P.

Quando ambas as retas intersetam

os planos de projecao, obtém-se

as projecoes do ponto P. P, é asua
projecao horizontal e P, é a sua projecao
frontal. O segmento de reta compreendido

entre P, e P corresponde a cota do ponto P
e o segmento deretaentre P,e P
corresponde ao afastamento do ponto P.

Resumindo
= Afastamento € a distancia de um dado ponto ao Plano Frontal de Projecao.

= Cota é a distancia de um dado ponto ao Plano Horizontal de Projecao.
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Dupla projecao ortogonal

Compreendido o sistema no espaco
geomeétrico, é importante entender como
é feita a transicao para o plano do desenho.

Esta passagem é conseguida através do
rebatimento do Plano Frontal de Projecao
sobre o Plano Horizontal de Projecéo,
tendo como charneira o eixo x.

Como pode ser observado no esquema,
o Semiplano Frontal Superior é rebatido
sobre o Semiplano Horizontal Posterior,
e o Semiplano Frontal Inferior é rebatido
sob o Semiplano Horizontal Anterior.

Este rebatimento resulta numa
representacao bidimensional, onde

€ marcado o eixo x, e acima deste
marcam-se as cotas positivas e
afastamentos negativos. Ao invés,
abaixo deste, marcam-se as cotas
negativas e os afastamentos positivos.

Considerando o ponto P, apresentado
anteriormente, no plano do desenho, as
suas duas projecdes sao representadas
através de uma interse¢cao com duas linhas
de chamada, perpendiculares ao eixo x.

O comprimento da linha de chamada que
parte do eixo x até P, corresponde ao

afastamento do ponto P; e o comprimento

da linha de chamada que parte do eixo x
até P, corresponde a cota do ponto P.
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Descri¢ao do sistema: passagem do espaco ao plano do desenho

Planos bissetores

Como ja foi referido, no sistema de dupla projecao ortogonal,

0 espaco geométrico encontra-se dividido em quatro partes iguais,
denominadas diedros. Estes diedros sao definidos pelos planos
de projecao e o eixo X, ou seja, cada diedro estd compreendido
entre dois semiplanos de projecao.

No entanto, os diedros poderao, ainda, ser divididos em duas partes
iguais, por planos obliquos aos planos de projecao, concorrentes
com estes no eixo x. A estes planos da-se o nome de planos
bissetores.

Os planos bissetores formam angulos de 45° com os planos de
projecéao e dividem o espaco geométrico em oito partes iguais,
denominadas de octantes. Assim:

o

2.° octante
3.° octante

= O 1.° diedro subdivide-se QP
em dois octantes (1.° € 2.°); o]

1.° octante

= 0 2.° diedro subdivide-se , > "

em dois octantes (3.° € 4.°); 47 octante
= O 3.° diedro subdivide-se

em dois octantes (5.° € 6.°); W
= O 4.° diedro subdivide-se

em dois octantes (7.° € 8.°).

5.° octante QY 8.° octante

6.° octante 7.° octante

Resumindo

= Os planos bissetores sdo denominados (31,3 e [32,4, consoante atravessam o 1.° e 3.° diedros,
ou 0 2.° e 4.° diedros, respetivamente.
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Dupla projecao ortogonal

Pontos situados nos planos bissetores

Considerando os pontos P, Q, Re S, todos
tém um fator comum: estdo contidos nos
planos bissetores, sendo que P e R estdo
contidos no plano §,,; € Q e S estéo
contidos no plano By,

Os pontos situados nos planos bissetores
sao objeto de estudo porque possuem
caracteristicas proprias, relacionadas com
0s proprios planos bissetores.

Tendo em conta que um plano bissetor
divide um diedro em duas partes iguais,

Qo

Yo

compreende-se que qualquer ponto que
esteja contido num plano bissetor ira distar
igualmente do plano frontal de projecao

e do plano horizontal de projecao. Isto
implica que o seu afastamento e cota
assumam o mesmo valor, podendo apenas
variar entre positividade e negatividade,
consoante o diedro em que se encontram.

Pontos situados no plano bissetor 1/3

O ponto P, sendo um ponto do plano 3,
situado no 1.° diedro, apresenta afastamento
e cota positivos. Por conseguinte, a sua
representacdo em dupla projecao ortogonal
é feita através de P, e P,, que distam
igualmente do eixo x. Na verdade, qualquer
ponto situado no 1.° diedro e contido

no plano 3,5 terd uma representagdo
semelhante, com a sua projecéo frontal
acima do eixo x (cota positiva), e a sua
projecao horizontal abaixo do eixo x
(afastamento positivo). Ambas as projecdes
estardo sempre a mesma distancia do eixo x,
sendo simétricas relativamente a este.
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Descri¢ao do sistema: passagem do espaco ao plano do desenho

O ponto R, por sua vez, também esta R,
situado no plano 8,3, mas no 3.° diedro.

Assim, o ponto R esta situado abaixo

do Plano Horizontal de Projecéo e atras

do Plano Frontal de Projecéo. Tal significa

que o ponto R tem coordenadas negativas. X
Assim, a sua projecao horizontal estara

representada acima do eixo x (afastamento

negativo), e a sua projecao frontal estara
representada abaixo do eixo x (cota R
negativa). No entanto, as suas projecoes

sdo simétricas relativamente ao eixo x.

Pontos situados no plano bissetor 2/4

O ponto S, sendo um ponto do plano 3,,,

situado no 2.° diedro, apresenta $=S,
afastamento negativo e cota positiva, uma
vez que esta situado acima do Plano
Horizontal de Projecao, mas atras do Plano
Frontal de Projecéo. Isso implicara que as
suas projecdes, no plano do desenho, serdo
representadas coincidentemente, uma vez
que afastamentos negativos séo
representados acima do eixo x, bem como
as cotas positivas.

Assim, as projecdes S, e S, séo coincidentes,
representadas acima do eixo x.

Por fim, o ponto Q, localizado no 4.° diedro,
possui afastamento positivo e cota

negativa, uma vez que se situa abaixo do
Plano Horizontal de Projecao, mas a frente
do Plano Frontal de Projecéo. Tal como no
exemplo do ponto S, as projecdes do ponto Q
sao coincidentes, mas abaixo do eixo X, Q=Q,

>

uma vez que se trata de cotas negativas
e afastamentos positivos.
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Dupla projecao ortogonal

Pontos situados nos planos de projecao

Outro caso particular sao os pontos
situados nos planos de projecédo. Podem
existir pontos contidos no Plano Frontal
de Projecéo ou no Plano Horizontal de
Projecdo. Tendo em conta que as
coordenadas de um ponto correspondem
a distancia entre estes e os planos de

Po

projecao, nestes casos antevé-se que uma AzA,

das suas coordenadas apresentaraum T " |7~ .

valor nulo, ndo se verificando qualquer  —
Ay

distancia ao plano de projecao que contém
0 ponto.

Observemos o ponto A. Este esta situado
no Plano Frontal de Projecéo, a uma
determinada cota. Podemos verificar que
nao possui afastamento, pois ndo regista
qualquer distancia ao Plano Frontal de
Projecdo, uma vez que esta contido neste.

Assim, a sua projecao horizontal - A, -
situa-se sobre o eixo x.

Ja o ponto B, situado no Plano Horizontal de
Projecao, possui afastamento positivo, mas A=A,
cota nula. Assim, a sua projecao frontal (B,)

€ assinalada sobre o eixo x.

Em ambos os casos, uma das suas

projecdes é coincidente com o préprio
ponto. No caso de um ponto localizado no
Plano Frontal de Projecao, a sua projecao
frontal é coincidente com o préprio ponto.

Por sua vez, no caso de um ponto localizado
no Plano Horizontal de Projecéo, a sua
projecao horizontal é coincidente com

esse ponto.
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Descri¢ao do sistema: passagem do espaco ao plano do desenho

Abcissa de um ponto

Até agora foram abordadas duas
coordenadas de um ponto: afastamento %
e cota. Contudo, para determinar a

localizacdo exata de um ponto no espaco, o
€ necessaria uma terceira coordenada
denominada abcissa.

Yo
Na verdade, se considerarmos um ponto
com um determinado afastamento e cota,
apenas conhecemos a sua posicao face

aos planos de projecao. Contudo, podera
haver uma infinidade de pontos com

as mesmas caracteristicas, mas com
localizacdes diferentes, dependendo
se estao localizados mais a esquerda
ou mais a direita.

Para determinar a localizacdo exata Y=7
de um ponto, é considerado um plano
de referéncia, perpendicular aos planos
de projecéo. Assim, este plano permite
determinar a abcissa de um ponto, + -
dependendo se 0 ponto se encontra

a esquerda do referencial ou a direita

do referencial. Esse plano é vulgarmente
conhecido como T, € corresponde

a abcissa zero.

No plano do desenho, é representado
através de uma reta perpendicular ao eixo x.
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Dupla projecao ortogonal

As trés coordenadas de cada ponto sé@o
apresentadas sob a seguinte ordem:
abcissa, afastamento e cota.

Considera os pontos A e B definidos pelas
suas coordenadas:

=A(3;4;2) eB(-1;3;4). Ay By

Nota que A tem abcissa positiva, porisso, a
representacao das suas projecdes esta
situada a esquerda do eixo das abcissas,

distando 3 cm deste. Ja o ponto B, com
abcissa negativa, tem a sua representacao
bidimensional a direita do eixo das abcissas,

distando 1 cm deste.
(Escala 1:2)

Para praticar

o Que nome se da aos espagos geométricos compreendidos entre os planos
de projecao? E quantos sao?

9 Assinala as seguintes afirmag¢des como verdadeiras (V) ou valsas (F).

a) Um ponto com cota e afastamento positivo é um ponto situado no 1.° diedro.

b) Os pontos do plano (32,4 tém sempre duas projecdes coincidentes.

¢) Quando um ponto tem ambas as proje¢cdes acima do eixo x, trata-se
de um ponto situado no 4.° diedro.

d) Os planos bissetores formam éngulos de 45° com os planos de projecao
e dividem os diedros em duas partes geometricamente iguais.

9 Representa, em dupla projecao ortogonal, o ponto P (-3; 4; 6).

O Considerando o ponto P do exercicio anterior, determina as coordenadas
de um ponto P’, simétrico a P, relativamente ao plano de perfil de abcissa 0,
e representa-o em dupla projecéo ortogonal.
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Descri¢ao do sistema: passagem do espaco ao plano do desenho

Projecao de pontos da mesma reta projetante

Como ja foi referido, retas projetantes
sdo retas perpendiculares aos planos
de projecao. Assim, no caso de uma reta
projetante horizontal (perpendicular ao
Plano Horizontal de Projecao), todos os
pontos dessa mesma reta teréo as suas
projecdes coincidentes num unico ponto
(intersecédo da reta projetante com

o Plano Horizontal de Projecao).

No caso de retas projetantes frontais,

0 processo é equivalente, mas
relativamente ao Plano Frontal
de Projecéo.

Neste caso, a reta r € uma reta projetante
horizontal, que contém os pontos B e D,
sendo que B corresponde ao ponto de
intersecao da retar com o Plano Horizontal
de Projecédo. Podera verificar-se que as
projecdes horizontais dos pontos séo
coincidentes.

Ja areta s é uma reta projetante frontal, que
contém os pontos A e C, sendo que A é um
ponto contido no Plano Frontal de Projecao,
correspondendo a intersecdo deste com
areta s. Neste caso, as projecdes frontais
dos pontos sao coincidentes.

No desenho ao lado, podemos ver a
representacao das projecdes dos pontos A,
B,CeD.

DZ

AEAZECZ
A1E CO BZEDO

G
B EB1 = D1

105



Dupla projecao ortogonal

Pontos simétricos

Pontos simétricos, como o préprio nome indica, sao pontos que apresentam distancias
equivalentes face ao mesmo referencial. No caso da dupla projecdo ortogonal, os principais
referenciais sao os planos de projecao (frontal e horizontal). Deste modo, pontos simétricos
deverao ser pontos cujo valor associado ao afastamento e a cota é igual, podendo,
contudo, adquirir valor negativo ou positivo, consoante o diedro em que se encontram.

De referir que pontos simétricos devem possuir sempre a mesma abcissa, e esta nao varia
entre positivo e negativo. Pontos simétricos a direita do plano de perfil de referéncia terao
sempre abcissa negativa, e pontos situados a esquerda terdo sempre abcissa positiva,
qualquer que seja o diedro em que se encontram.

Considerando o exemplo dos pontos A e B: %

O ponto A esta situado no 1.° diedro
€ 0 ponto B esta situado no 4.° diedro. A, A
Ambos sdo pontos da mesma reta

projetante r, o que significa que possuem ”
amesma abcissa, uma vez que, .
tratando-se de uma reta perpendicular —— A=B,

ao Plano Horizontal de Projecao, todos

0s seus pontos sao equidistantes face

[
|
|
|
X
ao plano ¢,. J
B, B

No plano do desenho, a projecao frontal
do ponto A, uma vez que a sua cota é

positiva, esta acima do eixo x, e a sua

projecao horizontal, tratando-se de

afastamento positivo, esta abaixo do eixo x. A,
No caso do ponto B, o afastamento

€ positivo, e, por isso, a sua projecao
horizontal é coincidente com a projecao
horizontal do ponto A.

Jéa a projecao frontal do ponto B, sendo

a cota negativa, € marcada abaixo do eixo x.

Uma vez que o valor numérico é igual,
a distancia ao eixo x € igual, e por isso
a sua projecao é simétrica a projecao
frontal do ponto A, tendo como eixo
de simetria o eixo x.
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Descri¢ao do sistema: passagem do espaco ao plano do desenho

Este exemplo foi para pontos simétricos
relativamente ao plano horizontal de 0
projecao. Contudo, podera haver pontos
simétricos relativamente ao Plano Frontal
de Projec&o. E o caso dos pontos A e C.
Estes estdo contidos numa reta projetante __l__

"
frontal, s, e apresentam, ambos, a mesma ! y

cota. A simetria é dada pelo afastamento c '
1 CO

T

que assume um valor numérico idéntico,
embora no ponto C este seja negativo, '
e no ponto A, positivo. X

Deste modo, no plano do desenho, as A=G,
projecdes frontais dos pontos A e C sédo ¢
coincidentes, e as projec¢des horizontais

sao simétricas relativamente ao eixo x.

No caso do ponto C, dado o afastamento

negativo, este é marcado acima do eixo X, X
ao contrario do afastamento do ponto A,

que, sendo positivo, é assinalado abaixo

do eixo x. A

relativamente ao Plano Horizontal de Projecao
Pontos situados na mesma reta projetante horizontal com cotas simétricas.

relativamente ao Plano Frontal de Projecao
Pontos simétricos na mesma reta projetante frontal com afastamentos simétricos.

Pontos simétricos
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Dupla projecao ortogonal

Para praticar

o Representa o ponto A, em dupla projecao ortogonal, e descreva-o segundo
as suas coordenadas, sabendo que este é um ponto situado no plano [31,3
e pertencente a uma reta projetante frontal que contém o ponto B, cujas
coordenadas sao: (1, 3, 5).

Q Representa em dupla projecao ortogonal e situa nos diedros e octantes os
seguintes pontos:

A(5:5;7)
B(1:6:2)

C (0;-4; 6)
D (-5;-7:2)
E (-5;-2;-8)
F (-3:-6;-3)
G(-1;2;-8)
H(3;5;-3)

G Determina as coordenadas e representa em dupla projecao ortogonal os pontos P
e Q, sabendo que ambos pertencem ao Plano Frontal de Projecéo, e P simétrico a
Q, cuja cota é —4.

Q Determina as projecdes de um ponto A, sabendo que tem -4 cm de cota e é um
ponto do plano bissetor 2/4.

@ Determina o ponto B, simétrico a A. Considera que a simetria é relativamente
ao Plano Frontal de Projecao.

G Considera uma reta projetante horizontal, que contém o ponto A. Representa
um ponto C, pertencente a essa reta, com 3 cm de cota. Em que diedro se situa
o ponto C?

ﬂ Determina dois pontos pertencentes a mesma reta projetante frontal, t, que
contém o ponto A, pertencente ao plano frontal de projecao (1; 0; 4).
Representa-os em dupla projecao ortogonal e enuncia as suas coordenadas.
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Projecdes de umareta

Projecoes de umareta

Reta definida por um ponto e uma direcao

Recordando os conceitos estudados no inicio deste manual, sabemos que uma reta é um
conjunto infinito de pontos, dispostos sucessivamente huma determinada direcao.
Sabemos, também, que para definir uma reta sdo necessarios dois pontos, ou um ponto
e uma direcao. A partir daqui, entende-se que, em dupla projecéo ortogonal, a projecao
de uma reta é conseguida dados dois pontos dessa reta, que, quando unidas as duas
projecdes frontais e as duas proje¢cdes horizontais desses pontos, originam as projecdes
homologas da reta em questao, ou entao, através de um ponto e de uma diregao.

Por exemplo: dado um ponto da reta, e sabendo que essa reta é perpendicular ao Plano
Horizontal de Projecéo, a sua representacao no plano do desenho passara pela marcacao
de uma reta que contenha o ponto em questéo e que seja perpendicular ao eixo x.

Contudo, considere-se aimagem ao lado:
®o

E dado o ponto A, como pertencente a uma
reta p, da qual se sabe ser perpendicular ao
Plano Horizontal de Projecao. Deste modo,
a reta p esta definida por um ponto e uma

direcéo (pelo ponto A e pela sua posi¢ao T vy
relativamente ao Plano Horizontal de —A
Projecao). Em dupla projecao ortogonal,

a reta p tem a sua projecao frontal segundo

uma reta perpendicular ao eixo x. Por sua

vez, a sua projecao horizontal esta
concentrada num Unico ponto (ponto de
intersecao da reta com o Plano Horizontal
de Projecéao). Todas as projecdes
horizontais de todos os pontos contidos na Y=Z=p,
reta p estao coincidentes. Observando a
imagem ao lado, verifica-se que a projecao
frontal da reta p esta coincidente com o
traco do plano das abcissas, uma vez que
esta situada na abcissa 0. A sua projecao
horizontal esta representada entre Ao
parénteses, o que significa que esta
reduzida a um Unico ponto, coincidente com
toda as projecdes horizontais de todos os
pontos que nela se encontram.

A= (py)
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Dupla projecao ortogonal

No entanto, uma reta pode ser definida por
um ponto e uma direcao, e essa direcao ser
alusiva a relacao das suas projecdes com

0 €iX0 X, € Na0 a sua posicdo No espaco
geométrico. Observando o exemplo da
retar, sabe-se que contém o ponto A e que
a sua projecao frontal forma um angulo de
40°, de abertura a direitacomo eixox, e a
sua projecao horizontal, um angulo de 45°,
de abertura a esquerda, com o €ixo X.

Reta definida por dois pontos

Enquanto, no exemplo acima, temos uma
reta definida por um ponto e uma direcéo,
neste exemplo esta representada umaretar,
definida por dois pontos A e B.

Neste caso, a projecao frontal daretar

€ dada pela uniao das projecdes frontais
dos pontos que a definem (A e B).

0O mesmo acontece na sua projecao
horizontal, que resulta da unido de A, e B,
(projecdes horizontais dos pontos).

Assim, em dupla projecao ortogonal, dados
dois pontos, e representadas as projecdes
destes, é imediatamente possivel
determinar as projecdes de umareta

por estes definida.

Resumindo
= r, esta definida por A, e B,;
= r, esta definida por A, e B,.
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Projecdes de umareta

Pontos pertencentes a umareta

As projecdes de uma reta séo definidas pelas projecdes dos seus
pontos. Ou seja, qualquer ponto pertencente a uma reta tem,
obrigatoriamente, as suas projecdes sobre a projecdo homodnima da
reta a que pertence. Isto €, todas as projecdes frontais dos pontos
pertencentes a uma determinada reta devem estar sobre a projecao
frontal dessa mesma reta e todas as projecdes horizontais desses
mesmos pontos devem estar sobre a projecao horizontal da reta.

Observando o exemplo da retar, é possivel Y=Z
verificar que as projecdes frontais dos

pontos A, B, C e D, estdo sobre a projecéo ~& B
frontal daretar - r.,. ; G

Na projecdo horizontal, apenas os pontos A, g
C e D tém as suas projec¢des sobre a

projecao horizontal daretar —r,. Deste X By

modo, conclui-se que o ponto B ndo é um @
ponto pertencente /A/
aretar, tendo, apenas, por casualidade, a

sua projecao frontal sobre a projecédo

homdénima daretar.

Resumindo

= Para que um ponto pertenca a uma reta, este tem de ter ambas as
projecdes sobre as projecdes homdnimas da reta a que pertence.

= Se esta condigao se verificar apenas numa projecao, entao o ponto
nao pertence a reta.
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Dupla projecao ortogonal

Pontos notaveis de umareta

Sao denominados como pontos notaveis de uma reta os seus
pontos de interse¢ao (tragos de uma reta) com os planos de
projecao e com os planos bissetores. Estes pontos possuem
caracteristicas proéprias, e por isso sao importantes na definicao
de umareta.

Tracos de uma reta nos planos de projecao
Observa aretar, representada pelas suas projecoes.

Inicialmente, vamos determinar os seus
tracos nos planos de projecao. Sabendo
que, sendo pontos pertencentes areta,
tém as suas projecdes sobre as projecdes
homoénimas da reta, e uma vez que
correspondem a intersecao da reta com

os planos de projecao, isso significa que
sdo, simultaneamente, pontos pertencentes
aos planos de projecao. No caso do traco
frontal, pertence areta e ao Plano Frontal
de Projecéo, e no caso do trago horizontal,
pertencera a reta e ao Plano Horizontal

de Projecéo.

Comecando pelo tracgo frontal, e sabendo que qualquer ponto
pertencente ao Plano Frontal de Projecao tem afastamento nulo,
sabe-se que a sua projecao horizontal tem de estar,
obrigatoriamente, sobre o eixo x. Ora, se 0 ponto também pertence
aretar, isso significa que, além de a sua projecao horizontal estar
sobre o eixo x, também deve estar sobre a projecao horizontal
dareta.
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Projecdes de umareta

Assim, basta procurar o ponto em que r,
encontra o eixo x e tem-se a projecao F
horizontal do ponto F (traco frontal). &
A partir dai, devera tracar-se uma linha

de chamada até r,, de forma a determinar
a projecéao frontal do ponto - F,.

No caso do traco horizontal, o
procedimento € 0 mesmo, mas num ponto
de cota nula. Ou seja, quando a projecao
frontal da reta cruza o eixo x, tem-se a
projecéo frontal de H,. Tracando-se uma
linha de chamada até r,, tem-se a projecao HN\

horizontal de H,. Assim s&o determinados
os tracos de uma reta nos planos de projecéo.

Tracos de uma reta nos planos bissetores

Tal como os tracos nos planos de projecao, os tracos nos planos
bissetores sdo pontos de intersecdo da reta com os planos
bissetores.

A semelhanca dos tracos frontal e horizontal, também os tracos nos
dois planos bissetores tém caracteristicas especificas.

O traco de uma reta no plano bissetor 1/3 tem as suas projecoes
simétricas face ao eixo x, pelo facto de ser um ponto situado

ou no 1.°ou no 3.° diedros, cujas cotas e afastamentos sao

ou ambos positivos, ou ambos negativos. Uma vez que sao pontos
pertencentes ao plano bissetor, também o valor numérico das suas
coordenadas é igual, o que origina projecdes simétricas.
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Dupla projecao ortogonal

No caso do traco de uma reta no plano bissetor 2/4, o valor
numérico das coordenadas também é igual, mas uma coordenada
sera positiva e outra negativa, como se verifica nos 2.° e 4.° diedros.
Assim, as duas projec¢oes desse ponto sao coincidentes.

Para determinar o trago de uma reta no r
plano @, 0 procedimento consiste em

encontrar o ponto em que as projecoes da

reta em questéo se cruzam. Neste caso,

r, e r, cruzam-se em |, cujas projecodes I, el,

sdo coincidentes. Tem-se, assim, o traco X
da reta r no plano B3,,.

Ja na determinacao do trago de uma reta
no plano 3,5, existe um processo gréfico
associado, que pode ser feito segundo
dois métodos.

Uma das formas para determinar o traco
no plano bissetor 1/3 é através do tracado QQz
de uma reta simétrica a uma das projecoes
da reta dada. Quando esta reta auxiliar
cruzar a outra projecao da reta, tem-se uma
das projegées do ponto Q (tragco no 3,5).

No exemplo dado, optou-se por tracar uma X \
reta simétrica ar,, relativamente ao eixo x.
Quando esta intersectar,, tem-se a

projecao horizontal do ponto Q,. /Q1
A determinacao de Q, € feita tragcando uma
linha auxiliar perpendicular a x, com origem

em Q,, terminando emr,,.
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Projecdes de umareta

O segundo método utiliza as projecdes de
outros pontos notéaveis da reta. Tal como o r,
exemplo ilustra, as projecdes do ponto Q \Qz
também podem ser determinadas através
de uma reta que contém a projecao
horizontal e frontal dos tracos da retar com

os planos de projecao. Assim, unindo H, e F,, X L g
e prolongando essa reta até ao eixo x, ‘

temos Q,. A partir dai, traga-se uma linha /H1

auxiliar perpendicular ao eixo x, e quando L
cruzar as projecdes da retar, tem-se as / Q F2

projecdes homoénimas do ponto Q-Q, € Q,.

Percurso de uma reta no espaco

Sendo uma reta um conjunto infinito de pontos, dispostos sucessivamente numa
determinada direcéao, esta ndo tem inicio nem fim, prolongando-se no espaco. Como tal,

€ importante entender 0 seu percurso no espaco, para que, mentalmente, seja possivel
visualizar a mesma. Essa determinacao é feita identificando os diedros que a reta atravessa,
€, para isso, sao analisadas as coordenadas dos pontos constantes nessa reta. Nos
segmentos de reta em que os pontos que Ihe pertencem tém coordenadas positivas,
sabe-se que se trata de um segmento existente no 1.° diedro. Contudo, num segmento em
que as cotas sdo negativas e os afastamentos positivos, sabe-se que se trata de um
segmento da reta que se encontra no 4.° diedro.

Observa a reta r definida pelos seus tracgos.

O segmento [FH] esta situado no 1.° diedro,

pois contém todos os pontos que contém 22D | 1°D | 4°D
cota e afastamento positivos. Apés a
intersecao da reta r com o Plano Frontal de
Projecéo, a reta passa para um diedro em \:2\

que os afastamentos se tornam negativos, H,
enquanto as cotas continuam positivas. Essa X > r,
condigao corresponde ao 2.° diedro. Ja no

troco que se segue ao traco horizontal, as

cotas passam a negativas e os afastamentos

continuam positivos, tratando-se, por isso,
do 4.° diedro. Assim, pode dizer-se que a

M

retar percorre 0s 2.°, 1.° e 4.° diedros.
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Dupla projecao ortogonal

Considerando a mesma reta r, mas aprofundando o estudo do seu
percurso no espaco, &, também, possivel determinar que partes da
reta se situam em cada octante. Para isso, é importante assinalar os
tracos da reta r nos planos bissetores. Estes vao marcar os pontos
de viragem na relagao das coordenadas. Isto é: vao determinar
quando é que o afastamento passa a assumir um valor numérico
superior ao da cota de determinado ponto e vice-versa.

Tendo como exemplo o 1.° diedro, e
relembrando o que ja foi estudado

anteriormente, sabe-se que este esta

dividido em dois octantes. O 1.°, que
contém todos os pontos de afastamento de
valor superior a cota, € 0 2.°, que contém

todos os pontos de cota de valor superior X
ao do afastamento. Isto acontece porque a

divisao é feita através do plano bissetor,

neste caso, 0 3, que divide o diedro em

dois espac¢os geometricamente iguais e

onde estdo situados todos os pontos que

assumem igual valor tanto na cota como no
afastamento.

Deste modo, no troco de reta que se situa no 2.° diedro, esta
atravessa dois octantes, 4.° e 3.°. O ponto | assume-se como ponto
de viragem, g, portanto, entre o ponto | e o traco frontal da reta,

estd o segmento da reta que atravessa o 3.° octante. Apds o ponto |,
areta passa a estar no espago geométrico correspondente ao

4.° octante. No 1.° diedro, a reta também atravessa dois octantes,

e tem a sua transi¢cdo no ponto Q. O segmento compreendido entre
F e Q corresponde ao 2.° octante, uma vez que regista todos os
pontos da reta cuja cota é superior ao afastamento. Ja 0 segmento
compreendido entre Q e H corresponde ao 1.° octante, uma vez que
todos os seus pontos apresentam afastamento superior a cota.
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Projecdes de umareta

Posicao relativa de duas retas no espaco

Conforme ja foi estudado anteriormente, duas retas podem ser complanares
ou nao complanares (ou enviesadas).

Complanares (paralelas ou concorrentes)

Quaisquer retas situadas no mesmo plano, podendo ser paralelas ou
concorrentes num determinado ponto — ponto de concorréncia.

Retas

Nao complanares (ou enviesadas)
Quaisquer retas, com direcdes diferentes e ndo concorrentes.

Po
Retas concorrentes / (s

Observa o exemplo dasretasres.

Ambas as retas sdo concorrentes num

Yy,

ponto (o ponto C), denominado ponto " |
H

G

de concorréncia. T H,

1

Tendo em conta as projecdes das retas, X i
verifica-se que as projecdes frontais de r
€ s sdo concorrentes na projecao frontal do
ponto C - C, —, e as projecoes horizontais
sdo concorrentes na projecao horizontal do
ponto C - C,. Analisando o exemplo, agora S2
em dupla projecéo ortogonal, verifica-se
que s, e r, sdo concorrentes em C,. C,
definida pelo ponto C e pelo seu traco
1

p)
Em projecao horizontal, r, e s, s&o
concorrentes em C,.

i 2 T
horizontal - H' —, e que areta s esta, 1
também, definida pelo ponto C e pelo C

. H"I
seu traco horizontal — H. S

Neste caso, pode dizer-se que aretar esta Xh, HY
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Dupla projecao ortogonal

Retas paralelas %

Retas paralelas tém a mesma diregéo Wi

e intersetam-se num ponto a disténcia
infinita, denominado ponto impréprio.

Assim, no plano do desenho, duas retas
5]

paralelas ndo possuem qualquer ponto —
de concorréncia.

Consideraasretasres.

As retas sdo paralelas, bem como as suas
projecdes:

= I, € S, SA0 paralelas entre si;
= I, € S, SA0 paralelas entre si.

X
Em conclusao, retas paralelas tém as suas
projecdes homdnimas paralelas entre si. S2
Esta condicao é suficiente para comprovar
o paralelismo entre duas retas.

I 51
Retas ndao complanares (enviesadas)
Retas nao complanares sao retas que nao
se situam no mesmo plano g, por isso, a,
nao sdo paralelas nem concorrentes. b
2
Na verdade, sao retas que ndao possuem
a mesma direcdo ou qualquer ponto
de concorréncia. X 5
;
Considera o exemplo das retasa e b.
As suas projecoes frontais sdo paralelas.
Contudo, as projecdes horizontais sao 6
1

concorrentes. Esta dualidade revela que as
retas ndo séo paralelas, pois as projecdes
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Alfabeto dareta

homodnimas nao sao paralelas entre si, mas também nao sao concorrentes, porque,
embora as projecdes horizontais sejam concorrentes, em projecéao frontal pode

verificar-se que as retas nao se intersetam. 9 M
Este exemplo mostra duas retas, a e b, cujas /E:I?cumento

.~ . . . . dy abeto dareta
projecdes frontais e horizontais séo B

horizontais e frontais ndo sdo concorrentes

no mesmo ponto. O ponto A, de

concorréncia entre a, e b,, ndo tem

correspondéncia no ponto de concorréncia X

de a, e b,. Assim, conclui-se que a e b ndo \
A

sdo retas concorrentes, uma vez que nao

1
possuem um ponto em comum. B<

1

concorrentes. No entanto, as projecdes A<

o

Alfabeto da reta

Cada reta, consoante a sua posi¢ao no espaco, tem uma denominacgao. Isto &, existem
varios tipos de retas, e cada reta é atribuida a cada um desses tipos, tendo em conta a sua
relacédo com os planos de projecédo. Podemos ter retas paralelas ao Plano Horizontal de
Projecao, ao Plano Frontal de Projecao, bem como retas perpendiculares a cada um destes
planos, ou obliquas aos mesmos. De seguida, serao abordados todos os tipos de retas que
podem existir no espaco geométrico, separando-as em trés grandes grupos:

= retas paralelas ao Plano Horizontal de Projecao (P. H. P);
= retas paralelas ao Plano Frontal de Projecéo (P. F. P);
= retas obliquas a ambos os planos de projecao (P. P.).

Resumindo
Retas paralelas ao P. H. P.: Retas paralelas ao P.F. P.: Retas obliquas aos P. P.:
= retas horizontais (de nivel); = retas frontais (de frente); = retas obliquas;
= retas de topo; = retas verticais; = retas de perfil;
= retas fronto-horizontais. = retas fronto-horizontais. = retas passantes.
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Dupla projecao ortogonal

Retas paralelas ao Plano Horizontal de Projecao

Retas horizontais (ou de nivel)

Em Geometria Descritiva, uma reta horizontal € uma reta paralela ao Plano Horizontal
de Projecéo e obliqua face ao Plano Frontal de Projecéo.

Observa o exemplo a direita.

Areta h é paralela ao Plano Horizontal de
Projecdo e a sua projecao frontal resulta h
numa reta paralela ao eixo x. Esta condicao

. F=F
confirma que todos os pontos pertencentes
aretah possuemamesmacota,umavez 7 | | . h, %0
que se trata de uma reta paralela ao Plano .
—1 F’I

Horizontal de Projecao (todos os pontos
da reta estdo a igual distancia do Plano
Horizontal de Projecao). Contudo, aretah
forma um determinado dngulo com o Plano
Frontal de Projecédo, ndo sendo
perpendicular a este. Assim, aretah é

obliqua face ao Plano Frontal de Projecao.
Em dupla projecao ortogonal, a h,
representacao da reta h é feita através de

uma projecao da reta, no Plano Frontal de

Projecéo, paralela ao eixo x,

e no Plano Horizontal de Projecao, através
de uma reta de angulo variavel (conforme
0 caso), Com 0 €ixo X.

Determinando os pontos notaveis da reta h: h,

= O traco frontal da reta h—F é determinado

a partir da intersecéo da projecéo horizontal L=l F=F Q h,

da reta—h, —com o eixo x. Neste caso, F,.
= O trago da reta no plano bissetor 1/3 é
obtido através do tragado de uma reta

auxiliar paralela a h,, simétrica a esta
relativamente ao eixo x. Ai é determinada

a projecao horizontal do ponto Q (trago da 3
1
reta r no plano 3,5). \1
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= A projecdao frontal do ponto € obtida
através da linha de chamada sobre
a projecao frontal daretah - h,,.

= O traco dareta no plano bissetor 2/4
€ obtido através da intersecao das duas
projecoes. Esse ponto é o ponto |
(intersegéo da reta h com o plano {8,,,).

No exemplo ao lado, esta representada uma
reta horizontal de cota nula. Ou seja, esta
representada uma reta pertencente ao
Plano Horizontal de Projec&o. Neste caso,

a sua projecao frontal esta coincidente
com o eixo x. Todos os seus tragcos estao
coincidentes e localizam-se no eixo x.

Retas de topo (ou projetantes frontais)

Uma reta de topo é, também, uma reta
paralela ao Plano Horizontal de Projecéo.
Porém, o que a distingue de uma reta
horizontal (ou de nivel) é a sua posicao face
ao Plano Frontal de Projecdo. Todas as retas
de topo sado, simultaneamente, paralelas

Alfabeto dareta

X=h, F=F=F,

Yo,

f b

ao Plano Horizontal de Projecédo e
perpendiculares ao Plano Frontal de
Projecéo. Por isto, sdo consideradas retas
projetantes frontais, pois, devido a
perpendicularidade face ao Plano Frontal de
Projecao, todas as projecodes frontais dos
seus pontos estao coincidentes. Assim, a
propria projecao frontal da reta de topo é
apenas um ponto. Diz-se que, na projecéao
frontal, a reta t esta em deformacao maxima.

Observando areta t em dupla projecao
ortogonal, verifica-se que todos o0s seus
tracos tém projecdes frontais coincidentes.
A projecao horizontal da reta é perpendicular
aoeixox,umavezquearetaté
perpendicular ao Plano Frontal de Projecao.

F= FZE (1:2)502511512

Q

121



Dupla projecao ortogonal

Repara que retas horizontais e retas de topo ndo possuem tragco no
Plano Horizontal de Projec&do — H, pois séo paralelas a este. Umareta
horizontal ou de topo sé interseta o Plano Horizontal de Projecao
num ponto a distancia infinita (ponto improéprio).

Retas fronto-horizontais

Tal como o nome indica, uma reta fronto- P
-horizontal é uma reta que é paralela a

ambos os planos de projecao (paralela ao 9 g
Plano Horizontal de Projecéo e ao Plano A A

Frontal de Projecao). Deste modo, para o

além de n3o possuir tracono P. H. P, | &
também nao possuitracono P.F. P. A

1)

Relativamente aos planos bissetores, X
também nao apresentam, pois séo retas

que se prolongam por apenas um diedro.

No entanto, podem pertencer ao proprio

plano bissetor, se forem equidistantes

relativamente a ambos os planos de
projecao.

Em dupla projecao ortogonal, uma reta
fronto-horizontal tem as suas projecdes A, 92
paralelas ao eixo x, pois sao retas paralelas

a intersecao dos dois planos de projecao
(que corresponde ao eixo x).

Neste caso, a reta g situa-se no 1.° diedro,
uma vez que regista cota positiva e
afastamento positivo (g, esta acima

do eixo x e g, esta abaixo do eixo x).

Uma reta fronto-horizontal com cota e

afastamento nulos é uma reta coincidente
com o eixo x, como se pode verificar na
representacao ao lado.

X=g1=9;
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Retas paralelas ao Plano Frontal de Projecao

Alfabeto dareta

As retas paralelas ao Plano Frontal de Proje¢ao sao um conjunto de tipos de retas que
cumprem o requisito de paralelismo com o P. F. P, apresentando sempre afastamento igual,

em qualquer um dos seus pontos. Estas sdo conhecidas como retas frontais ou de frente.

Contudo, tal como acontece nas retas horizontais, ha caracteristicas que as diferenciam.

Assim, de modo particular, uma reta frontal é apenas um dos tipos de reta paralela ao Plano

Frontal de Projecéo.

Retas frontais (ou de frente)

Retas frontais (ou de frente) sao retas
paralelas ao Plano Frontal de Projecao

e obliquas face ao Plano Horizontal

de Projecéo. O angulo que estas formam
com o plano horizontal é projetado em
verdadeira grandeza (sem qualquer
deformacao) no Plano Horizontal de
Projec&o. Assim, projecao frontal da reta f
€ paralela a propria reta. Ja a projecao
horizontal encontra-se deformada e
apresenta-se sob a forma de uma reta
paralela ao eixo x, devido ao afastamento
constante (consequéncia do paralelismo
face ao Plano Frontal de Projecao).

Em dupla projecao ortogonal, a projecao
frontal dareta f - f, - forma um

determinado angulo com o eixo x (0 mesmo
angulo que areta faz com o Plano Horizontal

de Projecéo) e a projecao f, é paralela a x.

Determinando os pontos notaveis dareta f:

= O traco horizontal da reta f € determinado

a partir da intersecdo da projecao frontal
dareta - f, - com o eixo x. Neste caso,
o ponto H.

Po

f

Yo,
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Dupla projecao ortogonal

= O trago da reta no plano bissetor 1/3 é
obtido através do tragado de uma reta
auxiliar paralela a f,, simétrica a esta, face
ao eixo x. Ai é determinada a projecao
horizontal do ponto Q (trago da reta f no
plano @4,). A projecéo frontal do ponto é
obtida através da linha de chamada, sobre Q,
a projecao frontal dareta f - f,.

Nota que, neste caso, tragou-se uma reta H=H,

simétrica a f,. Porém, poderia ter-se tracado
uma simétrica a f,, a semelhanca do que foi
apresentado anteriormente, L=l  H Q

no caso de uma reta horizontal.

= O tragco dareta no plano bissetor 2/4 é
obtido através da intersecdo das duas
projecdes. Esse ponto é o ponto |
(intersec&o da reta h com o plano 3,,,).

Quando uma reta frontal possui
afastamento nulo, esta tem a sua projecao
horizontal coincidente com o eixo x.

E uma reta pertencente ao Plano Frontal
de Projecédo. Todos os seus pontos

notaveis estdo sobre o eixo x. X=f,

Retas verticais (ou projetantes frontais)

Uma reta vertical, além de ser paralela ao o
Plano Frontal de Projecao, é perpendicular V2 v
ao Plano Horizontal de Projec&o. Deste
modo, é uma reta projetante horizontal,
uma vez que a sua projecao horizontal

. I Y,
resulta num sé ponto, que concentra todas | 2

as projecoes horizontais de todos Ha . ,
0s pontos pertencentes a reta v. Assim, X
diz-se que areta v, em projecao horizontal,

esta em deformacado maxima, estando

reduzida a sua dimensao minima (ponto).
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A sua projecao frontal esta em verdadeira
grandeza, ou seja, nao sofre qualquer
alteracao, devido ao paralelismo face ao
Plano Frontal de Projecao.

Determinando os pontos notaveis daretav,
conclui-se que todas as projecoes

horizontais dos seus pontos notaveis estdo X
coincidentes na projecao horizontal da reta v

- (v,). O seu trago no plano bissetor 1/3 tem

a sua projegao frontal simétrica a sua (v)=H=H,=Q,=L,=1,
projecéo horizontal sobre v,.

Retas fronto-horizontais

Apesar de ja terem sido abordadas no grupo de retas paralelas ao
Plano Horizontal de Projecao, as retas fronto-horizontais também
pertencem ao grupo de retas paralelas ao Plano Frontal de Projecéo,
uma vez que s3o paralelas a ambos os planos de projecéo. E, por
isso, correto inserir este tipo de retas em cada um dos dois grupos.

Retas obliquas aos planos de projecao

As retas obliquas aos planos de projec¢ao sao retas que nao sao
paralelas nem perpendiculares a qualquer um dos planos de
projecao. Deste modo, é possivel antever que nenhuma das suas
projecdes estara em verdadeira grandeza ou em deformacao
maxima.

Tal como nos outros grupos de retas, as retas obliquas podem
dividir-se em dois subtipos:

= retas obliquas ao eixo x (reta obliqua);
= retas ortogonais ao eixo x (reta de perfil).
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Dupla projecao ortogonal

Retas obliquas

Como ja foi referido, uma reta obliqua
é obliqua face aos planos de projecao.
Neste caso, a retar é obliqua ao eixo x,
tratando-se de uma reta obliqua na sua
particularidade.

Observando areta r, representada pelas
suas projecdes, verifica-se que as suas
projecdes sao ambas obliquas face ao

€ixo X, e nenhuma delas representaaretar
de forma totalmente fiel, uma vez que estao
sujeitas a deformacao face a posicao da
reta r no espaco.

Uma reta obliqua pode atravessar trés
diedros, em oposicao as retas paralelas

a planos de projecao, que, por forca dessa
condicionante, atravessarao, no maximo,
dois diedros.

Retas de perfil

Uma reta de perfil € uma reta obliqua aos
planos de projecéo e ortogonal ao eixo x.

Ao contrario de uma reta obliqua, umareta
de perfil tem uma das suas coordenadas
constante: a abcissa. Assim, uma reta de
perfil pertence, sempre, a um qualquer
plano de perfil, cuja abcissa sejaa mesma
dos pontos pertencentes areta p.

Tal como qualquer reta obliqua, uma reta
de perfil atravessa trés diedros, possuindo
todos os pontos notaveis, uma vez que
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interseta todos os planos de projecéo e
bissetores (0 mesmo podera nao acontecer
numa reta de perfil passante, como ira ser
abordado mais a frente).

Em dupla projecao ortogonal, as projecdes
da reta de perfil representam-se
coincidentemente, sob uma perpendicular
ao eixo x, em que p, € p, estéo coincidentes.

Ambas as projecdes estdo deformadas,
nao representando as verdadeiras
dimensdes de segmentos contidos na reta.

As retas de perfil sdo as retas que,
representadas sob o sistema de dupla
projecéo ortogonal, possuem informacéao
mais incompleta. Assim, é impossivel
imaginar com algum rigor a posicao dareta
No espaco, uma vez que, duas retas de
perfil, contidas no mesmo plano de perfil,
possuem projecdes idénticas qualquer
que seja a relagao entre ambas.

Observa as retas p e p', concorrentes

Nno espaco. As suas posicdes no espaco
sao completamente distintas.

No entanto, observando as suas projecdes
no plano do desenho, estas sao iguais,

nao permitindo entender, por si s6, a sua
posicao no espaco.

Se fosse tida em conta apenas a
representacao bidimensional de ambas as
retas, eraimpossivel determinar se estas
sao concorrentes ou paralelas.

Este € o Unico tipo de reta em que o
principio de condicao de pertenca de um
ponto a uma reta (as projecdes do ponto
estdo sobre as projecdes homodnimas da
reta) ndo se aplica.
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Hy=Fy
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Dupla projecao ortogonal

Retas passantes

Retas passantes sdo retas concorrentes com o eixo x. Tém, por
isso, todos 0s seus tragos coincidentes num Unico ponto, situado

No eixo X.

As retas passantes podem ser obliquas ou de perfil. Nestes casos,

as retas atravessam apenas dois diedros, sendo estes opostos.
Isto &, ou atravessam o 1.° e 3.° diedros, ou 0 2.° € 4.° diedros.

As retas de perfil passantes sao retas
obliquas face aos planos de projecéo,
mas perpendiculares ao eixo x €
concorrentes com este.

Observando areta p, verifica-se que
se trata de uma reta de perfil passante,
uma vez que todos os seus pontos
apresentam a mesma abcissa,
resultando em projecdes
perpendiculares ao eixo x. Aretap é
concorrente com o €ixo x num ponto
onde estdo coincidentes todos os seus
pontos notaveis, ou seja, a intersecao
da reta com os planos de projecao

e os planos bissetores.

No caso daretar, trata-se de uma reta
obliqua passante, uma vez que é
obliqua relativamente aos planos de
projecao e ao €ixo X, e possui um ponto
de concorréncia com o eixo x. Também
aqui, todos os pontos notaveis estao
concentrados num sé ponto — ponto de
concorréncia daretar com o eixo X.
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Analisando a dupla projecéo ortogonal

da reta p, constata-se que, como em todas
as retas de perfil, as suas projecoes sao
coincidentes e perpendiculares ao eixo x.
O ponto G é o ponto de concorréncia da
reta com o eixo x, tendo, por isso, as suas
projecdes coincidentes.

Neste caso, apenas as projecdes da reta
nao permitiriam entender que se trata de
uma reta passante. Assim, torna-se
fundamental saber que o ponto G pertence
a reta p, para que seja possivel a apreensao

dareta p como uma reta de perfil passante.

Observando a retar a partir das suas
projecdes, constata-se que ndo seria
necessario conhecer as projecdes do
ponto G como um ponto pertencente
aretar, umavez quer, er,intersetam

0 eixo X no mesmo ponto. Neste caso,

as suas projecdes sao suficientes para
entender que se trata de uma reta obliqua
passante.

Apesar da deformacao prépria que as retas
obliquas sofrem nas suas projecdes, 0s
seus pontos de concorréncia com o eixo X,
sendo coincidentes, demonstram que a reta
interseta o Plano Horizontal de Projecado e o
Plano Frontal de Projecdo no mesmo ponto.
Assim, significa que a reta r interseta uma
outra reta comum a ambos os planos de
projecao — o eixo X.

CVGEOM10-9

P1=P2
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Dupla projecao ortogonal

Retas situadas nos planos bissetores

As retas situadas nos planos bissetores sao, obrigatoriamente,

ou retas passantes, ou retas fronto-horizontais, uma vez que a reta
de intersecao desses planos com os planos de projecao é o eixo X.
Assim, qualquer reta que pertenca a um dos planos bissetores
devera ser:

= paralela ao eixo x (reta fronto-horizontal);
= concorrente com o eixo X (reta passante).

Além disto, os seus pontos deverao ter projecdes simétricas,
relativamente ao eixo x (se for uma reta pertencente ao plano
bissetor 1/3) ou coincidentes (se for uma reta situada no plano
bissetor 2/4).

Observa a retar representada pelas suas Bz/
projecdes. Ambas concorrem com o eixo X A,
no mesmo ponto. As suas projecdes sao
simétricas relativamente ao eixo x, o que

demonstra que todos os seus pontos
também terdo as suas projecdes simétricas,
comoéocasodeAeB.

Considerando a reta s, representada pelas

suas projecdes, que sdo coincidentes,

constata-se que se trata de uma reta 5;=S,
pertencente ao plano bissetor 2/4.

r1E rz

coincidentes, desde que nao se trate de
uma reta de perfil, ¢ uma reta do plano
bissetor 2/4.

Toda a reta que tenha as suas projecdes X
JR']E R2
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Projecao de segmentos de reta

Por segmento de reta, entende-se uma porcao de linha reta

compreendida entre dois pontos. Ao contrario de uma reta, um
segmento é mensuravel, tendo principio e fim (delimitados pelos

pontos definidores do segmento). Qualquer segmento de reta esta

sobre uma dada reta, denominada reta de suporte.

A nocao de verdadeira grandeza é importante quando se fala de

segmentos de reta, pois uma vez que estes sao possiveis de medir,
€ fundamental conhecer a verdadeira grandeza de um segmento,

de modo a conhecer o seu real comprimento.

Verdadeira grandeza

Por verdadeira grandeza de um segmento
entende-se a sua real dimens&o no espaco.
Assim, em dupla projecao ortogonal,

€ possivel obter uma verdadeira grandeza
em todas as proje¢cdes em que o elemento
projetado esta paralelo ao plano de
projecao em questao.

Por exemplo: numa reta paralela ao Plano
Horizontal de Projecao, a sua projecao
horizontal estd em verdadeira grandeza.
Assim, qualquer segmento situado numa
reta horizontal pode ser representado na
sua medida real em projecao horizontal.

Repara na representacao da reta h no espaco.

A sua projecao horizontal ndo sofre qualquer

Alfabeto dareta

deformacao, gracas ao seu paralelismo
com o Plano Horizontal de Projegéo.
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Dupla projecao ortogonal

O mesmo acontece em retas paralelas ao
Plano Frontal de Projecao. Nestes casos, é a
sua projecao frontal que estd em verdadeira
grandeza. A projecao frontal do segmento —
[R,S,] - é a representacao fiel da real
dimensdo desse segmento de reta.

Ao observar a reta f no espaco, constata-se
que a sua projecao frontal ndo sofre
qualquer deformacéo, estando
representada em verdadeira grandeza. Ja a
sua projecao horizontal esta deformada,
nao sendo possivel fazer uma real medicao
do segmento na sua projecao horizontal —
[R,S,]

Retas de topo também tém uma das suas
projecdes em verdadeira grandeza. Neste
caso, a projecao horizontal.
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Notemos que a projec¢éao horizontal do
segmento [AB] esta em verdadeira
grandeza.

No caso de uma reta vertical, é a sua
projecao frontal que se encontraem
verdadeira grandeza.

Em dupla projecéo ortogonal, o
comprimento real do segmento [RS] pode
ser medido, diretamente, na sua projecao
frontal.

Resumindo
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(t))=Ay=Aq
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(v)=R1=S1

Ry

(V))=R4=S,

= Retas paralelas ao Plano Horizontal de Projecao — Projecao horizontal em verdadeira grandeza

= Retas paralelas ao Plano Frontal de Projecao — Projecao frontal em verdadeira grandeza
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Dupla projecao ortogonal

Elementos definidores de um plano

Em Geometria Descritiva, um plano corresponde a uma regido do
espaco, sob a forma de uma superficie plana.

Um plano é originado pela deslocagao sucessiva de uma
determinada reta numa dada direcéo (ver pagina 25).

No contexto quotidiano, ha diversos elementos que correspondem
a materializacdo do que é um plano, por exemplo: o tampo de uma

mesa, o chao, se este for nivelado, uma folha de papel, etc.

No contexto da Geometria Descritiva, uma reta pode ser definida
por dois pontos, ou um ponto e uma dire¢do, como ja foi abordado
anteriormente.



Elementos definidores de um plano

Resumindo
Planos sao predefinidos por:
= duas retas (paralelas ou concorrentes);
= uma reta e um ponto exterior a reta;

= trés pontos nao colineares.

No exemplo abaixo, podemos observar os pontos A, B e C, ndo colineares. Tracando uma
reta por A e C, poder-se-a tragcar uma segunda reta, que contém B e é paralela a reta que
contémAeC.

No entanto, podem tracar-se duas retas, concorrentes, por exemplo, em B, uma contendo A
e outra contendo C.

As trés situagdes abaixo representadas sao suficientes para definir um plano.

Comi isto, conclui-se que a existéncia de trés pontos ndo colineares é a base para qualquer
um dos outros critérios no que respeita a definicdo de planos em Geometria Descritiva.

Resumindo

= Um plano é um elemento bidimensional que corresponde a uma superficie, ao longo da qual
uma reta se repete infinitamente, paralelamente a si prépria, seguindo uma determinada direcao.

= Um plano ndo possui uma dire¢do, uma vez que pode conter retas de variadas direcdes.

= Um plano possui uma orientacao.
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Dupla projecao ortogonal

Também a definicdo de um plano por uma
reta e um ponto exterior a reta esta na base
dos outros critérios ja enumerados, que
consistem em duas retas paralelas ou duas
retas concorrentes.

Consideraaretar e o ponto B, exterior
aretar.

Neste caso, ja é possivel definir um plano,
pois apenas existe uma regiao no espaco,
de superficie plana que contenha, em
simultaneo, aretar e o ponto B.

Contudo, o ponto B pode ser encarado,
nao apenas como um ponto exterior aretar,
mas também como um ponto pertencente
a uma outra reta, concorrente comr num
determinado ponto.

No exemplo ao lado, podes verificar que a
reta s contém o ponto B e concorre comr
no ponto P. Aqui, estamos também perante
um critério de definicdo de um plano, com
recurso a duas retas concorrentes.

Por fim, também é possivel tracar, passando
pelo ponto B, uma reta paralelaar. As duas
retas sdo paralelas e definem um plano.

Em conclusao, o mesmo plano pode ser
definido de vérias formas, quer através

de pontos, de retas complanares, ou retas
e direcoes.
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Elementos definidores de um plano

Planos definidos por duas retas

Duas retas sédo complanares se forem r
paralelas ou concorrentes. Assim,

conclui-se que, para definir um plano

através de duas retas, estas devem ser

paralelas ou concorrentes, uma vez que
pertencem ao plano que definem. X

Considerando asretasr € s, representadas
através das suas projecoes, estas
representam um plano. Assim, qualquer
ponto de cada uma das retas é um ponto

do plano em quest&o. NN
Pretende-se tracar uma outra reta, também % ;
pertencente ao plano. Para tal, traca-se / S)
a projecao frontal de uma qualquer reta, A
concorrente comr e s, obtendo as //B
projecdes frontais desses dois pontos /

de concorréncia A e B. Nas projecoes "

horizontais de r e s, determinam-se as \

projecdes horizontais dos pontos A e B. \\

A partir dai, é possivel tracar a projecao B
horizontal da reta a, concorrente comr e s, 3 Al

e pertencente ao plano por estas definido. 1 AN

Resumindo

= Para que um ponto pertenca a uma reta, deve ter as suas projecdes sobre as projecoes
homdnimas da reta.

= Para que uma reta pertenca a um plano, deve conter dois pontos desse plano.
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Dupla projecao ortogonal

Analisando, agora, duas retas concorrentesr € s, estas sao
complanares, pelo que definem um plano. A reta s tem as suas
projecdes paralelas as projecdes homdnimas da reta a. Sendo que
duas retas cujas projecdes homdnimas sejam paralelas entre si séo
retas paralelas, conclui-se que areta a é complanar comaretas,
que, por sua vez, é complanar com a retar. Assim, as trés retas sao
complanares, ou seja, pertencem ao mesmao plano.

Notemos que se apenas fossem dadas as
retas s er, e fosse pedida uma outra reta do .
plano (reta a), o procedimento poderia ser P%
tracar a projecao horizontal ou frontal de
uma nova reta, paralela a projecao
homdnima de uma das outras retas dadas

2

(s our). Naintersecdo com aretar, ter-se-ia
o ponto de concorréncia. A outra projecao
da reta a seria paralela a projecao homénima
dareta paralela (reta s) e passaria pelo
ponto de concorréncia comr (ponto P). A

Condicao de pertenca de uma reta a um plano

Abordando um plano definido por duas

retas paralelasr e s, pretende-se uma outra f,
reta, pertencente ao plano, obliqua, paralela P,
as retas dadas.

ay

Para tal, opta-se por tracar uma reta auxiliar, /

r

S2

Q

R

[~

|

neste caso, uma reta frontal. A reta f, frontal, X \ |

na sua projecao horizontal, interseta as \1

projecdes horizontais das retas r e s nos P O R,
pontos P e Q. As projecdes frontais desses

pontos encontram-se nas projecdes \

r 51

frontais dasretasres. Umavezque areta f

a

é concorrente comasretasres, e porisso,
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Elementos definidores de um plano

complanar com estas, qualquer reta cujas projecdes sejam
paralelas ar e s e que seja concorrente com a reta f € uma reta do
plano paralela as retas r e s. Assim, a partir de um qualquer ponto da
reta f (por exemplo, o ponto R), traca-se a reta a, concorrente com f
e paralela ar e s. As quatro retas pertencem ao mesmo plano.

Resumindo
Uma reta pertence a um plano quando:
= possui dois pontos desse plano (reta definida por dois pontos);

= possui um ponto do plano e a dire¢cdo de uma reta desse plano
(reta definida por um ponto e uma direcao).

Para praticar

0 Sendo dado um plano definido por duas retas paralelasr e s, em que r contém
os pontos A (4; 2; 6) e B (-1; 5; 2), e s, paralela ar, tem o seu trago horizontal no
ponto H (-1, 3, 0), determina os tracos de ambas as retas nos planos de projecao
e determina as projecdes de uma reta h, horizontal, pertencente ao plano, com
2 cmde cota.

9 O plano o esta definido por duas retas concorrentes em P (0; 4; 6). Ambas sao
obliquas, a retar contém o ponto A (2; 3; 3) e a reta s interseta o Plano Frontal
de Projecao no ponto F (-3; 0; 4). Determina a projecao de uma reta horizontal,
do plano, que é concorrente com asretasres.

9 Considerando o plano anterior, determina uma outra reta obliqua do plano,
paralela ar, que intersete a reta s num ponto com 2 cm de cota.

@ Ainda sobre o plano, determina as projecdes de uma reta frontal, que contém
o ponto A, e que pertence ao plano.

6 Considera um plano obliquo ¢ definido por duas retas paralelas a e b. Areta a esta
definida pelos pontos A (3; 4; 2) e P (0; 6; 3). A reta b contém o ponto B (-1; 4; 5).
Determina as proje¢des de uma retar, obliqua, pertencente ao plano.

G Sobre 0 mesmo plano, determina uma outra reta obliqua, s, pelas suas projecoes,
pertencente ao plano e paralela asretasaeb.
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Dupla projecao ortogonal

Retas horizontais de um plano

As retas horizontais de um plano fazem parte de uma familia de
retas particulares de um plano. Estas seréo determinantes no

estudo dos planos, como ira ser visto mais a frente.

Considerando um plano definido pelas retas paralelasr e s,
pretende-se tracar uma reta horizontal, pertencente ao plano.

Relativamente as retas horizontais, sabe-se
que a sua projecao frontal é sempre
representada paralelamente ao eixo x.
Assim, pode tracar-se imediatamente a
projecao frontal de uma qualquer reta
horizontal - h,. De seguida, € necessario
fazer com que essa reta pertenca ao plano
definido por r e s. Para tal, deve achar-se
0s pontos de concorréncia dessas retas
com h,.

As projecdes frontais de M e N estao sobre
as projecoes frontaisderes,
respetivamente, e ambas sobre h,,.

As projecdes horizontais estdo sobre as
respetivas projecdes horizontais das retas a
que pertencem, e a unido de ambos resulta
na projecao horizontal da reta h. Ou segja, h,
fica definida por M, e N,.

Assim sdo determinadas as projecdes de
uma reta h, horizontal, complanar com as
retasr e s, paralelas entre si.
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A determinacdo de quaisquer outras retas
horizontais do plano fica agora dependente
de um ponto e uma direcao, uma vez que
todas as retas horizontais de um dado
plano sao paralelas entre si. Deste modo,

basta tracar uma das projecdes e

determinar a sua intersecdo com a projecao
homaonima de outra reta do plano. Neste
caso, optou-se pelaretas. O ponto Q é o
ponto de concorréncia daretas comareta
horizontal h'. A projecao horizontal de h'

passara por Q, e sera paralelaah,.

Retas frontais de um plano

Tal como as retas horizontais, também as
retas frontais fazem parte de um conjunto
particular de retas determinante no estudo

dos planos.

A forma de determinacdo de uma reta
frontal, pertencente a um plano definido por

duas retas é em tudo semelhante a

determinacado de uma reta horizontal, mas

na projecao inversa. Ou seja:

Dado um plano definido por duas retas
paralelas, devera ser tragada uma projecao
horizontal de uma qualquer reta frontal — f —,
e determinadas as projecdes horizontais
dos pontos de concorréncia com as retas
paralelas definidoras do plano (r e s), neste
caso, A e B. Sobre as projecdes frontais das
retasr e s, encontram-se as projecoes
frontais de A e B. Essas duas projecdes
definem a projecéo frontal da reta frontal f —
f,. Assim, a reta f esté definida por dois
pontos, pertencentes ao plano, logo, areta f

pertence ao plano.

Elementos definidores de um plano

P, / Q, , h',
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Dupla projecao ortogonal

No caso de se pretender tragcar mais retas
frontais do plano, estas passam a estar
definidas por um ponto e uma dire¢ao, uma
vez que todas as retas frontais de um dado
plano sao paralelas entre si. Assim, é
suficiente tracar qualquer uma das duas
projecdes de uma segunda reta frontal - f' —,
e determinar um ponto de concorréncia
com qualquer outra reta do plano (neste
caso, determinou-se o ponto C, de
concorréncia com aretar). As projecoes de f'
devem conter o ponto C e ser paralelas as
projecOes daretaf.

Para praticar

X D,
f |
f1 3‘/C1|/D1

1 1

o Determina as projecdes de duas retas frontais de um plano que se encontra

definido por duas retas paralelas, r e s, sabendo que r contém o ponto A (2; 5; 7)
€ que a sua projecao frontal forma um angulo de 50° (a.d.) como eixo xe a
projecao horizontal um angulo de 60° (a.d.) com o eixo x. Areta s é paralelaar

e contém o ponto B (-2; 3; 4). Sobre as retas frontais, sabe-se que areta f tem

2 cm de afastamento e que a reta f' tem 6 cm de afastamento.

e Sobre o0 mesmo plano, determina as proje¢oes de duas retas de nivel, uma com

3 cm de cota e outra com 5 cm de cota.

e Considera um plano definido por uma reta frontal, f, que contém os pontos A (-2; 3; 5)
e o ponto B (1; 3; 2) e por uma reta horizontal, h, concorrente com f no ponto B e
que contém o ponto C (0; 1; 2). Determina as projecdes de uma outra reta do plano,
concorrente com areta f no ponto A e que seja paralela a reta h.

Resumindo

= Num mesmo plano, todas as retas frontais sdo paralelas entre si. Portanto, todas as suas

projecdes sao paralelas entre si.

= Num mesmo plano, todas as retas horizontais séo paralelas entre si. Portanto, todas as suas

projecdes sao paralelas entre si.
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Elementos definidores de um plano

Retas notaveis de um plano

Tal como existem os pontos notaveis de uma reta, existem, também,
as retas notaveis de um plano.

Tal como os pontos notaveis, que sdo os pontos de intersecao de
uma reta com os planos de projecao e com os planos bissetores, as
retas notaveis sao as retas resultantes da intersecao de um dado
plano com os planos de projecao e planos bissetores.

Estas retas podem ser definidas por dois pontos (que serao dois
pontos notaveis de duas retas do plano) ou por um ponto e uma
direcao (um ponto notavel e uma direcao).

Retas de intersecao de um plano com o Plano Frontal
de Projecao

Areta de intersecdo de um plano com o Plano Frontal de Projecéo,
também conhecida como trago frontal do plano, estara definida
pelos tracos frontais de retas desse plano.

r s,

Considerando o plano definido pelas retas r

e s, e determinados os seus tracos frontais,

neste caso, com cotas negativas (as retas r F, =
e s atravessam o Plano Frontal de Projegao X D)
no 4.° diedro), o tracgo frontal do plano ficara 2
definido por F, e F',,.
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Dupla projecao ortogonal

Assim, determina-se a reta i, de intersec¢éao
do plano com o Plano Frontal de Projecéo,
pelas suas projecdes. A sua projecao frontal
resulta das projecoes frontais dos pontos
notaveis F e F', e a sua projecao horizontal
resulta das projecoes horizontais de F e F',
ou seja, é coincidente com o eixo X.

Em resumo, a reta de intersecdo de um
plano é uma reta frontal de afastamento
nulo. E uma reta frontal que pertence, em
simultaneo, ao plano dado e ao Plano
Frontal de Projecéo.

Retas de intersecao de um plano com o Plano

Horizontal de Projecao

Areta de intersecdo de um plano com

o Plano Horizontal de Projecéao é,
naturalmente, o traco horizontal do plano.
E, portanto, uma reta que pertence,
simultaneamente, ao plano dado e ao Plano
Horizontal de Projec&o. E uma reta
horizontal do plano com cota nula.

Observa as retas r e s que definem o plano.
Determinados os tracos horizontais de
ambas as retas, a reta de intersec¢éo do
plano com o Plano Horizontal de Projecao
fica definida por dois pontos (H e H').
Unindo H, a H',, obtém-se a projecéao
horizontal da reta i. A sua projecao frontal
resulta de H, e H',, ou seja, é coincidente
com O €eixo X, uma vez que é uma reta
horizontal de cota nula.
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Elementos definidores de um plano

Retas de intersecdo de um plano com o 3,5

Tal como acontece na determinacao das retas de intersecao

de um dado plano com os planos de projecdo, em que estas sdo
determinadas a partir dos pontos de intersecao de retas que
definem esse plano com os planos de projecao, as retas de
intersecdo com os planos bissetores sao determinadas através dos
tracos das retas que definem o plano com os planos bissetores.

Considerando as retas r e s que definem um r s
plano, os seus tragos no B,,; sdo determinados //
através de uma linha auxiliar, simétrica a uma Q Q i
das projecoes de cada reta (ver pagina 114).
A partir dai, é possivel determinar o traco

da reta no plano bissetor 1/3. Neste caso,

poderia ser suficiente determinar apenas Q Q\
uma das projecdes dos pontos Q e Q', uma

vez que os tragos de um plano com o $,/3

sdo sempre simétricos.

Na reta i estdo todos os pontos do plano que s
pertencem ao B,,3, € que, portanto, tém as suas
projecdes simétricas.

Retas de intersecdo de um plano com o 3,

A reta de intersegéo de um plano com f3,,, €
areta do plano cujos pontos pertencem ao
plano bissetor 2/4. Assim, e conhecendo as
caracteristicas deste plano bissetor,
sabe-se que todos esses pontos possuem
projecdes coincidentes. Deste modo,

sabe-se que a reta de intersecdo de um
plano com o 3,,, terd as suas projecdes
também coincidentes.

Observando as retas r e s definidoras do
plano, e determinados os seus tracos no

B.4 € possivel tragar as projegdes daretai,
de intersecao do plano com o bissetor 2/4.
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Dupla projecao ortogonal

Para praticar

o Determina as retas notaveis de um plano definido por duas retasres,
concorrentes no ponto P (2; 4; 3). Aretar contém o ponto A (4; 2;5) e areta s
contém o ponto B (0; 1; 2).

— Que tipo de reta é areta de interse¢cao com o Plano Frontal de Projecao?
Porqué?

- Que tipo de reta é areta de intersecao com o Plano Horizontal de Projecao?
Porqué?

— Que tipo de retas sao as de interse¢cao com os planos bissetores? Porqué?

9 Considerando o mesmo plano, determina a projecao de duas retas paralelas as
retas de intersecao com os planos de projecao, simultaneamente concorrente
comasretasres.

9 Descreve, pelas suas caracteristicas, uma reta de interse¢do de um plano com
o 91/3 €o 92/4-

Resumindo

Retas notaveis de um plano sao as retas resultantes da intersecao de um dado plano com os

planos de projecao e planos bissetores.

= A reta de intersegdo de um plano com o Plano Frontal de Proje¢do da-se o nome de trago
frontal do plano — corresponde a uma reta frontal de plano de afastamento nulo;

* A reta de intersecdo de um dado plano com o Plano Horizontal de Projecdo da-se o nome de
traco horizontal do plano — corresponde a uma reta horizontal do plano com cota nula.

Uma reta de intersecao de um dado plano com os planos bissetores tera sempre as suas
projecoes simétricas, se se tratar do plano bissetor 1/3, ou coincidentes, se se tratar do plano
bissetor 2/4.
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Pontos pertencentes a planos

Elementos definidores de um plano

Para que um ponto pertenga a um plano, este tem de pertencer

a uma reta desse plano.

Assim, para determinar um qualquer ponto de um plano, este
deverd ser determinado sobre uma reta pertencente a esse plano.

Observa as retas m e n, fronto-horizontais,
que definem um plano. Pretende-se a
determinacao de um ponto P, que néo
pertenca as retas m e n, mas que pertenca
ao plano por estas definido. Para tal,
recorre-se a uma reta obliqua, r,
pertencente ao plano. O ponto P pode ser
marcado sobre areta r, uma vez que esta
pertence ao plano. Os pontos M e N
também pertencem ao plano, mas sao
pontos das retas m e m, ndo cumprindo
os requisitos do ponto P pretendido.

Pontos pertencentes a planos segundo

as suas coordenadas

Como ja foi referido, para um ponto
pertencer a um plano, deve pertencer auma
reta desse plano. No caso de se pretender
um ponto com determinadas coordenadas,
deve ser determinada uma reta pertencente
ao plano que apresente uma das
coordenadas constante: reta horizontal ou
reta frontal.

Dadas as duas retas concorrentes r e s, que
definem um plano, pretende-se determinar
um ponto desse plano, o ponto P (y; z).

m, M,
P,
n; N,
X
r
my 2
1
n P
Ny
g
)
S
R 2
S,
X r
f;
S Ry
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Dupla projecao ortogonal

Para tal, devera recorrer-se a umareta
auxiliar, frontal, que contenha dois pontos
do plano. Tracando a projecao horizontal da
reta f, com o afastamento devido, r
determina-se aintersecdo da projecdo com
as proje¢cdes homoénimas.

A partir dai, chega-se as projecdes dos S =
pontos de concorréncia (S e R) que definem /
areta frontal, f, e por isso, a projecao frontal

dareta f. O ponto P € um ponto dareta f X

e o seu afastamento é igual ao de qualquer
outro ponto da reta. f,

, . S P Ry
Através de uma reta auxiliar com a cota do Sy v

ponto P, onde esta intersetar areta f, sdo
determinadas as projecdes do ponto,
pertencente ao plano, pelas suas
coordenadas.

Resumindo
= Um ponto pertence a um plano se pertencer a uma reta desse plano.

= Para que um ponto pertenca a uma reta deve ter as suas projecdes sobre as projecoes
homdénimas dessa mesma reta.

Para praticar

o Determina as projecoes de um ponto P, pertencente a um plano definido por
duas retas paralelas, r e s. A retar esta definida pelo seu traco frontal, com 3 cm
de abcissa e 4 cm de cota, e pelo ponto A (1; 2; 3). Areta s é paralelaar e contém
o ponto B (-2; 2; 4). Do ponto P, sabe-se que tem 5 cm de afastamento e 2 cm
de cota.

9 Num plano definido por duas retas concorrentes, sendo que h é umareta
horizontal com 3 cm de cota e cujo traco frontal tem 3 cm de abcissa, e que f é
uma reta frontal, de 2 cm de afastamento, e que o seu traco horizontal tem-2 cm
de abcissa, determina a projecao dos pontos A (1; 2) e B (3; -2).

9 No plano do enunciado anterior, determina as projecdes de um ponto pertencente
ao [3,,; com 3 cm de cota.
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Planos definidos por trés
pontos nao colineares

Conforme ja foi abordado, um plano pode,
também, ser definido por trés pontos

nao colineares. Na verdade, o estudo

de planos definidos por duas retas esta
relacionado com as situacdes em que este
se encontra definido por trés pontos

nao colineares ou por uma reta e um ponto
exterior a reta. Porém, no caso de um plano
estar definido por trés pontos ndo colineares,
0 processo para determinacao de retas

e pontos do plano é distinto, recorrendo

a métodos auxiliares.

Considera os pontos A, B e C. Os pontos
nao sao colineares, pois apresentam
coordenadas com valores distintos.

Sao, por isso, definidores de um plano.

Para determinar as projecdes de uma reta
horizontal do plano, com uma determinada
cota, o processo consistird em:

= Tracar a projecéo frontal daretah, com a
cota pretendida (uma vez que a projecao
de qualquer reta horizontal é sempre
paralela ao eixo x, este passo sera
imediato).

= Conduzir duas retas complanares
(concorrentes ou paralelas), que
contenham os pontos (neste caso,
optou-se pelo ponto B como ponto de
concorréncia dasretasr e s).

= Determinando os pontos de concorréncia
(Re S)dasretas r e s com a projecao
frontal da reta h, tem-se as projecdes
horizontais de dois pontos dareta
horizontal, sendo possivel tracar a
projecdo horizontal desta.

S

Elementos definidores de um plano

Y=Z
B,
G
Ay
X
B
Aq
G
Y=Z
B,
G
Ay
h,
X
1
Aq
G
Y=Z
S)
B,
\?2
Ay
h,
X
b4
A AN
G
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Dupla projecao ortogonal

Assim, chegamos a reta h, do plano,
representada através das suas projecoes.
A reta h tem a cota pretendida e pertence
ao plano, pois é concorrente com outras
duas retas do plano, nos pontosRe S.

Deste modo, torna-se evidente que, quando

um plano esté definido por trés pontos, é

necessario recorrer a retas auxiliares desse

plano para a determinacao de elementos
geomeétricos que deste facam parte.

\E:Z
Ay
h, S; R,
X
hy >B<
b N
S 1
/ G
I
R

Planos definidos por uma reta e um ponto exterior a reta

Outra forma de definir um plano é através
de uma reta e de um ponto exterior a reta.

Aretar e o ponto B definem um plano,
sobre o qual se pretende determinar uma
reta horizontal pertencente a este.

O processo é semelhante ao utilizado
quando se trata de um plano definido por
trés pontos nao colineares, sendo que,
neste caso, ha recurso a apenas uma reta
auxiliar, uma vez que ja é dada umareta do
plano (retar).
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Elementos definidores de um plano

Assim, 0 processo consiste em:

= tracar a projecao frontal da reta h com
a cota pretendida; 5, R, /

= tracar uma reta auxiliar do plano /
(neste caso, optou-se por uma reta X
paralela ar e que contém o ponto B);

= determinar a intersecao das projecdes
frontais das retas r e s com a projecao By
frontal da reta h, e assim representar
0s seus pontos de concorréncia(Re S);

= tracar a projecao horizontal da reta h, 31
unindo as projecdes horizontais dos i
pontos de concorréncia da retah com
asretasres.

: hy
Terminado este processo, tem-se a reta h,

complanar comr e s, definida pelas suas
projecoes. By

g
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Dupla projecao ortogonal

Planos definidos pelos seus tracos

Até ao presente foram abordados planos definidos por retas e pontos.
No entanto, um plano pode, também, ser definido pelos seus tragos.

Em Geometria Descritiva, um tragco € uma intersecao. Ou seja, 0
traco de um plano € a reta de interse¢ao desse plano com um outro.
No caso de planos definidos pelos seus tracos, estes sdo o resultado
da intersecéao do plano em estudo com os planos de projecao.

= Traco frontal de um plano: reta de intersecao do plano com o
Plano Frontal de Projecao (é uma reta frontal do plano com
afastamento nulo);

= Traco horizontal de um plano: reta de interse¢do do plano com o
Plano Horizontal de Projecao (é uma reta horizontal do plano com
cota nula).

Determinar os tracos de um plano

A determinacao dos tracos de um plano é a determinacao das retas de
intersecao desse plano com os planos de projecéao (ver pagina 143).

Para tal, é necessario recorrer a duas retas do plano e determinar os
seus tracos nos planos de projecéo.

Asretasr e s, concorrentes no ponto P,
definem um plano do qual se pretende
determinar os seus tracos.

Sendo asretasr e s retas do plano, e sendo
os tracos desse plano os lugares
geomeétricos onde se encontram todos os
pontos de cota nula e de afastamento nulo,

considerando, respetivamente, o traco X /
horizontal e o traco frontal do plano, o

processo passa por determinar os pontos

de cota e afastamentos nulos dasretasre s Py

- os tracos das retas nos planos de

projecao. Serao esses pontos que irdo

definir as retas do plano de cota

e afastamento nulos, ou seja, r
os tracos do plano.
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Considerando os tragos horizontais das
retasr e s (H e H'), unindo as suas projecdes
horizontais, é determinado o traco
horizontal do plano.

De seguida, com a determinacao dos tracos
frontais das retas r e s, € unindo as suas
projecoes frontais, € determinado o trago
frontal do plano.

Neste caso, é possivel verificar que se trata
de um plano obliquo, pois ambos os seus
tracos sado obliquos face ao eixo x.

Repara que os tracos intersetam o eixo x
num unico ponto. Esta é uma condigcdo que
se verifica sempre que um plano interseta
os dois planos de projecao (o que nao
acontece em planos paralelos aos planos
de projecao). Esse ponto de concorréncia
é o0 ponto do plano cuja cota e afastamento
sdo nulos.

Convencionalmente, no desenho, os tragos
de um plano s&o representados a traco
grosso e designados por f ou h, consoante
se trate do traco frontal ou horizontal,
seguidos da letra do alfabeto grego que
denomina o plano.

O exemplo ao lado pretende representar,
tridimensionalmente, um plano e, obliquo,
e a suarelacdo com os planos de projecao.
Quando este os interseta, temos os tracos
do plano.

Elementos definidores de um plano

S, r,

H,/ H /

X
1 P‘I
S/
1

S2, fa r,

r/H

PZ
H,/ H

H
"I
X / Fy
H P,
s / ho

r/H )

fa

®o
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ha

/
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Dupla projecao ortogonal

Para praticar

0 O plano d esta definido por duas retas paralelas, r e s, em que r contém os pontos
A(1;5;3)eB(-1; 4; 7), e s contém o ponto C (-4; 0; 6). Determina os tracos do
plano.

9 O plano p esta definido por duas retas concorrentes no ponto P (0; 4; 4). As retas
concorrentes, r e s, sdo obliquas. A projecao frontal da reta r forma um angulo
com o eixo x, de 30° (a.d.), e a projecao horizontal da reta s forma um angulo com o
eixo x de 60° (a.e.). O traco frontal da reta s tem 2 cm de cota e o trago horizontal
da retar tem 2 cm de afastamento. Apds determinar ambas as projecoes das
retasr e s, representa o plano que as contém a partir dos seus tracos.

9 Do plano e, sabe-se que contém os pontos A (3; 4; 7), B (0; 6; 2) e C (-4; 1; 5).
Determina os tragos do plano.

O Determina os tragcos de um plano o definido por uma reta r, obliqua, que contém
os pontos A (4; 2; 6) e B (-1; 5; 2) e pelo ponto P (1; 1; 2). De que plano se trata?

Q Representa, pelas projecées, uma reta h, horizontal, pertencente ao plano,
com 3 cm de cota. Descreve a relacao dessa reta com os tragos do plano
a que pertence.

G Determina os tracos de um plano 6 definido pelos trés pontos nao colineares:
A(1;3;2),B(-1;1;4) e C(-3;4; 1).

0 Considerando o plano do exercicio anterior, determina os tracos de um outro
plano vy, paralelo a d, cujos tragos concorrem com o eixo X num ponto com
abcissa -6.

Resumindo

Um plano também pode ser definido pelos seus tragos, que sao a sua reta de cota nula e a sua
reta de afastamento nulo — o traco horizontal e o traco frontal, respetivamente.

= Traco horizontal do plano —reta pertencente ao P. H. P.
= Traco frontal do plano —reta pertencente ao P.F. P.
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Elementos definidores de um plano

Retas em planos definidos pelos seus tracos

Quando um plano esta definido pelos seus

tracos, pode entender-se que este esta

definido por duas retas, uma vez que 0s fa
tracos de um plano correspondem as duas

retas, horizontal e frontal de um plano, de

cota e afastamento nulo, respetivamente.

E também sobre os tracos do plano que
estdo situados todos os tracos de todas as
retas pertencentes a esse plano. Assim,

tracando uma qualquer projecéo, seja ela
frontal ou horizontal, de uma reta, é
imediatamente possivel determinar dois
pontos dessa reta, que pertencam, também he
ao plano, e por consequéncia, chegar as

duas projec¢des de uma reta desse plano.
Vejamos:

Tracou-se a projecao frontal de umareta

obliqua, r, que interseta o traco frontal de o

no ponto F (traco frontal da reta).

Quando r, cruza o eixo x, obtém-se o ponto fa
dareta r de cota nula, ou seja, o traco
horizontal da retar. Areta r estd, agora, F,
definida por dois pontos, sendo possivel

determinar a sua projecao horizontal,

unindo H, aF,.

No caso de se pretender uma reta paralela a
um dos planos de projecéo, esta passa a M
necessitar apenas de um ponto, uma vez
que ja possuimos uma direcao. Essa ha
direcao é dada pelos tragcos do plano, uma 7"'1
vez que retas frontais ou horizontais de um

dado plano sao sempre paralelas entre si.
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Dupla projecao ortogonal

Deste modo, o procedimento consiste em fu
tracar a projecéo frontal, conforme a
coordenada pretendida, neste caso, de uma

reta horizontal, e determinar o seu traco
frontal. A partir da projecéo do traco frontal
da reta, tracar uma paralela ao traco
horizontal do plano, obtendo h,. X F,

A reta h, horizontal, pertencente ao plano o
definido pelos seus tracos, passa a estar h,
definida pelas suas projecdes.

ha

fo

O procedimento é equivalente quando se
trata de umareta frontal, sendo que esta

tera a sua projecao frontal paralela ao traco f,
frontal do plano. H,

ha

Resumindo
= Para que uma reta pertenca a um plano, os seus tracos tém de estar sobre os tragos do plano.
= Retas horizontais de um plano sdo sempre paralelas ao trago horizontal desse plano.
= Retas frontais de um plano sdo sempre paralelas ao traco frontal desse plano.
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Elementos definidores de um plano

Reta de maior declive de um plano

Uma reta de maior declive de um plano é aguela que forma, com

o Plano Horizontal de Proje¢ao, o &ngulo maximo. Tentando uma
aproximacao ao contexto quotidiano, sera o equivalente a reta que
marcaria a dire¢cdo da rampa mais ingreme possivel.

Neste caso, sera a reta cuja projecao horizontal forma um angulo
reto com o traco horizontal do plano na qual se insere.

do € areta de maior declive do plano e, pois a sua projecao

horizontal forma um édngulo de 90° com o traco horizontal do plano.

Isso significa que ndo existe uma outra reta do plano que forme
um angulo maior com o Plano Horizontal de Projecao.

Verifica o procedimento para determinacdo de uma reta de
maior declive de um plano definido pelos seus tracos:

Pop"

3 Yo

N N\ dey
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Dupla projecao ortogonal

Sendo dado um plano e, definido pelos seus

tracos, pretende-se chegar as projecdes da

sua reta de maior declive. Para tal, e da, fo
cumprindo o critério de pertenga de uma

reta a um plano, a reta de maior declive F,

deve, também, ter os seus tracos sobre os

tracos do plano.

A determinacao da projecao horizontal da

reta de maior declive do plano é feita
imediatamente, perpendicular ao traco H,
horizontal do plano, e sdo logo

determinados os seus tragos nos planos de

projecéo. A reta passa a estar definida por ho
dois pontos, o que permite obter as duas

projecoes da reta.

Estd, assim, determinada a reta de maior
declive do plano .

Reta de maior inclinacao de um plano

Por reta de maior inclinacdo de um plano,
entende-se areta que forma o angulo
maximo com o Plano Frontal de Projecao.

Isto é, de todas as retas pertencentes ao
plano, esta é aquela cujo angulo com o
Plano Frontal de Projecao possui amplitude
maxima.
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Assim, a projecao frontal de uma reta
de maior inclinagcéo de um plano é
perpendicular ao traco frontal desse
mesmo plano.

Observando o exemplo ao lado, verifica-se
que iat, € perpendicular a fe.. Determinando
0s seus tracos, que estardo sobre os tracos
do plano, uma vez que areta pertence ao
mesmo, obtém-se dois pontos da reta,
suficientes para a definir.

Fica, assim, definida a reta de maior
inclinacdo do plano representada pelas
suas projecoes.

Elementos definidores de um plano

Planos definidos pela sua reta de maior declive

ou de maior inclinacao

Neste caso particular, uma reta sera
suficiente para definir um plano, se esta for
a sua reta de maior inclinagdo ou de maior
declive. Assim, o processo de determinacéo
dos tracos do plano segue o0 processo
inverso dos exemplos estudados
anteriormente.

Neste caso, representada a reta de maior
declive de um plano, através das suas
projecoes, pretende-se determinar os
tracos do plano.
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Dupla projecao ortogonal

Através do estudo do caso particular de
retas de maior declive de um plano, sabe-se
que a sua projecao horizontal forma um
angulo de 90° com o trago horizontal do
plano em que se insere.

Determinados os tracos da reta nos planos
de projecao, conhece-se o ponto de
intersecdo da projecao d, com o traco
horizontal do plano.

Deste modo, a determinacao do traco
horizontal do plano é imediata, pois este
esta definido por um ponto e uma direcéao
(ponto H e angulo de 90° com d,).

Encontrado o ponto no eixo x em que 0s
tracos se cruzam (sabendo que em casos
de planos que intersetam ambos os planos
de projecéo, os seus tragcos convergem
€com O eixo X N0 mesmo ponto), o traco
frontal do plano passa a estar definido por
dois pontos (ponto F e ponto de
convergéncia com ha).

Estéao, assim, determinados os tragos de um
plano definido pela sua reta de maior
declive.

No entanto, se se tratasse de uma reta de
maior inclinacao, o raciocinio seria
semelhante, mas com base nas
caracteristicas da reta de maior inclinacao
de um plano (angulo de 90° entre a sua
projecao frontal e o trago frontal do plano).
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Elementos definidores de um plano

Para praticar

0 Sendo dado um plano ¢, definido pelos seus tracos, que intersetam o eixo x
num ponto com 3 de abcissa, e cujo trago frontal forma, com o eixo x, um éngulo
de 50° (a.d.), e cujo trago horizontal forma com o eixo x um angulo de 30° (a.d.),
determina a reta d, de maior declive. De seguida, determina a reta i, de maior
inclinacao.

9 Determina os tragos de um plano obliquo, ¢, cuja reta de maior inclinagao é aretai,
definida pelos pontos A (2; 3; 5) e B (0; 5; 2). Determina a reta de maior declive do
plano.

9 Considera o plano ¢, definido pelas retas f e h, respetivamente, frontal e horizontal.
Areta f contém o ponto A (-2; 3; 5) e faz, com o Plano Horizontal de Projecao, um
angulo de 50° (a.d.). A reta h é concorrente com a reta f no ponto A e faz, com o
Plano Frontal de Projecao, um angulo de 45° (a.e.). Determina a reta de maior
declive do plano a.

Q Considerando o plano do exercicio anterior, determina a sua reta de maior
inclinagao e descreve a relacao desta com as projecoes dareta f.

6 Sendo dada uma reta r obliqua definida pelos pontos A (2; 1; 3) e B (-3; 5; 1),
determina os tracos de um plano obliquo J, cuja reta r é a sua reta de maior
declive.

6 Considera a reta r como a reta de maior inclinagdo de um plano obliquo c.
Representa o plano pelos seus tragos.

Resumindo

= A reta de maior declive de um plano é aquela cuja projecao horizontal faz, com o traco
horizontal de um plano, um angulo de 90°.

= Areta de maior inclinacao de um plano é aquela cuja projecao frontal faz, com o traco frontal
do plano, um angulo de 90°.
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Alfabeto do plano

O alfabeto do plano corresponde a classificacdo dos planos face a sua posi¢cao no
espaco, relativamente aos planos de projecéo. Tal como nas retas, estes séo
agrupados em subcategorias, com base em caracteristicas que Ihes podem ser
comuns. Assim, existem dois grandes tipos de planos:

= planos ortogonais aos planos de projecao;
= planos obliquos aos planos de projecao.

Plano projetante

Um plano projetante é um plano ortogonal aos planos de projecao (a um ou a ambos)
€ que projeta ortogonalmente sobre o plano de projecao todas as suas retas e pontos.

Existem dois tipos de planos projetantes:

= plano projetante frontal;
= plano projetante horizontal.

Um plano projetante frontal € um plano ortogonal ao Plano Frontal de Projecao.
Todos o0s seus pontos e retas tém a sua projecao sobre o seu traco frontal.

Um plano projetante horizontal € um plano ortogonal ao Plano Horizontal de
Projecao. Todos os seus pontos e retas tém a sua projecao sobre o seu traco horizontal.

——

Obliquos aos planos Ortogonais aos planos
de projecao de projecéao

\
[ |

Nao Projetantes Projetantes
projetantes frontais horizontais




Planos projetantes frontais

Plano horizontal (ou de nivel)

Observando o plano v, horizontal,
verifica-se que este é ortogonal ao Plano
Frontal de Projecao, e paralelo ao Plano
Horizontal de Projecao. Este facto implica
que qualquer elemento geométrico que
conste do plano, sera projetado em
verdadeira grandeza no Plano Horizontal de
Projecao.

Em oposicéao, esse mesmo elemento, em
projecao frontal, estara sempre em
deformacdo maxima (reduzido a uma unica
reta, coincidente com o traco frontal do
plano).

Neste caso, o plano v, encontra-se definido
por duas retas horizontais, concorrentes no
ponto P.

Repara que ambas as projecoes frontais
das retas estéo coincidentes, sobre o traco
frontal do plano v e, consequentemente,
com as projecdes frontais dos pontos que
pertencem a essas retas.

Em projecao horizontal, as retas h e h' estao
representadas em verdadeira grandeza.

Os planos horizontais possuem apenas um
traco (traco frontal), uma vez que sdo
paralelos ao Plano Horizontal de Projecéo.

Alfabeto do plano
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Dupla projecao ortogonal

Plano de topo

Um plano de topo é um plano ortogonal ao
Plano Frontal de Projecao, logo é um plano
projetante frontal, mas obliquo face ao
Plano Horizontal de Projecao. Assim, todas
as suas projec¢des no Plano Horizontal de
Projecao estdo submetidas a uma
deformacao, dependente do angulo do
plano com o Plano Horizontal de Projecao.

Nota que, em dupla projecao ortogonal, as
projecdes de ambas as retas, bem como do
seu ponto de concorréncia, estao sobre o
traco frontal do plano.

No que respeita aos seus tracos, num plano
de topo, o seu traco horizontal é sempre
perpendicular ao eixo x. O seu traco frontal
forma um angulo variavel, consoante a
inclinac&o do plano face ao Plano Horizontal
de Projecao.

O seu tracgo frontal corresponde a uma reta
frontal de afastamento nulo.

O seu trago horizontal corresponde a uma
reta de topo de cota nula.
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Plano de perfil

Um plano de perfil € um caso particular
dos planos projetantes, uma vez que é

Alfabeto do plano

ortogonal a ambos os planos de projecao.
Assim, um plano de perfil &,
simultaneamente, um plano projetante
frontal e projetante horizontal.

Observa o plano m, de perfil. Este esta

definido por duas retas, uma vertical (reta v)

e uma de topo (reta t). Nota que retas Z
verticais sao retas projetantes horizontais

e retas de topo sao retas projetantes

frontais. Esta condicao valida a

caracteristica do plano de perfil ser

duplamente projetante.

Os seus tracos sdo ambos perpendiculares
ao eixo X, uma vez que o plano & é ortogonal
a ambos os planos de projecéo.

Apds o rebatimento sobre o plano
horizontal de projecéo, para passar para o

plano do desenho, os tracos apresentam-se
como coincidentes.

To
f v T
P t

|
) hr

X

7
fr=hm=t=v, Y=Z
P2=(ty)
X
Pi=(vy)

Qualquer elemento do plano tera as suas
projecdes, quer frontais quer horizontais,
sobre os tracos do plano.
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Planos projetantes horizontais

Plano frontal (ou de frente)

Os planos projetantes horizontais sao
planos ortogonais ao Plano Horizontal de
Projecéo.

Considera o plano ¢. Trata-se de um plano
frontal, paralelo ao Plano Frontal de
Projecao e ortogonal ao Plano Horizontal
de Projecao.

Embora todos os seus elementos se
encontrem projetados sobre 0 seu traco
horizontal, em projecéo frontal, estes estdo
projetados em verdadeira grandeza, devido
ao seu paralelismo com o Plano Frontal

de Projecéo.

Neste caso, o plano encontra-se definido
por duas retas frontais paralelas (f e f').

Nota que as suas projecdes horizontais
estdo sobre o traco horizontal do plano.
As suas projecdes frontais estdo em
verdadeira grandeza.

H',

Os planos frontais possuem apenas um
traco (traco horizontal), uma vez que séo
paralelos ao Plano Frontal de Projecéo.
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Plano vertical

Um plano vertical € um plano ortogonal ao

Plano Horizontal de Projecao e obliquo face

ao Plano Frontal de Projecao. E um plano
projetante horizontal, sendo que todos

0s seus elementos séo projetados,
horizontalmente, sobre o seu traco
horizontal.

O plano e, vertical, esta definido por duas
retas, uma vertical (reta v) e uma horizontal
(reta h), concorrentes no ponto P.

Em dupla projecao ortogonal, os tragos de
um plano vertical apresentam-se
perpendicularmente ao eixo x, no caso do
seu traco frontal, e com angulo variavel
entre o0 seu trago horizontal e 0 eixo x,
consoante o angulo que o plano apresenta
face ao Plano Frontal de Projecéo.

Nota que todos os pontos e retas do plano
tém as suas projecdes horizontais sobre o
seu traco horizontal. Trata-se de um plano
projetante horizontal.

Plano de perfil

Tal como ja foi abordado, o plano de perfil é o Ginico que se
encontra, em simultaneo, no grupo dos planos projetantes

fo

Alfabeto do plano

horizontais e dos planos projetantes frontais. A sua ortogonalidade

face a ambos os planos de projecao origina esta condicao

particular.

h
//
L - ‘/
— | 1" . hat
T
| - I
:
T
fo A
PZ hZ
PE(vy)

h,;=ha
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Planos nao projetantes

Em oposicéao, planos ndo projetantes sdo todos os outros q

ue

nao sao ortogonais aos planos de projecdo. Trata-se, portanto,

de planos obliquos face a ambos aos planos de projecao.

Existem planos obliquos, de rampa e de rampa passantes.

Planos obliquos

Um plano obliquo é um plano obliquo
a ambos os planos de projecao e face
ao eixo x. Assim, 0s seus tragos também

fo

sao obliquos relativamente ao eixo x. L L

Considerando o plano e, definido por

| he

duas retas, uma frontal (reta f) e outra
horizontal (reta h), concorrentes no
ponto P, este tem os seus tracos
obliquos face ao eixo x.

Observa o exemplo em dupla projecao
ortogonal.

Nenhuma das projecdes das retas f e h esta
sobre qualquer um dos tracos do plano,

uma vez que nao se trata de um plano

projetante. Nota que a projecéo frontal
dareta f é paralela ao traco frontal do plano,
€ a projecao horizontal da reta h é paralela
ao traco horizontal do plano. Isto deve-se

ao facto de os tracos do plano
corresponderem a retas frontais

e horizontais do plano, com afastamento
e cota nulos, respetivamente.

168



Alfabeto do plano

Planos de rampa

Um plano de rampa é um plano obliquo
a ambos os planos de projecao e paralelo
ao eixo x.

Essa relacdo de paralelismo leva a que os
tracos de um plano de rampa sejam
paralelos ao eixo x.

Observando o plano p, de rampa, verificamos
que este se encontra definido por duas
retas, uma obliqua (reta r) e uma fronto-
-horizontal (reta g), concorrentes no ponto P.

Nenhuma das retas tem a sua projecéo
sobre os tracos do plano, uma vez que um
plano de rampa nao é um plano projetante.

Os tracos do plano séao retas fronto- P, 9

-horizontais do plano, de cota e

afastamento nulos, respetivamente, no
trago horizontal e no trago frontal. (o

Planos de rampa passantes Hy

Planos de rampa passantes s&o casos
particulares de planos de rampa, uma vez
que sao planos que contém o eixo x. Ou
seja, intersetam os planos de projecao
numa Unica reta, que é areta de intersecao
entre os planos de projecéo.

Observa o plano p, passante. Este é obliquo
face aos planos de projecao e o eixo x

corresponde a uma reta fronto-horizontal
do plano, de cota e afastamentos nulos. x=fpsfp V"«
Os seus tragos estéo sobre o eixo x. y
Excetuando as retas fronto-horizontais,
todas as outras retas que podem ser parte
de um plano passante devem ser, também,
passantes.
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Neste caso, o plano esta definido por duas
retas, uma obliqua (reta r) e uma fronto-
-horizontal (reta g). Nota que os tracos da
reta r nos planos de projecao estao sobre
0 eixo X, uma vez que se trata de umareta
obliqua passante.

Qualquer que seja a reta obliqua, ou de
perfil, que conste de um plano passante,
tera sempre 0s seus tracos sobre os tracos
do plano, ou seja, sobre o0 eixo Xx.

—
Projetantes
— horizontais
(ortogonais ao P. H. P)
Planos —
projetantes
(ortogonais —
aos planos
de projecéao)
Projetantes
— frontais

(ortogonais ao P.F. P)

Planos nao
projetantes

9

O

M

Frontal —paraleloao P. F. P.

Vertical — obliquo ao P.F. P.

Perfil — ortogonal a ambos os P. P.

Horizontal — paraleloao P. H. P.

Topo — obliqguoao P. H. P.

Perfil — ortogonal a ambos os P. P.

Obliguo - obliquo ao eixo x

(obliquos a ambos Rampa — paralelo ao eixo x

os planos
de projecéao)
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Projecao de retas e pontos pertencentes a planos

Planos de rampa

Considera o plano p, de rampa, definido
pelos seus tragos.

Pretende-se determinar a projecao
de uma reta fronto-horizontal, com uma
determinada cota, pertencente ao plano.

Este é um caso particular,uma vez que a
reta fronto-horizontal, por ndo possuir
tracos nos planos de projecao, ndo possui
pontos comuns com os tragos do plano em
que se insere.

Assim, é necessario recorrer a uma reta
auxiliar, do plano, que possa ser
determinada a partir dos tracos do plano.

Opta-se pela retar, obliqua, comecando
pela sua projecéao frontal, e encontrando

o seu trago frontal e o seu traco horizontal.
Determinados dois pontos da reta,

é possivel representa-la pelas suas
projecoes.

Como ja estudamos, duas retas sao
complanares se forem paralelas ou
concorrentes. Neste caso, como areta
pretendida é fronto-horizontal, esta tera de

ser concorrente com r, para pertencer ao plano.

I

fp
hp
)
F fp
H
Fy
hp
H,
5}
F fp
H
F'I
hp
H,
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Assim, traca-se a projecéo frontal dareta g,
com a cota pretendida, e determina-se

a projecao do ponto de concorréncia
dareta g com aretar. Sobre r,, marca-se

a projecao horizontal do ponto P,earetag
encontra-se definida por um ponto e uma
direcao.

Deste modo, é possivel chegar auma
determinada reta fronto-horizontal de um
plano de rampa definido pelos seus tracos.

No caso da determinacao de pontos
pertencentes a um plano de rampa,
considera o exemplo em que é dada a cota
do ponto A e se pretende representar a sua
projecéao horizontal, desconhecendo o seu
afastamento.

Para o ponto pertencer ao plano, tera
de pertencer a uma reta desse plano.
O processo passara, assim, pelo uso
de uma reta auxiliar obliqua.

Determinados os tracos daretar e as suas
projecdes, é possivel determinar a projecao
horizontal do ponto A.

Assim, é determinado um ponto
pertencente a um plano de rampa
representado pelos seus tracos.
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Planos projetantes

O plano vertical e, projetante horizontal, tem
no seu traco horizontal todas as projecdes
horizontais dos pontos e retas neste
contidos.

Determinadas as projecdes de umareta
horizontal h do plano, esta tera a sua
projecéo coincidente com o trago horizontal
do plano.

Na sua projecéo frontal, uma vez que se
trata de uma reta horizontal, esta é paralela
ao eixo Xx.

Assim sao determinadas as projecoes de
uma reta horizontal pertencente a um plano
vertical.

Ja na determinacao de uma qualquer reta
obliqua do plano vertical, esta tera, também,
a sua projecao horizontal sobre o traco
horizontal do plano.

No que respeita a sua projecao frontal,

esta pode apresentar-se de variadas
formas. A coincidéncia entre a projecao
horizontal da reta e o trago horizontal do
plano é condicao suficiente para que esta
pertenca ao plano, qualquer que seja a sua
projecao frontal. O mesmo principio é
aplicado no que respeita a projecao de
pontos pertencentes ao plano projetante a.
Qualquer ponto que tenha a sua projecao
horizontal sobre o traco horizontal do plano,
pertence ao plano.

Alfabeto do plano
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Dupla projecao ortogonal

Para praticar

0 De um plano . de topo, sabe-se que o seu traco frontal forma um angulo
de 45° (a.d.) com o eixo x e que o interseta no ponto de abcissa 0. Determina
as projecoes de uma reta obliqua, r, do plano, que contenha o ponto P (-4; 4; 4).

9 Considerando o mesmo plano de topo do enunciado anterior, traca as projecoes
de uma reta frontal, do plano, concorrente com a reta r no ponto P.

e Dado um plano horizontal v, cujo traco frontal tem 3 cm de cota, determina as
projecoes de uma reta de topo, t, de abcissa -2.

0 Considerando o plano v do exercicio anterior, sabe-se que contém uma reta g,
fronto-horizontal, que concorre com areta t num ponto P (-2; 6; 3).
Determina as projecoes dareta g.

Q Dado um plano de rampa, definido pelos seus tracos, em que o traco frontal tem
4 cm de cota, e o horizontal, 6 cm de afastamento, determina as proje¢cdes de uma
qualquer retar, obliqua, pertencente ao plano.

@ cConsidera o plano de rampa p cujos tragos horizontal e frontal tém,
respetivamente, 4 cm de afastamento e 5 cm de cota. Determina as projecoes
de um ponto P, pertencente ao plano, com 2 cm de cota.

ﬂ Sobre o0 mesmo plano, determina as projecoes de uma reta obliquar, que contém
o ponto P, e cuja projecao frontal faz, com o Plano Horizontal de Projecao, um
angulo de 55° (a.d.).

e Considera o plano de rampa p que contém a retar, obliqua, definida pelos pontos
A(2;1;3)eB(-3:5; 1).
Representa o plano pelos seus tracos e determina as projecdes de umaretas,
pertencente ao plano, e concorrente com a reta r no ponto B.

@ Sobre o plano do exercicio anterior, determina as proje¢ées de uma reta
fronto-horizontal, g, concorrente com a reta r num ponto com 2 cm de cota.

Resumindo

= Num plano projetante, qualquer ponto ou reta cuja projecao esteja sobre o traco projetante do
plano, pertence a esse plano.
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Determinacao de planos segundo umareta

Plano obliquo

Sendo dada uma reta de um plano,

€ possivel determinar os seus tracos

se for dada uma direcdo ou a abcissa
do seu ponto de concorréncia no eixo X.

Neste caso, pretende-se a determinacéao
dos tracos de um plano obliquo, sabendo
que o seu traco horizontal forma um angulo
de 30° (a.d.) com o eixo x.

Determinados os tracos dareta r nos
planos de projecéo, traca-se uma reta,
passando por H, e fazendo um angulo de 30°,
com abertura a direita, com 0 eixo x.
Encontra-se, assim, representado o trago
horizontal do plano.

Terminado este processo, o trago frontal do
plano encontra-se definido por dois pontos
(ponto F e ponto de concorréncia de he
COm 0 €ixo X).

Plano de rampa

No que respeita a um plano de rampa,
os seus tracos podem ser definidos por
apenas um ponto, uma vez que a sua
direcao ja é conhecida — os tracos de um
plano de rampa sdo sempre paralelos ao
eixo X.

Assim, dada umaretar, obliqua, o
procedimento para determinar os tracos de
um plano de rampa que a contém, consiste
em determinar, na reta, 0s seus tracos nos
planos de projecéo.
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Dupla projecao ortogonal

Conhecidos os tracos da reta nos planos de
projecao, e sendo a reta r uma reta do plano

de rampa do qual se pretende determinar
0s seus tracos, é possivel marcar os tragcos
do plano, paralelos ao eixo x, passando
pelos tracos daretar.

= 0 traco frontal do plano contém F;
= 0 trago horizontal do plano contém H,.

Planos projetantes

Considerando planos projetantes, o processo é mais simples, uma
vez que planos projetantes projetam todos os seus pontos e retas

sobre um dos seus tracos. Isto &, planos projetantes horizontais
projetam todos os seus elementos sobre o0 seu trago horizontal,
e planos projetantes frontais projetam todos os seus elementos

sobre o seu tracgo frontal.

Observa o exemplo da reta r, obliqua.

A determinacao dos tracos de um plano,
neste caso, projetante horizontal (plano
vertical), é imediata, uma vez que se sabe
que r,, num plano projetante horizontal
estara sempre sobre o traco horizontal

do plano. Ja o traco frontal de um plano
de topo é sempre perpendicular ao eixo x.
Assim, estdo determinados os tracos

do plano.

Nota que este procedimento é apenas
valido para planos projetantes, sendo um
caso particular.
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Alfabeto do plano

Determinacao de planos segundo um ponto

Dado um ponto, é possivel determinar os tracos de um plano que o
contenha, sendo conhecida a direcdo dos seus tracos.

A condicdo de pertenca de um ponto a um plano diz que o ponto
tera de pertencer a uma reta do plano. Assim, é necessario tragar
uma reta do plano que contenha o ponto dado.

Considerando o ponto A, sabe-se que A,
pertence a um plano obliquo, cujo traco
frontal faz, com o eixo x, um édngulo de

55° (a.d.). Uma vez que a dire¢ao do angulo

do traco horizontal é desconhecida, deve X J
tracar-se uma reta horizontal, pertencente A
1

ao plano.

Determinando h,, que contém o ponto A, fo
determina-se o seu traco frontal. Depois,

€ possivel determinar a projecao horizontal

dareta, que esta definida por dois pontos:

o seu traco frontal e o ponto A. Uma vez que A hy
as retas horizontais de um plano possuem
a mesma direcdo dos seus tragos, o traco
horizontal de e sera paralelo a h, e X
concorrente com fa no eixo x.
A1

Em suma, para determinar os tragcos de um

plano, sendo dado um ponto e uma direcéo,

deve recorrer-se a uma reta auxiliar, desse hy
plano, que indique a direcdo omissa dos
tracos do plano.

he
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Dupla projecao ortogonal

Para praticar

o Considera aretar, obliqua, cujos tracos frontal e horizontal tém as seguintes
coordenadas: F (1; 0; 4) e H (-4; 3; 0). Determina os tracos de um plano
de rampa que contém aretar.

@) Dada uma reta horizontal, h, com 3 cm de cota, cujo trago frontal é F (3; 0; 3),
concorrente com areta v, vertical, no ponto P (0; 6; 3), determina os tracos do
plano que as contém.

e Sendo dada uma reta f, frontal, concorrente com o Plano Horizontal de Projecédo
num ponto H (0; 5; 0) e cuja projecao frontal forma com o eixo x um angulo
de 45° (a.d.), determina os tracos do plano obliquo e, que a contém.

Q Do ponto P (3; 4; 6), sabe-se que pertence a um plano de topo, cujo traco frontal
forma com o eixo x um angulo de 30° (a.e.). Determina os tracos do plano o.

6 Determina os tragos de um plano de rampa p que contém o ponto R (-2, 3, 5).

G Sendo dado um ponto A (1; 3; 6), determina os tracos de um plano obliquo ¢ que
contém o ponto A.

0 Considerando o ponto A do exercicio anterior, determina os tracos de um plano de
rampa, que contém esse ponto.

Q Sobre um plano obliquo &, sabe-se que possui uma reta r que interseta o plano [?a1 /3
num ponto Q. Sobre a reta r, sabe-se que esta definida por um ponto A (1; 2; 4),
€ a sua projecao frontal faz, com o Plano Horizontal de Projecao, um angulo
de 45° (a.d.), e a sua projecao horizontal faz, com o Plano Frontal de Projecao, um
angulo de 55° (a.d.). Determina os tracos do plano, recorrendo a uma reta
projetante frontal, concorrente com a reta r no ponto Q.

Resumindo

= Em planos que intersetam ambos os planos de projecao, os seus tracos intersetam o eixo x
num mesmo ponto.

= Os tracos de qualquer reta pertencente a um plano tém as suas projecdes sobre os tragos
homonimos do plano.
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Métodos geomeétricos auxiliares

Revisitando os conceitos ja abordados, acerca da verdadeira grandeza, esta é a
caracteristica de qualquer projecao de qualquer elemento inserido num plano paralelo a um
dos planos de projecédo. Por exemplo: um segmento de reta contido num plano frontal, ou
seja, paralelo ao Plano Frontal de Projecao, tem a sua projecao frontal em verdadeira
grandeza, o que significa que se projeta de forma fiel a sua dimensao real.

A determinacao de uma verdadeira grandeza é de grande utilidade, pois permite conhecer
a real dimensdo de um dado elemento geométrico.

Contudo, em muitas situacdes, as projecdes resultantes do método de dupla projecéo
ortogonal ndo estdo em verdadeira grandeza — possuem um grau de deformacao. Assim,
com base na representacdo bidimensional, nestes casos, a determinacéo das dimensdes
do elemento projetado é conseguida com recurso a métodos geométricos auxiliares.

Existem trés processos que permitem

alcancar a verdadeira grandeza de um dado Resumindo

elemento: = Os métodos geométricos auxiliares sdo
formas de reposicionar um elemento

= mudanca de planos - o
_ oL geomeétrico, de forma a facilitar o seu
(ou mudanca de diedro de projecao); estudo. Na maioria dos casos, o objetivo

= rotacao; é determinar a sua verdadeira grandeza.
= rebatimento.

Mudanca de planos

O processo de mudancga de planos, também conhecido como mudancga do diedro de
projecao, consiste na determinagdo de um plano auxiliar, paralelo ao plano que contém
o elemento projetado. Assim, determina-se a projecao do elemento geométrico no novo
plano, paralelo a este. Desta forma, é determinada a verdadeira grandeza do elemento
geomeétrico em questao.

Por exemplo, considerando um segmento de reta cuja reta de suporte é obliqua, portanto,
nado paralela aos planos de projecao, este tem ambas as projecdes deformadas.

A determinacao da sua verdadeira grandeza por meio do processo de mudanca de planos
€ conseguida através da determinacdo de um plano auxiliar, paralelo ao segmento. Deste
modo, 0 segmento passara a ser um segmento contido numa reta horizontal ou frontal,
consoante o posicionamento do plano auxiliar.
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Observa o segmento de reta [AB].

Ambas as projecdes sdo obliquas
relativamente ao eixo x, tratando-se, por isso,
de um segmento de reta obliquo — nenhuma
das suas projecdes estad em verdadeira
grandeza. Contudo, pretende-se conhecer a
dimensao do segmento, ou seja, a distancia
entre A e B. Para tal, é necessario recorrer

a um método auxiliar.

No processo de mudancga de planos,
convencionou-se que o plano horizontal de
projecéo corresponde ao plano 1; o plano
frontal de projecéo, ao plano 2; e o plano
auxiliar, a ser determinado, é o plano 4
(estando o plano 3 reservado para nomear
planos de perfil, abordados mais a frente).

Como se pode verificar pela representacao
tridimensional ao lado, o segmento [AB] é
obliquo. Para determinar a sua verdadeira
grandeza, é considerado um plano auxiliar
(plano 4), paralelo ao segmento. Deste modo,
da-se a mudanca de diedro de projecao, e os
planos de projecdo do segmento passarao a
ser o plano 2 e o plano 4. Nota que, com base

nesta transformacao, o segmento [AB] passou a

ser um segmento horizontal, paralelo ao plano 4.

No plano do desenho, é tracado um novo eixo,
paralelo a projecao frontal do segmento.

A partir dai, sdo marcados os afastamentos
dos pontos A e B, perpendicularmente,

originando as projecdes dos pontos no plano 4.

Assim, é determinada a verdadeira grandeza
do segmento [AB], horizontal relativamente
ao plano 4. Como qualquer segmento
horizontal, a sua projecao frontal é paralela
ao eixo dos dois planos de projecéo.

A projecao horizontal (neste caso,

no plano 4) esta em verdadeira grandeza.

Mudanca de planos

X

T

X
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Métodos geométricos auxiliares

Neste caso, determinou-se a verdadeira grandeza convertendo um segmento de reta
obliqguo num segmento de reta horizontal (ou de nivel). Contudo, este poderia ser convertido
num segmento de reta frontal (ou de frente). Esta seria uma opc¢ao igualmente valida, uma

vez que iria tornar o segmento paralelo a um plano de projecéo, sendo assim possivel

determinar a sua verdadeira grandeza.

Observa o mesmo segmento [AB].
Pretende-se determinar a sua
verdadeira grandeza, convertendo-o
num segmento de reta frontal.

O processo &, em tudo, semelhante ao
descrito anteriormente, alterando
apenas o plano auxiliar a determinar.

Neste caso, o plano auxiliar devera ser,
também, paralelo ao segmento, mas, ao
invés de manter o plano frontal de
projecao, mantém-se o plano horizontal
de projecao. O novo diedro passa a
estar definido pelo plano auxiliar e pelo

Plano Horizontal de Projecao (planos 4 e 1,

respetivamente).

Nota que o plano 4 é paralelo ao
segmento de reta e forma um angulo

reto com o plano horizontal de projecéo.

O segmento [AB] projeta-se, no plano 4,
em verdadeira grandeza.

Neste caso, para simplificar o desenho,
optou-se por posicionar o plano auxiliar
anteriormente ao segmento, o que ira
corresponder, no novo diedro, a
afastamentos negativos dos pontos A
eB.
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Mudanca de planos

No plano do desenho, uma vez que se B,
pretende um segmento frontal, o novo
eixo devera ser marcado paralelamente
a projecao horizontal do segmento [AB].
Como o plano 4 foi posicionado
anteriormente ao segmento, o eixo deve
estar abaixo da projecao do segmento.
De seguida, as cotas serdo marcadas

perpendicularmente, acima do eixo,

pois A e B s&o pontos do 1.° diedro,

e o plano horizontal de projecao
manteve-se. O segmento compreendido

entre A, e B, corresponde a verdadeira
grandeza do segmento [AB].

Transformacao de elementos definidores do plano

Até aqui foi analisado o0 método de mudanca de planos para determinacéo da verdadeira
grandeza de um segmento de reta. Contudo, o método em questao pode ser alargado

a casos de determinacao de verdadeira grandeza de outros elementos geométricos,
nomeadamente, figuras. Neste caso, a referéncia a ter em conta deixa de ser uma reta (reta
de suporte do segmento), mas sim um plano (no qual se inserem as figuras geométricas).
Assim sendo, é determinado um plano auxiliar, paralelo ao plano dado, transformando-o
num tipo de plano paralelo a um plano de projecéo. Sdo estes: planos horizontais e planos
frontais.

Considerando figuras contidas em planos verticais ou de topo, estes sdo projetantes,
ou seja, perpendiculares a um plano de projecao e obliquos ao outro plano do diedro.
Nestes casos, as figuras nunca tém as suas proje¢cdes em verdadeira grandeza.

Na verdade, considerando um plano vertical, a projecao horizontal de qualquer figura neste
contida tera a sua projecao horizontal em deformag¢ao maxima (coincidente com o traco
horizontal do plano), e a sua projecéo frontal com um determinado grau de deformacao,
podendo ser maior ou menor de acordo com o angulo que o plano vertical forma com o
Plano Frontal de Projecao.
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Métodos geométricos auxiliares

Considerando o triangulo [ABC], contido
num plano vertical e, pretende-se
determinar a sua representacdo em
verdadeira grandeza.

Para tal, optou-se por transformar o plano
vertical, que o contém, num plano frontal,
determinando um novo plano, auxiliar,
paralelo ao plano e. Assim, o novo diedro de
projecao passa a estar definido pelo Plano
Horizontal de Projecéo e pelo novo plano
auxiliar 4, que assumira o papel

de Plano Frontal de Projecéo.

Em representacéo bidimensional, com

o plano vertical definido pelos seus tracos
e com as projecoes do triangulo [ABC],

€ tracado um novo eixo, paralelo ao traco
horizontal do plano, com o afastamento
correspondente a distancia entre o plano &
e o plano auxiliar. A partir dai, as linhas

de chamada das cotas séo tracadas
perpendicularmente ao novo eixo e sdo
determinadas as novas projecdes dos
vértices do tridangulo. Sendo estas
projecdes num plano paralelo ao plano
que contém o tridngulo, estdo

T~

determinadas as verdadeiras
grandezas dos segmentos
correspondentes aos lados da figura
geomeétrica.

Neste caso, a verdadeira grandeza do
tridngulo [ABC] foi determinada através

da conversao de um plano vertical (definido
pelo triangulo [ABC], num plano frontal).
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Mudanca de planos

Ainda no ambito de figuras pertencentes
a planos projetantes, para o caso B,
de planos de topo, o processo passa

pela sua conversdo num plano horizontal. R f
. . : o
O processo é semelhante ao ja descrito. o)

Contudo, o novo eixo é determinado A

paralelamente ao traco frontal do plano B)

definido pela figura em questao. 2
X | 1

As novas projecoes dos vértices A

do tridngulo sdo marcadas
perpendicularmente ao traco frontal
do plano de topo, a partir do novo eixo.
Estas definem a verdadeira grandeza ho
do triangulo [ABC].

Resumindo
No método da mudanca de planos, ha trés aspetos a considerar:
= A escolha do plano de projecao que deve ser desconsiderado e a posi¢cao do novo plano proposto.

= Uma vez que apenas € alterado um dos planos de projegao, também apenas uma das projecoes
€ alterada, sendo que a outra se mantém.

= As coordenadas dos pontos relativas ao plano que se mantém permanecem iguais
€ as coordenadas relativas ao plano que se substitui alteram-se.

Para praticar

0 E dado um segmento de reta [AB], em que A (2; 3; 7) e B (-3; 5; 3). Determina
a verdadeira grandeza do segmento, convertendo a sua reta de suporte numa
reta de nivel com 2 cm de cota.

9 E dado um triangulo [ABC], pertencente a um plano de topo. Sobre o plano, sabe-se
que forma um angulo de 55° (a.d.) com o plano horizontal de projecao. Os vértices
do tridngulo sdo: A (1; 3), B (3; 1) e C (4; 5). Determina a verdadeira grandeza do
tridngulo, transformando o plano de topo num plano de nivel com 2 cm de cota.

e Do quadrado [ABCD], sabe-se que dois dos seus lados sdao segmentos de reta
verticais. Determina dos tragos do plano que contem o quadrado, bem como as
suas projecoes, sabendo que: o segmento [AB], de nivel, cuja projecao horizontal
faz um angulo de 45° (a.d.) e o ponto A dista 2 cm do trago frontal da reta de
suporte do segmento. A distancia entre A e B é de 6cm. Determina a verdadeira
grandeza do quadrado.
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Métodos geométricos auxiliares

Rotacoes

Rotacdes de pontos

Arotacao é outro método geométrico que visa o reposicionamento de determinado

elemento geométrico, de forma a facilitar o seu estudo.

Neste caso, ao contrario do que acontece com o método de mudanca de planos, no qual
0 objeto permanece nas mesmas coordenadas, e apenas mudam os seus planos de
projecao, na rotacao, o diedro mantém-se, e da-se uma deslocacao do elemento

geomeétrico em estudo.

Numa rotacao, da-se um movimento de um elemento geométrico, seja ele um ponto, uma

reta, ou um segmento de reta, em torno de um eixo. Os arcos de rotacao estdo sobre planos

perpendiculares ao eixo de rotagdo. Por exemplo: se o eixo for uma reta vertical, os arcos

de rotacao desenvolver-se-ao sobre um plano horizontal.

Observando o exemplo, tem-se 0
processo de rotacdo de um ponto
(ponto P). Para tal, determina-se um
eixo de rotacdo. Neste caso, optou-se
por um eixo vertical (reta e). Como tal,
o ponto P ird deslocar-se sobre um
plano horizontal (onde ira ser tracado
o arco de rotacao).

Dependendo da amplitude da rotacgao,
o ponto P sera deslocado para uma
outra localizagao do diedro, mantendo \
a sua cota, uma vez que o eixo de
rotacdo é vertical, alterando, apenas,
a sua abcissa e o0 seu afastamento.

Em dupla projecao ortogonal, pode
verificar-se que a cota do ponto P,
apos arotagao, mantém o mesmo
valor, ao contrério da sua abcissa

e do seu afastamento. A origem

da rotacdo é um ponto da reta

com amesma cota do ponto P.

5]

P2 O2 Prz
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Rotacdes

Considera, agora, um exemplo
de rotacdo de um ponto, mas cujo eixo
de rotacao é uma reta de topo (reta e)
Neste caso, o arco de rotacao
desenvolve-se sobre um plano frontal, ~2 ]|
perpendicular ao eixo de rotacgao. <l (e

Neste caso, apos a rotagao, o ponto
mantém o seu afastamento, alterando

a sua abcissa e cota.

A amplitude da rotacao em questao
projetar-se-a em verdadeira grandeza

no Plano Frontal de Projecéo.

A representacao da rotacdo do ponto P
em torno de um eixo de topo, em dupla
projecao ortogonal, traduz-se como no
desenho ao lado.

A origem da rotacao é o ponto O, que é um P
ponto da reta e, de afastamento igual ao Pr, (e,)=0,
do ponto P. Nota que, ap6s a rotacéo,

o afastamento do ponto mantém-se,
havendo alteracao na sua abcissa e cota.

A amplitude do angulo de rotacéo pode X
ser medida em projecéao frontal.

Ap0ds a rotacao, o ponto P situa-se P 0, P,

a esquerda da sua posicao original.
Por isto, considera-se que arotacao
foi feita no sentido contrario ao dos e

ponteiros do relégio.
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Métodos geométricos auxiliares

Rotacdes de segmentos de reta

Considerando, agora, rotacdes
de segmentos de reta, observa
o0 segmento [AB].

Pretende-se efetuar uma rotacéao

do segmento [AB], considerando um eixo,

que se apresenta sob uma reta vertical

(retae). A,

Sendo o eixo uma reta vertical,

as rotacdes seréo feitas sobre um plano
perpendicular ao eixo, ou seja, sobre
um plano horizontal.

Acerca darotacao, sabe-se que

a amplitude é 40°, no sentido contrario A
ao dos ponteiros do relégio.

Assim, comecando por efetuar a rotacao
de um dos extremos do segmento

(e)=04

(fv')

(ponto B), procede-se a unido da projecao B,
horizontal do ponto B e da projecéo

horizontal do ponto O (origem da rotagao),
coincidente com o trago horizontal A,
do eixo de rotacdo. A partir dai,

€ determinada a projecao horizontal

do ponto B apés a sua rotacao, marcando
um angulo de 40° no sentido contrario

ao dos ponteiros do reldgio. Nota que

a marcacao pode ser feita diretamente
em projecao horizontal, uma vez que

esta decorre sobre um plano horizontal.
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Rotacdes

A projecéo frontal de B, estara sobre
o traco do plano horizontal onde se da a
rotacao, ou seja, com a mesma cota de B,

Br2 02 (f‘V ')

Para a determinacao da rotacao B,
do segmento [AB], é necessario proceder
arotacao do seu outro extremo: ponto A. A, Ax  (F)

Assim, repete-se 0 processo para

o ponto A, assegurando 0S mesmos X
critérios de rotacao: amplitude e sentido.

A rotacao do ponto A dar-se-a sobre

um outro plano horizontal, que contém

o ponto A. A amplitude da rotacao sera,
igualmente, tracada em projec¢ao horizontal.

Apds a rotacdo dos pontos A e B, é possivel
determinar a rotacao do segmento, [A,B,].

Para praticar

0 Considera o ponto A (0; 3; 2). Determina as proje¢des do ponto A apés uma
rotacao de 45°, no sentido dos ponteiros do relégio, em torno de um eixo vertical,
com afastamento igual ao do ponto A, com 3 cm de abcissa.

9 Considera o ponto A do enunciado anterior. A € um dos extremos de um
segmento, cujo outro extremo é o ponto B (—4; 6; 3). Determina as projecoes
do segmento [AB] ap6s uma rotagao com as mesmas caracteristicas
das do enunciado anterior.

9 Dado um segmento de reta [CD], em que C (1; 4; 2) e D (-3; 2; 5), determina as suas
projecoes, apds uma rotacao, sobre uma reta de topo que contém o ponto D, para
que o segmento se torne horizontal. A amplitude e o sentido de rotagcao deverao
ser determinados de acordo com a situagao grafica que permitir a melhor
economia de tragado.
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Métodos geométricos auxiliares

Rotacdes de retas

No que respeita a rotacao de retas,
estas serao feitas através da rotacao
de elementos definidores de uma reta,
ou seja, de pontos da reta dada.

Observa aretar, obliqua. Pretende-se
efetuar uma rotacdo que torne aretar

numa reta horizontal. Como tal, o primeiro

passo, comum a todas as rotacdes,

consiste em determinar o eixo de rotacao.

Uma vez que se pretende obter uma reta
horizontal, a rotacao devera ser efetuada

em torno de uma reta de topo.

Neste caso, a amplitude da rotacdo néao
esta definida a priori, sendo verificada
em projecao frontal, em verdadeira
grandeza, uma vez que, tendo um eixo
de topo, a rotacao é feita sobre planos
frontais.
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Assim, determinado o eixo, une-se a
projecao frontal do ponto O (origem
darotacao) aretar, segundo uma
perpendicular. Dai resulta o ponto P.
O segmento [OP] é perpendicular
aretar e ao eixo de rotacao.

O plano onde se da a rotagao

do ponto P é um plano frontal.
Assim, o seu traco horizontal contém
a projecao horizontal do ponto P.

Uma vez que se pretende transformar

a reta r numa reta horizontal, determinada
a nova projecao do ponto P, é possivel
determinar a projecao frontal da retar apos
a rotacao, uma vez que a sua nova projecao
frontal sera sempre paralela ao eixo x.

Uma vez que a rotacao do ponto P foi
feita sobre um plano frontal, a projecdo
horizontal do ponto apés a rotagao estarg,
também, sobre o traco horizontal desse
plano frontal. Esta, assim, determinado

o ponto P apds a sua rotagao, pelas

suas projecoes.

Para determinar a projecao horizontal
daretar, é necessario mais um ponto
dareta. Assim, R é outro ponto qualquer
daretar. Repetindo o processo

de rotacéo, desta vez para o ponto R,

€ possivel determinar a projecao
horizontal da reta r apds a sua rotacao.

Aretar é, agora, uma reta horizontal.

Rotacdes

(&)
P /
P ? r'
(he)
P'1EO1
(he)
g
r
(€2)=0,
P r'
(he)
P'1EO1
(he)

I
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Observa a mesma retar. Desta vez,
pretende-se tornar a retar, obliqua,
numa reta frontal.

Para tal, a primeira alteracado face ao
exemplo anterior € no eixo de rotagao.

Neste caso, o eixo devera ser vertical,

)

uma vez que os arcos de rotacdo
deverao estar contidos em planos
horizontais.

Uma vez determinado o eixo de rotagao,
0 processo é equivalente ao ja estudado,
mas com rota¢des que se desenvolvem
sobre planos horizontais e arcos

de rotacdo em verdadeira grandeza

em projecao horizontal.

Através da determinacao de dois

pontos daretar, e da sua rotacdo
para que estes tenham o mesmo

afastamento, a reta r passa a ser

uma reta frontal, por meio de uma
rotacao.

Assim, tendo uma reta obliqua aos
planos de projecéo, € possivel
reposiciona-la, para que passe a estar
paralela a um dos planos, sendo esta
uma posi¢cao mais conveniente para

diversos tipos de estudo, nomeadamente,

na medi¢do de distancias entre pontos.
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A rotacao pode, por isso, ser um processo
para determinac¢&o da verdadeira grandeza
de um dado elemento geométrico.

Observa o0 segmento de reta [AB].

Sendo um segmento obliquo, as suas
projecdes encontram-se deformadas,
nao sendo possivel determinar, com

base nestas, o seu real comprimento.

Para tal, é necessario efetuar uma
rotacao do segmento que o coloque
paralelo a um dos planos de projecao.

Sendo dado um eixo de rotagcéo que
€ uma reta vertical, intui-se que a rotacao
devera resultar num segmento frontal.

Assim, o processo a ter em conta

é idéntico ao ja apresentado, no que
respeita a rotacao de retas obliquas
para retas frontais.

Determinado o segmento que contém
o ponto O (origem da rotacao),

e perpendicular ao segmento [AB],
tem-se o segmento [OP].

Uma vez que P pertence ao
segmento [AB], a determinacao
das suas duas projecodes € imediata.

CVGEOM10-13

Rotacdes

€
B,
A
Aq
B
(e9)=0,
€
B,
P',=0; P, (fv)
Ay
A
Py NP
B
(e9)=04
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Efetuada a rotacdo do ponto P e

determinadas as projecdes do mesmo apdos

a suarotacao, é possivel determinar o

afastamento do segmento apds a rotacao,

uma vez que, tratando-se de um segmento

frontal, todos os seus pontos terdo P',=0,

(fv)

afastamento igual. A7)

(fv')

Por P,,, é possivel tracar a projecao X A

horizontal da reta de suporte do
segmento [AB] ap6s a rotacao.

(e)=0;

De seguida, é feita a rotacdo dos extremos
do segmento. Unindo O, a A,, traca-se

um arco com o raio correspondente ao
segmento [AO], com a mesma amplitude
do arco de rotacdo do ponto P, até

(f)

intersetar a projecao horizontal da reta
de suporte do segmento [AB]. Ai, tem-se
a projecao horizontal de A ap6s a rotacao.

A projecao frontal é determinada com P5=0,

(fv)

a mesma cota da projecao frontal antes A2

(fv")

da rotacdo, uma vez que a mesma X A,
se deu sobre um plano horizontal.

Repetindo o processo para o ponto B,
é possivel determinar as projecdes

do segmento apés a rotacao. ()20,
0O segmento [AB] &, agora, um segmento

frontal. O seu comprimento real podera ser

medido diretamente na sua projecao frontal,

que esta, agora, em verdadeira grandeza.
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Estudados os casos em que se

pretende transformar uma reta obliqua
numa reta paralela horizontal ou frontal,
por meio de uma rotacao, estudar-se-3,
agora, como transformar, também, por
meio de uma rotacao, uma reta horizontal
numa reta de topo, igualmente paralela
ao Plano Horizontal de Projecéo.

Sendo dada uma reta h, horizontal,
é pretendido que esta passe a ser

Rotacdes

uma reta de topo, com recurso
a uma rotacao.

Neste caso, 0 eixo devera ser umareta
vertical, uma vez que a rotacao sera feita
sobre planos horizontais.

A semelhancga dos exemplos ja estudados,
€ determinado um segmento que contenha
a origem da rotacdo e um ponto dareta
dada. Esse segmento deve ser
perpendicular a reta dada e ao eixo.

Essa perpendicularidade verifica-se,

em verdadeira grandeza, em projecao
horizontal.

Nota que, quando o eixo de rotacao é
vertical, o plano dos arcos de rotacéao é
horizontal, perpendicular ao eixo; quando o
eixo de rotacao é de topo, o plano dos arcos
de rotacao é frontal, perpendicular ao eixo.

€
0, h,
(e9)=0,
hy
5]
02 P2 h2
2
(e)=0, P
h
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Nota que o plano onde se da a rotagao
contémaretah.

Determinado o ponto P, da reta h, apés
arotacao, pelas suas projecoes, é possivel
determinar a projecao da reta h, apés

a sua rotacdo, para uma reta de topo.

Repara que, neste caso, é apenas
necessario um ponto da reta, uma vez
que é conhecida a dire¢cdo da mesma.
Uma reta de topo é sempre perpendicular
ao Plano Frontal de Projecao, e, por isso,
a sua projecao horizontal é sempre
perpendicular ao eixo x.

Rotacdes de planos projetantes

P P'2=(h’)

(e4)=0,

P,

Arotacao de planos projetantes, especialmente quando se trata de planos de verticais

ou de topo, é de extrema utilidade, uma vez que permite obter a verdadeira grandeza
de qualquer elemento geométrico contido nesse plano.

Considera a figura [ABCD]. Sabe-se que

€ um quadrado contido num plano vertical.
Por isto, é adquirido que a sua projecao
horizontal estd em deformacdo maxima

e que a sua projecao frontal ndo esta em
verdadeira grandeza, estando deformada.

Neste caso concreto, é possivel saber

a medida do lado do quadrado, uma vez
que dois dos seus lados estao inseridos
em retas verticais, e, por isso, projetam-se
em verdadeira grandeza no plano frontal
de projecao, pois sao paralelos a este
(segmentos [AD] e [BC]).
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Em todo o caso, pretende-se obter a
verdadeira grandeza do quadrado [ABCD]
por meio de uma rotacao, em que o plano
vertical passa a ser um plano frontal. O tipo
de reta que mais se adequa a este caso,
para ser o eixo de rotacgao, é a reta vertical.
Assim, o eixo é areta e, vertical, e exterior
ao plano. Posteriormente, o procedimento
€ 0 mesmo da rotagao de pontos para
rotacdo de retas ou segmentos de reta.

A possibilidade de conhecer, antes da
rotacao, a verdadeira dimensao do lado
do quadrado permite validar a solugao
que resulta da rotacdo do plano. Em suma,
neste caso, para determinar a verdadeira
grandeza do quadrado [ABCD], bastou
proceder a rotacao dos dois segmentos
de reta [AB] e [CD].

Rotacdes

€
fa| D, D, G C,
R " B |
A B'
2 0,=P",
A=D
B|1E :'1 (h@)
A'=D, B'=C,
=G (e9)=0,
P\ ha

Contudo, quando se trata de rotacdes de planos, com figuras geométricas, o desenho pode

ficar muito sobrecarregado, se o eixo de rotacao for exterior ao plano.

Assim, por forma a conseguir uma maior economia de meios, € comum optar-se, no caso da

rotacao de planos, por um eixo que pertenca ao plano que vai ser alvo da rotacao.

Neste caso, temos um plano

de topo, no qual se encontraum
triangulo [ABC]. Pretende-se
determinar a verdadeira grandeza
do triangulo através de uma
rotacao. Sendo o eixo uma reta
do plano de topo, e sabendo que
se pretende que o triangulo
passe a estar contido no plano

horizontal de projecao, o eixo tera X (e,)=0,
de ser uma reta que pertenca, C, @
em simultaneo, aos dois planos,
ou seja, o traco horizontal B
do plano.
A|1 A1
fO(Ee'I
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Al, os arcos de rotacdo passam a estar em verdadeira grandeza no plano frontal de
projecao, e a amplitude da rotacao passa a corresponder ao angulo maior que o plano o
faz com o Plano Horizontal de Projecao.

Dai, resulta uma rotacao do plano de topo para um plano horizontal (neste caso, o Plano
Horizontal de Projecéao), segundo um eixo que pertence, em simultdneo, a ambos os planos.
Este processo introduz um terceiro método geométrico auxiliar: o rebatimento.

Resumindo
No método das rotacdes, ha trés aspetos a considerar:

= A escolha do eixo de rotacao (vertical ou de topo) mais apropriado ao caso concreto em estudo
e consequente plano onde estao contidos os arcos de rotacgao (frontal, se o eixo for de topo;
horizontal, se o eixo for vertical).

= A amplitude da rotacao, que devera ser a mesma para todos os elementos geométricos alvo
da rotacao.

= O sentido da rotacao, que podera ser no sentido dos ponteiros do relégio, ou contrario a este.
Também aqui devera ser o mesmo em todos os elementos geométricos alvo da rotacao.

Para praticar

0 Considera um plano vertical, cujo traco frontal faz, com o eixo x, um angulo
de 50° (a.d.). O plano possui um tridngulo cujos vértices sao: A (3; 4), B (5; 7)
e C (1; 5). Determina a verdadeira grandeza do triangulo [ABC].

Q Considera um plano o definido por duas retas, em que areta t, de topo, contém o
ponto P (3; 4; 6) e areta f, de frente, € concorrente com areta t no ponto P e fazum
angulo de 45° (a.d.) com o Plano Horizontal de Projecao. De que plano se trata?
Transforma o plano e num plano horizontal com 3 cm de cota.

e Considera um plano vertical & cujo traco horizontal faz, com o eixo x, um angulo
de 45° (a.d.) e cujo ponto de concorréncia dos seus tragos no eixo x tem 3 cm
de abcissa. Transforma o plano vertical & num plano frontal com 3 cm
de afastamento.
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Rebatimentos

Como foi anteriormente referido, um rebatimento € uma rotacao em que o eixo é
complanar com o elemento que se pretende rodar. Isto pressupde que este método é
utilizado, unicamente, para planos.

Assim, sempre que, numa rotacao, o eixo pertenca ao plano da figura que se pretende rodar,
entao, esta-se perante um rebatimento. Neste caso, o eixo é denominado de charneira.

Um exemplo muito elucidativo de um rebatimento é uma porta. Esta pode ser rebatida para
varias posicdes, consoante o seu angulo de rotacéo, em torno de um eixo que lhe pertence
(dobradicas). A esse eixo da-se o nome de charneira.

Observa, agora, o segmento [AB] contido
num plano de topo. Pretendendo obter

a verdadeira grandeza do segmento,
optou-se por rebater o segmento sobre
o Plano Horizontal de Proje¢&o. Assim,

a charneira do rebatimento é o trago
horizontal do plano, fa, e os arcos do
rebatimento projetam-se em verdadeira
grandeza no Plano Frontal de Projecao.

Nos rebatimentos, salvo algumas
excecdes, os elementos sdo geralmente
rebatidos sobre os planos de projecao.
Assim, o resultado do rebatimento é feito
segundo apenas uma representacao,

ao invés das rotacdes, em que os pontos
continuam a estar definidos por duas
projecoes, apds a rotacao.
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Analisando o processo em dupla projecéo
ortogonal, considera o triangulo [ABC],
contido num plano de topo . Pretende-se
determinar a verdadeira grandeza do
triangulo, e, para tal, a forma mais

intuitiva é rebater o plano de topo

sobre o Plano Horizontal de Projecao.

Para tal, determina-se a charneira
do rebatimento, que devera ser uma
reta pertencente ao plano a rebater
€ ao plano para o qual sera rebatido:
traco horizontal de a.

No plano do desenho, a origem dos arcos
de rebatimento sera onde a charneira
interseta o eixo x. A partir dai, as
projecoes frontais dos vértices

do tridngulo devem ser transportadas
para o eixo X.

Para determinar os pontos rebatidos,
desde o eixo x, deve ser tracada uma
linha de chamada com o mesmo
afastamento dos pontos na sua posicao
original. Assim, ficam determinados

os vértices rebatidos do triangulo e,

por conseguinte, os lados do mesmo
em verdadeira grandeza.

Neste caso, o traco frontal de &, quando
rebatido, fica coincidente com o eixo x,
pois o rebatimento foi feito sobre o Plano
Horizontal de Projecéo.
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Tendo, agora, em consideracdo um
triangulo [ABC], contido num plano vertical, B,
pretende-se determinar a sua verdadeira
grandeza.

fo

Neste caso, tratando-se de um plano G
vertical, o processo mais 6bvio sera A,
o de rebater este plano sobre um

plano frontal. X
G

Optando-se por rebater o plano sobre o
Plano Frontal de Projecéo, a charneira do

rebatimento sera o traco frontal do plano Ay
vertical, estando os arcos de rebatimento )
representados, em verdadeira grandeza,

no Plano Horizontal de Projecao.

Com centro na intersegdo da charneira fo=ch=for B
;

com o €ixo X, as projecdes horizontais B,
dos pontos sao transportadas para

0 €ix0 X, €, a partir dai, sdo marcadas

as cotas correspondentes, resultando

no rebatimento dos pontos que definem A,

o plano vertical. Posto isto, o traco

horizontal do plano vertical, apds x=hd

o rebatimento, fica coincidente com B,
0 eixo X. Ja o traco frontal mantém-se,
uma vez que coincide com a charneira,
ou seja, rebate sobre si mesmo.

hd
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Apesar de terem sido, até agora, abordados exemplos de rebatimentos cuja charneira
corresponde a um dos tragos do plano a rebater, e, por conseguinte, rebatimentos sobre
os planos de projecao, tal ndo é uma condi¢ao necessaria. Isto é: a charneira de um
rebatimento ndo tem de corresponder a um dos tragos do plano a rebater e o rebatimento
ndo necessita de ser feito sobre um dos planos de projecao.

Por vezes, para simplificacdo de processos, B, | B fo
opta-se por determinar uma charneira que,
além de ser complanar com o elemento

geométrico a rebater, contém um dos seus 1
pontos. E o caso evidenciado ao lado,
em que a charneira é uma reta vertical
do plano, que contém o ponto C. Assim,

X
o rebatimento dar-se-a sobre um plano C,5ch (he)

de frente, que contém o ponto C. Este B, j
processo permite determinar a verdadeira
grandeza do triangulo rebatendo, apenas, A

dois dos seus vértices. hs

Rebatimento de planos de perfil

Os planos de perfil sdo casos particulares em que qualquer elemento que Ihes pertenca
s6 pode ser verdadeiramente percecionado com recurso a um método geométrico auxiliar,
uma vez que é ortogonal a ambos os planos de projecao.

Também por este facto, ndo existe um processo padrao para o seu rebatimento, ao invés
do rebatimento de um plano de topo, em que o mais l6gico, mas nao obrigatdrio, é que
seja rebatido sobre um plano horizontal, ou de um plano vertical, que intuitivamente sera
rebatido sobre um plano frontal. No caso dos planos de perfil, a sua relacdo com ambos
os planos de projecao € idéntica. Assim, é tdo usual rebater um plano de perfil sobre

um plano frontal como sobre um plano horizontal.

Na verdade, o rebatimento de um plano de perfil pode assemelhar-se a um sistema de
representacao triédrica, em que passamos a ter trés vistas do mesmo objeto/elemento
geométrico (ver pagina 66). Este processo € utilizado quando a dupla proje¢éo néo é
suficiente para ilustrar uma determinada realidade, como é o caso de retas ou figuras
inseridas em planos de perfil, cuja representacdo em dupla projecdo ortogonal ndo é
esclarecedora.
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Na representacado ao lado, observa o
segmento [AB], contido num plano de perfil.

Para verificar a verdadeira grandeza do
segmento, é necessario recorrer aum
método geométrico auxiliar, neste caso, o
rebatimento.

Optando-se por um rebatimento sobre

o Plano Horizontal de Projecéo, verifica-se
uma transposicao das cotas dos extremos
do segmento (ponto A e ponto B) para

o Plano Horizontal de Projecdo. Mantendo
os afastamentos dos pontos, séo
determinados os pontos rebatidos.

Analisando, agora, em dupla projecéo
ortogonal:

Estando o plano de perfil definido pelos
seus tragos, o segmento [AB], pertencente
ao plano, tem as suas projecdes sobre

os tracos do plano. Deste modo, o estudo
do segmento so pode ser feito através

do rebatimento deste. Caso contrario,

a sua orientacao e a sua verdadeira
dimensédo nao sao possiveis de conhecer.

Assim, optou-se, arbitrariamente, por rebater
o plano de perfil sobre o plano horizontal
(nota que rebater o mesmo plano de perfil
sobre o Plano Frontal de Projecao seria

uma opcao igualmente viavel). A charneira

Rebatimentos

)

Yo

f’ITE h’ITEe'] = e2
By

do rebatimento é o traco horizontal X

do plano de perfil. Com centro na
intersecéo da charneira de rebatimento
com o eixo X, tragcam-se arcos de
rebatimento, com as cotas dos pontos
arebater, transpondo, também, os
afastamentos dos pontos, tendo A, e B..

N

Br|,
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Retas de perfil - projecao de pontos em retas de perfil

Também o estudo de retas de perfil esta dependente do recurso a métodos geométricos

auxiliares.

Observa a reta p representada segundo as suas projecdes. Sabe-se que a reta contém o
ponto A e que forma, com o Plano Frontal de Projecao, um angulo de 40°.

Sabe-se, também, que a reta p contém
o ponto P, com 1 cm de cota.

Tendo em conta a reta representada
pelas suas projecdes, nao é possivel
determinar as projecdes do ponto P,
uma vez que, nesta situagao, ndo

é possivel determinar uma linha de

fr=hm=p,=p,

chamada que provenha da projecao X
frontal da reta, onde estara a projecao
frontal do ponto, até a projecao

horizontal da reta, onde estara

a projecao horizontal do ponto P.

Assim, é necessario recorrer a um
rebatimento para determinar o ponto P.

Optou-se por rebater o plano de perfil
sobre o Plano Frontal de Projecao. Neste
caso, a charneira do rebatimento sera o
traco frontal do plano a rebater. De seguida,
procede-se ao rebatimento do ponto A,
pelo qual sera tracada uma reta que faca
um angulo de 40° com o traco frontal do
plano. Este angulo corresponde a

40°

Pr

fTCrEfTL'EhTEE p1 Ep25e15e2

relacdo da reta p com o Plano Frontal de
Projecdo. Tendo areta p rebatida, é
possivel, agora, determinar o ponto P,
pertencente areta. O ponto devera ser
representado na reta p rebatida, com a
cota pretendida (nota que, nareta
rebatida, as cotas sdo marcadas acima
do eixo x, mas os afastamentos séo
marcados paralelamente a charneira do
rebatimento (traco frontal do plano de perfil).
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De seguida, para determinar as projecdes
do ponto P, basta seguir o processo

Rebatimentos

f’TCrEf’TTEhTE'E p1 = pZE e1 Eez

de contra-rebatimento, ou seja: transpor 40°
as coordenadas que ja sdo conhecidas, P, P,
para as projecdes da reta p.
A Ay

Assim, fica determinado, pelas suas
projecdes, um ponto, pertencente Pr
a uma reta de perfil, sendo dada x=hm
uma das suas coordenadas.

Py

A1

Retas de perfil — pontos notaveis de uma reta de perfil

Os pontos notaveis de uma reta de perfil, tal como quaisquer outros pontos a esta

pertencentes, s6 podem ser determinados no rebatimento da reta dada.

Sendo dada uma reta p, de perfil, definida
pelos pontos A e B, e pertencente ao plano ,
pretende-se determinar os seus pontos
notaveis. Para tal, € necessario rebater
o plano de perfil que contém a reta p,
de forma que esta possa ser
representada, passando pelos

dois pontos que a definem.

fr=hm=p;=p,

Uma vez que as suas projecdes

sao coincidentes, como, alias,

em todas as retas de perfil, € impossivel
determinar os seus pontos notaveis
sem recorrer a um rebatimento.
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Tendo o plano que contém areta
rebatido, é possivel observa-la em
verdadeira grandeza, conhecendo
exatamente a sua relacdo com os
planos de projec&o. Deste modo,
é possivel determinar os seus
pontos notaveis.

Relembrando o que estudamos

A

B

fr=fr=hn=p,=p,=e;=e,

pPr

anteriormente (ver pagina 112),  X=hm

sabe-se que uma reta tem os
seus tragos sobre os tracos
do plano que a contém. Assim,
o traco horizontal da reta p
sera um ponto que pertence,
simultaneamente, a reta

e ao traco horizontal do plano.
Apds o rebatimento, o traco
horizontal do plano esta
coincidente com o eixo Xx.

Ja o traco frontal da reta estara
sobre o traco frontal do plano.

A sua determinacao é feita na
intersecdo da reta rebatida com

o tracgo frontal do plano (neste
caso, coincidente com o eixo

do rebatimento e, por conseguinte,

A

F=F,

fﬂ'rEfoEh'TfE p15p2561562

pr

com o traco frontal do plano Hr
) x=hzy
rebatido).

Uma vez que o traco frontal da reta
se situa na charneira do rebatimento,
nao é necessario contra-rebater

o ponto.

Ja o traco horizontal devera

ser reconduzido até a projecao
horizontal da reta p, através do
contra-rebatimento, de forma a ficar
representado pelas suas projecoes.
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No que respeita aos tracos da
reta nos planos bissetores, estes
sao determinados com recurso a Ir

f’T['rEf’T['E}']'TE'E p1 Esz e1 Eez

retas auxiliares. Estas retas sdo as
BI’ Bz I L

retas de intersecado do plano de
perfil T com os planos bissetores.

Ar A2
Sabendo que os planos Pr

bissetores sédo planos que

x=hmy
dividem igualmente um diedro, B,

as retas de intersecao destes
com qualquer plano de perfil
sao retas de perfil passantes
que formam 45° com ambos
os planos de projecao.

Assim, i, € areta que resulta da

intersecdo do plano de perfil com
o plano bissetor 1/3. Jai', é areta
de interse¢do do mesmo plano de fm=fr=hm=pi=p,=e;=e,

perfil com o plano bissetor 2/4. i L=l 1

Deste modo, uma vez que todas
as retas estao representadas N
em verdadeira grandeza, A A,

Br Bz ilr

a determinacgao dos pontos Pr

de intersecdo dareta p com x=hmy
0s planos bissetores pode ser B
feita diretamente na intersecao Q
das retas no desenho, ou seja:

o ponto de intersecédo dareta p
com o plano bissetor 1/3 estéa A
na intersecao de p, comi,.

Ja o ponto de intersecdo daretap
com o plano bissetor 2/4 estéa
sobre a intersecado de p, com ..

= Q é 0 ponto de intersecdo da reta p com o plano bissetor 1/3;
= | € 0 ponto de intersegao da reta p com o plano bissetor 2/4.
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Métodos geométricos auxiliares

Manual
Digital

Interatividade
Determinar as
projecdes de um
ponto numa reta

Resumindo
No método dos rebatimentos, ha dois aspetos a considerar:
= A escolha do plano sobre o qual ira ser rebatido o plano alvo de estudo.

= A determinagao do eixo (charneira) do rebatimento, que devera pertencer ao plano a
rebater, bem como a identificagdo dos planos ortogonais a este eixo, onde se
desenvolvem os arcos de rebatimento.

Para praticar

0 Considera o segmento [AB], em que A (2; 3; 2) e B (-1; 4; 5). Sabendo que
0 segmento esta contido num plano de topo, ¢, determina a sua verdadeira
grandeza, com recurso a um rebatimento.

Q Determina os tragos de um plano definido pelos pontos A (4; 2; 1), B (2; 3; 2)
e C (-4; 1; 5). Sendo que os pontos sao vértices de um triangulo [ABC], determina
a sua verdadeira grandeza, usando como charneira uma reta que contenha
o ponto C.

e Dada uma reta p, de perfil, definida por um ponto P (0; 3; 4), cujos tracos frontal
e horizontal sdo pontos do 1.° diedro, e sabendo que faz, com o plano frontal
de projecao, um angulo de 40°, determina o ponto A, da reta, sabendo que este
tem 5 cm de afastamento.

0 Sendo dado um segmento de perfil, [MN], em que M (4; 6) e N (1; 4), cujareta
de suporte é uma reta de perfil de abcissa 0, determina a verdadeira grandeza
do segmento.

6 Considera a reta de perfil, de suporte do segmento [MN], e determina os seus
pontos notaveis.

@ Sobre a reta do exercicio anterior, traca uma reta de perfil p', perpendicular a reta
dada, que contém o ponto M.

0 Determina os tragos de um plano de rampa, p, que contém a reta p'.
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Intersecao de planos

Intersecao de dois planos

Dois planos nao paralelos, ou seja, que se intersetam, sdo denominados planos secantes.
Aintersecdo entre dois planos resulta sempre numa reta que pertence, simultaneamente,
aambos.

Recordando o conceito de retas paralelas, que se intersetam num ponto a distancia infinita:
ponto impréprio (ver pagina 22). Também dois planos paralelos se intersetam segunda uma
reta situada a distancia infinita: reta impropria.

No caso dos planos secantes, estes intersetam-se segundo uma reta situada a distancia
finita, possivel de determinar: reta prépria.

No exemplo ao lado, estao representados o
dois planos paralelos.

Os planos ¢ e v intersetam-se = Vv
segundo uma reta que se situa
a distancia infinita: reta improépria.

Os dois planos possuem a mesma
orientacao, ndo tendo pontos comuns
entre si. (P

No entanto, considerando um plano ¢,
ortogonal a v, verifica-se que ambos

se intersetam segundo uma reta situada
a distancia finita: reta prépria. i

Aretai pertence, em simulténeo, - v
a@eav, sendo areta de intersegao !
destes dois planos.

Nota que planos secantes nédo
necessitam de ser ortogonais.
Na verdade, quaisquer planos
que se intersetem sao secantes,
independentemente do angulo
formado entre si.
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Intersecao de trés planos

Resumindo

= Planos secantes séo planos nao paralelos, que se intersetam segundo uma reta situada a
distancia finita: reta proépria.

= Planos paralelos intersetam-se segundo uma reta a distancia infinita: reta imprépria.

= Nota que, no estudo das intersecdes, apenas sao considerados planos secantes.

Intersecao de trés planos

A semelhanca do que se verifica
na intersecdo de dois planos,
também na interse¢éo de trés

planos ha retas proéprias e improprias. &
Contudo, no caso da intersecao
de trés planos, esta pode dar-se R @
segundo uma reta, mas também
segundo um ponto. - T v

Dados trés planos paralelos,
estes intersetam-se segundo

uma reta situada a distancia infinita:

reta imprépria. Neste caso, uma vez

que 0s planos possuem a mesma orientacao,
a suaintersecao, a distancia infinita,

sera sempre segundo uma reta.

Trés planos podem intersetar-se
segundo uma reta, quando os trés
tém uma reta em comum.

Trata-se de uma reta prépria,

pois situa-se a distancia finita.

Se analisarmos a intersec¢ao

dos planos dois a dois, as trés
retas resultantes sdo coincidentes.
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Intersecdo de planos

Contudo, entre trés planos, a interse¢ao
simulténea dos trés poder-se-4 dar
segundo um ponto.

Observando o exemplo, o plano a
interseta o plano ¢ segundo aretai, que,
por sua vez, interseta o plano 8 segundo
aretai’, que interseta o plano a
segundo aretai”. Os trés planos

intersetam-se entre si segundo trés
retas.

Para determinar o ponto comum aos

trés planos, é necessario determinar o
ponto de concorréncia das suas trés
retas de intersecado. Assim, o pontol é o

ponto de intersecao dos trés planos, ou
seja: € o ponto comum aos trés planos.

Os trés planos acima intersetam-se
dois a dois e possuem um ponto
comum: ponto préprio.

Neste caso, os planos também se
intersetam dois a dois. No entanto,

0 ponto comum entre ambos é um
ponto improprio, uma vez que as trés
retas de intersecdo sdo paralelas
entre si, intersetando-se num

ponto situado a distancia infinita.

Assim, ndo é possivel determinar
um lugar geométrico comum
aos trés planos em simultaneo.
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Também neste exemplo os trés planos
intersetam-se dois a dois. Contudo, a e v
sao paralelos, pelo que se intersetam
numa reta infinita: reta imprépria.

O plano ¢ interseta a. e v segundo duas
retas, i e i', situadas a distancia finita:
retas proprias.

Deste modo, conclui-se que os trés
planos ndo possuem nenhum lugar
geométrico comum aos trés

em simultaneo.

Em conclusao, trés planos so se
intersetam entre si se, em simultaneo,
apresentarem algum lugar geométrico
comum aos trés. Esse lugar geométrico
pode ser um ponto ou uma reta.

O facto de trés planos ndo possuirem
um unico ponto ou reta comum aos trés,

em simultédneo, ndo significa que os planos

nao se intersetam. A intersecao dos trés
planos pode traduzir-se em trés retas
paralelas entre si. Neste caso, diz-se que
0s planos se intersetam num ponto a
distancia infinita: ponto improprio.

Resumindo

= Trés planos intersetam-se quando possuem um lugar geométrico comum aos trés. Essa
intersecao pode ser segundo um ponto ou uma reta.

= Quando a intersecao é feita segundo uma reta, as retas de intersecéo dos trés planos séo

coincidentes.

= Quando a intersecao é feita segundo um ponto, as retas de intersecao dos trés planos sao

concorrentes num unico ponto.

Intersecdo de trés planos
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Intersecdo de planos

Casos particulares: intersecao de planos projetantes

Recordando o conceito de plano de projetante, sabe-se que:

= Um plano projetante horizontal tem todos o0s seus elementos geométricos projetados

sobre o seu trago horizontal.

= Um plano projetante frontal tem todos os seus elementos geométricos projetados sobre

o seu traco frontal.

Observa os planos o e 6, de topo e vertical,
respetivamente.

A determinacao da reta de intersecao dos
dois planos, sendo que um é projetante
frontal, e o outro é projetante horizontal,

€ um caso particular no que respeita a
intersecao de planos, pelo facto de o
processo de determinacado dessa reta
estar intimamente ligado ao tipo de
planos em questao.

Na verdade, como ja foi referido, a reta de
intersecao entre dois planos é umareta
comum a ambos. Deste modo, tratando-se
de planos projetantes, a reta devera ter as
suas projecdes sobre os tracos do plano

a que pertence. Uma vez que pertence

a ambos os planos, e ambos sao
projetantes, um frontal e outro horizontal,
aretai devera ter a sua projecao frontal
sobre o traco frontal de a.. A retaii estd,
agora, representada pela sua projecao
frontal. Para determinar a sua projecéo
horizontal, o raciocinio é idéntico. Uma

vez que a reta também pertence a b, e
sendo este um plano projetante horizontal,
a projecao horizontal de qualquer reta

que lhe pertenca devera estar sobre

o seu traco horizontal. Assim, i, esta
coincidente com o traco horizontal do
plano 6.
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Considera, agora, uma intersegao
entre um plano horizontal, v, e um plano

de topo, &, ambos projetantes. )
)

Intersecao de trés planos

fo

Neste caso, uma vez que sdo ambos
projetantes frontais, a determinacao

da sua reta de intersecéo é feita atraves X
daintersecédo dos seus tracos frontais.
Assim, a projecdo frontal daretai esta

no ponto de concorréncia entre o tragos
frontais dos planos.

Assim, tratando-se de uma reta cuja
projecao frontal € um Unico ponto — esta
em deformacao maxima —, sabe-se que se
trata de umareta de topo, uma vez que €,
também, o tipo de retas comum a planos
horizontais e de topo.

(fv)

fo

(ip)

ha

Conhecendo o tipo dereta, a
determinacao da sua projecao
horizontal é imediata, uma vez que

é sempre perpendicular ao eixo X,
por se tratar de uma reta perpendicular
ao plano frontal de projecao.

Aretai é olugar geométrico comum
aos dois planos.

ho
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Intersecdo de planos

Tridimensionalmente, a compreensao
deste caso particular é facilitada.

Sendo ambos os planos ortogonais
ao plano frontal de projecéo, a reta
comum a ambos sera,
necessariamente, perpendicular

ao plano frontal de projecéo.

Resumindo
= Alintersecao entre dois planos projetantes frontais sera sempre uma reta projetante frontal.

= A intersecao entre dois planos projetantes horizontais sera sempre uma reta projetante
horizontal.

Para praticar

0 Determina areta i, de intersecao entre um plano de topo a cujo traco frontal faz,
com o Plano Horizontal de Projecao, um angulo de 45° (a.d.) e um plano 6 vertical,
cujo traco horizontal faz, com o Plano Frontal de Projecao, um angulo de 50° (a.e.).
Sabe-se que os pontos dos planos no eixo x distam 6 cm entre si, sendo que o
plano de topo se situa a esquerda.

9 Considerando o mesmo plano o determina a reta i, de intersecdo do plano com um
plano 3, frontal, com 4 cm de afastamento.

e Determina reta de interse¢éo entre o plano 6 do exercicio 1, com um plano
horizontal v, com 3 cm de cota.

O Determina a reta i de intersec¢&o entre dois planos o e 6, sendo & um plano de topo,
cujo traco frontal faz um angulo de 45° (a.d.) com o Plano Horizontal de Projecao
e o plano 6, vertical, faz um angulo de 30° (a.e.) com o Plano Frontal de Projeg3o.
Os pontos de concorréncia dos tracos dos planos com o eixo x distam 5 cm,
sendo que o plano de topo se situa a esquerda. De que reta se trata?
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Intersecao de trés planos

Intersecao entre um plano projetante e um plano nao projetante

A intersecao entre um plano projetante e um outro, ndo projetante, € também um caso
particular na intersecao entre planos. Neste caso, uma das proje¢cdes da reta de intersecao
entre ambos os planos continua a ser imediata. Contudo, para a determinacao da outra

projecao, é necessario um procedimento préprio.
fo

Sendo dado um plano a, de topo, e um fo
plano 6, obliquo, pretende-se a determinacéo
daretai, de intersecdo dos dois planos.

Tratando-se de uma reta pertencente,
simultaneamente, a um plano projetante
frontal e a um plano nao projetante,

a determinacao da sua projecéo frontal

é imediata, uma vez que deve estar sobre
o traco frontal de a.. Nota que, quando
uma reta pertence a um plano projetante
frontal, a sua projecao frontal esta sobre w
o traco frontal desse plano. Uma vez que

o outro plano nao é projetante, a projecao

horizontal da reta ndo esta sobre nenhum hot
dos tracos dos planos.

, .. . fo
Deste modo, é necessario determinar

0s pontos notaveis da retai. fosiy

No caso dos pontos notaveis da reta -
tracos da reta nos planos de projecao —,
estes situam-se sobre os tracos do plano
que a contém. Uma vez que a reta pertence

aambos os planos, os seus tragos séo \/ i ]
1 2

determinados através da intersegao dos  x
tracos de ambos os planos, ou seja: é
necessario determinar os pontos comuns h
dos tracos de ambos os planos. Onde ha

e h6 se intersetam, esta o traco horizontal H,
daretai; e onde fa e f6 se intersetam, esta w
o traco frontal daretai. Estando aretai
definida por dois pontos, é possivel
determinar ambas as suas projecdes. ha.
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Intersecdo de planos

Analisando, agora, a intersecéao entre

devendo estar sobre o traco frontal
do plano projetante frontal v. Neste
caso, sabe-se que o tipo de reta

€ sempre paralela ao trago horizontal
do plano que a contém, uma vez que
retas horizontais complanares sao
sempre paralelas, e o traco horizontal
de um plano que contém retas
horizontais é uma reta horizontal

de cota nula.

Sendo conhecida a direcdo dareta i (fv)=i;
(paralela ao trago horizontal de 6),
€ necessario determinar um ponto

X
em questao serd uma reta horizontal,
por ser o Unico comum a um plano
horizontal e a um plano obliquo.
Sabe-se, também, que a projecao
horizontal de uma reta horizontal

(

fo
um plano horizontal e um plano obliquo,
ou seja, entre um plano projetante
frontal e um plano nao projetante,
a determinacao da projecéo frontal
daretai é igualmente imediata, ()
ho
o
F2
I:1
I
ho

dareta, para que esta possa estar X
definida por um ponto e uma direcao.
Através da concorréncia entre os tracos
frontais dos planos, tem-se o traco

frontal daretai.

A sua projecao horizontal devera

conter F, e ser paralela a h6).
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Ainda dentro dos casos de intersecéao entre
planos projetantes e planos ndo projetantes,
observa o exemplo ao lado.

Dado um plano de rampa ¢ € um plano

Intersecdo de trés planos

frontal ¢, pretende-se determinar
aretai, de intersecéo dos dois planos.

Uma vez mais, tratando-se de uma
intersecdo que contempla um plano

projetante, uma das projecdes da reta X

de intersecao estara sobre o trago desse

plano. Neste caso, trata-se de um plano (ho)=h
frontal (projetante horizontal). Assim,

a projecao horizontal i, estara sobre he. he

Sabe-se que aretaiseraumareta
fronto-horizontal, sendo esta a unica
familia de retas comum a ambos os planos.

Conhece-se, assim, a direcado daretai,
sendo necessario determinar um dos
seus pontos, para determinar a sua
projecéo frontal. Uma vez que uma reta
fronto-horizontal é paralela a ambos

os planos de projecao, nao é possivel
determinar os seus tracos, pois estes iy
nao existem. Deste modo, recorre-se
a uma qualquer reta obliqua do plano ke

de rampa (reta r: nota que esta esta
definida pelos seus tracos, que estdo (ho)=iy
sobre os tracos do plano de rampa que

a contém) e determina-se a intersecao he

da sua projecao horizontal com a projecao
horizontal de i. Ai tera lugar a projecéo
horizontal do seu ponto de concorréncia.
Aretai estd, assim, definida por um ponto
e uma direcao, sendo possivel determinar
ambas as suas projecdes.
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Intersecdo de planos

Para praticar

0 Determina a reta i, de interseg¢ao entre um plano de rampa p, cujo trago frontal tem
5 cm de cota e o traco horizontal 4 cm de afastamento, com um plano ¢, de topo,
cujo traco frontal faz um angulo de 30° (a.d.) com o plano horizontal de projecao.
Sabe-se que o traco horizontal da reta i tem 3 cm de abcissa. De que reta se trata?

Q Sendo dado um plano e, obliquo, cujos tracos horizontal e frontal fazem, com o
eixo x, respetivamente, angulos de 30° (a.d.) e 45° (a.d.), e um plano v horizontal,
com 4 cm de cota, determina a reta i de intersecéo dos dois planos.

e Considera o plano o do exercicio anterior. Determina reta i, de intersecdo desse
plano com um plano 6, vertical, cujo trago horizontal faz um angulo de 35° (a.e.)
com o Plano Frontal de Projecao. Os pontos de concorréncia dos planos no eixo x
distam 6 cm entre si, estando o plano vertical a direita.

O Determina a reta i, de intersec3o entre dois planos e e 6, sendo que & é um plano
de topo, cujo traco frontal faz um éngulo de 45° (a.d.) com o Plano Horizontal de
Projecao, e o plano 6, vertical, faz um angulo de 30° (a.e.) com o Plano Frontal de
Projecao. Os pontos de concorréncia dos tracos dos planos com o eixo x distam
5 cm, sendo que o plano de topo se situa a esquerda. De que reta se trata?

Q No mesmo plano de rampa, determina a sua reta de intersecdo com um plano
de topo o cujo traco frontal faz, com o Plano Horizontal de Proje¢ao, um angulo
de 45° (a.d.)

G Considera o mesmo plano de topo, e determina a reta i, de intersecdo deste com
um plano frontal, com 3 cm de afastamento. De que reta se trata?

0 Determina as projecGes de uma reta i, de interse¢ao entre um plano de rampa p
cujo traco frontal tem 4 cm de cota e o traco horizontal 5 cm de afastamento,
e um plano horizontal, v com 3 cm de cota.

Resumindo

= A reta de intersegao entre um plano projetante e um plano ndo projetante tera sempre uma das
suas projecoes sobre o trago do plano projetante em questao.
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Intersecdo de trés planos

Intersecao entre dois planos nao projetantes

Caso geral o

Dados dois planos, a suareta

de intersecao pertencera a ambos
em simultdneo. No entanto, tratando-se fe
de planos nao projetantes, a reta ndo
tera nenhuma das suas projecdes sobre
os tracos dos planos em questéo.

Assim, a reta tera de verificar outra

A

condicao de pertenca a ambos X
0s planos.
Assim, os tracos da reta deveréo

estar sobre os tracos dos planos.
ho

Umavezquearetaiécomumaeaeb,
0s seus tragos deverao estar na ha
intersecdo dos tracos homdnimos

dos planos.

fo
O traco frontal daretaii (F) estara fa :
2

na intersecéo de fo. com f6.

F
O trago horizontal daretai (H) estara
na intersecdo de he. com hé.
A retaii fica, assim, definida por dois H,

1

dos seus pontos, sendo possivel
determinar as suas projecoes.

Aretaiéumaretaobliqua

€ é o lugar geométrico de todos ho
0s pontos comuns a ambos os planos, iy
também obliquos. he
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Intersecdo de planos

Como foi observado, a determinacdo da reta de intersecao entre dois planos ndo projetantes
é de simples resolucao, através dos tracos da reta, situados nos pontos de concorréncia
dos tracos dos planos dados.

Contudo, é possivel que dois planos que se intersetam verifiquem apenas intersecao entre
dois dos seus tracos.

Considera os planos obliquos & e 6.

Os tracos horizontais de ambos sao
concorrentes. Contudo, os seus tragos
frontais sdo paralelos. Esta condicdo
permite antever a familia dareta

de intersecao de ambos os planos.

O facto de os seus tracos serem paralelos

revela que os planos nao tém qualquer X

ponto comum no Plano Frontal de
Projecao. Este facto revela que areta

de intersecdo entre ambos nao podera,
também ela, ter nenhum ponto no Plano
Frontal de Projecao. Assim, a reta devera
ser paralela ao Plano Frontal de Projecéo.
Sendo as retas frontais as Unicas paralelas

ha

ao Plano Frontal de Projecao e que podem
pertencer a planos obliquos, conclui-se
que aretai sera uma reta frontal.

No seguimento deste raciocinio, tragca-se
a projecao horizontal da reta i, que se sabe
que sera paralela ao eixo x, passando pelo
seu traco horizontal (intersecao dos tragcos
horizontais dos planos).

Sendo areta i uma reta pertencente H
2

Y
%

aambos os planos, esta deve ter a sua X
projecéo frontal paralela aos tracos dos

planos —qualquer reta frontal tem a sua H;
projecao frontal paralela ao traco frontal
do plano que a contém.

Assim, é determinada aretaii

fo
ho

fo
ho
de intersecdo dos planos e e 6.
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Intersecao de trés planos

Nota que, no caso de planos ndo projetantes f
em que sao 0s seus tracos horizontais que

sao paralelos, o raciocinio é semelhante.

Porém, a reta de intersegdo passa a ser fo

uma reta horizontal.

Uma vez que os tragos horizontais

sao paralelos, os dois planos nao possuem b r
qualquer ponto comum no Plano Horizontal

de Projecdo. Assim, a reta de intersecao

entre ambos devera ser uma reta paralela X i
ao Plano Horizontal de Projecao

(ndo possuir trago no Plano Horizontal

de Projecao).

Neste caso, a reta i esta definida pelo ho i ha

seu traco frontal (ponto de concorréncia
entre os tracos frontais dos planos),

e por uma direcéao (direcado dos tracos
horizontais dos planos).

Intersecao de um plano com os bissetores

Intersecdo com o plano {,,; - planos nado definidos pelos seus tragos

Sendo dado um plano definido por duas
retasr e s, concorrentes no ponto P,
pretende-se determinar a sua reta de
interse¢cao com o plano bissetor 1/3.
Sabe-se que o plano 3,3 é 0 que atravessa P,
os 1.° e 3.° diedros, cujos pontos tém
as suas projecoes simétricas

S )

relativamente ao eixo x.

Uma vez que o plano esté definido por
duas retas obliquas concorrentes, o

procedimento passa por determinar os P,
tracos dessas mesmas retas com o plano

B1/s. Para tal, deve recorrer-se ao método S

auxiliar para determinacéo deste ponto

notavel de uma reta (ver pagina 114).
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Intersecdo de planos

Aretai, de intersecao, deve pertencer,

52 r2
em simulténeo, ao plano definido pelas
retasreseao plano B, 9 Q
2
Esta deve conter os pontos Q e Q' que P,

sdo os pontos de intersecao das retas
dadas com o plano bissetor 1/3.

Assim, areta i pertence ao plano
bissetor, pois contém dois pontos
desse plano, e também pertence

ao plano definido porr e s, pois
€ concorrente com estas nos Q'
pontos Qe Q' /
$1
Deste modo, unindo as projecdes
homodnimas dos pontos Q e Q’, S2
obtém-se as duas projecdes da reta i. \
Q" Q

Aretai é areta de interse¢do do plano
definido por r e s com o plano 3.

/3

Nota que aretaitem as suas projecoes

simétricas relativamente ao eixo X. Q'
Esta é uma caracteristica das retas

. S
pertencentes ao plano bissetor 1/3. !

Resumindo

3

= Para determinar a reta de intersecdo com um plano bissetor, em planos definidos por duas
retas, € necessario determinar os pontos de intersegcédo dessas retas com o mesmo plano
bissetor. A reta de intersecao estara, assim, definida por dois pontos.
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Intersecao com o plano {3,; - planos definidos pelos seus tragos

A determinacdo da reta de intersecdo de um dado plano com um plano bissetor é feita a
partir de um ponto ja conhecido, estando o plano definido pelos seus tragos. Esse ponto
corresponde a intersecao dos seus tracos com o eixo X.

Observa o plano obliquo 6, definido pelos

seus tragos, que convergem no €eixo X,

no ponto P. s
Por se tratar de uma intersecao entre um

plano obliquo e um plano passante, a reta

de intersecao sera uma reta obliqua

passante, uma vez que € a unica familia

de retas comum a ambos os planos.

Deste modo, o ponto P sera, também, P=P

um ponto da reta i, uma vez que ambas X
as projecodes da reta convergem no €ixo X,
onde se encontram coincidentes todos

0s seus tragos.
ho

Conhecendo, assim, um ponto da retai,
é necessaria a determinacao de um segundo
ponto para que a reta possa estar definida.

Para tal, recorre-se a uma qualquer ;
- 6
reta auxiliar, pertencente ao plano 6,

e determina-se a intersecdo dessareta

com o B3

Neste caso, optou-se por uma reta f, frontal.

Areta f pertence ao plano 6, uma vez que 9
2

o seu traco horizontal esta sobre o traco
horizontal do plano, e que a sua projecao

frontal é paralela ao trago frontal do plano.

Determinado o ponto Q dareta f (ponto da f,

reta f que possui as suas projecdes H, Q
simétricas), a reta i fica definida por dois

pontos—P e Q. Aretai podera, assim, ser ho

representada pelas suas projecoes.
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Intersecdo de planos

Intersecao de um plano de rampa com o plano (3,

Areta de intersecdo de um plano de

rampa com o 3,3 é, necessariamente,

uma reta fronto-horizontal.

Na verdade, esta é a Unica familia de retas

que pertence, em simultaneo, a um plano fp

de rampa e a um plano bissetor.

Conhecendo-se a direcdo da retai,
€ necessario determinar um ponto

da reta, que pertenca, em simultaneo,

ao plano de rampa e ao plano bissetor. h
P

Deste modo, é necessario tracar umareta
auxiliar, do plano de rampa p, e determinar
0 seu trago no plano bissetor 1/3.

Aretar, obliqua, pertence ao plano

de rampa p, pois tem os seus tragos

sobre os tracos homonimos do plano.

Através da unido de H, a F, é encontrada fo

a abcissa do ponto Q, de intersecao
da reta r com o 5. As projecoes i Q
do ponto Q estao sobre as projecdes

homonimas dareta r, sendo que Q H,

€ um ponto comum ao plano de rampa

e ao plano bissetor 1/3. Q

Aretai, de intersecdo dos dois planos, H,
esta, assim, definida por um ponto g

e uma direcao, sendo possivel a sua

representacao através das suas projecoes.
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Intersecao de um plano projetante com o plano §,,;

Em qualquer plano projetante, as projecdes fo
dos elementos geométricos a este
pertencentes estdo coincidentes com
um dos tracos do plano. Se o plano for
projetante frontal, essa coincidéncia
da-se no trago frontal; se for projetante
horizontal, da-se no traco horizontal.

Sendo dado um plano de topo, ¢,
projetante frontal, pretende-se
determinar a reta de intersecao

do mesmo com o plano bissetor 1/3.

Sobre qualquer reta pertencente ao
plano bissetor 1/3, sabe-se que as suas
projecdes sao simétricas ao eixo x. hot

Uma vez que a reta pertence,

em simultaneo, ao plano 3,5 € ao plano
de topo, sabe-se que a sua projecao
frontal devera estar sobre o traco frontal
do plano, sendo este um plano projetante
frontal. Pela sua pertenca ao plano

fOLEiz

bissetor 1/3, as suas projecdes
deverao ser simétricas. Assim,

a determinacao da projecao horizontal

da reta i devera ser feita ao tracgar

uma projecao simétrica a i,, relativamente
ao eixo Xx.

Aretaifica, assim, representada pelas
suas projecodes.

ho
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Intersecao com o plano {,,, - planos nédo definidos pelos seus tracos

No caso da intersecéo de planos com o plano bissetor 2/4, o raciocinio € semelhante ao
que é utilizado, quando considerado o plano bissetor 1/3, ja abordado.

Contudo, é considerado o trago das retas do plano com plano ,,—ponto I.

Considerando o plano obliquo definido

pelas retasr e s, concorrentes no ponto P,

pretende-se a determinacao dareta
de intersecdo do plano dado com

o plano By,

Para tal, devera ser determinado
o traco dasretasr e s nesse plano
bissetor (ver pagina 114).

Esses pontos serdo pontos que
pertencem, em simultaneo, ao plano
obliquo definido por ambas as retas,
e ao plano bissetor 2/4.

Determinados os tracos dasretasre s
no plano 3,,, 1 eI, aretaifica definida
por dois pontos.

No seguimento, aretaiesta
representada pelas suas projecoes.
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Intersecao de trés planos

Intersecao com o plano {3,,, - planos definidos pelos seus tragos

A semelhanca do que j4 foi referido, a determinacao da reta de interse¢éo de um dado plano
com um plano bissetor é feita a partir de um ponto ja conhecido, estando o plano definido
pelos seus tracos. Esse ponto corresponde a intersecao dos seus tragos com o eixo X.

Sendo dado o plano 6, obliquo,
pretende-se determinar a reta
resultante da sua interse¢cdo com o
plano bissetor 2/4. Sendo aretaiuma

fo

reta que pertence, simultaneamente,
ao plano 6, mas também ao plano 3,,,
aretaisera umareta que apenas
atravessa 0s 2.° e 4.° diedros.

Deste modo, as suas projecdes P=P
serao coincidentes. X
Sabendo que aretai contém o ponto P,
€ necessario determinar mais um
ponto da reta, para que esta possa
ser definida.

O método para a determinacao desse
ponto passa por tracar uma reta
auxiliar, que pertenca ao plano 6,

€ 0 seu traco no plano bissetor 2/4.
Neste caso, optou-se por umaretaf,
frontal, pertencente ao plano obliquo.
Nota que o trago horizontal dareta
esta sobre o traco horizontal do plano,
€ que a projecao frontal dareta é

ho

o f,

paralela ao traco frontal do plano,
ou seja, esta garantida a condicao
de pertenca da reta f ao plano 6.
Na intersecao de ambas as projecdes ho
da reta f esta o ponto | - intersecao

daretafcomo @y, i=ip

O ponto | € um ponto que pertence,

L=l H,

em simultaneo, ao plano 6 e ao §,,,

Aretai esta, agora, definida pelos pontos P e I. Nota que ambos os pontos tém as suas
projecdes coincidentes, o que valida o facto de areta i também ter as suas projecdes
coincidentes, como qualquer reta pertencente ao plano bissetor 2/4.
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Intersecdo de planos

Intersecao de um plano de rampa com o plano {3,

Aintersecdo de um plano de rampa
com o plano B,,, serd sempre uma reta
fronto-horizontal, na medida em que
€ a Unica familia de retas que podem fe

pertencer, em simultdneo, a ambos os
planos. Neste caso, uma vez que num
plano de rampa os seus tracos sao

sempre paralelos ao eixo x, ndo ha um X

primeiro ponto predefinido para a retai,
hp

como acontece no caso, por exemplo,
dos planos obliquos. Na verdade,
sendo areta i uma reta fronto-horizontal,
esta também terd as suas projecdes
paralelas ao eixo x, ndo possuindo
nenhum ponto neste eixo.

Contudo, a direcdo da reta é conhecida
a priori, sendo necessario apenas um 52
ponto para que esta possa ser representada.

Observa o plano de rampa p. fo F,

Pretende-se determinar a reta de
intersecdo do plano p com o plano @,

Sabendo que aretai é umareta F,

fronto-horizontal, ja € conhecida a sua X

direcao, sendo apenas necessario um
h
ponto da reta. d

A determinacao desse ponto passa por
tragcar uma qualquer reta pertencente ao
plano de rampa e determinar o seu traco no
B4 Areta s é uma reta obliqua, pertencente
ao plano de rampa p - 0s seus tragos
estao sobre os tracos do plano. O ponto |
€ o ponto de intersecao da reta s com

o plano B,,, sendo, por isso, um ponto
comum aos dois planos e, por
conseguinte, um ponto da retaii,

que fica, assim, definida por um

ponto e uma direcao.
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Intersecao de trés planos

Intersecao de um plano projetante com o plano §,,

Em qualquer plano projetante, as fa
projecdes dos elementos geométricos
a este pertencentes estdo coincidentes
com um dos tracos do plano. Se o plano
for projetante frontal, essa coincidéncia
da-se no trago frontal; se for projetante
horizontal, da-se no traco horizontal.

Considerando um plano e, de topo,
projetante frontal, pretende-se
determinar a sua reta de intersecéao
com o plano By,

Aretal, sendo uma reta que pertence ho
ao plano a e ao plano B3, teré as suas fosi,=i;
projecdes coincidentes. Sendo . um

plano projetante frontal, a projecao frontal
da reta i estara coincidente com o tragco
frontal do plano. Uma vez que as projecdes
daretaisao coincidentes, ambas estarao
sobre o traco frontal do plano.

Deste modo, a reta i € uma reta obliqua
passante, que atravessa 0s 2.° e 4.° diedros.

ha

Resumindo

= Retas de intersecdo de um dado plano com o plano [31,3 tém sempre as suas projecoes
simétricas relativamente ao eixo x.

= Retas de intersecao de um dado plano com o plano [%2,4 tém sempre as suas projecoes
coincidentes.
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Para praticar

0 Representa os planos o e 6, sabendo que os tracos do plano & convergem
no eixo x num ponto com 4 cm de abcissa e fazem, com o eixo x, angulos
de 40° (a.d.) e 35° (a.d.), respetivamente, o trago frontal e horizontal. O plano 6
contém o ponto P (-1; 0; 0) e os seus tragos frontal e horizontal fazem, com
0 eixo X, angulos de 45° (a.e.) e 40° (a.e.), respetivamente. Determina a reta
de intersecao entre ambos.

9 Considera as retasr e s, paralelas, estando r definida pelos pontos A (3; 2; 4)
e B (0; 0; 6) e s pelo ponto C (1; 3; 4) que definem um plano a. Determina as retas de
intersecao do plano com o plano bissetor 1/3.

9 Considera o plano & do exercicio 1 e determina as retas de intersecdo desse plano
com os planos bissetores.

O Determina a reta i, de intersecio entre dois planos obliquos o e 6 que possuem um
ponto comum no eixo x. Sobre os tracos do plano ¢, sabe-se que fazem angulos
de 30° (a.e.) e 45 (a.e.), respetivamente, traco frontal e horizontal. Sobre o plano 6,
sabe-se que os seus tragos sao simétricos face ao eixo x, e que o seu traco frontal
faz um angulo de 35° (a.d.). De que reta se trata?

Q Considera o plano & do exercicio anterior, e determina a sua reta de intersecdo
com cada um dos planos bissetores.

@ Determina as projecoes de uma reta i, de intersecao entre um plano e, obliquo,
cujos tracos frontal e horizontal fazem, respetivamente, angulos de 45° (a.e.)
e 35° (a.e.), com um plano de rampa, p, cujos tragos frontal e horizontal tém,
respetivamente, 4 cm de cota e 3 cm de afastamento.

ﬂ Considerando o plano de rampa, p, do exercicio anterior, determina as projec6es
das suas retas de interse¢cao com os planos bissetores.

Q Dado um plano de rampa p, cujo trago frontal tem 2 cm de cota e o trago horizontal
4 cm de afastamento, determina a intersecao desse plano com
os planos bissetores.



Intersecao entre trés planos

Intersecdo de trés planos

Aintersecdao entre trés planos pode dar-se através de uma reta ou um ponto, que podem
ser proprios ou impréprios, se estiverem a distancia finita ou infinita, respetivamente

(ver pagina 211).

A intersecdo entre trés planos resulta no

lugar geométrico onde se situa(m) o(s)

ponto(s) comum(uns) aos trés planos em
simultaneo. (fv)

Comecando por analisar o exemplo a
seguir, observa os trés planos:

= 0 plano e, de topo;
= 0 plano 6, vertical;
= 0 plano v, horizontal.

Pretende-se determinar a intersecao entre
os trés planos. Neste caso, trata-se de
planos projetantes, tanto frontais como
horizontais. Inicialmente, determina-se a
reta i, de intersegdo entre os planos a. e 6.

Uma vez que sao planos projetantes,

as projecoes da reta de intersecéo

de ambos estardo sobre os seus tracos
homoénimos dos planos. Assim, i, estara
sobre fo. e i, estara sobre h6.

Uma vez que o plano v, horizontal, é

projetante frontal e sendo que aretai,
de intersegdo de o e 6 € uma reta obliqua,
antevé-se que aintersecdo dos trés

planos se ira dar segundo um ponto,
uma vez que um plano horizontal néo
contempla retas obliquas, dada a sua
natureza. Assim, o ponto |, de intersecao
dos dois planos, é determinado na
intersecao da reta i com o plano v. Neste
caso, naintersecéo de i, com o traco
frontal do plano v. O ponto | pertence a

fa fo
X
ho
ha
fosi, |0
(fv) 17
X
1
h9 Ei1
ho

reta i, pelo que as suas projecoes estao
sobre as projecdes homdnimas da reta.
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Apds abordar o caso de intersecao entre
trés planos projetantes, abordar-se-4,
agora, aintersecao entre um plano
projetante e dois planos nao projetantes.

Observa os trés planos:

= 0 plano a, de topo;
= 0 plano 6, obliquo;
= 0 plano p, de rampa.

A semelhanca do procedimento do
exemplo anterior, inicia-se a resolucéo
através da determinacao dareta de
intersecao entre dois dos planos. Neste
caso, consideram-se os planos o e 6.
Trata-se de um plano projetante e de outro,
nao projetante, respetivamente. Deste
modo, sendo & um plano projetante frontal,
a projecao frontal da reta i estara sobre o
traco frontal de a.

Ja a determinacéao da sua projecao
horizontal néo é imediata, sendo
necessario recorrer ao principio de
pertenca de uma reta a um plano (para que
uma reta pertenca a um plano, devera ter
0s seus tragos sobre os tragos
homénimos do plano). Assim, sendo areta
i uma reta que pertence aos dois planos
em simulténeo, os seus tracos devem
estar na interse¢ao dos tragcos homénimos
de ambos os planos:

= O ponto F encontra-se na intersec¢ao
entre fo. e f6;
= O ponto H na intersecdo entre he e h6.

Deste modo, a retai fica definida por dois
pontos, sendo possivel a representacao
das suas projecoes.
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Determinando, agora, a intersecao entre
o plano de rampa p e um dos outros
planos, opta-se pelo plano de topo, e, por
se tratar de um plano projetante, o que
simplifica o processo e promove uma
maior economia de tracado.

Assim, sendo o plano & um plano
projetante frontal, a projecéao frontal de i’
estard, também, sobre fa e,
consequentemente, coincidente com i,.

Para obter a projecdo horizontal de i,
recorre-se, novamente, a determinagao
dos tracos da reta, que deverao estar
sobre a intersecao dos tracos homoénimos
dos planos.

= O ponto F' encontra-se na intersecao
entre fo. e fp.
= O ponto H' naintersegdo entre he e hp.

Intersecao de trés planos

fasiy=i'y
o

fo F=F,

Hp=H",

F=F,
he H=H,
h6
i15i|1
ho

Estando areta i’ definida por dois pontos, € possivel determinar as suas projecdes, que se

revelam coincidentes com as projecdes da reta i. Assim, conclui-se que os trés planos se

intersetam segundo uma reta.

Estando areta i’ definida por dois pontos, é possivel determinar as suas proje¢oes, que se

revelam coincidentes.

Resumindo

= Trés planos intersetam-se segundo um ponto ou uma reta, dependendo se as retas de
intersecao entre cada um deles sejam coincidentes entre si ou concorrentes no mesmo ponto.
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Intersecdo de planos

Considerando outro exemplo, igualmente
de intersecao entre trés planos, dos quais

um é projetante, observa os trés planos:

= 0 plano ¢, frontal;
= 0 plano 6, obliquo;
= 0 plano p, de rampa.

Aretai, de intersegdo do plano ¢, frontal,
com o plano 6, obliquo, é uma reta frontal,

comum a ambos os planos, por esta ser
a Unica familia de retas comum a planos

frontais e obliquos. Sendo a retaiumareta
que pertence a ¢, a sua proje¢ao horizontal
estara sobre o trago homonimo do plano,

uma vez que se trata de um plano
projetante horizontal. A sua projecao
frontal sera paralela ao traco frontal

do plano 6, pois qualquer reta frontal
pertencente a um plano obliquo tem

a sua projecao frontal paralela ao traco
frontal desse plano.

Tendo a direcao dareta, é necessario
um ponto, para que esta possa ser
representada. Na intersecao dos tracos
horizontais dos dois planos, tem-se

o traco horizontal da reta i. Assim,
areta pode ser representada.

Posteriormente, a determinacédo daretat’,

de intersegao entre o plano p, de rampa,
e o plano 6, obliquo, é feita através dos

tracos da reta, que se situam na intersecao
dos tracos homonimos dos planos. Areta i

fica, assim, definida por dois pontos.

f6
fp
(ho)
hp
i"
ho
o ip
i)
fp
I
(hCP)EH
I
hp
i
ho

Notando que as retas i e i' ndo sdo coincidentes, conclui-se que a intersecdo dos trés
planos se da segundo um ponto —ponto | — que corresponde ao ponto de concorréncia

dasretasiei'.
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Intersecao entre um plano projetante e um plano nao definido
pelos seus tracos

Considerando um plano definido por duas retas, pretende-se determinar a reta de
intersecdo deste com um plano projetante.

Observa os dois planos:

= 0 plano ¢, frontal;
= 0 plano definido pelas retas paralelasr e s.

Tratando-se de um plano projetante
horizontal, a determinacao da projecéo

horizontal dareta i, de intersecao entre X
ambos os planos, é imediata, sendo (ho)
?

coincidente com o trag¢o horizontal do
plano frontal. Para determinar a projecéo
frontal da reta i serdo necessarios dois
pontos ou um ponto e uma direcao.

Neste caso, recorre-se aos pontos de
concorréncia daretaicomasretasres.
Estes serdo pontos que pertencem, em
simultaneo, a ambos os planos. Deste
modo, determinam-se os pontosRe S, r, s,
sobre as projecdes dasretasr e s, com as

projecdes horizontais na intersecéo de i,

com as projecdes horizontais das retas r

e s. Aretaifica, assim, definida por dois

pontos. SV
N

Aretaié umareta frontal, que pertence,
simultaneamente, ao plano ¢, frontal,
e ao plano definido pelasretasre s.
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Intersecdo de planos

Intersecao entre planos com recurso a métodos auxiliares -
intersecao entre planos de rampa

Na intersecao de planos, ha um conjunto de situacdes que correspondem a casos
particulares, relativamente aos quais é necessario recorrer a métodos auxiliares,
nomeadamente, a planos auxiliares.

Um destes casos € a determinacgdo da intersecao entre dois planos de rampa.

Observa os dois planos: fp

= 0 plano p, de rampa;
= 0 plano ¢, de rampa. fo

Pretende-se determinar a reta de

intersecéo entre os dois planos.

Acerca dessa reta, sabe-se que se trata hp
de uma reta fronto-horizontal, uma vez ]
7 o g
que € a Unica reta que pode ser comum a
ambos, dada a natureza dos dois planos.
No entanto, é necessario determinar um
dos pontos dessa reta—i—para que esta
possa ser representada, uma vez que ja
conhecemos a sua direcao. fa
fp
Recordando que uma reta pode ser ;
- . ~ ag
definida por um ponto e uma direcao,
e conhecendo, a priori, a direcdo dareta
. . X
pretendida, basta determinar um ponto
que lhe pertenca. hp
ho

ha
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Esse ponto sera determinado pela
intersecdo de duas retas, cada uma
pertencente a um dos planos. O seu
ponto de concorréncia sera um ponto
comum a ambos os planos de rampa g,
consequentemente, um ponto daretai.

Para tal, € necesséario recorrer aum
método auxiliar.

Considerando um plano projetante
auxiliar, neste caso, um plano de topo ¢,
determina-se a intersecao deste com
cada um dos planos de rampa.
Tratando-se de um plano projetante
frontal, as retasr e s, de intersecdo do
plano de topo com cada um dos planos
de rampa, tém as suas projecodes frontais
sobre o traco frontal do plano .
Determinando os tracos das retas -
pontos de concorréncia dos tracos
homadénimos dos planos —, é possivel
representar as projecdes horizontais das
mesmas. Estando as retas representadas,
é feita a determinacao do seu ponto

de concorréncia—o ponto l. Esse ponto
€ um ponto da reta i de intersecao

dos dois planos de rampa. Assim, as
projecdes da reta i sdo paralelas ao eixo x
e aos tracos dos planos de rampa,
contém o ponto I.

Assim, é determinada a retai, de
intersecdo entre dois planos de rampa,
com recurso a um plano projetante auxiliar.

Intersecao de trés planos

fazr,=s,
fP Fz
fU F|2
H,=H",
Fy Fi
hp H1
hU HI1
$1
ho
fOLErZESZ
fp @)
fO' F'Z
) \ N\
Ho=H"
F F
he L
1
hG' HI'I
$1
ha
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Intersecdo de planos

Intersecao entre dois planos obliquos com um ponto comum
sobre 0 eixo x

No caso da intersecdo entre dois planos obliquos, definidos pelos seus tragos, que
partilham o mesmo ponto de concorréncia com o eixo x, também é necessario recorrer
a um método auxiliar, para a determinacao da reta i, de interse¢céo de ambos.

Neste caso, consideram-se 0s planos
obliquos e e 6, cujos tragcos de ambos
concorrem entre si no ponto A, no eixo X.

Para determinar a intersecao dos dois
planos, é necessario recorrer a um plano
auxiliar, determinando a intersecdo deste
com cada um dos planos dados.

A determinacdo de duas retas de cada

um dos planos, pertencentes,
simultaneamente, a um plano projetante
auxiliar, permitira determinar um ponto da he,
reta i. Uma vez que o ponto A é comum a
ambos 0s planos, este sera, forcosamente,

um ponto dareta i, ficando esta definida

por dois pontos.

ho

Neste caso, optou-se por um plano frontal,

projetante horizontal. fa
Aintersecdo deste plano com cada um

dos planos obliquos da-se segundo retas 2
frontais, cujas projecdes horizontais estao
coincidentes no traco horizontal do plano

frontal. Determinados os tracos

horizontais de ambas as retas, séo > Y
representadas as suas projecdes frontais,
paralelas aos tragos frontais dos planos
obliquos correspondentes. e /Iz
Tendo asretasr e s, de interse¢éo do / \
plano auxiliar com cada um dos planos

obliquos, é possivel determinar o ponto
de concorréncia de ambas, através da

(h@) = r1ES1 11

ho

intersecdo das suas projecdes frontais.
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Intersecao de trés planos

O ponto |, de concorréncia das
retasres, € um ponto comum
aos planos a. e 6, estando a

reta i definida pelos pontos Ael.

Aretai é areta deintersecao

de dois planos obliquos, & e 6, (ho)=ry=s,
cujos tragos tém um ponto comum H; H',
Nno eixo X. ho,

ho

Resumindo

Manual
Digital
Interatividade

Intersecao entre
dois planos de

= A reta de intersecao entre dois planos de rampa é sempre uma reta fronto-horizontal. Uma reta
pode ser definida por um ponto e uma direcdo. Para a determinacao da reta de intersecao entre

dois planos de rampa, é suficiente determinar um ponto da reta, sendo ja conhecida a sua
direcédo.

= Quando dois planos obliquos possuem tragos que nao se intersetam dentro dos limites do
papel, € necessario recorrer a planos auxiliares, paralelos aos planos de projecao.

Para praticar

0 Determina a reta i, de intersec¢ao entre dois planos de rampa p e A, sabendo que
os seus tracos frontais tém, respetivamente, 3 cm de cota e 5 cm de cota, e que
os seus tracos horizontais tém, respetivamente, 5 cm de afastamento e 2cm de
afastamento.

9 Determina areta i, de intersec¢ao entre dois planos de rampa, p e A, sabendo os
seus tracos frontais tém, respetivamente, —1cm de cota e 3 cm de cota, e que os
seus tracos horizontais tém, respetivamente, 4 cm de afastamento e 6 cm de
afastamento.

9 Determina a reta i, de intersec&o entre os planos obliquos & e 6, cujo ponto de
concorréncia no eixo x € comum, na abcissa zero. Os tracos frontal e horizontal
do plano o fazem, respetivamente, angulos de 50° (a.e.) e 45° (a.e.) e os tracos
do plano 6 fazem, respetivamente, angulos de 35° (a.d.) e 55° (a.d.).

CVGEOM10-16
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Intersecdo de planos

Intersecao entre dois planos obliquos cujos tragos
nao se intersetam nos limites da folha de papel

No caso da intersecao entre dois planos obliquos, definidos pelos seus tracos, pode ser
aplicado o caso geral, que consiste em determinar os tracos da reta de intersecado de
ambos, através da concorréncia entre os tracos de cada um dos planos. No caso em que 0s
tracos nao se intersetam nos limites da folha de papel, a aplicacao do caso geral € inviavel,
sendo necessario recorrer a um método auxiliar.

Analisando os planos e e 6, é claro que os
planos se intersetam numa reta a distancia
finita: reta prépria. Contudo, dadas as
condicionantes do suporte utilizado na
resolucao do problema - folha de papel -,
poder-se-a dar o caso de os tragos do

plano ndo se intersetarem nos limites de  x
espaco disponivel no plano do desenho.
Assim, é necessario recorrer a planos
auxiliares para a determinacao daretai.

Considerando um plano frontal, projetante

horizontal, sdo determinadas as retas de

intersecdo desse plano com cada um dos ho he
planos obliquos—retasres.

Tratando-se de intersecéo entre um plano
, for 9
frontal e um plano obliquo, sabe-se queres ; 2
~ . .. 2 S,
serdo retas frontais. As suas projecoes
horizontais estdo sobre o tragco horizontal
do plano frontal e as suas projecdes

frontais sdo paralelas ao traco homénimo

do plano obliquo ao qual também X Fi \
pertencem.

Entretanto, uma vez que os tracos frontais

(ho)=r=s,

dos planos e e 6 se intersetam dentro dos
limites do papel, é possivel determinar o
traco frontal da retai, que resulta da
intersecao dos tracos frontais de ambos
os planos obliquos.

ho ha
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Intersecao de trés planos

Aretaiesta, agora, prestes a ficar definida
por dois pontos, restando determinar
o ponto de concorréncia dasretasres,

que sera um ponto comum aos dois iy
planos obliquos. :“ 5 fo

~ 2 S
Asretas r e s sdo concorrentes 2
no ponto P, ficando a reta i definida <

pelos pontos P e F.

Deste modo, fica definida aretaii,

de intersecéao entre dois planos
obliquos cujos tragos nado se intersetam
dentro dos limites da folha de papel.

(he)=ri=sy

Nota que, caso os tracos frontais também P
nao se intersetassem dentro dos limites

do papel, a solucéo passaria por recorrer

a um outro plano auxiliar, e determinar o ho . ha
ponto de concorréncia entre outras duas

retas, de intersecao desse plano auxiliar

com cada um dos planos dados. Areta i

estaria ai, também, definida por dois pontos

comuns a ambos os planos obliquos.

Para praticar

0 Determina a reta i, de intersec&o entre dois planos obliquos ¢ e 6. O plano o
contém o ponto do eixo x com abcissa 4 e os seus tracos frontal e horizontal
fazem, respetivamente, angulos de 50° (a.d.) e 70° (a.d.). O plano 6 contém
o ponto do eixo x com abcissa -7 e os seus tracos frontal e horizontal fazem,
respetivamente, angulos de 55° (a.e.) e 60° (a.e.).

9 Determina a reta i, de intersecao entre dois planos obliquos e e 6. O plano e,
definido pelos seus tracos, contém o ponto do eixo x com 5 cm de abcissa, e os
seus tracos fazem, com este eixo, angulos de 35° (a.d.) e 70° (a.d.), respetivamente,
frontal e horizontal. O plano 6 contém o ponto do eixo x com -3 cm de abcissa,

e os seus tracos frontal e horizontal fazem, com o eixo x, &ngulos de 40° (a.e.)
e 80° (a.e.).
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Intersecdo de planos

Intersecao entre um plano passante e um plano projetante

A intersecdo entre dois planos, quando um destes € um plano passante, integra um dos

casos particulares da intersecao entre planos, que implica o recurso a métodos auxiliares.

Considerando o plano passante, p, definido
pelos seus tracos e pelo ponto P (recorda
que um plano passante € o Unico plano
cujos seus tracos ndo sao suficientes para
o definir), pretende-se determinar a reta de
intersecdo deste com o plano a, de topo.

Tratando-se de uma intersecao que

fa

envolve um plano projetante, sabe-se
desde ja, que uma das projecdes dareta
de intersecdo estara coincidente com um
dos tracos desse plano.

Assim, sendo o plano & um plano de topo,
projetante frontal, a projecéo frontal da
reta i estara coincidente com o seu traco
frontal.

Para determinar a projecao horizontal da

reta i, € necessario determinar um ponto
dessa reta, uma vez que, tratando-se

de um plano passante, a reta ser4,
obrigatoriamente, uma reta passante,

ou seja, com um ponto pertencente ao

eixo X, uma vez que o plano & também 92

XEprhp

ha

fO(.Eiz

pOossui um ponto no eixo X.
Assim, a reta i estara definida pelo

ponto A e por um outro ponto, a x=fo=hp
determinar. Para tal, recorre-se a uma
reta auxiliar, fronto-horizontal,

pertencente ao plano passante. Pelo

ponto P, que pertence ao plano, 9
tracam-se as projecdes dareta g.
Posteriormente, a partir da intersecéo de

g, € i,, da-se o ponto de concorréncia

das duas retas, que permite tracar a
projecdo horizontal da retai.

244

ho




Intersecdo de trés planos

Em conclusao, areta i € uma reta obliqua passante, comum aos dois planos.

A intersecdo entre um plano passante e um plano de perfil, € também, pela sua natureza,
um caso particular, que recorre a métodos auxiliares. Neste caso concreto, 0o método
auxiliar envolve contornos diferentes dos casos que envolvem os restantes planos
projetantes.

Considerando o0 mesmo plano passante
) fr=hm
do exemplo anterior, pretende-se
determinar a reta de intersecdo do mesmo
com um plano de perfil, que contém

o ponto P.

Neste caso, a solugao passara por um
rebatimento do ponto P. Uma vez que o

. , x=fp=hp
plano de perfil contém o ponto P, e que

este também define o plano passante, é

claro que o ponto P é um ponto daretai,

pois € comum a ambos 0s planos. P,
Por outro lado, também se sabe que

areta de intersecao entre ambos ser3,

obrigatoriamente, uma reta passante,

uma vez que se trata daintersecéao entre
um plano cujos tracos contém todos

0s pontos do eixo x, € o plano de perfil
interseta esse mesmo eixo.

Assim, sabe-se que a reta i contém os fre=hm=is=i
pontos A e P.

No entanto, como se trata de umareta
de perfil passante, é necessario recorrer
a um rebatimento para obter uma
representacao elucidativa da reta AEAEA

em questao. x=fp=hp

Rebatendo o ponto P, neste caso, sobre o
Plano Frontal de Projecao, obtém-se aretai
rebatida. Nota que o ponto A, por ser um
ponto do eixo x, contido no plano de perfil,
permanece na mesma localizacdo, mesmo
apos o seu rebatimento.
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Intersecdo de planos

Intersecao entre um plano passante e um plano obliquo

Analisado o caso particular de intersecdo entre um plano passante e um plano projetante,
serd agora abordado o caso particular de interse¢ao, também, de um plano passante, mas

com um plano obliquo consequentemente, nao projetante.

Continuando a considerar o mesmo fu
plano passante, definido pelos seus

tracos e pelo ponto P, e um plano

obliquo a, procede-se a determinacao

daretai, deintersecdo entre ambos. P

Neste caso, ndo se tratando de planos
projetantes, nenhuma das projecdes da

reta é determinada de forma imediata.  *=fe=he
Assim, é necessario recorrer a um plano
auxiliar, projetante, que contenha o

ponto P, e definir as duas retas de

intersecao, desse plano projetante com P,
cada um dos dois planos dados.

Optando por um plano frontal, ou seja, ha
projetante horizontal, as projecdes

horizontais dessasretas-re g-

estardo sobre o traco horizontal do

plano auxiliar. A reta g, fronto-horizontal,

fica definida pelo ponto P, e tem as suas fu
projecdes paralelas ao eixo x (esta r

definida por um ponto e uma direcao).

Aretar, frontal, ndo contém o ponto P,

pois ndo pertence ao plano passante, 9, P,

mas sim ao plano obliquo. Deste modo,
a sua projecao frontal devera ser
paralela ao traco frontal do plano ea.

Ay

A

XEprhp
Conhecendo adirecao daretar, é

necessario um ponto para que esta (he)=r=g,

fique definida. Sendo esta umareta P, H,
comum ao plano e e ao plano ¢, o trago

horizontal da reta estara no ponto de

concorréncia entre os tragcos

horizontais de ambos os planos. ho
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Intersecao de trés planos

Deste modo, é possivel representar fu
a projecao frontal daretar. r

Obtidas as duas retas, € necessério
encontrar o ponto de concorréncia

%2 P, L
entre ambas. Esse ponto —ponto | -
sera comum aos dois planos dados:
o e p. Areta i estara, agora, definida H, AsA,
por dois pontos: A e l. x=fp=hp
Aretai é uma reta obliqua passante. (hp)=r=g
P; g’ H,
I
ho

Resumindo

= Numa intersecao entre um plano passante e qualquer outro plano cujos tracos possuam
um ponto no eixo X, a reta resultante dessa intersecao sera sempre uma reta obliqua passante,
a excecgao da intersecao com um plano perfil, que resulta numa reta de perfil passante.

Para praticar

ﬂ Determina as proje¢des de uma reta i, de interseg¢éo entre um plano p, passante,
definido pelo ponto P (3; 3; 5), e pelo eixo x, com um plano de topo, cujo ponto de
concorréncia com o eixo x tem -2 cm de abcissa, e o seu traco frontal faz, com o
eixo x, um angulo de 45° (a.e.). De que reta se trata?

9 Determina as projecoes da reta i, de intersecao entre um plano passante definido
pelo eixo x e o ponto P (2; 2; 6), com um plano de rampa, cujos tragcos tém 4 cm de
cota e 6 cm de afastamento. De que reta se trata?

9 Considerando os planos do enunciado anterior, determina as retas de intersecéo
de cada um destes com um plano de perfil, de abcissa nula.
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Intersecao entre um plano passante e um plano de rampa

Até entdo, os casos de intersecao entre planos que contemplam
planos passantes resultaram em retas passantes, sendo elas
obliquas ou de perfil.

No entanto, nem sempre uma intersecao que integre um plano
passante resulta numa reta passante. Na verdade, tal s6 se verifica
quando o outro plano em questao possui qualquer ponto do eixo x.
Essa condi¢cao nao se verifica em planos horizontais, frontais ou de
rampa.

Como tal, serd abordado o caso particular de interse¢ao entre um
plano passante e um plano de rampa.

Observa os dois planos:

= 0 plano p, passante;
= 0 plano o, de rampa.

O plano passante, definido pelos seus tracos e pelo ponto P,
interseta o plano o segundo uma reta fronto-horizontal, uma vez
que este Ultimo nao possui qualquer ponto no eixo x —nota que os
seus tracos sao paralelos ao eixo.

fo

P,
x=fp=hp
ho

P]

Assim, a determinacao da reta i é feita, conhecendo, desde ja, a sua
direcdo, sendo necessario apenas um ponto da reta. A determinagao
desse ponto é feita com recurso a um plano auxiliar, projetante.
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Intersecdo de trés planos

Neste caso, foi considerado um plano e, de topo, projetante frontal,
e determinadas as retas de intersecao deste com cada um dos
planos dados.

Tratando-se de um plano projetante frontal, as projecdes frontais
dasretasr e s (de intersecao com os planos passante e de rampa,
respetivamente), ficam coincidentes com o traco frontal de o.

Sendo P um ponto do plano passante, a reta r fica definida por dois
pontos (ponto P e ponto de concorréncia dos tragos do plano de
topo com o eixo x), e € uma reta obliqua passante.

A reta s sera definida pelos seus tragos, determinados através da
intersecao dos tracos homoénimos dos planos a que pertence —a
reta s € uma reta obliqua.

fOLE rZE 52

fo
PZ
XEprhp
ho
/ >

ho
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Intersecdo de planos

O ponto |, de concorréncia das retas r

e s, € um ponto comum ao plano de
rampa e ao plano passante. Recordando
que é conhecida a direcdo daretai (reta

fOLE rzE SZ

fronto-horizontal), existem, agora,
dados suficientes para representar a fo

reta i pelas suas projecdes. A projecao
i, contém |, e é paralela ao eixo x, e a
projecao i, contém |, e é paralela ao i ~ 12,

€ixo X.

XEprhp
No entanto, consolidados os i

conhecimentos acerca do rebatimento ho 1

de planos, este caso particular pode /
ser solucionado com recurso a esse P4
método geométrico auxiliar.

Considerando um plano auxiliar,
também projetante, mas de perfil e nao
de topo, determina-se a intersecao
deste com os dois planos dados.

I

Considera que: =p'
q fr=fm=hm=p,;=p,=p'i=p",

= Areta p é areta de intersegéo Pr p'r

do plano p com o plano . fo 2

ha

= Areta p' é areta deintersecao Pr P,

do plano e.com o plano .

Neste caso, para economia de meios, H H,=F,

optou-se por integrar o ponto P no x=fp=hp
plano de perfil. Rebatendo o0 mesmo, ho
1

a determinacao dareta p rebatida é \\
imediata, uma vez que se trata de uma

reta de perfil passante.

No caso dareta p', esta sera definida

pelos seus tragos, obtidos através da
intersecao dos tracos dos planos w e @.
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Intersecao de trés planos

Tendo a representacdo dasretasp e p’

f Ef Eh = = = 'E 1
rebatidas, é determinado o ponto de n=fm=hm=p,;=p,=p'1=p’,

intersecao — | - de ambas, também ele fo & Pr
rebatido.
Pr P,
Efetuando o contra-rebatimento do plano, i (ir)/—/lr .
2 B 2

obtém-se um ponto da reta i, que esta

agora definida por um ponto e uma X=fozhoehm H/
=lp=hp=lTy
direcao. Nota que aretai é exatamente a i /\K L
\

mesma que resulta da resolucao que ho

recorre a um plano de topo. Assim, estao \\

enunciadas duas formas distintas de P,
determinar a mesma reta.

Resumindo

= Uma intersecao entre um plano passante e um plano de rampa resulta sempre numa reta
fronto-horizontal.

Para praticar

ﬂ Determina areta i, de intersecao entre um plano passante, definido pelo eixo x
e pelo ponto P (2; 4; 6) com o plano obliquo, cujos tragos sao concorrentes num
ponto com —-4cm de abcissa, e formam angulos de 40° (a.e.) e 35° (a.e.),
respetivamente, o traco frontal e horizontal.

9 Considera o plano passante vy definido pelo eixo x e pelo ponto P (1; 3; 6),
e determina a suareta i, de intersecao com um plano de perfil, que contém
o ponto A (-1; 2; 4). De que reta se trata?
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Intersecao entre planos nao definidos pelos seus tracos

Por Ultimo, o caso particular de interse¢ao entre dois planos nao definidos pelos seus
tragos.

Dados dois planos, um definido
pelasretasaeb, e outro
definido pelasretasres,
pretende-se determinar areta

)

de intersecdo entre ambos, sem
recorrer aos tracos dos planos.

Para tal, € necessario

recorrer a planos auxiliares, X
intersetando-os com as retas
definidoras dos planos dados.
Inicialmente, recorre-se aum
plano auxiliar, neste caso,
horizontal —v. ay
by
Aintersecdo deste plano com o r s,

plano definido pelasretasaeb
é dada pela intersecao do plano
horizontal v com cada uma das
retas. Dessa forma, a reta de

intersecéo fica definida por a b, 2 S2
2

dois pontos.

Assim, sao determinadas (Fu)em,=n, R, B,

duas retas:

= reta m, de intersecéao

do plano vy com o plano X
definido pelas retasa e b;
= reta n, de intersecéo
do plano vy com o plano R
definido pelas retasres.
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Sendo v um plano projetante
frontal, as projecdes frontais das
retas m e n estdo sobre o trago
do plano. Assim, sdo
distinguidos os pontos de
concorréncia entre as:

= retasmen: (Fry)=my=n’,

I',

Intersecao de trés planos

=retasaeb; (fv)=m,=n,

=retasres;

respetivamente.

Os pontos A e B definem
aretam,eospontosReS
definem aretan.

Assim, resultam duas retas,

de intersecao dos dois planos
dados, definidos por duas retas
cada, e o plano auxiliar,
horizontal.

Alintersecdodasretasmené
um ponto daretai, de intersecéo
dos dois planos nao definidos
pelos seus tragos.

Nao sendo possivel determinar

os tracos daretai, uma vez que

0s planos nao estdo definidos

pelos seus tracos, é necessario
encontrar mais um ponto da reta

i, recorrendo a um outro plano auxiliar.

253



Intersecdo de planos

Deste modo, o processo é
repetido, com recurso a outro
plano auxiliar, paralelo ao
previamente utilizado, e é feita
uma nova intersec¢éao entre este
e cada um dos planos dados,
definidos por duas retas cada.

Através da intersecao das retas (f)=m'»=n’ 15

m'’ e n’, obtém-se o outro ponto
daretai, sendo possivel
representa-lo em dupla
projecao ortogonal.

Esta estd, agora, definida por
dois pontos, podendo ser
representada pelas suas
projecdes.

Como se pode verificar, a
resolucéao deste tipo de casos
envolve alguma complexidade
de tracado. Como tal, é
fortemente recomendado que
os planos auxiliares sejam
projetantes e paralelos entre si.
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Intersecao de trés planos

Resumindo

= Quando dois ou mais planos se intersetam entre si, denominam-se planos secantes.

= A reta de intersecao entre dois planos é o lugar geométrico onde se situam dos os pontos
comuns a ambos.

= Trés planos intersetam-se quando possuem um lugar geométrico comum aos trés. Essa
intersecao pode ser segundo uma reta (quando as retas de intersecao entre cada um dos

planos sao coincidentes) ou um ponto (quando as retas de intersegao entre cada um dos planos
sao concorrentes no mesmo ponto).

Para praticar

0 Determina as projec6es de uma reta i, de intersecdo entre um plano passante ¥,
definido pelo eixo x e pelo ponto P (0; 1; 4), e um plano de rampa p, cujo trago
frontal tem 3 cm de cota, e o traco horizontal, 5 cm de afastamento. De que reta se
trata?

9 Considerando os planos v e p do exercicio anterior, determina a intersecdo dos
mesmos com um plano de perfil 7, de abcissa nula.

9 Determina areta i, de interseg¢ao entre dois planos passantes. Do plano y, sabe-se
que contém o ponto A (3; 5). Do plano A, sabe-se que contém o ponto B (4; 3).

9 Considerando os planos do exercicio anterior, determina os tracos de um plano de
rampa p, que contenha o ponto A, e seja ortogonal a A

6 Considera dois planos obliquos, ndo definidos pelos seus tracos.
Sobre o plano ¢, sabe-se que esta definido por duas retas paralelas, re s. Aretar
esta definida pelos seus tracos, sendo que: F (-3;0; 2) e H(2; 5; 0) e areta s,
paralelaar, contém o ponto P (1; 2; 3). O plano 6 esta definido por duas retas a e b,
paralelas entre si. A reta a contem o ponto P e o0 seu traco horizontal tem -2 cm de
abcissa e 4 cm de afastamento. A reta b, paralela a reta a, contém o ponto B (5; 3; 3).
Representa, pelas suas projecoes, areta i, de intersecao dos planos, sem
determinar os tragos dos planos.
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CanticodaLiberdade

Canta, irméo
Canta, meu irméo

Que a liberdade é hino

E o homem a certeza.

Com dignidade, enterra a semente

No p6 da ilha nug;

No despenhadeiro da vida
A esperanca é do tamanho do mar

Que nos abracga,

Sentinela de mares e ventos

Perseverantes

Entre estrelas e o Atléntico
Entoa o cdntico da liberdade.

Canta, irmdo
Canta, meu irmdo

Que a liberdade é hino

E o homem a certeza!
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