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Conhece o teu manual

Este manual ajuda-te neste percurso e é fundamental para a tua aprendizagem,
independentemente da area que venhas a escolher no futuro. O manual esté es-
truturado em quatro dominios, de acordo com o plano curricular do ensino se-
cundario: Algebra (radicais e polinémios), Geometria analitica, Fungdes reais de
variavel real e Algebra (estruturas algébricas). Cada dominio esta dividido em
temas.

- y

Cada dominio € composto por:
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1. Algebra (radicais e polinémios)

Antes de comecar

Manual
Interativo

Radicais e poténcias

Videos
Z;‘;"J;f;i‘éiis 0 Calcula o valor numérico de cadauma (Recorda h
quatadas das seguintes expressoes, anpre.sentando Poténcias de expoente
- o resultado na forma de poténcia. inteiro
o 3¢ /2y Sejam a, bR\ {0},
S 1.1. <§> X<§> X3_7 m,pez
Propriedades . M p_ m+p
das operacdes 6 2\ —3 a xa =a
com raizes 1.2. 0,2°: (10 ) «a":a"=a"""
quadradas: m m m
multiplicagéo 5 4 ca'xb"= (a X b)
-2 m
1.3. <—§> XO,6 .am:bm=(%>
m\P mxp
5\ . - <@ =a
Propriedades 1.4. <§> :0'4 5X 53 _m 1
das operagdes ‘a =5
com raizes 5 1 5 _ma m
dradas:
g 18 [T (2) %7 (@)"-(2)
: ca’=1
N _J
Exercicio e Determina a medida do lado de um quadrado [ Recorda )
Aplicar com 49 cm’ de érea. ; )
z;g;;:;ggz . Um niimero é um quadrado
com raizes . ) perfeitoseesdseéo
quadradas e CorES|dera o quadrado [LUAR] com 121 cm quadrado de um nimero
de area. inteiro ndo negativo.
Qual é a area de um novo quadrado cuja Por exemplo:
medida do lado é igual a metade da medida do V25 =5, pois 5°=25.
lado do quadrado [LUAR]? J
4 )
O sinpiifica: fecords
P ' Operar com raizes
4.1. V4 x /25 4.2. 5 x \/g quadradas
Sejam a, beRy.
4.3.\/11—0><\/o,1 4.4. V12 x V12 - Vaxvb=Vaxh
Va_ [a
a5, VBxV27 a.6. V40 xV8 "V~ Vpcom b=0
e Escreve naforma Vb, com b€ IRy :
5.1. 52 5.2. 3V5 5.3. 2V10
5.4. 3V7 5.5. 5V2 x 2V/3 5.6. 7V3x3V5




Recorda
L . 18| 2

e Simplifica cada uma das seguintes 9 | 3
expressoes, escrevendo-as naforma 3 | 3
avb, com a€R e bERS. 1
6.1. V120 6.2. 3v/150 V18=v2x3%*=
6.3. 10,12 6.4. \/ V3 xV2=3V2

- _/

o Considera o retangulo [ABCD]. A D

Sabe-se que BC=v126 cm e AB=+/50 cm.

Mostra que a area de [ABCD] é 30v7 cm®. V50 cm

Qual é a medida da aresta de um cubo com B V126 cm C
125 cm® de volume?

e Considera um cubo com 1080 cm® de (Recorda )
volume. Um ndamero é um cubo
Determina a medida da aresta de um novo perfeito se é o cubo de
cubo, sabendo que é igual a metade da um ndimero inteiro.
medida da aresta do cubo inicial. Por exemplo:

Apresenta a resposta na forma V=27=-3 pois
avb, a, bER. (-3)P°=-27
N\ _/

@ simpiifica:

10.1. V135 10.2. v/200 10.3. V—54 10.4. V=750

m Consideraum cubo, como orepresentado R

Recorda

na figura.

11.1. Se a medida da aresta do cubo for
2v/3 cm, determina a medida da
diagonal espacial do cubo.

-

Teorema de Pitagoras

Num tridngulo reténgulo, o
quadrado da medida do
comprimento da hipotenusa (h)
é igual a soma dos quadrados
das medidas dos comprimentos
dos catetos (c, e c,).

2 2 2
h“=c,"+c,

11.2. Se a medida da diagonal de uma das faces do cubo for 3v10 cm,
determina o valor exato, em centimetros, da medida da aresta do cubo

naforma avb, com a€RR e bER;.




1. Algebra (radicais e polinémios)

Antes de comecar

Polindmios

@ Considera as expressoes algébricas representadas.

2x+y —4yx (Recorda
2¢% 4+ 1 Um monémio é uma
5 expressao constituida por
3xy -5 um nmero ou um
12 produto de nimeros,
Axy 5xy alguns dos quais podem

estar representados por

12.1. Identifica as expressdes que letras (variaveis).

7 . 2
representam monomios. 2ax’y parte
. o coeficiente <d  ——> literal
12.2. Indica um mondmio de grau 3. e
O grau de um monémio é
12.3. Indica dois mondémios semelhantes. igual 8 soma dos

expoentes das variaveis
da parte literal.

12.4. Indica dois mondmios simétricos.

@ Completa a tabela seguinte. As letras x, y e z representam variaveis.

Monomio Coeficiente Parte literal Grau

- 3x%yz®

3
ix

xz®
3

-5

5y’z

0

@ Simplifica os seguintes mondmios e indica o respetivo grau. Considera que
X e y representam variaveis.

3 1

141, 4x%y S xy° 18.2. - 2% x (3

3 3\’
3yx> 14.3. <—§xy )

@ Considera os monomios representados a seguir.
2
X
_xyz xsy 4y
Determina o valor numérico de cada um deles se:

15.1. x=-2 e y=0,1; 15.2. x=

1
e y=§

wlN

10



@ Indica o grau de cada um dos polinémios representados. Consideraque x e y

sado variaveis.
16.1. —2x°+3x—1

16.2. 5xy — 3y*+5

y
16.3. 2x—§— 1

16.4. xy’ — 2yx° — 1

16.5. %x — X’y +xy

g

~
Recorda

Um polinémio é a soma
algébrica de mondémios.
O grau de um polinémio é
o0 do monémio de maior
grau da sua forma
reduzida (polindmio sem
termos semelhantes).

J

m Escreve cada um dos seguintes polinémios na forma reduzida e indica o

respetivo grau.

1 3 4
2Y 754" 3Y

171. —x+
17.2. 7xy — (3x — 2yx) + 5x

17.3. 5 x°y — 2xy x 3x + 5x X 2yx
17.4. 2xy® — 3yx + 2y (3xy — 5x)
17.5. x(3y—2x) - 3xy—2

17.6. <% - y) <%+y> +2y°

17.7. (3x—y)’ = 5x(y— 2x)

-

Recorda

Para multiplicar
polinémios ou um
mondmio por um
polinémio, aplicamos a
propriedade distributiva
da multiplicacdo em
relagdo a adicao.

Determina o polinémio reduzido, de variaveis x e y, que representa a area

colorida das figuras.

18.1. Nafigura estéo representados

dois quadrados.

X+y

<>
3x+2y

\;iixw

—>

3x+2y

>
>

18.2. Nafigura estéo representados
dois triangulos retangulos.

2y+4

18.3. Na figura estéo representados um reténgulo e
um semicirculo, sendo a medida do didmetro

igual a do comprimento do retangulo.

4x +2y

Manual

Interativo
Video
Polinémios

L



Manual
Interativo

Atividade
Raizes de indice
impar

1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

Neste tema, os conhecimentos relativos
ao calculo com raiz quadrada e raiz cu-
bica serao estendidos a qualquer radical.

Sabias que...
Acredita-se que o simbolo V' seja
inspirado na letra “r", que representava a

Desta forma, os conceitos sobre potén- raiz quadrada antes de o icone atualmente

cias ja adquiridos serdo generalizados a aceite ser criado. A escolha dessa letra

poténcias com expoente racional. tera tido origem no latim, radix, que
significa raiz.

1.1.1. Raizde indice n de um niamero real
No ano letivo anterior, estudaste algumas propriedades relativas aos numeros reais.

* Dados os numeros reais a e b e um numero real positivo c:
se a<b, entdo ac<bc.

* Dados os numeros reais a e b e um numero real negativo c:
se a<b, entdao ac>bc.

* Dados 0s numeros reais positivos a e b:
se a<b, entdo a’<b’ e a’°<b°.

* Dados 0s numeros reais negativos a e b:
se a<b e n par, entdo a">b";
se a<b e n impar, entdo a"<b".

( Exemplos )

1. 4 1

1
,IOgO 2X§>2X§ 2.2

1 2 1\? 2\ 3 1 ( 3)5 1\’

Raiz de indice n de um niimero

>

w4
W=

Dado um nuimero real a e um numero natural n impar, existe um tnico nu-
meroreal b talque b"=a.

2 0 ’, . n
A b da-se o nome de raizde indice n de a e representa-se por Va.

12



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

Vamos demonstrar que b é unico.

Para tal, comecamos por considerar a implicagdo: b,"=b," = b,=b;,

Desta forma, basta mostrar que b,zb, = b,"#b,". et
Assim, como hipotese, sabemos que b, # b, e que n € um nimero natural impar. Atividades

Raizes de indice
Como b,#b,, entédo b,>b, ou b,<b;. par

Raizes de indice
natural de zero

Sendo n um nimero natural impar, sabemos que, se b,>b,, entdo b,">b,", ou
seja, by"#b,".
Sendo n um namero natural impar, sabemos que, se b,<b,, entdo b,"<b,”, ou
seja, by, #b;".

Destaforma, b,zb, = b,"#b,", sendo n um nimero natural impar, como queria-
mos demonstrar.

Dado um numero real ndo negativo a e um nimero natural n par, existe um
Ginico nimero real ndo negativo b talque b"=a.

2 0 ’ . n
A b da-se o nome de raizde indice n de a e representa-se por vVa.

Vamos demonstrar que, para alémde b e —b, nao Nota

existe qualquer outra solugdo da equacdo x"=a, com 0"=0x0x...x0=0

n pare a um numero real positivo. nvezes
Assim, V0=0

Seja b uma solucdode x"=a. Assim, b"=a.

* 0 ndo é solucado da equacao, pois 0"=0x0x0x...x0=0 e 0 ndo éum
namero real positivo. n vezes

* Seja ¢ um numero real positivo diferente de b. Assim, c<b ou c>b.
Como n épar, ¢c"<b” ou ¢">b". Ouseja, c"#b", istoé, c"#a.
Desta forma, ¢ ndo poderéa ser solucdode x"=a.

« Considerando o simétricode ¢, —c, temos (-¢)"=(-1)"xc"=c", pois
n é par. Damesmaforma, (—c)"#a.
Logo, — ¢ também n3o é solucdode x"=a.

Assim, os dois Uinicos nimeros reais que sdo solucdode x"=a sdo b e —b.

Note-se que (- b)'=(—-1)"xb"=b"=a.

Designamos Va por radical, sendo n o indice do radical e a o radicando.
Se n éimpar, Va existe sempre, paratodo a €R.
Se n é par, Va so esta definido para todo a € Rj.

13



1. Algebra (radicais e polinémios)

1.1.2. Operacdes com radicais

@ n Multiplicacao de radicais

Interativo

. n n ~
Video Consideremos va e Vb, com n€IN (se n for par,entdo a>0 e b>0; se n for
Propriedades impar, entdo a e b tomam qualquer valor real).

FacloAls proits (Vax UB) = (3)"x (VB)"
de raizes com o ax vb) = a) X b) =axb
mesmo indice

, n n
No caso de n ser um numero natural par, vax vb>0.

[
Pela definicao de raiz de indice n, concluimos que:

O produto de radicais com o mesmo indice é igual a um radical com o mesmo
indice e cujo radicando é igual ao produto dos radicandos:

Vaxvb=vVaxb, com neN

Com a, b€IR, nocasode n serimpar,e a, b€ IRy, nocasode n ser par.

( Exemplos )

1. (V3xv5) = (v3)'x (V5)'=3x5=15 Vax Vb =Jaxb. com n>1
Se n épar, a, bERy.
Logo, V3 xVv5=v3x5=v15.

2. VA xv/3=v12
3. Sejam x, y€ER. \3/xy><\3/3_c=\3/x2y

Propriedade:

Se multiplicarmos ou dividirmos o indice do radical e o expoente do radicando
pelo mesmo niimero natural, obtemos um radical equivalente.

Vel VT a Vb= nvzrap:r, n,p,réeN,n>1ea>0

3
1. Vamos representar o radical V5> por um radical equivalente de indice 9.
3 3x3 9
,/52: ‘/52x3=‘/56
. 8 4 . . , .
2. Vamos representar o radical V3" por um radical equivalente de indice 2.

14



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

. Exercicios

a Escreve na forma de um Unico radical:

11. V7xV3 1.2. VaxV2xV5
5
1.3. V-5x+v0.2 14. /- % x \5/%
e Representa cada um dos radicais seguintes por um radical equivalente de indice 8.
21. V3 2.2. V3° 2.3. /5
e Escreve na forma de um Unico radical:
31. V5xV2
3.2. V2xV3
3.3. VaxVab, com a, bER o .
o Na figura esta representado o retangulo [GATO], tal .
que, para uma certa unidade, GO=v?2 e GA=V5. V2
Determina a medida da area do retangulo na
___ forma Va. G V5 A

Poténcia de um radical

p
Considera (Va) , com n, pEIN e a€lR, sendo a>0 se n forum numero par.

(%)p=\n/5><\n/5x... ><\n/5= nfaxax... xa:\,ya_p

p vezes p vezes

Assim:

p n
({“/E) =Vd", com n, p€EN e a€R se n forimpar e a €IR; se n for par.

Considerando n=p:

n

(Va) = (%)n=%X%x...x%= axax..xa=Va =a

nvezes nvezes

No caso de o indice ser igual ao expoente, obtemos o radicando.

Assim:

({‘/E)“=v“ a"=a, com n€N e a€R, desde que Va esteja definida.

15
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1. Algebra (radicais e polinémios)

. w
Recorda

Casos notaveis da

12
1. (V2) = V27 = V2 x 2°x 22 = V2P x V2P x V2 = multiplicacdo de binémios

—2x2xVA=4V4 - Quadrado de um binémio:
) ) , (@a+b)i’=a’+2xaxb+b?
3 3 3
2, (\/Z + \/§) = (\/‘_1) +2xV4xV3+ (\/§) = * Diferenca de quadrados:

— V1642V x Va2 +3 =16+ 2432 +3 | @+D@-b=a’-b"

3. (2-¥5)(2+95) =22 (¥6) =4—- VB2 =4— 35

(Va)’ = vVa
Se n épar, acRy.
Se n éimpar, a€R.

' Exercicios

e Representa as seguintes expressdes na forma de
um Unico radical.

51. (I5) -3¥25 5.2. (3¥7) +2¥49 53. (V7°x3°)

2

o Em cada um dos casos seguintes, determina o valor solicitado, apresentando o
n
resultado na forma avb.

6.1. A area de um quadrado cuja medida do lado é 5v/2 cm.
6.2. O volume de um cubo, sabendo que a medida da sua aresta é 3v2 cm.

6.3. O perimetro de um tridngulo cujos lados medem v/3000 cm, v/81cm e
4v/24 cm.

3 3/=\2 3
@ Mostra que (5V16 -3)(2V2) =80-12V4.

—

Divisao de radicais
Va

+

) .comnelN esendo a, b€R e b0 se n forimpare a€lR,

Consideremos (

Vb
e bEIR" se n for par. Como (ﬁ) = (\{5)”:9, entao, \,,/5= /8.
vb)  (Vb)" P Vb Vb

O quociente de dois radicais com o mesmo indice é um radical com o mesmo
indice e com radicando igual ao quociente dos radicandos.

n_\/E: ng, com né&IN
vb b

Se n éimpar, a, b€ER e b#20. Se n épar, a€lR; e bER".

16



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

CExemplos)
1. 2 V0.1 =\5/2:,|1—0=\/52x10=\5/%

,, J00BT_i/ (w
\3/__ 1000 7000

y = Y/227:¥1000 = — =

T OOO

Repara que (\"/5)_p: ==

Propriedade:

\'7/5=”g
6 Vb

Se n forpar, a€RR e bER".

A poténcia de um radical com expoente negativo é igual a um radical com o
mesmo indice cujo radicando esté elevado a esse expoente.

~Va?, n, peN

Se n éimpar, a€R\{0}.
Se n épar, aeR".

' Exercicios

e Escreve na forma de um Unico radical:

81. v6:v2 8.2. vV4:705
3_\3/ﬁ><\3/§ 2V8
(V62) V0.2

e Calcula e simplifica:
9.1. (¥5)

o (i)

o5. (V2 ({I)

-1

@ Mostra que (L)_z= 4y, % .
(292)

CVM10-2




1. Algebra (radicais e polinémios)

Radical de radical

n

nxp
. P ~ p
QMa""a' Consideremos ( \/5) ,comn, peEIN e aelR se n e p sdo ambos impares e

Interativo + ~
aelR, se n ou p sao pares.
Atividade
Poténcias e

composicao de Como (

raizes

n

%)nxp: [( v \p/E)n]p= (f/g)p=a, podemos concluir que \H/T\/E=

O radical de radical de um namero é um radical cujo indice é o produto dos indi-
ces e o radicando é o referido niimero.

\/ \f com n, peNN

Se n e p sdo ambos impares, a €IR. Se n ou p sdo pares, entdo a € R;.

Pror nxp
3 6 35 15 Va=Va
1. VV5=v5 2. VV-7= V-7 Se n e p sdo ambos impares,
5 3 5 3 3 5 3 15 a€|R
3. V2v5 =VV?2 x5 =1Vv40 = V40 Se n ou p sdopares, a € Rj;.

' Exercicios

0 Transforma num radical do tipo Va,comn€N e a€R:
1.1. 5V5 1.2. 25 11.3. %\/5

@ Escreve na forma de um Unico radical:

121. VV7 12.2. V79 12.3. VvV_2
12.4. V24/5 12.5. %\3/4_ 12.6. V22 /7
2

@ Determina a medida do lado de um quadrado, sabendo que a sua area é 2v/5 cm?.

@ O quadrado da figura esté inscrito numa
circunferéncia de raio 2v/3.

14.1. Determina a medida do lado do quadrado, apresentando

o resultado na forma \'75, com n€N e aeR. 593

14.2. Determina o valor exato da medida da drea da zona
colorida da figura.

Determina a medida do lado de um quadrado inscrito numa circunferéncia de
. 3
raio V5. Apresenta o resultado na forma Va,comn€N e a€eR.

—

18



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

1.1.3. Racionalizacao de denominadores

Na resolucao de diversos problemas, € comum surgirem fragcdes em que o denominador
contém um radical. Nesses casos, devemos transformar estas fracoes em fracdes equi-
valentes em que os denominadores nao tenham radicais, isto é, devemos racionalizar
os denominadores.

Vamos racionalizar os denominadores de algumas fracdes.

1. 3
V5
%zjgxx{/ggzsf'p"‘s\/gm/ﬁ\@%.
5 V5
" 3V2

V5  VBExV2 V5x2 V10 . >
V3 3Vaxys 3x2 6 , pois V2 xV2=V22=2.

N

3 2t

S

3+\/7=(3+\/7)><\/§=3><\/§+\/7x\/§=3\/§+\/ﬁ
V2 V2 xV2 V22 2

N

o
N _bm

55 5 5
\5/7=\5/2%<\/§,2:2”416='216,pois\5/Fx\5/?:v543x42=€/F:4.
45 V42 x4

' Exercicios

@ Racionaliza os denominadores de cada uma das seguintes fragoes, simplificando o

Manual

Interativo
Atividade
Racionalizagdo

de
denominadores

resultado.
3 V2 2+15
16.1. = 16.2. Y2 16.3.
NG V7 V3
8 7 2
16.4. —S_ 16.5. - 16.6. —2—
3Va V5 34
4 5
16.7. = 16.8. Y2 16.9. V3
5/3* V52 3v/32

19



1. Algebra (radicais e polinémios)

Vamos racionalizar os denominadores de algumas fracdes em que o denominador
€ uma soma ou uma diferenca envolvendo pelo menos uma raiz quadrada.

Nestes casos, para racionalizar o denominador, utilizaremos o caso notavel da
multiplicagéo “diferenca de quadrados”.

1.3

2-V5

3 __ 3x(2+v6) _ 6+3v6 _6+3V5_ . . &
2-vV5 (2-vB)x(2+V5) 22_(y5)* 4-°
5 V3
V241

V3 Vax(V2-1)  _ VB-vV3 _VB-V3_
V2+1 (V2+1)x(V2-1) (va)’-12 ] =V6-vs
33

V2-5

3 _ 3x(vV2+vB)  3v2+3V6 _3v2+3V5 _
V2-V5 (V2-VB)x(V2+B) (va)-(vB)® 3
=-V2-V5

' Exercicios

Q Racionaliza os denominadores de cada uma das seguintes fra¢ées, simplificando o

resultado.

17.1. ﬁ 17.2. 2;\5@
17.3. \Fz%\/g 17.4. \/E\/i
17.5. ﬁ 17.6. %
17.7. % 17.8. 2‘(%%\/75

@ Considera um retangulo cuja medida de 4rea é V20 cm”. Se a medida do seu
comprimento é (2++/2) cm, qual é a medida da sua largura?

Apresenta o resultado na forma de fracdo com denominador racional.

20



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

1.1.4. Poténcias de expoente racional
Nos anos anteriores, foram estudadas poténcias de expoente inteiro.

Vamos, agora, desenvolver o estudo de poténcias cujo expoente € um numero racional.

1

Poténcias de expoente o

Define-se a poténcia de base a e expoente % como sendo a raiz de indice n de a.
l n
a"=Vva

Com n€IN e a€R, se n impar,e a €RR;, se n par.

1 1
1. 162=/16 =4 2. 83=V8=2
n 1
1 [25 V25 5 7.7 vasan
1 _ V25 _ 5 _
3.0287=\[ 5= = 4.27=V2 com a€R; e n>2
1
§§_5§ %_ i
5(2)‘2 8- 03"=V0

. Exercicios

@ Escreve na forma de radical:

1
19.1. 7°

w|=

19.2. 0,1

1

1
20.2. 1252
1
20.3. 0,362
1
20.4. 0,0083

21



1. Algebra (radicais e polinémios)

Poténcias de expoente fracionario

Vamos considerar uma poténcia de base a#0 e expoente fracionario m=% .

comn,pEZep=2: , n "
85=(a%) =(Ya) =va"

Seja a um numero real ndo negativo e % um numero racional ndo negativo
(n, p€EN).

Definimos a poténcia de base a e expoente g como sendo a raiz de indice p de a".

1. Representar na forma de poténcia de expoente racional:
2 2 1
- (VB) =V/57 =53 - W3 =(37) =37
2. Representar na forma de radical:
2
. (i)g_ f/(ﬂ)z _J18
3/ " V\3) Vo9

Poténcias de expoente racional negativo

o=
|_\

Seja a um numero real positivoe m :g um namero racional ndo negativo (n €N,
pE€IN\{1}). Sabemos que a"xa "=a"" """ =3"=1.
m_ 1

m

Tal s6 podera ocorrer se a~ =_n

Seja a um numero real positivo e m um numero racional ndo negativo.

_n
am=21 ou seja, a ™= l,,
a qm

' Exercicios

@ Representa na forma de poténcia de expoente racional:

21.1. V2° 21.2. V5° 21.3. V52
3
21.4. VY7 21.5. V293 21.6. (V/3v7)

22



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

@ Representa cada uma das seguintes poténcias na forma de radical do tipo Va,
comnelN e ac€R.

N|w
ENINY

2 2 2
3 el =
22.1. 5 22.2.(5) 3 22.3. <3)
2 -5 3
_ 22.4.03) 22.5, (%) 2 22.6. V/2v/52

Propriedades das poténcias de expoente racional

No ano anterior, foi visto que as propriedades das operacdes com poténcias de expoente
inteiro sdo também validas nas operacdes com poténcias de expoente racional.

a"xa’=a"""

a":a"=a""", coma>0en, peQ
a"xb"=(axb)"

n n n
a:b"=(a:b),coma, b>0eneQ

(@)'=a"", com a>0e n, peQ}

7 5 7.5 21,10 31
1. 32x3%=32'3=36 636
3 2 3_2 15_4 11
2. 102:10°=102 5=10" 10=1Q’
3 3 3 3
3. 24x54=(2x5)*=10*
3 3 3 3
4, 62:22=(6:2)2=32

5. (7‘3‘)g= 7456272

. Exercicios
@ Transforma numa poténcia de expoente racional positivo:

21 1\° 2
23.4. 55x5: (59) 23.2.v/2°:2°3

w

1\2 2 5
23.3. (33) x V5 23.4.75: V14
@ Simplifica as expressoées seguintes:
1 5 2
-2 2 5
24.1. 31%3 24,2, V3 X2
(37%)° A%
— 62

23
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1. Algebra (radicais e polinémios)

24

Representa na forma bva, com n€EN e a, bER:

1.1. V45 — V20 +/245 1.2. 2v/50 +%\/18 _5\98
1.3. V3500+3\/147 —V12 1.4. V40 - 5v/135
Considera o retangulo [LAGO] cujas medidas (o G

dos lados, numa dada unidade, estao
indicadas na figura.

Determina o perimetro do retangulo. 3v80

Apresenta o resultado na forma bva, com
nelNea, beR.

L 545 A
Representa na forma de um Unico radical: :
1\2
3.1, V3°x V2 3.2. V/3v2 x (59)
-1 1 2
3.3.V5v2:8¢ 3.4. (3) 'x (15%)
2 1
(v2) :28 V16:v2
3.5. ——— 3.6. ———
-5 V2:V4

(2°)
Calcula o valor de cada uma das seguintes expressoes, simplificando o
resultado.

12
41. 3-v2)(3+v2) - (vV3+1)"  a2.(2v8-3)-(V2v2)
2
2 2 —
4.3. (V2-3) <%—§) aa 2VV3-5)
2v12
Considera o prisma quadrangular regular representado H G
na figura.
Fixada uma unidade de medida, sabe-se que: £ F
AB=2+3
AE=5+2V3
5+2V3
5.1. Mostra que a medida da érea da face [ABFE] do
prisma éiguala 16 +9v/3. D c
5.2. Determina o perimetro da face [ABFE] do Ao,vy3 B

prisma.
Apresenta o resultado na forma c + bva,comnElNea, b, cER.



1.1. Radicais e poténcias de expoente racional

Racionaliza os denominadores das seguintes fragoes:

3 1 V5
6.1. 6.2. ————— 6.3.
2-V7 V3 -v2 2-V3
6.4. — 3 6.5. Y3—V5 6.6. V2
3vV2 -5 V5 -V3 2v/5 +v10
Acerca do retangulo [LUAR], representado R A
na figura, sabe-se que, numa dada unidade:
LU=5v2 V3423
UA=V2+2V3
7.1. Determina a medida da area do retangulo L 5v2 U
[LUAR].

7.2. Determina o valor exato de LA .
7.3. A medida do lado de um quadrado, [XPTO], éiguala UA . Determina a
medida da drea do quadrado [XPTO].

Verifica se:

8.1. 5 é solucao da equacéao ( 2v/x 3=2\/m, com x €Ry;

8.2. 2 — /5 ésolucdo daequacdo x*—2x—-5=0, com xER;

8.3. 1 — V3 ésolucdo de xQ:%.

\/Exa_%
6

Vo

com x €IR\{0} .

Considera a expressado A= , com a€lR".

a
9.2. Se a=+V2 +3, determina o valor de A’>x+/5. Apresenta o resultado na
forma de fracdo com denominador racional.

1
9.1. Mostraque A=—.
\/_

Na figura esta representado um circulo inscrito A
num quadrado.

Fi_xada uma unidade de medida, sabe-se que V2+2
AC=V2+2,

10.1. Mostra que a medida da area do circulo é
iguala (3+2V2)x.

10.2. Determina a razdo entre a area do quadrado
e AC. Apresenta o resultado na forma de
fracdo com denominador racional.

25



1. Algebra (radicais e polinémios)

1.2. PolindOmios

Q!==., 1.2.1. Operacoes com polindmios

Video Neste tema, serao aprofundados os conhecimentos sobre polindmios adquiridos em
Operagdes com . .

polinémios anos letivos anteriores.

Adicao, subtracao e multiplicacao de polinémios

Considerando os polinédmios A (x)=3x"-2,

Nota
P(x) representa um
polinémio na variavel x.

B(x)=2-3x+x’ e C(x):%—sz, entdo:

1.AXN+BX)=(3x>-2)+(2-3x+x?) = 4x*>-3x

O polinbmio soma tem grau 2. Polinémio reduzido
2. B(x)—C(x)=(2-3x+x?) - <%— 3x2> =2 —3x+x° —%+3x2= 4x° —%+2
O polinébmio diferenca tem grau 2. [
3. A)xC)=(3x2=2) x <% — 3x2> =%x3 —ox*— %+ 6x’= — 9x4+%x3+ 6x° —x
O polinémio produto tem grau 4. oo oo
' Exercicios
@ Considera os polinémios na variavel y:
A(y)=y*-3y, B(y)=5y°-2y+1e C(y)=2y-y’
Determina, na forma reduzida e ordenada, o polinémio:
25.1. A(y)+B(y) 25.2,. B(y)—C(y)
25.3. A(y)xC(y) 25.4.[A(y)+C(y)]-B(y)
25.5.[A()] +[CO)]’ 25.6. (y - ) xA(y) - [CO)]
@ Considera o polinémio R(x)= (3x — 5x2)° — 4x%x (2x)°.
Em cada umas das alineas seguintes, seleciona a op¢ao correta.
26.1. O polinébmio R(x) éigual a:
(A) 17x" +9x (B) x°x (9x° - 30x+9)
(C) 9x* - 33x" (D) 9x?x <9x2 —%x)
26.2. O graudo polinémio R(x) é:
(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 5
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1.2. Polindbmios

Divisao inteira ou divisao euclidiana de polindmios

Para dividir dois numeros, sendo o divisor diferente de R

. C Recorda
zero, podemos recorrer ao algoritmo da divisao inteira. o
Ao efetuar a diviséo inteira

Da mesma forma, é possivel efetuar a divisao inteira de um de 13 por 4,

polinémio, A(x), por outro polinémio (ndo nulo), B(x), pretendemos encontrar o

obtendo o polinémio quociente, Q(x), e o polindmio resto, quociente, g, eoresto, r,

R(x), taisque A(x)=B(x)x Q(x)+R(x): taisque 13=4xqg+r,
com r<4.

* O grau do dividendo, A(x), é maior ou igual ao grau

do divisor, B(x); 1314
-12 |3
* O polinémio resto, R(x), é o polinémio nulo ouum 1
polinémio com grau inferior ao grau do divisor, B(x). Assim, o quociente é 3 e
orestoé 1.

J

Para determinar o polinédmio quociente e o polinédmio resto da divisao inteira de
2x° = x*+x+3 por x— 1, seguimos 0s seguintes passos:

1.° Escrever por ordem decrescente das poténcias de x o dividendo e o divisor.
2x°—x*+x+3 | x—1
2.° Dividir o termo de maior grau do dividendo pelo termo de maior grau do
divisor, obtendo o primeiro termo do quociente: 2x°: x = 2x?
2x°—x*+x+3 | x—1

2x°

3.° Multiplicar cada termo do divisor por 2x?, adicionando os simétricos
desses produtos ao dividendo.

23— x*+x+3 | x-1

—2x%+2x? 2x?

x’+x+3

4.° Repetir o processo, dividindo o termo de maior grau do polinédmio diferenca
obtido pelo termo de maior grau do divisor (x%:x=x). Multiplicar cada termo
do divisor por x e adicionar os simétricos desses produtosa x°+x+ 3.

2x° =X +x+3 | x—1
—2x%+2x? 2x%+x
X’+x+3
—x*+x
2x+3

27
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divisivel

Divisdo inteira
de polinémios
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1. Algebra (radicais e polinémios)

5.° Repetir o processo até que o polindmio resto seja nulo ou tenha grau inferior

ao grau do divisor.
2x° - x*+x+3

—2x%+2x?

xX’+x+3

- X +x
2x+3
—2x+2
Resto —> 5

Assim:
2 X’ +x+3=(x =1 x (2x%+x+2) +5

x—=1

2x%+x+2 &— Quociente

Quando o resto de uma divisio inteira do polinémio A (x) pelo polinémio, nio
nulo, B(x) é zero, diz-se que A (x) é divisivel por B(x).
Assim, A (x)=B(x)xQ(x), sendo Q(x) o polinémio quociente.

Vamos determinar o quociente e o resto da
Dx)=x+1.

divisdo de C(x)=x’+2x—1 por

Observando o dividendo, verificamos que o polindmio ndo é completo.

Assim, devemos escrever o termo em falta com coeficiente zero.

XB+0ox?+2x -1

3 2
-—X —X

x+1

2
X —x+3

—x*+2x-1

+x%+x

3x—-1
-3x-3

Na divisdo de A (x) por

—4

Assim:
22— 1=x+1x(x*-x+3) -4

O quociente é x*’—x+3 eorestoé — 4.

28

B(x):
AX)=B(x)xQx)+R(x)

sendo Q (x) o quociente
e R(x) oresto, com grau
R(x) < grau B(x).



1.2. Polindbmios

' Exercicios

@ Determina o polinémio cuja divisdo por 5x — 1 tem como quociente 2x*+x e
resto — 1.

@ Determina o polinémio que é divisivel por 2x*+x+ 1, sendo 2x+1 o quociente
da divisao.

@ Usando o algoritmo da divisao inteira de polinédmios, determina o quociente e o
resto de cada uma das seguintes divisdes:

291. (xX*—2x%+x-5):(x%+1)
29.3. (2x°+3x+1):(2x=1)

29.5. (xX*—x):(x+1)

29.2. (2x°-5x+1): (2x%+x-1)
29.4. (x*—x*+1): (x*-2x)

29.6. (x*—x*+2x-1):(x*-3)

@ Verificase A(x) é divisivel por B(x), sendo:
30.1. A(x)=x"-3x°+2x e B(x)=x*-2x;
30.2. A(x)=—x"+5x°-6 e B(x)=x"—-2.

@ Sabendo que 2x*+x® — 2x* - 5x — 2 é divisivel por P(x) e que o quociente é
2x+1, determina P(x).

@ Considera a familia de polinémios P(x)=x*+kx+1, com kER.

32.1. Seja k=- 2. Determina o resto e o quociente da divisdo inteira de P(x)

por x> —x.
. 32.2. Qual é o valor de k paraoqual P(x) édivisivel por x+17?
Regra de Ruffini

Quando pretendemos determinar o poli-
ndémio quociente e o polindmio resto de
uma divisao de polindbmios em que o po-
linémio divisor é do tipo x — a, podemos
aplicar a regra de Ruffini.

Paolo Ruffini (1765-1822)

Médico e matematico
italiano que, em 1802,
recebeu da ltalian Society of
Forty uma medalha de ouro pelo

melhor método para determinar a raiz de
uma equacgao numérica de qualquer grau.
Foi, também, autor da “regra de Ruffini"
que muito te vai ajudar na resolucao de
problemas!
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1. Algebra (radicais e polinémios)

Vamos aplicar a regra de Ruffini para determinar o quociente e o resto da divisao:
Manual
glnteratlvo 1. (2x3_x2+x+3) :(x_ 1)

Video .o 2
Regra de Ruffini O divisoré x—1.

[

Assim, o nimero que anula o divisor é 1.

Nimero que
anula o divisor 2 —1 1 3

2 -1 1 3
. \L Baixar o coeficiente do termo de maior
grau do dividendo.
2
2 -1 1 3
l + Multiplicar 2 por 1, colocar o produto
, 5 (2x1=2) porbaixode —1 e adicionar
esses doisvalores (—-1+2=1).
xT_ 2 1
2 =1 1 3 Multiplicar 1 por 1, colocar o produto
\L + (1x1=1) por baixo de 1 e adicionar
1 2 1 esses dois valores (1+1=2).
xT| 2 2
2 -1 1 3
\L + + + Multiplicar 2 por 1, colocar o produto
] 5 1 5 (2x1=2) porbaixo de 3 e adicionar
esses dois valores (3+2=5).
% ’L 2 1 2 5
2 -1 1 3
\L + + +
1 2 1 2
X’L 2 1 2 5 <— Resto

Coeficientes do quociente




1.2. Polindbmios

Como o grau do dividendo é 3 e o grau do divisor € 1, o grau do quociente é
3-1=2.

Assim, Q(x)=2x’+x+2 e R(x)=5.

Desta forma, podemos concluir que
2x° —x?+x+3=(x—1)x (2x*+x+2) +5.

2. (x3 +2x -1 ) (2x+2) Calculos auxiliares
e 1x(=1)=—1

Comecemos por determinar o nimero que anula o Ix(e1)=1
[ J— X (— —

divisor:
* 3x(-1)=-3
2x+2=0 & 2x=-2 & x=-1 e —1+(-3)=-4
1 0 2 -1
l + + +
-1 -1 1 -3
xt| 1 -1 3 — 4 <— Resto
Coeficientes do quociente
Na divisdo de x*+2x—1 por x+1,
. z 2
(?quomentee x°—x+3 eoresto Na divisaa de Ax) por ax—b,
e -4, com a#0:
Como 2x+2=2(x+1), determinamos o AX)=(ax-b)xQ(Xx)+R(x) &
quociente da divisao de X +2x—1 por = A(x)=a<x_§)xo(x)+R(x)

2x+2 do seguinte modo: sendo Q(x) o quocientee R(x) o

resto.

N|w

2
X—x+3=2xQ(x) Q(x):%—%+
Orestoé R(x)=—-4.

' Exercicios

@ Recorrendo a regra de Ruffini, faz as seguintes divisées, indicando o quociente e o
resto.

331. (2xX°-3x%+x-1):(x=2)

4

33.2. (x* = x*+2x*—x+3):(x=1)
33.3. (= x®—2x%+2):(x+1)
33.4. (- 2x*+x%+3):(x+2)

33.5. (x*-1):(x+3)

(
(
(-
(
(
33.6. (- x*+2x°—4):(x-5)
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1. Algebra (radicais e polinémios)

@ Em cada uma das situagdes seguintes, determina os valores de k, com k€IR,

tais que:
(o Hrcm 34.1. o polinémio A (x)=3x° — kx +2 é divisivel por x — 2
Video L. 2 Lo,
Teorema do 34.2. o polinémio B(x)=2x"+x — 3 édivisivel por x+k;

Resto
34.3. adivisdointeirade C(x)=2x>+kx’+3x-5 por x —5 tenharesto 10.

El2m

3

@ Recorrendo a regra de Ruffini, mostra que 3x® — 4x”+ 6x — 8 é divisivel por 2X= 2.

@ Aplica a regra de Ruffini e determina o quociente e o resto das divisdes seguintes:
36.1. (—x*+2x°—4x%+1):(2x=1)
36.2. (3x° - 12x°+22x-7) :(3x— 1)

36.3. (2x°+5x2 - 4x+5) : (2x+5)

(-
(
(
(

36.4. (x°—4x*—x%+1):(2x-4)

Teorema do resto Nota

Na divisdo de um
polinébmio por um
polinémio de grau 1,

Consideremos a divisédo inteirade A(x) por B(x)=x—a.

Pelo algoritmo da divisdo inteira, sabemos que

AX)=Bx)xQ(x)+R,istoé, Ax)=(x-a)xQ(x)+R. o resto é nulo ou tem
Destaforma, A(a)=(@a-a)xQ(@)+R & A(a)=R. grau 0, logo podemos
representa-lo por R.

Concluimos que:

Teorema do resto

O resto da divisdo inteirade A (x) por (x —a) éiguala A(a).

O resto da divisdo inteirade A (x)=x"+3x’+5x—1 por (x+5) é
A(=5)=(-5)’+3x (-5 +5x(=5)-1=-76

Zero ou raiz de um polinémio

Diz-se que a é zero ou raiz do polinémio A(x) seesése A(a)=0.
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1.2. Polindbmios

Teorema

Um polinémio A (x) é divisivel por x —a seesdése A(a)=0.

Podemos, facilmente, demostrar o teorema anterior.

Se A(a)=0, entdo, pelo teorema do resto, sabemos que o resto da divisao de A (x)
por x — a é zero. Assim, A(x) é divisivel por x — a.

Por outro lado, se A (x) é divisivel por x — a, entao, pelo algoritmo da divisdo inteira,
sabemos que A(x)= (x—a)xQ(x)+0. Logo, A(a)=(@a-a)xQ(a) < A(a)=0,
como queriamos demonstrar.

Vamos, agora, determinar o resto da divisdo de um polinémio, A(x), por ax—b
(com a#0).

Sabemos que A (x)=(ax — b)x Q (x) + R, pelo algoritmo da divisdo. Assim:

—alx_2 by_,(b_b b _ _
A(x)-a(x a) xQ(x)+R. Logo, A <a> -a<a a) xQ<a>+R-O+R-R.
Podemos concluir que:

O resto da divisdo de um polinémio A (x) por ax—b, com a=0, é A (g) .

( Exemplos )

1. Sem fazer a divisdo, vamos determinar o resto de: Na divisdo de A (x) por
(3x*=2x2=5):(x-3) r-an
) o4 ) orestoé A(a);
Seja P(x)=3x"-2x"-5. A(a)=0 seesbse A(x)

Pelo teorema do resto, o resto é dado por: é divisivel por x —a.
P(3)=3x3"-2x3°-5=220

2. Sabendo que 1 é zero do polinémio M (x)=2x° - 2x*>— 3x+ 3, podemos
escrever M(x) como um produto de dois polinémios.
Como 1 ézerode M(x), entdo M(x) é divisivel por x — 1.
Assim, podemos usar a regra de Ruffini para dividir M(x) por x — 1.

2 -2 -3 3
| + + +
1| l 2 0 -3

A2 0o 3] o0

Assim: M(x)=(x —1)x (2x*> = 3)

CVM10-3 3 3



1. Algebra (radicais e polinémios)

3. Sem efetuar a divisdo, vamos determinar o resto de:
(3x*—2x2-5):(2x+2)

O resto da divisdo de

Seja P(x)=3x"-2x"-5. A(x) por ax—b, com a=0,
Como 2x+2=2(x+1), oresto é dado por: éA(%).

P(-1)=3x(-1)'-2x(-1>-5=-4

' Exercicios

@ Recorre ao teorema do resto para determinar o resto das seguintes divisdes:

371. (2x°—3x%+x-1):(x-2)

4

37.2. (x*—x®+2x*—x+3):(x-1)

37.3. (—x*—2x2+2):(x+1)

(
(-
37.4. (- 2x*+x°+3):(x+2)
375. (x*-1):(x+3)
37.6. (-x"+2x°—4):(x-5)

@ Considera a familia de polinémios M(x)=3x> - kx+5, com kER.

Determina o valor de k, tal que:
38.1. M(x) é divisivel por x+ 1.
1

38.2. o resto da divisdo de M (x) por x — 5 é1.

@ Mostra que A (x)=3x>+5x°—x+2 é divisivel por x+2 e determina B(x) tal que

AX)=(x+2)xB(x).

@ Sem efetuar as divisoes, determina os seus restos.
40.1. (—x*+2x°—4x*+1):(2x-1)

40.2. (3x° - 12x%+22x-7):(3x=1)

(
40.3. (2x°+5x%—4x+5) : (2x+5)
(

__ 40.4. X —ax*—x*+1):(2x-4)

Multiplicidade da raiz de um polinémio
Consideremos o polindmio A (x)=x"—2x+1.

E possivel escrever A (x) como um produto de polinémios de grau 1.
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Sabemosque A(1)=1-2x1+1=1-2+1=0.

1 -2 1
\L + +
1 (R
A1 -1 ] o

Da regra de Ruffini resulta que A(x)=(x—-1)x(x—1)=(x-1)*.

Dizemos que 1 é uma raiz de multiplicidade 2 do polinémio A(x).

Multiplicidade da raiz de um polinémio

1.2. Polindbmios

Dado um polinémio, A (x), e uma sua raiz, ¢, a multiplicidade da raiz ¢« corres-
ponde ao maior nimero n para o qual existe um polinémio, Q(x), tal que

AX)=(x-0)"xQ((x).

( Exemplos )

1. Consideremos o polinémio M(x)=(x+3) (x+3) (x=1)=(x+3)*(x=1).

Podemos afirmar que:

* —3 éraizde M(x) com multiplicidade 2, isto é, € uma raiz dupla;
* 1 éraizde M(x) com multiplicidade 1, isto é, é uma raiz simples.

2. Consideremos o polinédmio N(x)=x"—4x®> - 2x*+12x+9.
Sabe-se que N(x) tem —1 e 3 como raizes.

* Podemos usar a regra de Ruffini para determinar a multiplicidade de cada uma

dasraizesde N(x):

1 —4 ~2 12 9
+ +
—1 —1 5 -3 -9
A1 -5 3 9 | o
+ +
—1 — 1 6 -9
A -6 9 0
+ +
— 1 —1 7
A -7 | 1620

Assim, — 1 é raiz de multiplicidade 2 do polinédmio N(x).
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1. Algebra (radicais e polinémios)

1 -6 9

l +
S o, 3 3 -9
A1 -3 [0
Fatorizar \I/ +
polinémios

3 3
A1 Lo

Assim, 3 é raiz de multiplicidade 2 do polinémio N(x).

» Atendendo aos resultados anteriores, podemos escrever N(x) como um
produto de polinémios: N(x)=(x+1)°x (x — 3)°

' Exercicios

@ Para cada um dos polindbmios seguintes, indica a multiplicidade das raizes

apresentadas.
411, ' +3x°+3x%* +x (raizz = 1) 41.2. x° - 5x*—x+5 (raiz 5)
41.3. x° - 9x*+12x+ 4 (raiz: 2) 41.4. x* - 5x°+x*+21x - 18

(raizes: 3 e —2)

@ Indica a multiplicidade de cada uma das raizes dos polindmios e escreve-os como
um produto de polinémios.

42.1. Asraizesde A(x)=x*-3x’+4s302e - 1.
42.2. Asraizesde B(x)=x"+2x*-2x-1s3o 1 e —1.

42.3. Asraizesde C(x)=x*-19x-30s30 5, -2 e — 3.

—

1.2.2. Fatorizacao de polinédmios

Fatorizar um polinémio corresponde a escrevé-lo como um produto de polinédmios
(fatores), em que pelo menos um dos fatores é ndo constante. Repare que os fatores
tém todos grau ndo superior ao do polinémio inicial.

Teorema
Se um polinémio, A(x), degrau n€IN, tem k raizes distintas, «;, o, ..., o,
de multiplicidades n,, n,, ..., n,, respetivamente, entdo n, + n,+ ...+ n,<n

e existe um polinémio, Q(x), sem raizes, tal que:

AX)=(x—ay)" x (x—0) " % ...x (x — o) ™" x Q ()
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1.2. Polindbmios

Seja A(x)=ax’+bx+c, coma=0.

«Se o e B sdoraizesde A(x), entdo A(x)=a(x—a)(x-pB).

«Se o éraizduplade A(x), entdo A(x)=a(x — o).

« Se A(x) ndo tem raizes reais, entdo nao é possivel fatorizar A (x).

4 N
Recorda
Férmula resolvente de
, . L 5 2°
Vejamos como proceder para fatorizar um polinémio | ®32¢9¢S do 2" grau
de grau 2 ax‘+bx+c=0
2 _—b+Vb®’—4ac
1T.AX)=2x"-2x-12 X=———
g J

Comecemos por determinar os zeros de A(x).
Como é um polinémio do 2.° grau, basta aplicar a férmula resolvente.

(=2 V(= 2 —4x2x(=12)
2x2

2x2-2x-12=0 < x=

- x:2i\/j+96 PR x=2¢410

Pelo teorema anterior, sabemos que A(x)=2(x-3) (x+2).

& x=3Vx=-2

2. C(x)=x’+4x+4

—4+V4A - 4x1x4

2x1
Pelo teorema anterior, sabemos que C(x) = (x + 2)°.

X’+4x+4=0 & x= & x=

3. B(x)=—x>-2x-3.

Como A=(—2°-4x(—1)x(-3)=4-12=-8<0, B(x) ndo tem zeros
reais. Logo, ndo é possivel fatorizar B(x).

' Exercicios

@ Decompde em fatores os seguintes polindmios.

43.1. x° -1 43.2. — x*+3x+10 43.3.2x* - 8x+6

2
43.4.% _2x42 43.5. — 4x° —x+3 43.6. — x’+4x-20

2

@ Em cada um dos casos seguintes, escreve uma fatoriza¢ao possivel para A (x),
sabendo que:

44.1. - 5 éumaraiz simples, 1 éumaraizduplae A(x) temgrau 3;

44.2. 2 e 3 sdoraizes simples, —2 é umaraizdupla, A(1)=1 e A(x) temgrau 4.
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1. Algebra (radicais e polinémios)

Fatorizacao de um polinémio de grau superiora 2

Tal como na fatorizagdo de um polindbmio de grau 2, também na fatorizacdo de um po-
Q o linébmio de grau superiora 2 devemos, sempre que possivel, conhecer 0s seus zeros.

Video
Multiplicidade da

raiz de um
polinémio:
propriedades

L Vejamos como proceder para fatorizar o polinémio A(x)= xX*-2x-x+2,

sendo 2 uma das suas raizes.

Como 2 éraizde A(x), podemos usar a regra de Ruffini para determinar Q(x),
talque A(x)=(x-2)x Q(x).

1 -2 -1 2
l + + +
2 2 0 -2

A1 0 -1 o0

Assim, A(X)=(x—-2)x (x*=1).

Recorda
Como x°— 1 é adiferenca de dois quadrados, Caso notavel
entdo x*—1=(x-1) (x+1). - Diferenca de quadrados:
Logo, A(x)=(x—2)(x=1) (x+1). a’-b’=(a-b)(@a+b)

Repara que as raizes do polinédmio (2, 1 e — 1) sdo divisores do termo independente
de A(x), queé 2.

De uma forma geral:

Dado um polinémio, A (x), com coeficientes inteiros, as suas raizes inteiras, caso
existam, sdo divisores do termo independente do polinémio.

Consideremos um polinémio A(x)=a,x"+...+a,x’ +a,x+a,.
Seja o uma raiz inteira do polinémio A (x).
Pelo teorema do resto, sabemos que:

Al@)=0 & a,0"+...+a,0° +a,00+a3,=0 &

n 2
& gp=—4a8,00 — ... —a, 0 —a 0 &

1 1

& ap=a(-a,0" - ... —a,a’ - a,)

Logo, a, € um multiplo de o, ou seja, o € um divisor de a, .
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1.2. Polindbmios

Vamos fatorizar o polinémio B(x)=—2x>+4x°+2x— 4.

Como o polinbmio tem coeficientes inteiros, se tiver raizes inteiras, estas serao
divisores do seu termo independente, isto &, serao divisores de — 4.

Os divisores inteirosde —4 sdo: —4, -2, -1,1,2 e 4.
Como B(x) temgrau 3, entdo terd no maximo trés raizes.

Podemos verificar quais dos divisores inteiros de — 4 poderao ser raizes do
polinbmio, usando o teorema do resto.

B(-4)=-2x (-4’ +4x(=4)’+2x(-4)-4=180%0
B(-=2)=—2x(-2+4x(-2+2x(-2)-4=24%0
B(=1)==2x(=1)°+4x(=1)°+2x(-1)—4=2+4-2-4=0
B(1)=—2x1°+4x1°+2x1-4=-2+4+2-4=0
B(2)=—2x2°+4x2°+2x2-4=-16+16+4—-4=0

Como o polindmio B(x) tem grau 3, este tem, no maximo, trés raizes.

Desta forma, como ja foram encontradas as trés raizes, nao é preciso
determinar B(4).

Assim, —1, 1 e 2 sdoasraizesde B(x).
Logo, B(x)==2(x—-2)(x—=1)(x+1).

' Exercicios

@ Fatoriza cada um dos seguintes polinémios:
45.1. x° — x* — 4x+ 4, sabendo que uma das suas raizes é 1;
45.2. x° — 13x— 12, sabendo que — 1 e 4 sado duas das suas raizes;

45.3. — x* +6x° — 9x> — 4x+ 12, sabendo que 2 é uma raiz dupla do polinémio.

@ Decompée em fatores cada um dos seguintes polinémios:
46.1. x° —4x* - 11x+30

3 2
46.2. x" —x"-9x+9 Se um polinémio tem

46.3. x' —5x2+ 4 coeficientes inteiros, as
suas raizes inteiras, caso
3 2 . - . .
46.4. — x" - 6x"-3x+10 existam, sao divisores do

seu termo independente.
46.5. 2x° — 7x*+2x+3 . noep
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1. Algebra (radicais e polinémios)

1.2.3. Resolucao de inequacoes de grau superiora 1

Para resolver inequacdes de grau superiora 1, podemos comecar por colocar todos
os termos no 1.° membro da inequacéo. Posto isto, o polinémio obtido no 1.° membro
deve ser fatorizado. Desta forma, para estudar o sinal do polindmio, procedemos ao
estudo do sinal de cada um dos seus fatores.

1.° passo: Colocar todos os termos no 1.° membro.
2.° passo: Fatorizar o polinébmio obtido no 1.° membro.

3.° passo: Analisar o sinal do polinébmio, recorrendo a uma tabela de sinais.

Vamos resolver,em IR, algumas inequacdes.
1. x?>9
1.°passo: x°>9 < x°-9>0

2.°passo: Como x° — 9 é adiferenca de dois quadrados, entéo:
X*-9=(x-3)(x+3)
3.° passo:

yA A/

/3 (0] xt

/

X — o0 -3 3 + 00
x-3 - - - 0 +
xX+3 = 0 + + +

(x-3)(x+3) + 0 - 0 +

Assim, pela analise da tabela, concluimos que:
x’-9>0 & x€l-o0, —3]U[3, +oo[

2. (—x+1D(x*+2x-3)>0

2.° passo: - \/22 AxIx(=3)

X’+2x-3=0 & x=—= — X1 XY o
2x1

@x:L ‘16<:>x:—3\/x:1

Assim, (=x+1)(x?+2x=3)>0 & (=x+1)(x+3)(x=1)>0.
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1.2. Polindbmios

3.° passo:

A A
y y/
\ y=x+3

X — 00 -3 1 + 00
-x+1 + + + 0 =
x+3 = 0 + + +
x-1 = S = 0 +
x+1)x+3)(x-1) + 0 - 0 =

(—x+1)(x+3)(x=1)>0 & xE€J-00, =3[

.x(x2—3x—1)<—3
1.°passo: x (x*-3x-1)<-3 < x*-3x2—x+3<0
2.° passo: Osdivisoresde 3 séo: -3, -1, 1 e 3.

Como 1°-3x1?>-1+3=0, pelo teorema do resto, sabemos que 1 é raizdo
polinébmio.

1 -3 -1 3
l + + o+
1 1 -2 -3

A1 -2 -3 0

Assim, x°—3x* —x+3=(x-1) (x*=2x-3)

+ — —_—
2320 x=2-\/4 24><X11X( 3)

2+V16
2

& x= & x=3Vx=-1

Logo, x*—3x*—x+3=(x-1)(x=3)(x+1).
Entdo:

x(x2—3x—1)<—3 & xX°*-3x*-x+3<0 &
= -1 x-3)(x+1)<0
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1. Algebra (radicais e polinémios)

3.° passo:

A

y=x-1

i y
y=x-3 /
y=x+1
> /
ol x 0/3 * /‘] 0} X
/ 7
-1

v

v

X — oo 1 3 + oo
x-1 = = = 0 + + +
x-3 - - - - - 0 i
x+1 = 0 + + + + +
x-1Dx-3)(x+1) - 0 + 0 = 0 +
x-1x-3)(x+1)<0 & xE€J]-oc0, —1[U]1, 3[
' Exercicios
@ Resolve, em IR, cada uma das seguintes inequacoes:
471. (-x+3) (x*=1)>0 47.2. (x*-16) (x-2)<0
47.3. x* - 2x>3 47.4. 2 (x° - 2x - 2) <x?*+3%°
47.5. x (x* = 13x) +24>2x(x*-7) 47.6. (x-3)°(x*+x-2) <0
@ Considera a tabela de sinais do polinémio A(x).
x |- J-2| ] 3] +e
A@) | - |o| + [o| + o -
Resolve as seguintes inequacdes:
48.1. (—x-1)xA(X)<0 48.2. A(x)x (x*-9)>0
48.3. A(x)x (x*+4) <0 48.4. A(x)x (—x—-2)x (x*=1)>0

@ Considera o polinémio B(x)=x"*-8x%+15x*+4x - 20.
49.1. Mostraque 2 éraizduplade B(x).
49.2. Resolve ainequacdo B(x)<O.

49.3. Com base na alinea 49.2., qual é o conjunto-solucdode —B(x)>0"?
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1.2. Polindbmios

Considera os polinédmios:
Mx)=5x>=3x+2; Nx)=2—-x">e P(x)=2x°—3x*+1

1.1. Calcula, apresentando o resultado na forma de polinémio reduzido, e
indica o grau do polinémio resultante:

a) M(x)+N(x) b) N(x) — P(x)
c) [NW)]? d) M(x) x N(x)

1.2. Determina o quociente e o resto da divisdo P(x): N(x).

1.3. Determina o polinémio T(x), talque P(x)=T(x)x(x—-1).

Escreve o polinémio reduzido correspondente a cada uma das seguintes

expressoes:
2.1, (2x°—x) x (x*=3x+1) 2.2, (3x?—5x) —(2x— 1) x(x+1)
2.3. x(2x-3) - (X +3x) x(1 —x) 2.4. Bx— 112 +2x+3)x(=2-x)

2.5. % (3x*-6) + (%3 - 2x) x(2x —4)

Indica o grau de cada um dos polinédmios obtidos no exercicio 2..

Através do algoritmo da divisao inteira, determina o polindmio quociente e o
polindmio resto das divisdes seguintes:

41. (5x°-2x°+x-3):(x*-x+2)  4.2. (-6x°+3x+1):(2x-23)

4.3. (2x*—3x%+2x-1): (x®*+x-3) 44 (X°+2x°+x+2):(x*=1)
4.5. (2x°+x*=3x-4): (x*+x)

Determina o polindmio A(x), sabendo que, na divisdo do polinémio

3x*+9x® - 2x%*-6x — 2 por A(x), o polinémio quociente é x + 3 e o resto
é —-2.

Determina o polinémio quociente e o polinémio resto de cada uma das
divisdes, recorrendo a regra de Ruffini.
6.1. (3x* —2x°+x%+3x=1):(x+1) 6.2. (—x®+2x%+x+3):(x=1)
6.3. (—x"+2x°—x+2):(x+2) 6.4. (x*+x°—2x+1):(x-13)
6.5. (2x° —x’+x—-1):(2x - 4) 6.6. (—x*+2x*-3):(3x+3)
6.7. ( 6.8. (

—4x2+2x+3):<lx—l> C(2x°—-16):(2x = 1)

2 2

43



1. Algebra (radicais e polinémios)

44

Recorre a regra de Ruffini para determinar o quociente e o resto da divisao
de - 3x°+2x’-x+1 por:

71. x-2 7.2. x+1 7.3. 2x+4 7.4. 2x -1

Em cada um dos casos seguintes, determina o resto sem efetuares a
divisdo.

8.1. (x"—2x°+5x-3):(x-3) 8.2. (—2x°+x%+5):(x+1)
8.3. (2x°—x—-1):(2x+1) 8.4. (2x3—16):(%x—1)

8.5. (2x° —x2+x-1):(2x - 4)

Recorre ao teorema do resto e, em cada caso, determina o valor de K€ IR,
tal que:

9.1. adivisdode 5x° — kx+1 por x—2 temresto 5;

9.2, — 2x°+5x + k édivisivel por x+1;

9.3. — x’+8 édivisivel por x — k.

Em cada um dos polindmios seguintes, determina a multiplicidade da raiz
indicada.

10.1. —x° - 7x°+15x -7 (raiz: 1)

10.2. — x°+8 (raiz: 2)

10.3. — x*+13x% - 36 (raiz. — 2)

Considera o polinémio A (x)=x°*+2x?-9x — 18.
11.1. Mostraque — 2 éraiz do polinémio A(x).
11.2. Escreve A(x) como um produto de dois polinémios.

11.3. Decompde em fatores de grau 1 o polinémio A (x).

Considera que — 1 é uma raiz do polinémio B(x)=x>+x>-9x - 9.
12.1. Determina as outras raizes de B(x).

12.2. Decompde B(x) num produto de fatores de grau 1.



Decompde em fatores de grau 1 o polinémio:

13.1. —-2x°+8 13.2. x° —x

13.3. —x*+x+6=0 13.4. - 2x* - 10x - 12
13.5. 6x° —x -2 13.6. x° - 2x° - 5x+6
13.7. —x°+3x°+x-3 13.8. —4x°+3x+1

Representa na forma reduzida o polinédmio A(x), tal que:

14.1. - temgrau 3;
as suas Unicas raizessao — 1 e 2;
araiz 2 ésimples;
A(3)=8.

14.2. - tem grau 4;
as suas Unicasraizesséo — 1 e 1;
as duas raizes sao duplas;
oresto dadivisdode A(x) por x—2 é —9.

Considera a familia de polinémios C(x)=2x%+kx -3, com kER.

15.1. Determina o valor de k, sabendo que:
a) C(x):(x-3) temresto —3;
b) C(x) é divisivel por x+1.

15.2. Admitindo que k=1, decompde C(x) em fatores.

1.2. Polindbmios

Considera os polindmios A(x)=x®-2x*>-9x+18 e B(x)=x’-4x +4.

16.1. Mostraque A(x)xB(x)=x"— 6x"+3x> +46x*> — 108x + 72.
16.2. Mostra que 2 é raiz dos polinémios A(x) e B(x).

16.3. Decompde em fatores os polindmios A(x) e B(x).

16.4. Sem efetuar célculos, indica a multiplicidade daraiz 2 de A(x) x B(x).

16.5. Resolve as seguintes inequacoes:
a) Ax)>0 b) B(x)<0
c) Ax)xB(x)>0 d) Ax)x(-x+2)<0
e) (x*—2x+1)xB(x)>0
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Teste

Simplifica e escreve cada uma das expressoes na forma de um Unico radical.

3

11 3 1
5| 4 8
11, Y25 1.2, X3 1.3, ¥2x2
va V2 (V5)
Mostra que:
(vV2+3)'=1_6V10
2.1. = +2v5
V5 5

99 (VB+1)(-V3+1) —1-+5

- N 2
Na figura esta representado um triangulo retangulo, C
[ABC]. inscrito numa circunferéncia de diametro 5
AB. B
Sabe-se que:

AC=25 A

BC=2
Determina AB, apresentando o resultado na forma
avb, com a€RR e bER".

I-L G

Considera o paralelepipedo retangulo E¢ oF
[ABCDEFGH]. V45
Considerando os dados da figura, D C
determina o volume do prisma na = \.ﬁ
forma av'5, com a€R. A’ N B 20

Qual das opc¢des seguintes apresenta o resto da divisao inteira de
P(x)=—x*+3x+1 porx—-2?
(A) —21 (B) -9 (C) 2 (D) 11

Determina o polinédmio T(x), sabendo que:

-3 +2=T@X)x(x-1)

Considera a familia de polinémios P(x)=x* - kx>+4, com kER.
Qual dos seguintes é o valor de k para o qual P(x) é divisivel por x —2?
(A) -2 (B) 2 (C) -3 (D) 3



Considera o polindmio Q(x)=-x’+x*+4x - 4.
8.1. Determina o quociente e o resto da divisdo de Q(x) por x° —2.
8.2. Sabendo que 1 éraizde Q(x), decompde Q(x) em fatores de grau 1.

8.3. Resolve,em IR, asinequacdes:
a) Q(x)<0
b) (-x+3)xQ(x)>0

-Qx)
A = ¢

Considera o quadro de sinais do polinédmio A (x), do 3.° grau.
G e 2 O I O
a0 | - o] + o] - [o] »

9.1. Por observacdo do quadro de sinais anterior, indica o conjunto-solug¢ao
da inequacéo:
a) A(x)>0 b) —-A(x)>0

9.2. Resolve, em IR, ainequacao (x2 — 3x) xA(x)<0.

Determine o polinémio, P(x), de grau 4 tal que:
3 e 1 sao suas raizes simples;
— 2 éraizdupla;
P(0)=-2

Considera a piramide quadrangular regular E
representada na figura.
Fixada uma unidade de medida, as
dimensodes da piramide sdo dadas em
funcdo de x, com x €IR".
Sabe-se que:
a medida do volume da piramide é
dada pelo polinédmio
V(x)=12x%-8x°-17x - 5;
a medida da aresta da base da piramide é
dada pelo polinémio A(x)=2x+1.

A 2x+1 B

Determina o polinémio que representa a altura da piramide quadrangular.
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2. Geometria analitica

Antes de comecar

Geometria no plano

a No referencial seguinte estao representados
ospontos A, B, C,D,E,F, Ge H.

A

y
44C
3
2

1.1.

1.3.

1.4.

1.5.

1.2.

—40G

Indica as coordenadas de cada um dos
pontos representados.

Dos pontos representados, indica:

a) um ponto com abcissa negativa;

b) um ponto com ordenada nula;

¢) um ponto que pertenca ao
3.° quadrante;

d) um ponto com coordenadas simétricas;
e) dois pontos com a mesma abcissa.
Determina as coordenadas do ponto E',

sabendo que é simétrico do ponto E
pela reflexdo no eixo das ordenadas.

Determina as coordenadas do ponto H',
sabendo que é simétrico do ponto H
pela reflexdo no eixo das abcissas.

Considera o tridangulo [AEG].

a) Classifica o triangulo quanto aos lados
e quanto aos angulos.

b) Determina a medida do perimetro do
triangulo.

Recorda

Um ponto, P,
representado num
referencial cartesiano xOy
€ dado por duas
coordenadas P(x, y), em
que x representaa
abcissa e y representaa
ordenada do ponto P.

Recorda

Simetria axial

O simétrico de um ponto,
P, emrelacdao aumareta,
r, éoponto P' quese
situa numareta
perpendiculara r e que
passapor P, talquea
distanciade P a r éigual
adistanciade P' a r.

P
\
.
\
<
\
.
\
X
\
Ny
[’ Ny
>
\
\
\

Recorda

Teorema de Pitagoras
Num triangulo retangulo,
0 quadrado da medida da
hipotenusa é igual a soma
dos quadrados das
medidas dos catetos.

c h
2 h’=c,’+c,’
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e Marca num referencial cartesiano os
seguintes pontos:

A(1,-3),B(-2,1),C(0,4),
D(-2,0), E(0,-3), F(-1,-5),
G@B,2),H(-3,-3)el(4,-4).

o Determina o declive dareta AB,
sabendo que:
3.1. A(-3,0) e B(—4,4);
3.2. A(5,-1) e B(O, -1);

2 1 2
3.3.A<§,—§> e B(O,§>.

o Escreve a equacao reduzida da reta:
4.1. vertical que passa no ponto A(-2, 3);
4.2. horizontal que passanoponto B(—1, —4);
4.3. horizontal, sendo a ordenada na origem

igual a da reta de equacéo yzgx -1.

Recorda

Equacao de uma reta ndo

vertical:

y=ax+b, sendo a o

declivedaretae b a

ordenada na origem.

* Se uma reta passa nos
pontos A (x,, ¥o) €
B(x;. y,). entdo o seu
declive é a= Y1~ Y .

X, — X

* Se areta é horizontal, a
sua equacao é do tipo
y=b, sendo b um
numero real.

Equacao de umareta
vertical:

x=k, sendo k um
namero real.

~N

o No referencial o.m. xOy da figura encontra-se representada areta u.

A

Sabe-se que os pontos de coordenadas (1, 2) e (-2, — 3) pertencemareta u.

5.1. Escreve a equacgdo reduzidadareta u.

5.2, Escreve a equacao reduzida da reta t que contém o ponto de
coordenadas (2, —2) e tem a mesma ordenada na origem dareta u.
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Antes de comecar

Calculo vetorial no plano

e Observa a figura seguinte e completa,
no teu caderno, as afirmacgodes.

6.1.

6.2.

6.3.

g

™

<}
|

Os vetores...e...témamesma
direcdo, o mesmo comprimento,
mas sentidos opostos.

O comprimento do vetor...éo0

dobro do comprimento do vetor ....

Estes vetores tém o mesmo
sentido e a mesma diregao.

Os vetores... e...tém direcdes
diferentes.

Recorda

Dois segmentos de reta
orientados sao equipolentes
quando tém a mesma direcao, o
mesmo sentido e 0 mesmo
comprimento.

Um vetor é uma colecéao de
segmentos orientados
equipolentes.

B

Dois vetores dizem-se simétricos
se tém amesma direcdo e 0
mesmo comprimento, mas
sentidos opostos. O simétrico

de v é-1.

A soma de um ponto comum
vetor é um ponto.

Assim, Q=P+U, sendo P e Q
pontos e U um vetor.
Conclui-se que Q é oresultado
datranslacdo de P segundo o
vetor U.

0 O retangulo [AGIC] da figura esta dividido em quatro retangulos
geometricamente iguais.

A B c
D E F
G H /

7.1. Copia e completa as igualdades, usando as letras da figura.

a) 2,@»:...

c) —2@;..

b) — DE =...
1=
d) 5Ci =...




7.2. Determina:

a) Tgr(A) =... b) T_5H) =...

¢) Tz ((DGHE)) =... d) 7_ ((AGE)) =...
7.3. Determina:

a) D+DF =... b) H— EH =...

c) A+2AB =... d) C-2FC=...
Na figura encontra-se representado o tridangulo J

equilatero [ADJ], dividido em nove tridangulos
equiladteros geometricamente iguais.

Completa as igualdades: H !

—»_ 1 —»_
8.1. 3DC =... 8.2.§AJ—... G - E
8.3. —2FF =... 8.4. H+ HC =... /\/V\
8.5. E+JH =... 8.6. G+2BF =... 4 5 c N
87. F-ED =... 8.8.83-2JH=...

Na figura encontra-se representado um retangulo dividido em seis
quadrados geometricamente iguais.

A B c
D E F
G H I
J K L

Completa, no teu caderno, as igualdades seguintes:

9.1. D+KL =... 9.2, B+2DG =...
9.3. H-IL =... 9.4./1-2GJ =...

9.5. AB+BH =... 9.6. AB + DG =...
9.7. BC +2EH =... 9.8. AB + HL =...
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Antes de comecar

Geometria analitica no espaco

@ Observa a figura seguinte, em que esta
representado um prisma triangular reto.

D

B E F

Sabe-se que [ABC] e [DEF] s&o triangulos
retangulos isdsceles, CF=10 cm e
DF=6 cm.

10.1. Indica a posicao relativa dos planos:
a) ABC e DEF;
b) BED e DEF;
c) CFDe DAB.

10.2. Determina o volume do prisma
triangular.

10.3. Recorrendo as letras da figura, indica:
a) uma reta contida no plano BED;
b) uma reta secante ao plano CFD.

10.4. Indica a posicdo relativa entre:
a) areta CF eoplano FDA;
b) areta AD eoplano CBE.

10.5. Vamos considerar o plano paralelo a
CBE e que contém o ponto médio de
[DF]. Este plano divide o prisma em
dois: um prisma triangular reto e um
prisma trapezoidal reto.

Determina o volume dos dois prismas
obtidos.

Recorda
Posicao relativa de
planos

Se dois planos tém em
comum apenas uma reta,
dizem-se concorrentes e
sao:

° perpendiculares se
formam entre sium
angulo de 90°;

* obliquos, caso contrario.

Se dois planos ndo sao

concorrentes, dizem-se

paralelos e sao:

* estritamente paralelos
se nao tém nenhuma
reta em comum;

>

B

* coincidentes se tém
todas as retas em
comum.

Q-
Posicao relativa de uma
retaemrelacdo aum
plano
No espaco, uma reta pode
estar contida no plano,

ser paralela ao plano ou
ser secante ao plano.

Reta contida
no plano

Reta
paralela
ao plano

Reta
secante
ao plano

&0t




Calculo vetorial no espaco e )
pa¢ Recorda

* Dados dois pontos, A e
B, ovetor Té pode ser
determinado como a
diferenca entre os dois
pontos: A_B>= B-A.

m Na figura encontra-se representado um
solido constituido por dois prismas: prisma
triangular reto [ABCDEF], paralelepipedo
retangulo [EBCFGHIJ].

J

Sabe-se que:
« BC=EA=4cm e AB=6cm
* [EAB] é um triangulo retangulo e [EBHG] é um quadrado.

11.1. Indica:
. —_—
a) um vetor com o mesmo comprimento de AB ;
—_—
b) um vetor com a mesma direcdo do vetor AE ;

—
¢) um vetor simétrico de GH , isto é um vetor com a mesma dire¢ao, o
mesmo comprimento, mas sentidos opostos.

11.2. Indica a posic¢ao relativa dos planos:
a) EADe ABC; b) EBCe ABC; c) EBCe GHI;

11.3. Indica a posic¢ao relativa entre:
a) areta FC e oplano ABC;
b) areta JF eoplano EBC;
c) areta C/ eoplano GEF.

11.4. Determina:
a) o comprimento do segmento de reta [EB], EB;
b) o volume do prisma retangular representado [EBCFGHIJ].
¢) o volume do sélido apresentado na figura.




2 Geometria analitica

2.1. Geometria analitica no plano

No nosso dia a dia, deparamos com si-
tuacdes em que ha pontos que sao loca-
lizados usando coordenadas.

Para fazer saber a localizagcédo absoluta
(posicao exata na superficie terrestre) de
um lugar, sdo usadas as coordenadas
geograficas: a latitude e a longitude.

Também no xadrez recorremos a coorde-
nadas, quer para apresentar alocalizacao
de determinadas pecas, quer para descre-
ver a jogada a fazer com determinada
peca.

No jogo tradicional “Batalha Naval”, tam-
bém sao usadas coordenadas para acertar
€, consequentemente, afundar os navios
do oponente.

2.1.1. Referencial cartesiano, R’

Para localizar e marcar pontos no plano, podemos

recorrer a um referencial cartesiano.
. . 3 René Descartes
Um referencial cartesiano é formado por duas retas (1596-1650)

orientadas com dire¢des diferentes, os eixos, que se Descartes. matematico e
intersetam num ponto, a origem do referencial. filésofo francés, provou que

Cada ponto do plano é identificado por um par orde- @ Posi¢do de um ponto no
nado, (x,y). A cada ponto do plano corresponde  Plano pode ser definida e
um s6 par ordenado de nimeros reais e a cada par ~ detérminada com base nas

. . . distancias, x e y, adois
ordenado de numeros reais corresponde um sO _ _y :
ponto eixos perpendiculares fixos.
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2.1. Geometria analitica no plano

Assim, sabemos que o conjunto de todos os pares ordenados de numeros reais &
dado por IR®.

Existem, no entanto, vérios tipos de referenciais, por exemplo:

Referencial cartesiano Referencial cartesiano Referencial cartesiano
ortogonal dimétrico nao ortogonal e dimétrico | ortogonal monomeétrico
A A
4 4 / 2
2 2 1
o .
10| 1 2 ¥ L, 127 10l 1 2 ¥
-2 -1

Quando os eixos tém a mesma unidade de medida e sdo perpendiculares entre si, 0
referencial diz-se ortogonal monométrico, de modo abreviado, o.m..

O referencial cartesiano divide o plano em quatro partes, denominadas quadrantes.

A

y
<——————— Fixo das ordenadas
2.° Quadrante | 1.° Quadrante
(2.°Q) (1.°Q)
1

01 >
4/\ T— Eixo das abcissas

3.° Quadrante | 4.° Quadrante
(3.2Q) (4.°Q)

Origem do referencial

* O eixo das abcissas é constituido por todos os

pontos com ordenada nula, isto é, todos os pontos Nota _
daforma P(x, 0), com xER. Um ponto que se situe

« O eixo das ordenadas é constituido por todos os num eixo nao pertence a
pontos com abcissa nula, isto &, os pontos da forma | dualquer quadrante.

P, y), com yeR.

Repara que, se um ponto P(x, y) pertence aum determinado quadrante, sabemos que:

Quadrante Condicao: X y
Pe1°,Q abcissa e ordenada positivas + +
Pe2°Q abcissa negativa e ordenada positiva - +
Pe3°Q abcissa e ordenada negativas - -
Pe4°Q abcissa positiva e ordenada negativa + -
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2. Geometria analitica

Exemplos

1. Consideremos o ponto A(k+1,5), com kER.

Vamos determinar o valor de k, sabendo que A é um ponto que pertence ao
eixo das ordenadas.

Como o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, sabemos que a sua abcissa
é nula. Assim:

k+1=0 & k=-1
2. Consideremos o ponto B(2k—1, -2 —-k), com kER.

Vamos determinar os valores de k para 0os quais o ponto B pertence ao
3.° quadrante.

Como o ponto B pertence ao 3.° quadrante, sabemos que x;<0 A y;<0.

Assim:
2k—1<0A-2-kKk<0 & 2k<TA-k<2 & k<%/\k>—2
Logo, ke]—z, %[
Exercicios
. yAc
n Na figura ao lado encontra-se 54
representado, num referencial b 4
cartesiano o.m. xOy, os pontos 5 3
A, B,C,D,E,F,G,H,leld. 5
1.1. Indica as coordenadas de cada ’:: .......... 4 [f S .B
um dos pontos representados. : : F : A,

1.2. Dos pontos apresentados, indica:

a) o(s) que tem(tém) as duas ) R Y
coordenadas negativas; -3 -
—4<H ----- ol

b) o(s) que se encontra(m) no
2.° quadrante;

¢) o(s) que tem(tém) ordenada superior a abcissa;
d) o(s) que tem(tém) ordenada nula;
e) o(s) que tem(tém) abcissa nula e ordenada negativa.

e Considera os referenciais o.m. xOy, nos quais se encontram representados
poligonos regulares cuja medidadolado é 4 cm.

Admitindo que a unidade do referencial é o centimetro, indica as coordenadas dos
vértices dos poligonos representados.
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2.1. Geometria analitica no plano

2.1. 2.2.
A A
y y
D C c
A O B2,0) * A O B(2,0) x
2.3. 2.4.
A A
y yt B
B
C
A
) A 0 3 X

e Considera os pontos P(2k—1, -2k) e M(k*-9,2-k), com kER.
Determina os valores de k para os quais:

3.1. oponto P pertence ao eixo das ordenadas;
3.2. o ponto M pertence ao eixo das ordenadas;
3.3. oponto P pertence ao segundo quadrante;
3.4. o ponto M pertence ao semieixo negativo das ordenadas.
° No referencial cartesiano o.m. xOy, vt

estao representados um hexagono com
os lados todos iguais e um quadrado.

4.1. Determina a medida do lado do
hexagono, admitindo para unidade de D
medida a unidade do referencial. G(-3.4)

4.2. Determina a medida da area do

quadrado [ABCD]. [o) A\/ X

4.3. Determina as coordenadas dos pontos: B
a) F b) E
c) A d) D
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2. Geometria analitica

2.1.2. Distancia entre dois pontos no plano

Consideremos dois pontos representados no plano, vt

A(x4. ) € B(xg, yg). € d adistancia entre eles.
B

Pelo Teorema de Pitdgoras, sabemos que
A= (x5 = Xa)" + (Ve = Ya) -

Y
Logo, d= \/(XB =X+ (Ve —Ya) - ’

Assim, podemos concluir que:

Considerando dois pontos, A (x4, y,) € B(xg, y5) , num referencial o.m. xOy, a

distancia entre os pontos A e B é dada por:

d(A, B) =\/(XA —x5)"+ (Ya—¥s)"

Exemplos

1. Emrelagdo a um referencial om. xQOy,
consideremos os pontos M(-1, 3) e

P(%,—2>.

Admitindo a unidade do referencial como unidade de medida e aplicando a
féormula da distancia entre dois pontos:

AB=d(A, B)=\/(xs— x5)* + (Vs — Vi)’

MP = (=121 2_, /109 _ V109
MP=d(M, P) _\/( 1 2) +@+2° =192 =0
2. Na figura esta representado, num referencial o.m. xOy, um %
retangulo, [ABCD]. Tendo em consideracdo os dados da R C
figura, A(1,0) e C(2, 3), entdo: :; B
AC=V(1-2/+(0-3"=v1+9=v10. D
o az23 [¥

Exercicios

e Em cada uma das situacoes seguintes, determina AB, sabendo que, emrelagcdo a

um referencial o.m.:
51. A(-1,3) e B(-2,-5);

1 3).
5.3.A<§,2>e8<—1,§).

5.2. A(5,0) e B(-3, 2);

5 2 1
5'4'A<‘§"1> e B(‘§"§>-
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2.1. Geometria analitica no plano

e Determina o perimetro da circunferéncia de centro C (— 2, %) e que passa no

ponto A (% 2) . Apresenta o resultado arredon

dado as décimas.

0 Tendo em consideracao os dados apresentados e considerando a unidade do
referencial como unidade de medida, determina o perimetro de cada um dos

poligonos representados.

7.1. 7.2.

A
y

C

B

[ 1)

[
1 A
Ol 1 X

e No referencial o.m. xOy da figura, encontra-se
representada uma coroa circular.

Tomando como unidade de medida a unidade do

referencial e atendendo aos dados apresentados,

determina a area da coroa circular.
Apresenta o resultado arredondado as unidades

A
y
(o
D__}—1
B
]
/ ,
0] X
A
yI
3t QIB
2l C
. O 2 3 X

2.1.3. Coordenadas do ponto médio de um segmento de

reta

No referencial o.m. xOy, consideremos o segmento de
reta [AB], com A(x,, y,) € B(xz, y5). Seja M o ponto

médio do segmento de reta [AB].

Sabemos que os triangulos [AMP] e [MBQ] sao geo-

metricamente iguais.

Assim:

XB—)CA _XA+)CB

X=X+ 5 5 € Yu=Yat 5 5

Desta forma, concluimos que:

XatXpg Yatys
w2

yB_yA=.VA+.VB

)

61



Manual
Interativo
Video
Ponto médio de

um segmento de
reta

. Na figura encontra-se representada uma vt

2. Geometria analitica

Em relacdo a um referencial o.m. xOy, o ponto médio de um segmento de reta é
um ponto cujas coordenadas sdo a semissoma das coordenadas dos seus extremos.
O ponto médio do segmento de reta [AB], sendo A (x,,y,) e B(xgz, yz), é0
ponto:

XatXp .YA+.VB>
M2,

Exemplos

. Considerando, num referencial o.m. xOy, os pontos M(-3,5) e N(-1, —2),

as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [MN] sao:

(250 542)

circunferéncia, sendo [XP] um dos seus didmetros.

4
Tendo em consideracao os dados da figura, X 3
podemos determinar as coordenadas do centro da )
circunferéncia. N -
X(-=1,3)eP@3,-1) >

Como o centro da circunferéncia, C, é o ponto ~_ | [P
médio de qualquer didmetro, concluimos que: \

C:<_12+3, 3+(2—1)>=(1,1)

. Emrelacao a um referencial oom. xOy,

consideremos os pontos A(-1,3) e M(2, 5). o
O ponto médio do

Determina as coordenadas do ponto B, sabendo segmento de reta [AB],

que M é o ponto médio de [AB]. com A(x,, y,) €
Seja B(xg. yg) . Entéo: B(xg. yg). € 0 ponto de
—1+x. 3+ coordenadas
2, 5):< 2 B: 2}’3) <xA+xB YA+YB)
2 2 ’
Deste modo:
-1
;’CB:zABZyB:S & xy=4+1AY=10-3 &
@ XB=5/\yB=7
Logo, B(5,7).
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2.1. Geometria analitica no plano

Exercicios

e Num referencial o.m. xQOy, sabe-se que A(-3,5), B(2,-5), C(-6, -2),
4 1 2
D(-1,4), E(12, 3), F(=10,7), G<§,§) e H(g, -1).
Determina as coordenadas do ponto médio do segmento de reta:

9.1. [AB] 9.2. [CD] 9.3. [EF] 9.4. [GH]

@ Sabendo que M(-1, 5) é o ponto médio do segmento de reta [PQ], determina
as coordenadas do ponto Q se:
10.1. P(2, - 3) 10.2.P<%, —1> 1o.3.P(o, —%)
0 Nas figuras seguintes, os poligonos estao representados em referenciais

cartesianos o.m. do plano. Admite que a unidade de medida é a unidade do
referencial.

11.1. Determina a medida do perimetro do tridngulo [ABC], sabendo que os seus
vértices sdo pontos médios dos lados do tridangulo [DEF].

A

E(2,3)
i

’
’
’
’
’
’
,
’
’
’

/B

v

D(-1,-2)*

11.2. Sabendo que E é o ponto médio do segmento de reta [AC], qual é a medida
do perimetro do triangulo [BCE]?

D(-1,3) Y C(4,3)
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2. Geometria analitica

2.1.4. Equacao cartesiana da mediatrizde um segmento
dereta

A mediatrizde um segmento de reta é, por definicao, o conjunto dos pontos do plano
que estao a igual distancia dos extremos desse segmento de reta, ou seja, é a reta
perpendicular ao segmento de reta no seu ponto médio.

Consideremos A (X4, ¥a) € B(Xs. ¥s). <—— Mediatriz do segmento
de reta [AB]

Sabemos que qualquer ponto P(x, y) que pertenca a
mediatriz do segmento de reta [AB] esta a igual distan-
ciade A ede B.

Assim:
dP,A)=d(P, B <
S Va—x)+ -y =V - x5+ (- o)

Entdo, (x - xA)2 +(y - YA)2 =(x— 35.‘3)2 +(y— YB)2 .

Deste modo, uma equacdao cartesiana da mediatriz do
segmento de reta [AB] é dada por:

(x - XA)Z +(y - YA)2 =(x- xs)z +(y - YB)2

Exemplo

1. Considera os pontos A(-2, 3) e B(1, — 4) num referencial o.m. do plano.
Queremos determinar a equacgao cartesiana da mediatriz do segmento de
reta [AB].

Seja P(x, y) um ponto qualquer pertencente a mediatriz de [AB].
Por definicdo de mediatriz de um segmento de reta:

d(P, A=d(P, B) < Vx+27+(y-3) =\ (x= 1)+ (y+4)
Logo:

x+2°+(y -3 =(x-1)’+(y+4) <

& XP+Ax+4+y —6y+9=x’—2x+1+y’+8y+16 <
& 6x-14y-4=0 &

& x-Ty=2 & y=§x—Z
7 7
Desta forma, P(x, y) pertence a mediatriz do segmento de reta [AB] se e s6
_3,_2
se y=Zx-3.

Uma equacéo cartesiana da mediatriz do segmento de reta [AB] é y= %x -

NN
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2.1. Geometria analitica no plano

Exercicios

@ Determina uma equacéao cartesiana da mediatriz do segmento de reta:
12.1. [AB], sendo A(-3,5) e B(2, -5);
12.2. [CD], sendo C(—6,-2) e D(-1,4);
12.3. [EF], sendo E(12,3) e F(—-10,7);
2

12.4. [GH], sendo G(% %) e H<§, - ’I).

@ No plano munido de um referencial o.m. xOy, considera os pontos L(-2, 3) e
M(1 [ 5) .

Sabe-se que o ponto A pertence a mediatriz do segmento de reta [LM].
Determina as coordenadas do ponto A se:

13.1. asuaabcissafor O;

13.2. a sua ordenada for — 3.

@ Na figura enc9ntra-se representado, y P(2,3)
num referencial o.m. xOy, um
triangulo, [MNP]. Sabe-se que o
ponto N pertence a mediatriz do
segmento de reta [MP] e tem M(=2,1)
abcissa 5" 0 -
. ~ x
14.1. Determina a ordenada do
onto N.
P N
14.2. Determina a distancia entre os \
pontos N e Q, sabendo que Q
pertence a mediatrizde [NP] e tem ordenada 3.
—
2.1.5. Retas paralelas aos eixos coordenados
Consideremos, num referencial om. xOy do plano, a vt
reta paralela ao eixo das ordenadas (reta vertical) que
interseta o eixo das abcissas no ponto de abcissa 3.
Repara que todos os pontos que pertencem a essa reta
tém abcissa 3. Da mesma forma, todos os pontos com
abcissa 3 pertencem a essa reta. 5 3 >
Concluimos que a reta é definida pela equacdo x=3.
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2. Geometria analitica

Generalizando:

Qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas (reta vertical) que passa por um
ponto, P(a, b), é definida pela equacdo x=a.

Ao considerarmos a reta paralela ao eixo das abcissas vt
(reta horizontal) que interseta o eixo das ordenadas no

ponto de ordenada 2, verificamos que todos os pon-

tos que |he pertencem tém ordenada 2. Do mesmo 2
modo, podemos afirmar que todos os pontos com or-

denada 2 pertencem a essa reta.

v

Desta forma, concluimos que a reta é definida pela
equacao y=2.

Generalizando:

Qualquer reta paralela ao eixo das abcissas (reta horizontal) que passa por um
ponto, P(a, b), é definida pela equacdo y=b.

Exercicios
@ Consideraasretas r, s, t,u, vep yt

representadas no referencial o.m.

xOy da figura. t 3

Faz corresponder a cadaretaa

respetiva equacao. 2
ro e e x=0 1
s ¢ * y=0 1 1 1 1
t o e x=3 -2 -1 0 1 2 3 X
T *y=3 -1
vV e e X=— 2 u —2
p . .« y=—2 v s

@ Considera o ponto P de coordenadas (1, 5).
Escreve a equacao da reta que contém o ponto P e é paralela ao eixo:

16.1. das ordenadas;

16.2. das abcissas.
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2.1. Geometria analitica no plano

2.1.6. Semiplanos

Uma reta representada num plano divide-o em duas partes: dois semiplanos.

Semiplanos definidos por retas paralelas aos eixos coordenados

Semiplanos fechados

No referencial xOy da figura ao lado, encontram-se
representados todos os pontos do plano cuja abcissa é maior
ouiguala a.

Assim, estdo representados todos os pontos da reta de
equacao x=a e todos os pontos situados a sua direita.

J

Condigao: x>a

No referencial xOy da figura ao lado, encontram-se
representados todos os pontos do plano com abcissa menor
ouiguala a.

Assim, estao representados todos os pontos da reta de
equacao x=a e todos os pontos situados a sua esquerda.

o] ax

Condicao: x<a

Semiplanos abertos

No referencial xOy da figura ao lado, encontram-se
representados todos os pontos cuja abcissa é maior do que a.
Assim, estao representados todos os pontos a direita da reta de
equacado x=a, sendo esta representada a tracejado, uma vez
que os pontos da reta ndo fazem parte do semiplano (a sua
abcissa nao é maior do que a e sim igual).

O a x

Condicao: x>a

No referencial xOy da figura ao lado, encontram-se
representados todos os pontos cuja abcissa é menor do que a.
Assim, estao representados todos os pontos a esquerda da reta
de equacao x=a, sendo esta representada a tracejado, uma vez
que os pontos da reta nao fazem parte do semiplano (a sua
abcissa ndo € menor do que a e sim igual).

Y

(0] ax

Condicao: x<a

De modo semelhante, definimos os semiplanos limitados por retas paralelas ao eixo

das abcissas (retas horizontais).

Semiplanos fechados Semiplanos abertos
ylk ylk
i b
b
— o X — o X

Condicao: y>b Condicao: y<b Condicao: y>b

Condicao: y<b
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Semiplanos
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Exercicio
Identificar
inequacdes de
semiplanos

2. Geometria analitica

Semiplanos definidos por retas nao paralelas aos eixos coordenados

No caso dos semiplanos limitados por retas nao paralelas aos eixos coordenados, de-
vemos comecar por definir a reta, de equacdo y=mx+b, com meR\{0} e bER,

que limita o semiplano.

Semiplanos fechados

Semiplanos abertos

A

Ty Ty y y
0 X; 0 > xt 0 X;
Condicao: Condicao: Condicao: Condicao:
y>mx+b y<mx+b y>mx+b y<mx+b
Exemplos
1. Aregido colorida representada na figura é vt
definida pela condi¢éo y>-5.
Seoponto A(-3,3-2a), com a€ R, pertence a 5 >
regiao colorida da figura, entao:
3-2a>-5 & —-2a>-8 & 2a<8 & a4
-5

Deste modo, a € ]—

oo, 4].

2. Areta que limita o semiplano apresentado tem
ordenada na origemiguala 4 e o seu declive é

4-0_

0-2- %

Logo, a reta que limita o semiplano é definida pela
equagcdo y=—2x+4.

De forma a decidir qual o sinal da desigualdade a
usar, considera-se um ponto que pertenca ao
semiplano, por exemplo, o ponto de coordenadas

(2,4).

\

v

2\ X

Como 4>-2x2+4, acondicdo que define o semiplanoé y>—-2x+4.
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Exercicios

2.1. Geometria analitica no plano

0 Representa, num referencial, o conjunto definido por cada uma das seguintes

condicoes:

171, x>-2 17.2. y< -1
17.4. y<-5 17.5. x<-3
17.7. y+x>0 17.8. x—y>0

17.3. x<3

17.6. x> 1

17.9. y<x+3

@ Define através de uma condi¢ao o conjunto de pontos representados nos

seguintes referenciais.

18.1. 18.2.
A A
y y
4
(0] 2 X (0] X
18.4. 18.5.
A A
y y
4_-
o) X S
o) >

18.3.
A
y
""""" O """""""""")'CP
18.6.
A
y
3l
*- - 1
32 O X

@ Em cada uma das situacoes seguintes, determina k € IR, sabendo que:

19.1. o ponto X(2k — 1,3) pertence ao semiplano definido por x> 3;

19.2. oponto P(5, — k+5) pertence ao semiplano definido por y<—2;

19.3. oponto T(-2k+ 3, —2) pertence ao semiplano definido por x>0.

69



2. Geometria analitica

Conjuntos definidos por conjunc¢ao e disjuncao de condicoes

Aintersecao de dois semiplanos é definida pela conjun-
¢ao de duas condicdes, e vice-versa.

Nota
O simbolo A representa a conjuncao de condigcdes e lé-se
e

Por exemplo, a representacao do dominio plano defi-
nidopor x>2 A y>1 éadafiguraao lado.

A reuniao de dois semiplanos é definida pela disjuncao
de duas condicgoes, e vice-versa.

Nota
O simbolo V representa a disjuncéo de condicdes e [é-se
"ou”.

Por exemplo, a representacdao do dominio plano defi-
nidopor x>2 V y>1 éadafiguraao lado.

Exercicios

@ Define, através de uma conjunc¢ao ou disjuncéo de condi¢des, o conjunto de pontos

A

A

y
1 -------- 1
o) 5 X
xX=22ANy>1
A
y
-
0 2 X
X =2V y>1

representado em cada um dos seguintes referenciais cartesianos do plano.

20.1. 20.2.

Al

v

20.3. 20.4.

v

70

—
5X
3 X



2.1. Geometria analitica no plano

@ Considerao ponto A(3k—-1,2-m), com k, melR.
Determina os possiveis valores de k e m, tais que o ponto A pertenca:

Manual
21.1. ao 2.° quadrante; 9 Interativo
21.2. areta de equacdo x=2 e ao semiplano definido por y>2; ‘E'(';‘f;‘;éo
duzida d
21.3. aregido do plano definidapor x<—-1Ay>2. E:?rclszr:f:rér?cia
@ Considera o referencial cartesiano xOy da figura. a
22.1. Define, através de condicdes, a regido do plano 6

representada no referencial.

22.2. Indica um ponto:

a) do 2.° quadrante que pertenca a regiao .
colorida; 2 o 4 X

v

b) do 3.° quadrante que ndo pertencga a regiao
colorida.

22.3. Determina os valores de k€ IR, para os quais o
ponto P(1 -k, 3k) pertence aregido colorida
da figura.

2.1.7. Circunferéncia e circulo

Todos os pontos que pertencem a uma circunferéncia estao a igual distancia do seu
centro, sendo essa distancia a medida do raio da circunferéncia.

Vamos considerar uma circunferéncia de centro C(a, b) yT P(x,y)
e um ponto pertencente a essa circunferéncia, P(x, y).
Seja r amedida do raio dessa circunferéncia. r

Por definicdo de circunferéncia, sabemos que d(P, C)=r.
Assim, d(P, C)=r < \(x—a)*+(y—b)’ =r.

Elevando ambos os membros da equacao ao quadrado,
concluimos que: o

(x-a)l+(y-b)l’=r

C(a, b)

v

A circunferéncia de centro C(a, b) eraio r é o conjunto de pontos P (x, y) do
plano cuja disténciaa C éiguala r.
A equacdo cartesiana reduzida da circunferéncia de centro C(a, b) eraio r é:

(x—a)’+(y-b)=r

Al



2. Geometria analitica

Exemplos

1. Determinar a equacéo cartesiana da circunferéncia de centro A(— 1, 3) a qual
pertence o ponto B(-2, - 5).

Além das coordenadas do centro da circunferéncia, precisamos da medida do
seuraio. r=d(B, A), logo r=V(=2+1)’+(-=5—3)> =/65.

A equacdo cartesiana reduzida da circunferéncia de centro A(- 1, 3)

eraio r=v65 éaseguinte:

(x= (=D +(y-37=(V65)" & (x+1)+(y—3)’=65

2. Determinar a equacao cartesiana reduzida da circunferéncia de didmetro [AB],
sendo A(-2,3) e B(-1,5).

O centro da circunferéncia é o ponto médio do segmento de reta [AB]. Entao:

C:<—22—1'3;5>=<_%4>

A medida do raio € metade da medida do diametro.

r:g:\/(—2+1)2+(3—5)2:\/§

2 2 2 ,
2 2
Desta forma, <x + §> +(y— 4)2 = <£> = <x+ §> +(y— 4)2 -9
2 2 2 4
Exercicios
@ Indica o centro e o raio da circunferéncia definida por:
23.1. (x-3)+(y—-1)"=4 23.2. X% +y* =100
e A )
23.3. (x+ 1%+ (y+2)°=25 23.4. (x 2) +(y+3) =%

@ Considera as circunferéncias ¢,: (x+2)°+(y—1)°=16 e ¢,: (x+1)>+y’=1.
24.1. Indica as coordenadas do centro e o raio de cada uma das circunferéncias.

24.2, Escreve a equacao da circunferéncia concéntrica com ¢, e com 0 mesmo raio
de c,.

24.3. Representa, em referenciais distintos, as circunferéncias ¢, e c,.

24.4. Traca, nos referenciais da alinea 24.3., as retas tangentes as circunferéncias
que sao paralelas aos eixos coordenados e indica as suas equacdes.

—

Uma circunferéncia divide o plano em trés conjuntos de pontos:
- o interior da circunferéncia;

- 0 exterior da circunferéncia;

—a proépria circunferéncia.
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2.1. Geometria analitica no plano

A
* O conjunto dos pontos P(x, y) que pertencem ao y
interior da circunferéncia de centro C(a, b) eraio r r
é definido pela condicao: C(a, b) e Manual
2 2 2
dP,O)<r & (x-a) +(y-b)<r ‘ Video
4 E aod.
o X ci?'zjg?e?'é:cia e
inequacao do
circulo
A
* O conjunto dos pontos P(x, y) que pertencem ao y
exterior da circunferéncia de centro C(a, b) eraio r r
€ dado pela condicéo:
P ¢ Cla b
d(P,.C)>r & (x—a)’+(y—b)’>r’
0 |
O conjunto dos pontos que pertencem a uma circun- vt
feréncia ou ao seu interior denomina-se circulo.
r
O circulo de centro C(a, b) eraio r é definido pela S b)
condicao: '
N ~
(x-a)’+(y-b)’<r’ o) e
Exercicio

@ Indica a posicao do ponto A(- 1, 3) emrelagao a circunferéncia definida por:

25.1. (x+1)°+(y—1)’=4 25.2. (x— 1)’ +(y—2)>=100
 25.3.x7+y"=25 25.4.x°+(y—2)*=1
O conjunto dos pontos P(x, y) que é limitado por duas yT
circunferéncias com o mesmo centro (concéntricas) A
designa-se por coroa circular. r
. . . b
A coroa circular de centro C(a, b) eraios r e R (com Cab
r < R), representada na figura, é definida por: ,
r<(x-a)’+(y-b’<R O *




2. Geometria analitica

Exemplos

Que condicdes poderao definir os dominios planos seguintes?

1. A circunferéncia da figura tem centro C(- 2, — 2) e passano ponto O(0, 0).

A

O raio da circunferéncia é:

r:\/(0+2)2+(0+2)2 =8

Assim, a circunferéncia é definida pela condic¢ao:
(x+2)°+(y+2)°=8

Desta forma, o dominio plano é definido por:
x+2)°+(y+2)°<8AX>—4AX<O0AY<O0

2. As circunferéncias tém centro C(2, 2) eraios 2 e 4.

A

y

4<(x-2"+(y-2)°<16

condicao:

3. O centro da circunferéncia tem coordenadas

C(-3,0) eoponto P(0, 3) pertence a
circunferéncia. /_\\

A coroa circular é definida por:

Assim, a zona sombreada é dada pela

4<(x-2"+(y-2"<16Ay>0AX>0

Como r=d(C, P)=\(=3 -0 +(0—-3)>=18,

a zona sombreada da figura é dada por:
((x+3)2+y2< 18AYy> 2) \Y%
V((x+3’+y’<18 Ax>0Ay<0)
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2.1. Geometria analitica no plano

Exercicios

@ Representa, num referencial cartesiano, os dominios planos seguintes:
26.1. (x—2)°+(y—2)>>4 26.2. (x+1)°+y*<25

26.3. x—3)+(y+2)°>1 26.4. 4<(x -2+ (y—2)°<25

@ Define, através de condi¢coes, os dominios planos que se encontram coloridos.

27.1. 27.2.
A
v y[
3 A
% R
4 of 1 x 0 I
27.3. 27.4.
A
yT y
6 4
PR ======== .C
(] E
2lc :
, 0 2 X
6) X
27.5. 27.6.
ylk y“
5
5
C R
2 * -5 of 3 5«
o L) |
2 X
-5

75



2. Geometria analitica

circunferéncias, c, e c,.

@ No referencial cartesiano o.m. xOy da figura, encontram-se representadas duas

Como ja vimos, uma circunferéncia de centro C(a, b) e

raio r é definida por:
(x—a)’+(y—b)=r?

Muitas vezes, a equacao da circunferéncia nao é apre-
sentada desta forma, e podemos usar o método do
completamento do quadrado para determinar o centro

e o raio.

Paratal, é preciso relembrar o caso notavel do quadrado

de um binémio:
(a+b)*=a’+2ab+b?

(a—b)’ =a’-2ab+b?

Repara que:
X +ax+4=x>+2x2x+2°=(x+2)°

X2 —10x+25=x2-2x5x+5%=(x = 5)°

76

A circunferéncia c, é tangente ao eixo das abcissas e tem centro C(4, — 4).
A circunferéncia c, tem centro na origem do referencial e passa no centro de ¢, .

28.1. Escreve as equacdes reduzidas das circunferéncias ¢, e c,.

28.2. Determina as coordenadas dos pontos A e B representados na figura.

28.3. Representa, através de condig¢des, a regiao colorida da figura.

(

Nota

Para escrever um

polinémio do 2.° grau na
forma a(x — b)2 +c,
coma, b, ceR,
recorremos ao método
de completamento do
quadrado, utilizando o
caso notavel do
quadrado de um binémio. J




2.1. Geometria analitica no plano

Exemplos

1. Acircunferéncia c, é definida pela seguinte condicao:
xX*=10x+y*’+6y—1=0

Para escrever a equacao reduzida de c¢,, comegamos por completar os
quadrados:

e x> —10x+ (=5 - (-=5°=(x-5)°-25
Metadede —10: -5

* Y +6y+3°-3°=(y+3)’ -9
Metade de 6: 3
Assim:
x> - 10x+y°+6y—1=0 & (x-5°-25+(y+3)°’-9-1=0 &
& (x-5°+(y+3)°=25+9+1 &
& (x-5+(y+3)°=35

A circunferéncia ¢, temcentro C(5, — 3) eraio V35.

2. Determinar a equacao reduzida da circunferéncia definida por:
X’ +y’+4x—-6y+5=0

X +4x+2° —2°+y*—6y+(-3)° —(-3)°+5=0 <
—_—

(c+2)° (y-3y
& (x+2°+(y-3)°=4+9-5 &
& (x+2°+(y-3)°=8

Exercicios

@ Escreve a equacao reduzida de cada uma das circunferéncias seguintes e indica
os respetivos centro e raio.

29.1. x>+ 12x+y’ —4y=10 29.2. x> +y°— 16y —10=0
20.3. X%+ y? — 4x+ 5y —2=0 29.4.x2+y2—3x=%
29.5. X’ +y’+9x —y=2 29.6. x°+y’ —y=0

@ Mostra que a equacdo x’+x +y°—4y+ 10 =0 nao define uma circunferéncia.

@ Indica o centro e o raio da circunferéncia definida pela equacdo 2x*—8x +2y*+y=4.
—
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2. Geometria analitica

Observa o referencial o.m. xQOy da figura, em que estao representados os
pontos A,B,C,D,E,F,G,H,led.

vt
E. D
B
F 1 A
i\ o1 o
@ [ ]
H |1 J

1.1. Escreve as coordenadas dos pontos representados.

1.2. Determina a distancia entre os pontos:
a)leA; b) Be C; c) Ge E; d) Ee C.

1.3. Determina o ponto médio do segmento de reta:
a) [HA] b) [HD] c) [EB] d) [EJ]

1.4. Considera o triangulo [EJB].

Usando a unidade do referencial como unidade de medida de
comprimento, determina a medida do perimetro do tridngulo.

1.5. Seja M o ponto médio do segmento de reta [EJ].
a) Verifica se o triangulo [CMB] é retangulo em M.
b) Classifica o triangulo [MHJ] quanto aos lados.

1.6. Escreve a equacédo que define areta:

a) FG b) BJ
c) G/ d) ED
e) HJ f) DI
g) FA h) EH
1.7. Escreve a equacao dareta que passa no ponto C e é paralela ao:
a) eixo Ox;
b) eixo Oy.
1.8. Escreve:

a) ainequacao cartesiana reduzida do circulo de diametro [HD];

b) a equacéo cartesiana reduzida da circunferéncia de centro C e que
passa no ponto B.
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2.1.

Considera os pontos representados no vt
referencial o.m. xOy . Tc
2.1. Indica as coordenadas dos pontos D.
representados. .B
2.2. Escreve uma equacgao da mediatriz do
segmento de reta: E 1 A -
a) [AD] b) [CD] ol 1 X
¢) [ED] d) [EF] IF
2.3. Determina o perimetro do pentagono

2.4,

[ABCDE], tomando para unidade de medida de comprimento a unidade
do referencial.

Escreve ainequacao cartesiana reduzida do circulo de didmetro [DF].

Em relacdo a um referencial o.m. xOy, considera os pontos C(-5, 2),

A(-
3.1.

3.2,

Considera o referencial o.m. xOy da figura, em y
que estado representados o triangulo [CDE] e o D

1,-3)e T(2,3).

Define, através de uma condicao, a circunferéncia:

a) de centro A e comraio V3;

b) de centro T e que interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0, 3);
¢) de didmetro [CTI;

d) de centro C e que é tangente a reta de equagao x=-1.

Considera o circulo ¢, de centro A eraio CT.
a) Escreve a equacao reduzida do circulo ¢, .
b) Indica a posicao do ponto T emrelagao ao circulo ¢, .

A

quadrado [ABCE]. Y Cc

4.1.

4.2,
4.3.

—_—

Indica as coordenadas dos vértices dos E

poligonos. 5 1\/3 -

Determina o perimetro do triangulo [CDE]. A

Considera o ponto M, ponto médio do
segmento de reta [BE]. Escreve a equacao reduzida da circunferéncia de
centro M e a que pertence o ponto A.

Geometria analitica no plano
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2. Geometria analitica

Considera as seguintes circunferéncias definidas num referencial o.m. xOy:

c: x+2°+y*=36 C, X +y’+2x—6y—15=0
Cs: X2+y*—8y+12=0 c4:x2+y2+%x:0

5.1. Define c¢,, c; e ¢, naforma de equacao reduzida.

5.2. Indica o centro e o raio de cada uma das circunferéncias.

Considera a circunferéncia de equagdo (x — 1)° + (y+3)°=4.
6.1. Indica a medida do raio e as coordenadas do centro da circunferéncia.

6.2. Escreve as equacdes das retas tangentes a circunferéncia que séo
paralelas aos eixos coordenados.

6.3. Determina a equacao cartesiana reduzida da circunferéncia concéntrica
com a circunferéncia dada e que passa na origem do referencial.

6.4. Define, através de condicdes, a coroa circular limitada pela circunferéncia
dada e pela circunferéncia definida na alinea anterior.

Considera as seguintes regides coloridas, representadas em referencial
o.m. xOy.

Define cada uma das regides coloridas através de condigoes.

71. y4 7.2. ety
— ; 2
N - .
- C \' K X
. 3
: s
P . : C :
NE '. :
—t - > : -
0] X | /14 .
N T
. s
-
‘110 1 X
.
7.3. y“ 7.4. _yA
4"- ..~§
. .
AN
c 7 T 3
1 C b
R
~lo| 3 X |, !
‘l " T " .
. 3 BN
B
0] A
T e
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2.1. Geometria analitica no plano

No referencial o.m. xOy da figura, encontra-se representada uma
circunferéncia de diametro [AB]. yT
[
4

8.1. Escreve a equacéo cartesiana reduzida da B
circunferéncia. E

8.2. Considera o ponto P de abcissa — 1.
Determina a ordenada do ponto P, sabendo Alo
que ele pertence a circunferéncia e tem _'1 é—’x

ordenada positiva.

8.3. Define, através de condigoes, a regiao do
plano que se encontra colorida na figura.

Em relagcdo a um referencial o.om. xOy, considera
a circunferéncia definida pela equacao:

X’+y’—6x+16y=5
9.1. Escreve a equacdo cartesiana da
circunferéncia na forma reduzida.

9.2, Indica as equacgdes das retas tangentes a
circunferéncia que sao paralelas aos eixos
coordenados.

9.3. Define por uma condicéo a regido exterior a circunferéncia e interior ao
quadrado delimitado pelas retas definidas na alinea 9.2.

No referencial o.m. xOy da figura, encontra-se y4

representado um quadrado, [OABC], com B

16 cm? de area.

10.1. Determina as coordenadas dos vértices do C A
quadrado.

10.2. Escreve a equacao da circunferéncia de
centro M, ponto médio de [OB], e que o X
passa no ponto C.

v

10.3. Indica a posicdo do ponto P(— 1, 3) emrelagao a circunferéncia
definida anteriormente.

Representa, num referencial o.m. xOy, os dominios planos definidos pelas
seguintes condic¢oes:

1M1 =2 +y*’<25Ax>21TA-1<y<3

11.2. x+2°+y*<4A (=1 +y’<9Ay>0

11.3. X’ +y° - 6x=10 Ax*+y*+10y—-9=0
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2. Geometria analitica

2.2. Calculo vetorial no plano

2.2.1. Vetor no plano

Um vetor fica caracterizado por uma dire¢do, um sen-

tido e um comprimento. L
Um vetor é livre no plano,

Consideremos o vetor ﬁ da figura, que tem ponto de pois pode ser colocado
aplicacdo no ponto P e extremidade no ponto Q. em diferentes pontos de
aplicacao. Porém, a sua
direcéo, o seu sentido e 0
seu comprimento sao
inalteraveis.

O vetor % tem direcdo horizontal, sentido da es-
querda para a direita e comprimento igual a 4 u.c.

A

A

Osvetores PQ e MN tém amesma dire¢do, mas sentidos contrarios.

—_— —
Osvetores MN e KL séaoiguais, porque tém a mesma direcdo, o mesmo sentido e
0 mesmo comprimento.

-
Um vetor é vetor nulo, 0, se o ponto de aplicacao e o ponto extremidade coin-
cidem.

Dois vetores, ndo nulos, dizem-se colineares se tém a mesma direcao.

No caso de os vetores colineares com o mesmo com-
primento terem sentidos contrarios, dizemos que o0s
vetores sao simétricos.

Nota

O vetor nulo, 0, é

_ N colinear com qualquer
Osvetores PQ e MN sé&o simétricos. vetor.

Assim, RQ»:— W
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2.2. Calculo vetorial no plano

Exemplos

Consideremos a figura ao lado.

o)

1 Manual
» Interativo

1. Osvetores @ e b sdoiguais, 7 -
pois tém a mesma direcao, o
mesmo sentido e 0 mesmo
comprimento. -

Video
Vetores
colineares e
simétricos

Q)

|
ol

™|

— -

2. Osvetores d e f sao
simétricos, pois tém a mesma Jogo

direcdo, 0 mesmo comprimento, Norma de um

mas sentidos contrarios. R

3. O vetor ¢ tem comprimento iguala 3.

2.2.2. Norma de um vetor

O quadrado da figura esta dividido em quatro quadrados cuja me- A 'H G
didadolado éiguala 2.

—
Como o comprimento do vetor AB éiguala 2, dizemosquea B / F

—_— L —_—
norma do vetor AB é 2 e representamos por ||AB || =2. Analoga-

-_— —_—
mente, a norma do vetor CE é 4, representando-se por ”CE ” =4. ¢ D E

A norma de um vetor é a distancia entre o seu ponto de aplicacdo e a sua extre-
midade.
Assim, a norma de um vetor, U, é o seu comprimento, e representa-se por ||l .

Exemplos

Na figura estéo representados vérios vetores.

o)

\/

1. Ovetor @ tem diregdo horizontal, sentido da 1
esquerda para a direitae norma 3, 121 =3.

2. Ovetor b tem norma V17, pois:
151 =2241* = 51'=17,
entso: [|6]l=vi7
ICI" =22 +2* < lIcl’=8, entdo: Il =vE

A norma do vetor ¢ é V8.

o}

83



2. Geometria analitica

Exercicios

Observa a figura seguinte.

s

//sl

@ Indica:

32.1. dois vetores simétricos; 32.2. um vetor comnorma V10;

32.3. um vetor com norma igual &8 de U mas com direcdes diferentes.

@ Calcula:

33.1. |7l 33.2. [wll

@ No teu caderno, representa:

34.1. um vetor colinear com vV, comnorma 5 e sentido contrarioaode V:

. e . —_
34.2. um vetor simétricoa w .

2.2.3. Produto de um escalar por um vetor

Sejam U um vetor ndo nulo e k um numero real nio nulo.
kU é um vetor que tem:

—

« amesma direcao de u;

- o mesmo sentido de U se k for um namero real positivo e sentido contrario
aode U se k for um numero real negativo;

- norma igual a |k| x Il .

No caso de k ser nuloou U ser o vetor nulo, entdo ki é vetor nulo.

Propriedade

—

Dois vetores, U e V, sdo colineares se existir um niimero real k, talque U =kV .
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2.2. Calculo vetorial no plano

Exemplo

1. O quadrado da figura esta dividido em quatro 4
quadrados geometricamente iguais, com 4 u.c. A H G
de lado.

Podemos concluir que:

—_— — B
* 2AB =AC

— —
e —2Dl =HD

1= —
" —mEA = Al

A_C>||:I2|x||ﬁ“:2x4:8

247l =121 Il =2 v32 = 2x 4 va =8v32, pois Al =42+ 42,
logo lafll=v32=4v2;
’I—P

* o0s vetores A_é e ﬁséo colineares, sendo ﬁ: —5 EG.

Exercicio H

@ A figura é composta por tridngulos equilateros /
geometricamente iguais, cujo lado tem duas J
unidades de medida de comprimento.

35.1. Calcula a norma de:
a) 2HG b) %E E
35.2. Copia e completa, de forma a obteres D
afirmacdes verdadeiras.
a) DF=..DI
b) B/ = ... CF
c) HC=..F
d) AE = ... GE

35.3. Indica dois vetores colineares, tais que a norma
de um seja metade da norma do outro.

35.4. Indica dois vetores colineares com sentidos contrarios e
normas iguais.

35.5. Indica dois vetores com sentidos iguais e cuja norma de
um seja o triplo da norma do outro.




2. Geometria analitica

2.2.4. Operacoes com vetores

Soma de um ponto com um vetor

Em anos letivos anteriores, aprendeste que a soma de A+AB =B
um ponto com um vetor € um outro ponto.
Por observacao da figura, verificamos que A + U=B.
- w v _
Assim, podinos concluirque B éasomade A com u N =
eque U=AB.
Da mesma forma: A D
D+U=C &
A+V=D '
B+v=C B c
A+w=C
Exercicios
€D Nafigura, os quadrados [ABIH], [BCDI], [DEFI] e A H G
[FGHI] sao geometricamente iguais.
Completa as seguintes igualdades:
36.1. A+ BC =... 36.2. H+ Al =... B I F
36.3.C+ HG =... 36.4.D+2 BA =..
36.5. B+2 HG =... 36.6.D+2 EF =..
36.7. /+%E"=... 36.8.B+%A_E'=... c D E
36.9.G+%A_c’:... 36.10. C—%G_A’z...
@ A figura é formada por triangulos equilateros geometricamente iguais.
Copia e completa as igualdades seguintes:
371. G+...=E I
37.2. B+2...=1
1 _
37.3. J+§..._ A G F E
374. A-2...=F
37.5. ..+ HG =D
Cc

37.6...+2FD=C

___ 37.7. ...—%H_C>=J
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2.2. Calculo vetorial no plano

Adicao de vetores

Para adicionarmos dois vetores, podemos

o o v
usar a regra do tridngulo, fazendo coinci- Y iy Q .
dir a extremidade de um dos vetores com N
0 ponto de aplicacdo do outro vetor. Pl Pronritettﬂaded
— comutativa da
4

adicdo de

Assim, o vetor soma terda o ponto de s
aplicacao do primeiro vetor e a extre- EMEE
midade do segundo vetor. Gy

[= o

. . Propriedade
Propriedades da adicao de vetores associativa da
adigcéo de
Consideremos trés vetores quaisquer do plano: u.v B vetores
ew.
Propriedade comutativa: U+ V= V+U po—e—C
AB+BC=AC Existéncia de
. A . = R I t t
Existéncia de elementoneutro: U+ 0= 0+U=0 bara a adico de
— vetores
O vetor nulo, 0, é o elemento neutro da adicdo de vetores.
-
Existéncia de elemento simétrico: 0+ (- )= (-0)+u=0
Existéncia de
Propriedade associativa: (U +V)+w= 0+ (V+W) elemento
simétrico para a
adicéo de

vetores

Subtracao de vetores

Determinar a diferenca entre dois vetores corresponde a determinar a soma do adi-
tivo pelo simétrico do subtrativo.

v-v=u+ (-V)

Exemplo

1. Na figura estdo representados quadrados A J I H
geometricamente iguais.

- AB + KL = AB + BK = AK PR S ' A
-%ﬁ+2ﬁ=ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ:ﬁ

- CD - LE=CD +EL = CD + DK = CK c D E F
-2?-%?#:])1(-%’):])%@7:%%5(:7(

- (BL+ GF) —BG =BT +(GF ~ BG) =BT + (GF + CB) = BT + (GF + FG) -
=BL +0=8BL
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2. Geometria analitica

Exercicios

.
@ Na figura est3o representados os vetores U, V, W e t.

No teu caderno, representa os vetores:

~

<l

!

Y

@ Na figura, o retangulo [AJLC] esta dividido em seis retangulos geometricamente

iguais.
T A B c
1
D F
G i I—
J K L
39.1. Calcula:
a) ﬁ+ B_G> b) ﬁ+ m
c) BD + af d) BD — If
e) EG - BD f) L] -1AJ
g) E+E]+5f h) A_E’+2U<’—J_G>
i) 2BC —EF - KI
39.2. Determina:
a) ”ATE+ E;’” b) ||A_C’+ Ff”

o llac - kI
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2.2. Calculo vetorial no plano

@ Na figura encontra-se representado o papagaio [LUAR]. 1

A intersecao das suas diagonais é o ponto O. 1

Copia e completa as seguintes igualdades: & rona,
40.1. [O - RA =... L/ |0 \A Video

Coordenadas de

40.2. LU - LO =... / ;gr:/()etor no
4o.3.%(ﬁ—aj’)=...

40.4. 1A - RO | = ...

40.5. ||HJ+%E\’||:... 7

2.2.5. Coordenadas de um vetor

Num plano munido de um referencial cartesiano orto- vt
gonal e monométrico, fixada a unidade de medida, dado
um vetor aplicado na origem do referencial, O, pode-
mos dizer que as coordenadas do vetor sdo as coorde- u,
nadas do seu ponto extremidade.

Ao considerarmos os vetores unitarios com direcao e : >
sentido positivo dos eixos coordenados, obtemos os

vetores 7(1 ,0) e 7(0, 1).

Designamos por base canodnica a base (i o ) :

—_ —
Num plano munido de um referencial o.m. xOy e de uma base canénica ( i,] ) ,
um vetor U é definido por um sé par ordenado de nimeros reais (xy, yy), tais
nd End

que U=xp i+ygJ.

Dizemos que:

. (O, i, j) € um referencial ortonormado (0.n.);
- as coordenadas de U sdo (x;, y7);

—

— g ]
° as componentes de u sao Xzl e yq /.

Exemplo
1. Observando a figura ao lado, concluimos que: vl p

— —_—

* as coordenadas do vetor OP sdao OP (3, 2); o

* as componentes do vetor OP sao 3ie 27; -1 //

* as coordenadas do vetor OQ sdo 0OQ (-1, 1); - >
g — — (0] I X

* as componentes do vetor OQ sdao —j e j.
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2. Geometria analitica

Norma de um vetor

Como foi visto anteriormente, a norma de um vetor é o y

comprimento do segmento de reta cujos extremos sao Yo q-----oog IA

0 seu ponto de aplicacdo e o0 seu extremo. Assim, a -
norma do vetor U(xn, yz) representado na figura é Y
igual a distancia entre os pontos O e A. i
||U||=d(O,A)=\/(0—xU (0- ya \/x +ys° o] i 1 Xg X

Assim, concluimos que:

- =
Num referencial ortonormado (O, i, j), anorma do vetor U (xy, yz) é

171l = v/ + ya” .

Exemplos

1. Anormado vetor a(-2, 3) é ||5'||=\/( 2’ +3%2=v4+9=13

2. Anormado vetor b <

Exercicio

@ Determina a norma de cada um dos vetores apresentados.
411. ©(3, - 1) 41.2. 3(—3, %)

t=(2 _1
41.5.t—(3, 3)

41.8. b(2,V3)

41.4.V=i-2j
41.7. 2(v2, 3)

2.2.6. Vetor como diferenca de dois pontos

Vamos considerar dois pontos, A e B, num referencial

- B3

41.3. U(-
41.6. 7=(-v2,-1)
41.9. ¢(v4,3)

10
4

2,-3)

2

V10

—_ — y
on (0,7.7), taisque A(xs, v.) € B(xz. Vs V8 A
Sabemos que AB =AO + OB . Logo, AB=0B - OA . B: ""1"y‘3
Como as coordenadas de OB sao iguais as coordena- {
das de B e, da mesma forma, as coordenadas de OA xls ol 7 1 xa i

sao iguais as coordenadas de A, concluimos que:

AB = (x5, Yg) — Ya)
Logo:

(Xa: Ya)=(Xg—Xa, Y5 —
AB=B_A
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2.2. Calculo vetorial no plano

2.2.7. Coordenadas da soma e da diferenca de vetores

- —
Consideremos os vetores U(xz, y=) € V(xz, yz) numreferencialo.n. (O, i, j).
u u

e Manual
Sabemos que: Interativo
— — - Videos
u=xgl +yyzJ Soma de vetores

— -

— ;
v=xyIl +Yy,)

Logo,
o 5 — — — - - - Difgrenga de
U+V=xgi+yg j+xyi+yyj=&g+xy)i+z+yy) ) dois vetores

-

U—V=xgi+ysj—xyi—-ysj=@z—x)i+z—yy) J

Assim:

U+ V= (xg, yg) + (X5, ¥v) = (X + X5, Yy +¥v)
U -V = (g, ¥a) — (%9, ¥v) = ¥z —Xv, Yz — ¥v)

Nota: As coordenadas de um vetor que é o produto de um escalar por um vetor é dado pelo
produto das coordenadas do vetor pelo mesmo escalar:

Se U(xz, yz) ek€ER, entdo ku=k(xz, ¥y =(kxz, Ky

Exemplos

1. Num referencial o.n. (O, T, 7) , consideremos os pontos
A(-3,2),B(-1,-5)e C(4,3). o
Podemos determinar as coordenadas dos vetores AB, BC e AC da
seguinte forma:
AB=B-A=(-1,-5)-(-3,2)=(-1+3,-5-2)=(2, - 7)
BC=C-B=(4,3)-(-1,-5)=(4+1,3+5)=(5, 8)
AC=C-A=(4,3)-(-3,2)=(4+3,3-2)=(7, 1)

2. Consideremos, num referencial o.n. (O, 7, 7) , 0s vetores
U=3i-j eV, 1.
Vamos determinar as coordenadas dos vetores U+V, U-V e —2U+ V.
As coordenadas do vetor ¢ sdo (3, — 1).
U+v=3,-1)+(2,1)=(5,0)
U-v=@,-1)-2,.1=>1,-2)
—2U+V=-2x3,-1+((2,1)=(-6,2)+(2,1)=(-4, 3)
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2. Geometria analitica

Exercicios

®

®

—
Determina as coordenadas do vetor AB , sabendo que:

421. A(—1,5) e B(2, - 3); 42.2.A(—-5,-2) e B(2, - 1):
42.3.A<—%,%>e8<—1,%>; 42.4.A(O,—%>e8(2,%>.

Considera o vetor &;(— 3, 5). Determina as coordenadas do:

43.1. ponto D, sabendoque C(-5, 1); 43.2. ponto C, sabendoque D(1, —2).
Em cfa uma_?as situacdes seguintes, determina o valor de k€ IR, sabendo

que m=-3p.

441. m(-6,9) e p (2k, - 3) 44.2.p (k-2,-2) e m(2,6)

44.3.0 (2k+1,-1) e m(k-3, 3) 44.4. m (k-3,k*) e p(k-=3,-3)

Considera, num referencial o.n. (O, i, 7) , os vetores a(-2, 3), E(% 0) .

23, -1) e 3(-3,%).

Escreve as coordenadas do vetor:

451.3+b 45.2.C-b 45.3.d +23
45.4.1p -3 45.5.C — (3 +2d) 45.6.2d + 20— b

N
N

2.2.8. Vetores colineares

Considerando, num referencial ortonormado (O, i, j) , 0s vetores U(xy, yz) e
V(xv. y7) . ndo nulos, sabemos que estes s&o colineares se existe um numero real k,
talque U=kV .

Assim: U=kV & (xg. y5)=k(xy, y9) < {xﬁ:kxv
U= Xz Yo) =KXy, Yy
Ya=Kyy
Exemplo

1. Para cada situacao, verificar se os vetores U e V sdo colineares.

cU(1,-4) e V(-2,8)
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u=kv & (1,-4)=k(-2,8) &
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Os vetores sdo colineares, pois U = — % X V.



2.2. Calculo vetorial no plano

« U@, -2) e V6, 4)

1

k=—=

U=kV & (3,-2)=k(6.4) < {3"“‘6 ! 2
—-2=kx4 k=_g=_l
4 2

O sistema € impossivel, logo os vetores ndo sdo colineares.

Exercicios
@ Em cada uma das situacées seguintes, verifica se os vetores a e b sdo
colineares.

46.1.3(-3,2) e b (3, -2)
46.2.2(0,-3) e b (0, 6)

46.3.3(4,-6) e b (0, -3)
46.4.3(-4,6) e b (2, - 3)

46.5. 5(%, - 3) e B(—%, 6)

—

@ Na figura esta representado, num referencial ortonormado (O, i, 7) , 0
quadrilatero [ABCD], sendo A(-7,3), C(5,1) e D(-3,7).

D yA
A
C
T >
YT X
B

47.1. Sabendoque B=A+ D_C> determina as coordenadas do ponto B.

47.2. Determina:

a) CD b) AD
c),HB> d)@

47.3. Verifica se o quadrilatero [ABCD] é um paralelogramo.
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2. Geometria analitica

2.2.9. Vetor diretor de umareta e seu declive

Dado um vetor, ndonulo, U, eumareta, r, diz-se que U ot a\
tem a direcdo de r quando r tem a direcdo de todas as ota

. A reta-suporte de um
retas-suporte dos segmentos orientados que repre- )
— vetor € uma reta que
sentam o vetor u .

contém o ponto de
aplicagédo do vetor etema
mesma direcao que este.

Se um vetor ndo nulo, U, tema direcdo de uma reta,
diz-se que U é um vetor diretor dessa reta.

Exemplo

1. Considera areta t que passa nos pontos S(-1,5) e R(2, - 3).
Um vetor diretor dareta t é S_R>=R—S=(2, -3)-(-1,5)=(3, -8).

Deste modo, qualquer vetor colinear com S_R> € um vetor diretor dareta t,
isto é, qualquer vetor com coordenadas da forma k(3, —8), com k€IR\{0},
€ um vetor diretor dareta t.

Relacao entre o vetor diretor de umareta e o seu declive

Nos anos anteriores, aprendeste que, conhecendo dois pontos pertencentes a uma
reta ndo vertical, é possivel determinar o seu declive.
Sejam A(x,, ys) € B(xg. yg) dois pontos pertencentes aumareta, s, ndo vertical.

O declive dareta s é dado por m,= Yo~ Ya

,com xg—x,#20.

B~ Xa
Por outro lado, um vetor diretor dareta s é ﬁ:B—A:(xB—xA, Ye—Ya) -

Assim, concluimos que o declive de uma reta é igual ao quociente entre a ordenada e
a abcissa de um vetor diretor dessa reta.

O declive, m, de uma reta n3o vertical, com vetor diretor V (xy, yy), é dado por:

m=>—,
Xy

Exemplo

1. Um vetor diretor dareta s é s(— 3, 9).

O declivedareta s é ms=_i3:—3.
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2.2. Calculo vetorial no plano

Exercicios

@ Determina o declive dareta a, sabendo que a é seu vetor diretor e que:

48.1. a(- 3, 2) 48.2.3(4, - 6) 48.3.a(- 4, 6)
48.4.3 (Z' - 3) 48.5.3 (-5, 6) 48.6. 3 (-5, —g)

—

@ Na figura estao representados, num referencial ortonormado (O, i, j) , 0S
pontos A, B, C, D, Ee F.

A 4

49.1. Indica as coordenadas dos pontos representados.

49.2. Determina as coordenadas do vetor:
a) AB b) AC c) AD

49.3. Areta t passanos pontos A e C. Determina o declive dareta t.
49.4. Determina o declive dareta p, que passanos pontos B e D.

49.5. Sabe-se que areta r tem declive 0 e passa em dois pontos representados na
figura. Quais sdo esses pontos?

2.2.10. Equacao reduzida dareta

Uma reta pode ser definida através de uma equacao do tipo y=mx+b, emque m é
o declive daretae b é a ordenada na origem. Esta equacao da reta designa-se por
equacao reduzida da reta.

A equacao reduzida de uma reta nao vertical é do tipo y=mx+b, emque m é
o declive daretae b é aordenada na origem.

Se U (xy,yy) éum vetor diretor da reta, entdo o declive dareta é m= it , com
xp#0. T
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2. Geometria analitica

Exemplos

1. Seja r areta definidapor y=—-2x+5.
Odeclivedaretar é m,=-2.

Assim, um vetor diretor dareta r é r'(1, — 2) e qualquer vetor com coordenadas
daforma kx (1, —2), com k€R\{0}, éum vetor diretor dareta r.

2. Areta p é definida pela equacdo x - V5 y=1.
Para determinar o declive dareta p, comegamos por escrever a equacao que
define areta p naforma reduzida.

1 1
x—-Vby=1 & —-VBy=—x+1 & Vhy=x-1 & y=—x-—= &
yf e Y g VA

_V5 VS5
= y= 5 X 5
Logo,odeclivedaretapé?.

3. Seja t areta que passanos pontos A(—1,3) e B(2, -3).

Para escrever a equacao reduzida que define areta t, comegamos por
determinar o declive dareta, m,.

Por exemplo, A_B> € um vetor diretor dareta t.

AB=B-A=(2+1,-3-3)=(3, - 6)
-6
3
A equacdoreduzidadareta t édotipo y=—2x+b.

Assim, m,= =-2.

Como o ponto A pertence a reta, podemos substituir x e y pelas
coordenadas de A para determinar a ordenada na origem, b.

3==-2%x(-1)+b & 3=2+b & b=1
Logo, y=—2x+1 éaequacdoreduzidadareta t.

Exercicios

@ Indica o declive da reta definida por cada uma das seguintes equacoées:
50.1. y=2x-1 50.2. y=x-5 50.3. y+x=5
50.4. 2y =3 x+1 50.5. 2y —x+3=0 50.6. V2 y+3x—1=0

@ Em cada uma das situagoes seguintes, determina a equacao reduzida da reta r,
sabendo que:

51.1. temdeclive % e passa no ponto de coordenadas (-1, 5);

51.2. tem U(- 3, —9) como vetor diretor e passa no ponto B(2, — 3).
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2.2. Calculo vetorial no plano

@ Escreve a equacao reduzida da reta t, sabendo que passa nos pontos:

52.1. A(-1,5) e B(2,-3) 52,.2.C(-5,-2)e D(2,-1)

Manual
Interativo

52.3.£(-2.3) e F(-1.7) 524.6(0, - 1) e H(2,]) Video

3

Declive e
vetores
diretores de
retas paralelas
no plano

@ Na figura esté representado, num referencial
o.n. (O, 7, 7) , o tridngulo [LUA].
Sabe-se que as coordenadas dos vértices
do tridngulo sdo A(7,-3), L(4,8) e
U(-5,5).

53.1. Determina as coordenadas do vetor:
a) AU
b) LA
c) ouC

53.2. Escreve a equacao reduzida da reta que
contém o lado:

a) [LU] b) [UA] c) [AL]

2.2.11. Posicao relativa de retas no plano

Retas paralelas

Duas retas, ndo verticais, sdo paralelas se e s6 se tém o mesmo declive.

Se duas retas tém o mesmo declive e
* amesma ordenada na origem, as retas dizem-se coincidentes;
* aordenada na origem for diferente, as retas sdo estritamente paralelas.

Retas concorrentes

Duas retas, ndo verticais, sio concorrentes se e s se tém declives diferentes.

Quando duas retas tém declives diferentes, m e m', se o declive de uma é o simétrico

doinverso do declive da outra <m =— %) , entao as retas sao perpendiculares. Caso

contrario, sdo obliquas.
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2. Geometria analitica

Exemplos

Para sabermos a posicéao relativa de duas retas, podemos encontrar a equagao
reduzida de cada uma das retas, para identificar os respetivos declive e ordenada
na origem.
1.rix—y=2es: 2y+2x=4.
—y=—Xx+2 & y=x-2
Assim, o declive dareta r € 1 eaordenadanaorigemé —2.
2y=—2x+4 & y=—x+2
Assim, o declive dareta s € — 1 e aordenada na origemé 2.
Logo, como os declives sao diferentes, as retas sdo concorrentes.
Como —1=-

==

, as retas sao perpendiculares.
2. t: 2x+y=1eu: y+2x=4.
2x+y=1 & y=—2x+1
Logo, odeclive dareta t € —2 e aordenada naorigemé 1.
y+2x=4 & y=—-2x+4
Logo, o declive dareta u € —2 e aordenada na origemé 4.

Como os declives sao iguais e as ordenadas na origem sao diferentes, as retas
sao estritamente paralelas.

Exercicios

@ Consideraasretas p, q, t, w e u, definidas pelas seguintes equacoes:

p:y+x=3 q:2y-1=-4x t:x=2-y
w:2x—-y=5 u:2y—-4=-2x
54.1. Determina, justificando, a posicéo relativa das retas:
a)peq; b)pet; c)teu;
d) p e w; e)peu; f) weqg.

54.2. Determina o valor real de k para o qual areta de equagédo —y — kx=3, com
k€ IR, sejaestritamente paralelaareta w.

@ Considera asretas r e s de equacodes:
r:2x=y-1 e s:2y—-4x=1
55.1. Determina o declive de cada uma das retas.

55.2. Indica, justificando, a posicdo relativadasretas r e s.

@ Consideraareta m de equagdo x —y=5.

Sabendo que areta t é estritamente paralela a reta m e passa no ponto P(— 1,
escreve a equacao reduzidadareta t.
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2.2. Calculo vetorial no plano

@ Na figura estao representadas, num r\A
6

referencial o.n. (O, i 7) asretas p, r
e s. Tendo em consideracao os dados da
figura:

57.1. determina a equacéao reduzida da

reta r;

57.2. determina a equacao reduzida da \
reta p, sabendo que é estritamente -4
paralelaareta r e que passano
ponto de coordenadas (-2, 0);

v

|
N
O~
|
w
=

i

57.3. escreve a equacao reduzidadareta s.

2.2.12. Equacao vetorial dareta

No plano, sendo P (x, y) um ponto qualquer dareta r, que passa no ponto A e
tem a diregdo do vetor U, uma equacéo vetorial dareta r é

(x,y)=A+kxU, keR

Nota que, para definir uma equacéao vetorial de uma reta, pode ser usado qualquer
ponto e qualquer vetor diretor dessa reta. Neste sentido, ha uma infinidade de equa-
cOes vetoriais da mesma reta.

Exemplos

1. Consideremos areta s deequagado (x, y)=(1, -2)+kx(-3,2), kER.

* Qualquer vetor diretor dareta s é daforma kx(-3,2), kKER.
Assim, para determinar as coordenadas de vetores diretores dareta s, basta
substituir kK por um nuamero real diferente de zero. Por exemplo, para k=1:
1x(-3,2)=(-3,2), e,para k=—2, —-2x(-3,2)=(6, —-4).
Logo, os vetores de coordenadas (-3, 2) e (6, —4) sao vetores diretores da
reta s.

* Para determinar as coordenadas de pontos pertencentes areta s, basta
atribuir valores a k e substituir esses valores na equagéo vetorial da reta.
Por exemplo, para k=1
x,. =1, -2)+1x(-3,2)=(1,-2)+(-3,2)=(-2,0), e, para k=—1:
x.y)=(1,-2)+(=1)x(-3,2)=(1,-2)+(3,-2)=(4, - 4).

Logo, os pontos de coordenadas (-2, 0)e (4, — 4) sao dois pontos que
pertencemareta s.
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2. Geometria analitica

2. Para escrever a equacao vetorial dareta u de equacédo 2x+y=5, podemos
comecar por encontrar a sua equacao reduzida.

2x+y=5 & y=—2x+5

Assim, por exemplo, o vetor de coordenadas (1, — 2) é um vetor diretor da reta

(porque m= T2 =-2) e (0, 5) sdo as coordenadas de um ponto que lhe

pertence.

Entdo, uma equacéo vetorial de u é:
(x,y)=(0,5)+kx(1,-2), kKER

3. Nafigura esta representada areta r 4
num referencial o.n. (O, 7, 7) . L
Atendendo aos dados da figura, areta
passa hos pontos de coordenadas 3

(—4,0) e (0, 3), logo as coordenadas
de um vetor diretor sdo:

(-4,0)-(0,3)=(-4,-3)
Entdo, uma equacao vetorial dareta r é:
(x,¥)=(0,3)+k(-4,-3), kKER

v

Exercicios

@ Escreve a equacao vetorial da reta que passa:
58.1. noponto C(—1, —3) etem u(— 3, 2) como vetor diretor;
58.2. nos pontos A(7, —-3) e B(1, - 2);

58.3. nos pontos D(-1,5) e E(2, 3).

@ Escreve a equacao vetorial da reta:

59.1. ¢ y=%x— 1

59.2. m: y+x=2
59.3.p: 2y—x=-4

@ Escreve uma equacao vetorial da reta estritamente paralela a reta de equacao
2y —6x —2=0 e que passano ponto F(0, —2).
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2.2. Calculo vetorial no plano

@ Na figura estao representadas, num referencial o.n. (O, i, j), asretasr, s, tev.

Tendo em consideracao os dados apresentados na figura, determina uma equacao
vetorial de cada uma das retas representadas. e Manual

Interativo

Video

Equacao vetorial
e equacgdes
paramétricas de
uma reta no
plano

2.2.13. Equacoes paramétricas dareta

Em relagdo a um referencial ortonormado (O, 7, 7) , consideremos areta r, que passa
no ponto A(x,, y,) €tem U'(xﬁ, yz) como vetor diretor. Sendo P(x, y) um ponto qual-
quer dareta r, sabemos que uma equacao vetorialdareta r é (x, y)=A+kx U, kER.

Assim, (x, y)=(x4, Ya)+kx(xz, ¥z). KER.
Deste modo, (x, y) =(Xxa+kXXz, Ya+kxyz), KER.
Daqui resulta o sistema de equacdes paramétricas dareta r:
=X+ KX Xy
{x‘“ Y keR
y=ya+tkxyg

No plano, consideremos uma reta, ndo vertical, que passa no ponto A (x,,y,) €
que tem U (xg, yz) como vetor diretor. Um ponto P (x,y) pertence a essa reta se:

= +k —
{x Xa+k xx; .

y=ya+kxyz’

Exemplos

1. Aretade equacdo (x,y) =(-3, 1) +k(2, — 1), k€R admite as seguintes
equacdes paramétricas:
{x= -3+2k

y—1_k +KER
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2. Consideremos areta r definida pelas equag¢des paramétricas:
x=3k
y=2-k'

Podemos determinar a abcissa do ponto da reta que tem ordenada 4 da
seguinte forma:
x=3k x=3k x=3%x(-2)=-6
{4=2—k A {—2=k A {—2=k
Assim, a abcissado pontoé —6.

kelR

' ) , consideremos a

3. Num plano munido de um referencial ortonormado (O, i
reta s definida pelas equacdes paramétricas:

{x:2—3k, KeR
y=-k
* Podemos determinar as coordenadas de pontos da reta. Por exemplo:
Para k=1: ]*¥=2 3% X==1

y=-1 y=-1

x=2-3x(-1) {x=5
Para k=-1:

{y:—(—1) y=1

Logo, os pontos de coordenadas (=1, —1) e (5, 1) pertencemareta s.

* Conseguimos também determinar as coordenadas de vetores diretores da reta.
Das equacdes paramétricas, sabemos que um vetor diretor daretaé r=(-3, — 1).
Qualquer vetor colinear com este tem a mesma direcao da reta. Por
exemplo, U =(3,1).

* Vejamos como determinar as coordenadas dos pontos de interse¢cdo com os
eixos coordenados.

Qualquer ponto pertencente ao eixo das abcissas tem ordenada nula. Entao:
=2-3k =2 - =
{g:-k ¢:'{)c§=k - C${i:g
A reta interseta o eixo das abcissas no ponto de coordenadas (2, 0).
Qualquer ponto pertencente ao eixo das ordenadas tem abcissa nula. Entao:

2k
0=2-3xk _ |3~
y=-k 2

A reta interseta o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas <O, - %) .
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Exercicios

@ Define, através de equacdes paramétricas, a reta que passa:
62.1. no ponto de coordenadas (-2, 1) etema direcdo do vetor r=(1, —3);
62.2. no ponto de coordenadas (3, —2) e tem a direcéo do vetor s=(0, 2);
62.3. no ponto de coordenadas (0, — 1) e tem a direcao do vetor t= (-1,0);

62.4. no ponto de coordenadas (— 3, 0) e tem a dire¢éo do vetor U= (— % -1 ) .

@ Num plano munido de um referencial ortonormado (O, i, 7) , consideraareta t
definida pelas equacdes paramétricas:

x=—k
{y—3:2k' keR

63.1. Determina as coordenadas do ponto da reta t que tem abcissa — 2.

63.2. Indica dois vetores que tém a mesma direcdo dareta t.

63.3. Determina o ponto de interse¢do da reta com o eixo das abcissas.

@ Num plano munido de um referencial ortonormado (O, 7. 7) , consideraareta p
definida pela equacéo vetorial: (x, y)=(-1,3)+k(1,-2), KER.

64.1. Define areta p através de equacdes paramétricas.

64.2. Sabendo que o ponto de coordenadas (-1 -m, m+5), com meR,
pertence areta p, determina o valor de m.

64.3. Determina as coordenadas dos pontos de interse¢cdo dareta p com os eixos
coordenados.

@ Na figura estao representadas, num referencial
ortonormado (O, i, j), asretas ger.

Sabe-se que:

* as retas intersetam-se no ponto de coordenadas
0, 4);

* areta r interseta o eixo das abcissas no ponto de
coordenadas (-3, 0);

e areta g passano ponto de coordenadas (1, 2).
65.1. Define areta g através de equacdes paramétricas.

65.2. Determina as coordenadas do ponto de interse¢cdo dareta g com o eixo das
abcissas.

65.3. Escreve um sistema de equagdes paramétricas dareta r.
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Em relagcao a um referencial ortonormado xOy, considera os pontos
A(-3,4) e B(-1,-2) eosvetores U=3i—j e Vv(1, —3).

1.1. Calculaanorma dos vetores U e V.

1.2. Determina as coordenadas de:
a) AB
b) U+2V
c) 2U-V

1.3. Verifica se os vetores U e V sdo colineares.

1.4. Consideraovetor w(k+1, 6), com k€IR. Determina k, se:
a) w e Vv forem colineares;
b) W e AB forem colineares.

Considera os pontos R(—-2, 5), S(3,-1) e T(1, —3), representados
num referencial ortonormado xOy .

2.1. Determina:
a) anormade ¥, sendo V=3 RS ;
b) as coordenadas do ponto P, sabendoque P=T-2 %

c) as coordenadas doponto M(t, —t), com t€IR, sabendo que os
vetores TM e RS sao colineares.

2.2. Mostra que o tridngulo [RTS] € um tridangulo escaleno.

Na figura, o tridngulo [ACF] esta dividido em F
quatro tridngulos equilateros geometricamente E
iguais.
3.1. Dete_rr}nini> D
a) BD + EB B
b) 2AD + DB

3.2. Mostra que: A
(aD +EC) - (AD - BD) =0



2.2. Calculo vetorial no plano

Considera, num plano munido por um referencial ortonormado xOy,
asretas r, s e t definidas por:

r:(x,y)=(-1,5)+k(-2,-3), keR
S:2x—-y=5

Cfx=1-k
t: {y—2=3k' keR

4.1. Determina os pontos de intersecdo dareta r com os eixos coordenados.
4.2, Escreve um sistema de equagdes paramétricas dareta r.

4.3. Determina as coordenadas de dois pontos dareta t.

4.4. Indica um vetor diretor de cada uma das retas.

4.5. Define areta s através de equacdes paramétricas.

4.6. Indica a posicéo relativa das retas:
a)res. b)ret. c)set.

Considera, num plano munido por um referencial ortonormado xOy,
ospontosA(-3,5), B(-2,0) e C(0, —5) eovetor u(-2, 3).
5.1. Escreve uma equacéo vetorial dareta AB.

5.2. Escreve a equacao reduzida da reta que passa no ponto B etema
direcdo do vetor U.

5.3. Escreve um sistema de equacdes paramétricas da reta s, sabendo que
é estritamente paralelaa AB e que passa no ponto C.

5.4. Determina o ponto de intersecdo da reta AB com a reta de equacao

3y—-x=1.
No referencial ortonormado xOy da figura, vt
estado representadas asretas p e m. Atenta
nos dados da figura. 10

m
6.1. Escreve uma equacao reduzidadareta p. 4 /

6.2. Escreve uma equacao vetorial dareta m.

v

6.3. As retas intersetam-se no ponto A. -8 o X
Determina as coordenadas do ponto A.

6.4. Determina a medida da area do triangulo [ABC].
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Considera, num plano munido por um y
referencial ortonormado xOy, um 4‘D C
trapézio retangulo, [ABCD], e os dados
apresentados na figura.

A B
Areta AD é definida pela equagédo - o 5 =«

2y—8=x.

7.1. Determina as coordenadas do ponto A, ponto de intersecédo dareta AD
com o eixo das abcissas.

7.2. Indica as coordenadas do ponto C.

7.3. Utilizando como unidade de medida de comprimento a unidade do
referencial, determina a medida da area do trapézio [ABCD)].

7.4. Escreve a equacédo reduzida dareta AD.

7.5. Define, através de condigdes, o trapézio retangulo [ABCD].

Considera asretas g e r definidas por:

: _ (x+2=3k
g: (x,y)=(1,-2) +k(5,-5), kKER e r: {—2y—1:6k’ keR.

8.1. Indica a posicéo relativadasretas g e r.
8.2. Verificase o ponto A(—2, 5) pertence areta r.
8.3. Escreve a equacéo reduzida dareta q.

8.4. Escreve uma equacao vetorial dareta r.

Na figura encontra-se representado, num referencial Dly*%

o.m. xOy, o quadrado [ABCD].

9.1. Define a reta através de uma equacao reduzida:

—

a) AD b) DC

A4

c) AB d) BC

9.2. Define o quadrado [ABCD] através de
condicoes.

9.3. Mostra que asretas AD e BC sao estritamente paralelas.

9.4. Determina as coordenadas do ponto M, ponto médio do segmento de
reta [AC].

9.5. Considera a circunferéncia em que o quadrado [ABCD] esté inscrito.
Escreve a equacao reduzida dessa circunferéncia.




No referencial o.n. xOy da figura, cuja
unidade é o centimetro, encontra-se
representado um paralelogramo, [ABCD],
com 12 cm’® de area.

10.1. Determina as coordenadas dos
vértices do paralelogramo, sabendo
que o ponto O é o ponto médio do

segmento de reta [AB]. A

10.2. Escreve a equacao reduzida da reta:
a) AD b) BC

10.3. Define, através de condic¢des, a regiao do plano colorida, isto &, o

paralelogramo [ABCD].

Considera a figura representada num
referencial o.n. xOy.

Sabe-se que:

a circunferéncia representada é C
definida pela equacao /

X’+y’+6x—-6y+9=0;

2.2. Calculo vetorial no plano

oponto C é o centro da circunferéncia; B
A(0,5)

o ponto B é o ponto deintersecdo dareta CA como eixo Ox;

aretaré paralelaao eixo Oy.

11.1. Define a circunferéncia representada por uma equacao cartesiana

reduzida.
11.2. Determina as coordenadas do ponto C.
11.3. Escreve a equacao reduzida dareta CA.

11.4. Determina as coordenadas do ponto B.

11.5. Define, por condicdes, a regidao do plano que se encontra colorida na

figura.

Na figura encontra-se representado um retangulo, [ABCD].

Sabe-se que AB=2BC.
Seja a a medida do comprimento de [BC],
com a€R".

Mostra que [AC] =v5 a.

D

v
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2. Geometria analitica

2.3. Geometria analitica no espaco

2.3.1. Referenciais no espaco

No dia a dia deparamo-nos com diversas situacdes em que é necessario localizar
algum objeto usando trés dimensdes: latitude, longitude e altura.

Para localizar um objeto no espaco, é necessério definir um referencial constituido
por trés retas numeéricas, os eixos coordenados, que se intersetam num ponto, a ori-
gem do referencial.

Definida uma unidade de comprimento no espaco, um referencial ortogonal e
monomeétrico (o.m.) é constituido por trés retas numéricas orientadas, com a
mesma unidade de comprimento definida no espaco e perpendiculares duas a duas.

Designamos por origem, O, o ponto de interse¢géo dos eixos coordenados.

A
4

Eixo das cotas——>

Origem do .
referencial

. >

o y

Eixo das abcissas
Eixo das ordenadas

Eixos do referencial:

* Ox: eixo das abcissas

* Oy: eixo das ordenadas

* Oz: eixo das cotas
Assim, um ponto, P, no espaco é defi-
nido pelas suas coordenadas, ou segja,
por um terno ordenado, (x, y, z), sendo

Xx aabcissa, y aordenadae z acotado
ponto P.

108



2.3. Geometria analitica no espago

. Podemos determinar o valor de k, com k&€ IR, tal que o ponto
P(-5,k-3,k*-9) pertenca ao eixo das abcissas.

Exemplos z
1. As coordenadas dos vértices do prisma
retangular apresentado no referencial 3 IG F
o.m. Oxyz sao as seguintes: D 'E
0(0,0,0) A(3,0,0) ol |c
------------------- g e
B(3,2,0) C(0,2,0) Ny y
D@3,0,3) E(3, 2. 3) / §
F(0,2,3) G(0,0,3) X §

Um ponto pertence ao eixo das abcissas se a ordenada e a cota sao nulas

(y=0¢e z=0).

k—-3=0AKk-9=0 < k=3A(k=3Vk=-23)

Assim, k=3.

Exercicios

@ Em cada uma das situagdes seguintes foi representado um cubo num referencial
o.m. Oxyz. Tendo em atencao os dados apresentados, indica as coordenadas dos

vértices do cubo em cada um dos casos.

66.1. 4 66.2. A
3|E
b F 2|E
F G : !
- Gt=1b| .-
____________ c . a2 L R
310 3 y = 2/0
R B /C!
X X
66.3. ZA D G 66.4. ZA
A
E F
: B |2
c:'.': ....... -*B .-.____C: >
-2 xO y
------------- A . et
io ¢ g -2:E
X
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2. Geometria analitica

@ Na figura encontra-se representado um prisma
quadrangular regular, [ABCDEFGH], ao qual foi
aplicado um referencial o.m. Oxyz.

Considera que a unidade do referencial é o
centimetro.

Sabendo que o centro da base [ABCD] corresponde
a origem do referencial, AB=8 cm e AE=2 cm,
escreve as coordenadas dos vértices do prisma.

@ No referencial o.m. Oxyz da figura, cuja unidade é o
centimetro, encontra-se representado um cubo,
[ABCDEFGH] .

Sabe-se que:
o cubotem 8 cm® de volume;

* os vértices A e C pertencem ao eixo das
abcissas;

* os vértices B e D pertencem ao eixo das / )
X
ordenadas.

\___Indica as coordenadas dos vértices do cubo [ABCDEFGH].

2.3.2. Planos paralelos aos planos coordenados

Planos coordenados

Plano xOy
Todos os pontos que pertencem ao plano xQOy tém
cota nula. Assim, z=0 ¢é a equacao cartesiana do
plano xOy.

Plano xOz

Todos os pontos que pertencem ao plano xOz tém
ordenada nula. Assim, y=0 é a equacgao cartesiana do
plano xOz.

Plano yOz
Todos os pontos que pertencem ao plano yOz tém
abcissa nula. Assim, x=0 é a equac¢ao cartesiana do
plano yOz.
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2.3. Geometria analitica no espago

Planos paralelos aos planos coordenados

Consideremos um ponto P(Xp, Yp, Zp), representado num
referencial o.m. Oxyz.

Qualquer plano paralelo a xOy e que passa no ponto
P(xp. yp. Zo) € constituido por pontos que tém cota
igual a conta do ponto P.

Qualquer plano paralelo ao plano xOy e que passa
no ponto P (xp,Yp, zp) € definido pela equacao
Z= ZP .

Todos os pontos com ordenada y, pertencem a um
plano paralelo ao plano coordenado xOz que passa no
ponto P.

Xp, Ypi Zp)

Qualquer plano paralelo ao plano xOz e que passa
no ponto P (xp,yp, zp) € definido pela equacgéo
Y=Yp.

Da mesma forma, todos os pontos que tém abcissa z4
igual a x, pertencem ao plano paralelo ao plano yOz e PCxe, ye, zp)
que passa no ponto P.

v

Qualquer plano paralelo ao plano yOz e que passa
no ponto P(xp,yp, zp) € definido pela equacdo
X= XP o

Exemplos

Na figura esta representado, num referencial o.m. i.T
Oxyz, o cubo [OABCDEFG] com 4 cm de medida !
de aresta. A unidade do referencial € o centimetro. Fe |

°0

1. Como o plano ABG é paralelo ao plano coordenado i
yOz, todos os seus pontos tém a mesma abcissa.  ~-----1---C o gy —>

Assim, a equacao cartesiana do plano ABG é x=4. }
X

m



2. Geometria analitica

2. Como o plano DEF é paralelo ao plano coordenado xQOy, todos os seus
pontos tém a mesma cota.

Assim, o plano DEF é definido pela equacéao cartesiana z=4.

3. Como o plano BCD é paralelo ao plano coordenado xOz, todos os seus
pontos tém a mesma ordenada.

Assim, o plano BCD é definido pela equacéao cartesiana y=4.
4. A equacao cartesiana do plano COE € x=0.

5. Consideremos o plano paralelo ao plano DEF e que passa no ponto
P(1,-2,5).
Como o plano DEF é definido pela equacdo z=4, a equacao cartesiana do
plano que lhe é paralelo e que passano ponto P é z=5.

Exercicios

@ Em cada uma das situag6es seguintes, escreve as equacodes cartesianas dos planos
que contém as faces do prisma representado em cada referencial o.m. Oxyz.

69.1. 2 69.2. A
E H
4l F 1|
e :
L LA=2 R
R - >
............ L G : :
. 2":0 2 y 4
A B : y
E X
X i
69.3. 69.4. I
10lE D
ZA F G
3|E D
F G
____________ o c R
142 /A -
A B ’
L O|.- c
’ 0 4y
4
A B
X
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2.3. Geometria analitica no espago

@ Considera a piramide quadrangular regular que se encontra representada no
referencial o.m. Oxyz da figura.

Video
Equacdes

' cartesianas de
retas paralelas a
um dos eixos

e Manual
z Interativo
E

° : ',4'/_2 oC
___________ 24 AP N T
0 2 y

70.1. Indica as coordenadas dos vértices da piramide.

70.2. Escreve a equacao cartesiana do plano:
a) que contém a base da piramide;
b) paralelo a base da piramide e que passa no vértice E;
¢) paralelo ao plano coordenado yOz e que passa no vértice D;
d) paralelo ao plano coordenado xOz e que contémareta BC.

2.3.3. Retas paralelas aos eixos coordenados

Eixos coordenados

Como os eixos coordenados sao a intersecao de dois planos, definimos cada eixo
coordenado como conjuncao das equacdes cartesianas desses planos.

Eixo Ox

Todos os pontos que pertencem ao eixo Ox tém ordenada e cota nulas. Desta forma,
o eixo Ox é definido pelo sistema de equacodes cartesianas y=0A z=0.

Eixo Oy

Todos os pontos que pertencem ao eixo Oy tém abcissa e cota nulas. Desta forma,
o eixo Oy é definido pelo sistema de equacodes cartesianas x=0A z=0.

Eixo Oz

Todos os pontos que pertencem ao eixo Oz tém abcissa e ordenada nulas. Desta
forma, o eixo Oz é definido pelo sistema de equacodes cartesianas x=0A y=0.

CVM10-8 1 1 3



2. Geometria analitica

Retas paralelas aos eixos coordenados

Consideremos, num referencial o.m. Oxyz, um ponto, P, de coordenadas (a, b, ¢),
coma, b, ceR.

Consideremos a reta r que é a intersecao dos planos
definidos por y=b e z=c. Estareta é paralela ao eixo
coordenado Ox e interseta o plano yOz no ponto de
coordenadas (0, b, ¢).

Assim, concluimos que:

Qualquer reta paralela ao eixo Ox pode ser definida por um sistema de equa-
¢oesdotipo y=bAz=c,com b, ceR.

Da mesma forma, verificamos que a reta que é a inter- ZT

secao dos planos definidosporx=a e z=c intersetao (a,0, c)te s
plano coordenado xOz no ponto de coordenadas S

(a, 0, c) e é paralela ao eixo coordenado Oy . “= c,g* ________________ v

Qualquer reta paralela ao eixo Oy pode ser definida por um sistema de equa-
¢oesdotipo x=aAz=c,com a, ceER.

A intersecao dos planos definidos por x=a e y=b é
umareta, t, queinterseta o plano xOy no ponto de coor- ZT
denadas (a, b, 0) e é paralela ao eixo das cotas, Oz.

Py
N - R L,
a- fiQm«'(’a, b, 0) y

Qualquer reta paralela ao eixo Oz pode ser definida por um sistema de equa-
coesdo tipo x=aAy=b, com a, bER.
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2.3. Geometria analitica no espago

Exemplos

Na figura estéa representado um paralelepipedo z
retdngulo num referencial o.m. Oxyz.

. Definir retas paralelas aos eixos coordenados
por um sistema de equacoes D
* Reta paralelaa Oz e que passano ponto F:

x=0Ay=4

* Reta paralelaa Oy e que passano ponto D:
x=4ANz=10

* Reta que contém o segmento de reta [EB]:

x=4Ay=4 B e Y LN

* Reta que passa nos pontos B e C:
y=4Az=0 X

. Definir segmentos de reta paralelos aos eixos coordenados por um sistema
de condicdes

* O segmento de reta [AD] esta contido nareta AD, que pode ser definida pelo
sistema de equacdes x=4 A y=0. Neste segmento de reta, todos os pontos
tém a mesma abcissa (4) e amesma ordenada (0), sendo a cota um valor
compreendido entre 0 e 10, inclusive.

Logo, o segmento de reta [AD] é definido pelo seguinte sistema de condicdes:
x=4ANy=0A0<zg10
* Segmento de reta [GD]:
y=0Az=10A0<x<4
* Segmento de reta [GF]:
x=0Az=10A0<Ky<4

. Definir as faces do paralelepipedo por um sistema de condicdes

* Aface [ABED] esta contida num plano que é paralelo ao plano yOz e que é
definido pela equacédo x=4. Qualquer ponto pertencente a esta face tem
abcissa 4, ordenada compreendida entre O e 4, inclusive, e cota
compreendida entre 0 e 10, inclusive.

Logo, aface [ABED] pode ser definida por:
x=4N0<y<4AN0<z<10

* Face [DEFG]: z=10AN0<x<4NA0<<y<4
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Exercicios

)

116

Considera a piramide quadrangular regular -4
representada no referencial o.m. Oxyz.
Sabe-se que, fixado o centimetro como
unidade do referencial, a medida da altura da
pirdmide é 4 cm.

71.1. Indica as coordenadas dos vértices da 5
piramide. al

71.2. Escreve o sistema de equacdes da reta:
a) AB b) BC x g
c) CD d) AD

71.3. Escreve o sistema de equacdes que define a reta que passa no ponto V e:
a) é paralelaareta AB;
b) é paralelaareta AD;
c) é paralela ao eixo coordenado Oy.

No referencial o.m. Oxyz da figura, ZI
encontram-se representados dois sélidos 4 ' .H
geométricos: o cubo [OABCDEFG] e o prisma

triangular [OACHIJ], em que O é o ponto 1
médio de [/E]. 5
_ 0. 4
72.1. Escreve as coordenadas dos vértices dos A / C
solidos representados. B
72.2, Escreve a equacgao do plano: X . 5
a) paralelo a xOy e que passa ho ponto E; o L4
b) que contém a face [BGDCI; - p

¢) paraleloa xOz e que passa no ponto H.

72.3. Escreve o sistema de equacdes que define a reta:
a) paralelaao eixo Oy e que passano ponto A;
b) paralela ao eixo Ox e que passa no ponto H;
c) paralelaao eixo Oz e que passa no ponto D.

72.4. Escreve a conjuncao de condi¢cdes que define o segmento de reta:
a) [BG] b) [IJ] c) [JA]

72.5. Escreve a conjuncao de condicdes que define o poligono:
a) [AOIJ] b) [EDHI c) [FGDE]



2.3. Geometria analitica no espago

2.3.4. Distancia entre dois pontos no espaco
Consideremos, num referencial o.m. Oxyz, dois pontos A(a,, a,, a;) € B(b,, b,, b;).

Interativo

- Manual
Para determinar a distancia entre esses dois pontos, d(A, B) = AB, basta aplicar o e

Teorema de Pitagoras. Videos e
dois pontos no
Z“ espago
_E T .
bsl
T B(by, by, bs)
Ponto médio
bs— as : entre dois
: pontos no
: espaco
ast :
T N ::- -------- . b EFEE
A(<I31. 32.}33) C. b
0 1 ' 1 : 2— d2 .
. T m b Y
\m ____________________ bl
an .
v

Pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que EZ = Ez + @2 , OuU seja:
AD = (by — a,)’ + (b, — a,)°
Aplicando, novamente, o Teorema de Pitagoras, temos AB =AD +BD , ou seja;
AB = (b, — a,)* + (b, — a,)* + (bs — a5)’

Logo, AB= \/(b1 - 31)2 +(by - 32)2 +(bs = 33)2 -

Assim, podemos concluir que:

Considerando dois pontos, A (X,, ya, Z4) € B(xz, ¥z, Zg) , num referencial o. m.
Oxyz, a distancia entre os pontos A e B é dada por:

d(A, B) =\/(XA _xB)2+ (Ya —}’B)Z"' (za - ZB)Z

Ponto médio de um segmento de reta no espaco

Consideremos os pontos A (X, Y4, Z,) € B(xz, Y5, Z5) . representados num referen-
cialom. Oxyz.

Tal como foi visto no plano, as coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

XatXp Yatys ZA+ZB)
2 ' 2 " 2 '

[AB] no espaco sao: (
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2. Geometria analitica

Exemplo

1. Considera, num referencial o.m. Oxyz, os pontos L(-1,3,5), U(2,-3,0)
e A(0,5,-3).

Classifica o triangulo [LUA] quanto aos lados.

LU=V(=1-2%+3+3)°+(5-0)=
=v9+36+25=170

UA=\(2-0+(=3-5)+(0+3)*=
—VATBAT9=VTT

LA=\(-1-02+(3-5+(5+3°=V1+4+64=169

Logo, o tridngulo [LUA] é escaleno.

d(A,B) = \/(XA - xB)2 +(Ya— YB)2 +(24— ZB)2

Exercicios

Num referencial o.m. Oxyz, considera os pontos M(-2,0,5), A(1, -4, -2),
R(1,-3,0) e T(-1,1, 3). Determina o valor exato de:

73.1. MA 73.2. AR
73.3. RT 73.4. MR
73.5. MT 73.6. AT

m No referencial o.m. Oxyz da figura esta representado um paralelepipedo
retangulo. Considera os dados apresentados na figura e considera para unidade
de medida a unidade do referencial.

_______________ 0,,0_,
Fe A 4 2 Y

74.1. Escreve as coordenadas dos vértices do paralelepipedo.
74.2. Qual é a medida do perimetro do tridngulo [DEF]?

74.3. Determina a medida do segmento de reta [AD], diagonal espacial do
paralelepipedo.
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2.3. Geometria analitica no espago

2.3.5. Equacao do plano mediador de um segmento de reta

O plano mediador de um segmento de reta € o conjunto de pontos do espaco que se
encontram a mesma distancia dos extremos desse segmento de reta.

Consideremos os pontos A, B e P num referencial om. Oxyz e « o plano

mediador do segmento de reta [AB].
Um ponto P pertencea o seesése AP=BP.

Exemplo

1. Consideremos, num referencial oom. Oxyz, os pontos S(-1,3,0) e
T,2,-1).

Seja P(x, y. z) um ponto pertencente ao plano mediador de [ST].

Pela definicdo de plano mediador, sabemos que SP=TP. Assim:
Vo+ 12+ (y =32+ 2 =\x>+(y - 2)*+(z+1)°
Entdo: (x+1)°+(y =3 +22=x’+(y -2’ +(z+1)° <

&S XC+2+T1+y —6y+9+2°=xX"+y —4y+4+7°+2z+1 &
& 2x-2y—-2z+5=0

Exercicios

@ Num referencial o.m. Oxyz, considera os pontos R(2,1,0), S(-1,0, 2),

@

Manual
Interativo
Videos
Plano mediador

Equagéo do
plano mediador
de um segmento
dereta

T(0,3,0) e U(1,1,-2). Escreve aequacao do plano mediador do segmento

de reta:

75.1. [RS] 75.2. [ST] 75.3. [SU] 75.4. [TU] 75.5. [RT]

Observa a figura, em que esta representado um

cubo num referencial o.m. Oxyz. Sabendo que a

unidade do referencial é o centimetro e que o

cubo tem 6 cm de medida de aresta, determina: De

76.1. as coordenadas dos vértices do cubo;

76.2. a equacao do plano mediador do segmento de
reta [AE];

76.3. as coordenadas de um ponto P, ponto de
intersecdo do plano mediador do segmento de
reta [AE] com o plano mediador do segmento
de reta [EQ].

oM

75.6. [RU]
f
G
“c
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2. Geometria analitica

m Considera a piramide quadrangular
regular da figura, a qual foi aplicado
um referencial oom. Oxyz.

77.1. Mostra que o plano mediador do
segmento de reta [AB] pode ser
definido pela equacédo y—x=0.

77.2. Admitindo que a medida do
volume da piramide é iguala 32
€ que uma unidade de medida
corresponde a uma unidade do
referencial, determina as
coordenadas do vértice V da
piramide.

77.3. Determina as coordenadas do
ponto P pertencente ao eixo das cotas e ao plano mediador do segmento de
\__ reta [AV].

2.3.6. Equacao cartesiana reduzida da superficie esférica

Uma superficie esférica € o conjunto de pontos do espaco que se encontram a
mesma distancia (raio) do centro da superficie esférica.

Num referencial o.m. Oxyz, considera um ponto, P (x, y, z) , pertencente a su-
perficie esférica de centro C (x¢, y¢, z¢) eraio r (com r>0),talque PC=r.

A equacio cartesiana reduzida da superficie esférica de centro C eraio r é:

(X—xc)z"' (y—}’c)z"' (Z—Zc)2=r2

Exemplos

1. Conhecendo a equacgao cartesiana de uma superficie esférica, podemos
determinar as coordenadas do centro e o raio dessa superficie esférica.
Considerando a superficie esférica definida pela equacao:

2 2 4
x’+(y-23) +(z+§> ==

9
O centro é C(O, 3, —%) eoraioé \/%z%
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2.3. Geometria analitica no espago

2. Do mesmo modo, para:

Repara que
x*+y’+2° - 2x+6z-6=0 , ,
, . X =2x+1-1=(x-1)" -1
& X -2x+y +72°+6z-6=0 & 2+62+9-9=(z+3)°-9

S -2+ 1-1+y*+72°+462z+9-9-6=0 &
S =1 =-1+4y*+(Z+3°-9-6=0 <
& =1+ y*+(z+3)°=16
Ocentroé C(1,0,—-3) eoraioé 4.
3. Consideremos, num referencial o.m. Oxyz, os pontos A(—-1,0, 3) e

B(2, —1,5) edeterminemos a equacao cartesiana reduzida da superficie
esférica de diametro [AB].

O centro da superficie esférica é o ponto médio de [AB].

—1+2 0+(=1) 3+5>_ 1 1
C( 2 2 ' 2 ‘(5'"5'4>

reon 0= (-1-3) +(0r3) a7 g =

Logo, a equacao cartesiana da superficie esférica é definida por:

(-3 o) - 0723

Exercicios

@ Em relacdo a um referencial o.m. Oxyz,
escreve a equacao cartesiana da
superficie esférica de centroem P e
raio r, sendo:

Equacéo cartesiana reduzida da superficie
esférica de centro C(x¢, y¢. Zc) eraio r:

(x—xC)2+(y—yc)2+(Z—ZC)2=I’2
7841. P(0, —2,5) e r=V2;

78.2.P(v3,-1,0) e r=%:

1 2 2 _

78.3.P<3, -2, 5) er=25.

@ Considera, num referencial oom. Oxyz, as superficies esféricas definidas pelas
equacdes apresentadas. Indica as coordenadas do centro e o raio de cada uma
das superficies esféricas.

2 2 2
79.1. (x—%) +(y+v3) +22=7 79.2. (x+%> +<y—%> +2°=V3
79.3.x2+y2+22+x—6\/§z—9=% 79.4. x> +y’+72° - 4x+10y-30=0
79.5. x(x+2) — (6y—y?) =3-2° 79.6. 2z 7" =x(4+x) — <%y—y2>
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2. Geometria analitica

@ Considera, num referencial o.m. Oxyz, as superficies esféricas definidas por:
2 2
Ci: x+1)’+(y-3)°+2°=9 e c,: x’+y*+z°-6x-8z=0
80.1. Indica as coordenadas do centro e o raio de cada uma das superficies

esféricas.

80.2. Relativamente a cada uma das superficies esféricas, indica a posicdo do ponto
P(-1,5,1).

@ Considera, num referencial o.m. Oxyz, a superficie esférica definida por:
X -2 +y*+(x+1)°=4

81.1. Indica as coordenadas do centro e o raio da superficie esférica.

81.2. Identifica os planos tangentes a superficie esférica e que sédo paralelos ao:
a) plano xOz; b) plano yOz; c) plano xOy.

2.3.7. Inequacao cartesiana reduzida da esfera

O conjunto de pontos do espaco que pertencem a uma superficie esférica ou ao seu
interior designa-se por esfera. A distancia de qualquer um desses pontos ao centro é
menor ou igual ao raio.

Num referencial o.m. Oxyz, seja P(x,y,z) um ponto da esfera de centro
C (xc, Yc, z¢) eraio r (com r>0).
A equacao cartesiana reduzida da esfera de centro C eraio r é:

(X—xc)z"' (Y—YC)Z"' (Z—Zc)2<r2

Exemplos

Consideremos, num referencial o.m. Oxyz, a esfera definida por:
X2+ (y-3)°+(z+2)°<9
1. Vamos verificar se o ponto P(0, 4, — 1) pertence a esfera.
Como 0°+(4 -3’ +(-=1+2)°=0+1+1=2<9, entdo o ponto P
pertence a esfera.

2. Podemos determinar as equacgdes cartesianas dos planos
paralelos aos planos coordenados e que sao tangentes a
esfera. Os planos coordenados sao definidos pelas
equacodes: x=0, y=0 e z=0.



2.3. Geometria analitica no espago

A esferatem centro C(0, 3, —2)eraio 3.

* Equacdes dos planos tangentes a esfera e paralelos ao plano yOz: x=3 e
x=-3;

* Equacdes dos planos tangentes a esfera e paralelos ao plano xOz: y=0 e
y=6;

* Equacdes dos planos tangentes a esfera e paralelos ao plano xOy: z=-5 e
z=1.

3. Vamos determinar o lugar geométrico definido pela intersecédo da esfera com o
plano de equacao z=0.

2 2 2 2 2 2 2 2
{x +y-3+@2+2°<9 {x +(y-3/+0+2°<9 {x +(y—-3)°<5
z=0 z=0 z=0

E o circulo de centro C(0, 3, 0) eraio V5, contido no plano de equacdo z=0.

Exercicios

@ Em relacdo a um referencial o.m. Oxyz,
escreve a equacao cartesiana da
esfera de centroem P eraio r,
sendo:

Inequacao cartesiana reduzida da esfera
de centro C(x¢, Y. Zc) eraio r:

(x—xc)2+(y—}’c)2+(z_zc)2<r2
82.1. P(1,-1,0) e r=2;

82.2.P(1,-1,V2) e r=V3;

1 _1
82.3.P<—§, 0, o) er=1.

@ Em relacdo a um referencial o.m. Oxyz, considera uma esfera de diametro [XP],
sendo X(-1,2,0) e P(3,0,5).

Determina a inequacao cartesiana reduzida da esfera de didametro [XP].

@ Considera, num referencial oom. Oxyz, as esferas definidas por:
e: (=3 2+(y+1)2+2°<16 e e,: x2+(y+2)°+(z-1)7<9
84.1. Indica o raio e as coordenadas do centro de cada uma das esferas.

84.2. Escreve a equacao dos planos tangentes as esferas e que séo paralelos ao
plano xOz.

84.3. Identifica o lugar geométrico dos pontos definidos pela intersecao:
a) do plano de equacdo x=2 com aesfera e, ;
b) do plano de equacdo y=5 comaesfera e,;
¢) do plano de equacdo z=4 com a esfera e;.
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2. Geometria analitica

Em cada uma das figuras seguintes encontra-se representado um cubo,
[ABCDEFGH], com 6 cm de aresta, ao qual foi aplicado um referencial
o.m. Oxyz.

Em cada uma das situacdes, indica as coordenadas dos vértices do cubo.

1.1. Aorigem do referencial € o ponto 1.2. A origem do referencial é o
médio da aresta [AF] do cubo e centro da face [ABCD], que
[AF] pertence ao eixo Oz. esta contida no plano xOy .
V4 V4
3 H E I H
F G Feo i G
(0]

Al B
1.3. A origem do referencial é o 1.4. A origem do referencial é o
centro do cubo e [ABCD] é centro da face [ABCD] do cubo
paralela ao plano xOy. e [AC] pertencea Ox.
V4 V4
E H
° I ° E
: ! *H
i e FLE
____________ Q _j;'_'. ——— . E *G
. y D‘\ : e
Do i oc :‘Ec:o:

N
&
<

Considera, novamente, o cubo representado em 1.1..
2.1. Indica as coordenadas de um ponto que pertenca a:

a) aresta [FE]; b) face [DCHE]; ¢) aresta [HC]; d) face [ABCD].
2.2, Indica a condicdo do plano que:

a) contém a face [DCHE];

b) contém a face [ABCD];

¢) passano ponto B e é paralelo ao plano xOz;

d) passano ponto D e é paralelo ao plano yOz.
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2.3. Geometria analitica no espago

Considera os pontos A(1,2, -5), B(-2,0,3) e C(-3, 4, 0) emrelagao
a um referencial o.m. Oxyz.

3.1. Calcula a distéancia entre os pontos A e B.

3.2. Determina a equacao do plano mediador do segmento de reta:
a) [BC] b) [AC] c) [BA]

3.3. Seja M o ponto médio do segmento de reta [BC]. Escreve a equagéo
cartesiana da superficie esférica de centro M e que passa no ponto A.

3.4. Escreve a equacao do plano que passa no ponto A e é paralelo:
a) ao plano coordenado xOy; b) ao plano coordenado yOz.

3.5. Escreve as condicdes que definem a reta que passa no ponto C e é
paralelo:

a) ao eixo coordenado Oy b) ao eixo coordenado Oz.

A
Considera a piramide quadrangular [OABCV] cuja g

base, contida no plano xOy, é um paralelogramo, LV
N . . . b ]
a qual foi aplicado um referencial o.m. Oxyz.

4.1. Determina as coordenadas dos vértices da
piramide.

4.2. Determina o volume da pirémide [OABCV],

sendo a unidade do referencial a unidade de —4,
medida de comprimento. ol € B
------- Iv-------------o—b
4.3. Escreve a equacao do plano paralelo a base da / 4y
piramide e que contém o vértice V. X A
Na figura encontra-se representado um prisma s
quadrangular regular, tal que [ABCO] esta contida
no plano xOy, num referencial o.m. Oxyz. A 0
Sabe-se que o vértice D tem coordenadas (4,0, -6). ~~""72 G y=
5.1. Indica as coordenadas dos restantes vértices Bl 40
do prisma.
1 P . F- .E
5.2. Indica a equacédo do plano: :
a) ABG b) GDC c) FGD G D
5.3. Escreve as condi¢des que definem a reta:
a) AB b) CD c) GD
5.4. Define através de condicdes:
a) [AB] b) [BG] c) [BGDC] d) [GDEF]
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Emrelacdo a um referencial o.m. Oxyz, considera os pontos P(2, -1, -5),
Q(-1,0,3),R(2,Vv3,0) e S(3,-2,5).

6.1. Determina a equacao cartesiana reduzida da superficie esférica:

a) de centro P eraio %; b) de centro Q eraio V2.
6.2. Determina a inequacéo cartesiana reduzida da esfera:
a) de centro R eraio 2V5; b) de didmetro SO.

Considera, num referencial o.m. Oxyz, as superficies esféricas e as esferas
definidas a seguir. Em cada uma das situac¢des, indica as coordenadas do
centro e a medida do raio.

_1V L, ( §)2 _
7.1. (x 2) +y + z+2 =5

2 2 1)\
7.2. X’ + (y-Vv2) +(z—§) <9

7.3. X’ +y +72° - 2x+4y=11

2,.2, .2 4 2 1
7.4. x +y +z —§y+—z—ﬁ—0
101

75. x(x—2)+y(y—-10)+2° + —— 7 =0

7.6. x(x+4)+y* +z(z- 6)——<O

Em relacdo a um referencial o.m. Oxyz, considera as superficies esféricas
definidas por:

St (k=224 (y+3)P’+2°=2z=10 e s,: X’+y*+2°—62=9

8.1. Indica as coordenadas do centro e a medida do raio de cada uma das
superficies esféricas.

8.2. Indica a posicdo do ponto P(2, — 1, 3) emrelagdo a superficie esférica s, .

8.3. Escreve as equacdes dos planos tangentes a superficie esférica s, que
sao paralelos aos planos coordenados.
8.4. Determina o(s) ponto(s) de intersecao da superficie esférica s, com:
a) o eixo coordenado Ox;
b) o eixo coordenado Oy;
¢) o eixo coordenado Oz.
8.5. Sejam A e B os centros das superficies esféricas s, e s,,

respetivamente. Escreve a inequacao cartesiana reduzida da esfera de
didmetro AB.



2.3. Geometria analitica no espago

Na figura esta representada uma esfera z
inscrita num cubo, ao qual foi aplicado um
referencial o.m. Oxyz, cuja unidade é o

centimetro. fo) c
. —>
A medida da aresta do cubo é 4 cm. A | y
9.1. Indica as coordenadas dos vértices do
cubo. 2
D

9.2. Determina as coordenadas do centro da o
esfera e a medida do seu raio. '

Me
@

9.3. Escreve a inequacao cartesiana reduzida
da esfera.

9.4. Indica as coordenadas dos pontos de tangéncia da esfera com o cubo.
9.5. Define, por uma condicéo, o lugar geométrico que representa a
intersecao da esfera com:
a) oplanode equacdo y=2; b) o plano de equacdo x=3;
¢) oplanode equacdo z=-1.

Considera um cubo com 2 cm de aresta, ao qual -4
foi aplicado um referencial o.m. Oxyz, tal como 1’4
representado na figura.

Na base superior do cubo foi colocada uma piramide :
quadrangular regular, fazendo coincidir a base da pirdamide :
com a face superior do cubo.

10.1. Indica as coordenadas dos vértices do cubo. :

10.2. Sabendo que o volume da piramide é igual ao F E
volume do cubo, determina as coordenadas do ’
vértice V da pirdmide, admitindo que a unidade de G ; b
medida de comprimento é a unidade do referencial. ‘ AA

v

10.3. Calcula a distancia entre os pontos: B’ C
a) B e E; b) Ge V,; X
c)CeV,; d)Ae V.

10.4. Escreve a equacao cartesiana reduzida da superficie esférica de centro V
e que tem como plano tangente o plano FGD.

10.5. Escreve a inequacao reduzida da esfera de didmetro [GV].

10.6. Escreve a equacao do plano mediador de [GV] e determina as
coordenadas do seu ponto de intersecdo com o eixo Ox.
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2.4. Calculo vetorial no espaco

2.4.1. Generalizagcao dos conceitos abordados no plano

Coordenadas de um vetor no espaco

dos eixos e sentido positivo dos eixos, obtemos os u,
vetores i (1,0,0), j(0,1,0) e k(0,0,1). e

Designamos por base candnica a base (i Sk ) .

No espaco munido de um referencial ortonormado -4
Oxyz e de uma base (i, J. k) , dado um vetor apli-

. . . U
cado na origem do referencial, O, podemos dizer que
as coordenadas do vetor sdo as coordenadas do seu :
ponto extremidade. A

. s . ki@ 1 U,
Ao considerarmos os vetores unitarios com direcao | A e
N

No espaco munido de um referencial o.m. Oxyz e de uma base ( i,j. k ) , um vetor
- 2 . . 2 /. .
u é definido por um sé terno ordenado de numeros reais, (xg, yz, Zz) , tal que:

a:Xai +ya'j+Zﬁ’k
Dizemos que:
. (O, i ], k) é um referencial ortonormado (o.n.);
- as coordenadas de U sdo (X;, Vi, Z3):

—

+ as componentes de U s30 x;i, y;j € ZzK.

Operar com coordenadas de vetores no espacgo € semelhante ao que ja abordamos
no plano.

A norma de um vetor no espaco é determinada de forma analoga a do plano.

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras sabemos que:

A norma de um vetor U(xz, Yy, Z;) , num referencial ortonormado Oxyz, é dada

por:
”U” = v XHZ +ya’2 + ZUZ
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2.4. Calculo vetorial no espago

Consideremos dois vetores, U (xz, Yi. Z5) € V (X7 Yy Z7) . num referencial ortonor-
mado Oxyz.

e Manual

Interativo

Adicao e subtracao de vetores video

— — Vetor como

U+V= Xz Yg. Zg) + (Xg, Yo Z9) = (Xg+ Xg, Yo+ Yo, Zg + Zy) diferenca entre
dois pontos do

U= V=g Yo Zg) = (Xo, Vo, Z9) = (X5 = Xg. Yo = Vv, Zg — Zy) espage

Produto de um escalar por um vetor Nota
Se <0, ovetor AU

tem sentido oposto ao
de U.

AU= (Axg, AYg. Azz) . com A €R

Vetores colineares

Os vetores U (xz, Yz Zg) € V(xy, Vi, Zy) sdo colineares se e sO se V & o vetor nulo ou
se existe um Unico nimero real, k, tal que U=kV.

Vetor como diferenca entre dois pontos
AB=B-A

Soma de um ponto com um vetor
Para qualquer ponto A (x4, Ya, Z4):

A+U=(Xy, Ya, Za)+ Xz, Vi Z) = (Xa+Xg, Ya+ Vi Za+Zy)

Exemplos
Consideremos os pontos A(—1,0,2), B(3, -5, 1) eovetor u(1, -3, —-2).
1. Anorma do vetor U é:

1T =1+ (= 32+ (=2’ =14

2. Podemos determinar as coordenadas do vetor A_§ .

AB=B—-A=(3,-5,1)-(-=1,0,2)=(4, -5, -1)
3. A+u=(-1,0,2+(1,-3,-2)=(0, -3, 0)
4, - 2U0=-2x(1,-3,-2)=(-2, 6, 4)

5. AB—0=(4,-5,-1)—(1,-3,-2)=(3,-2,1)

CVM10-9 1 29



2. Geometria analitica

=g — ~ ~ .
6. Podemos verificar que os vetores AB e u nao sao colineares.
—_—> e . —_—> —
Os vetores AB e u sao colinearesse 3k€IR: AB =ku.

(4,-5,-1)=k(1,-3,-2) & (4,-5,-1)=(k, -3k, - 2k) &

k=4

4=k 5

& -5=-3k & 3
-1=-2k _1
k‘z

O sistema € impossivel, logo os vetores ndo sdo colineares.

Exercicios

Num referencial ortonormado (O, T, 7 I?) considera os pontos P(-3,2, 1),
Q0,1,-5), R(5,3,-1) e S(0,-5,2).

85.1. Determina as coordenadas do vetor:

a) PQ b) QR c) RS
d) PR e) QS
85.2. Determina a norma de:
a) PQ b) QR c) PR
85.3. Calcula:
a) ED@ ES’;
b) PR -2 QS .

@ No referencial ortonormado da figura, esta representado um paralelepipedo
retangulo, [ABCDEFGH)].

Sabe-se que:

* o vértice F tem coordenadas (4, -3, 1);

* aorigem do referencial é o ponto médio da aresta [DC];
* os pontos D e C pertencem ao eixo Oy.
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86.1. Determina as coordenadas do vetor:

2.4. Calculo vetorial no espago

a) 0G b) OA c) DB
d) AH e) EB f) BC
a) AF h) EH i) FH
86.2. Verifica se os seguintes vetores s&o colineares.
a) AF e H_Cb; b) FH e A_Cb;
c) EB e ﬁ; d) EH e AB.
86.3. Calcula as coordenadas do ponto P, sabendo que:
a) P=F+ OA
b) P=B+EH

¢) P=D+OA — FA

Considera, num referencial ortonormado (O, i

- > —

u=3i-j+k.
87.1. Indica as coordenadas do vetor U.

87.2. Calcula:
a) U-3v; b) v -

87.3. Verifica se os vetores U e V sdo colineares.

,7.K). osvetores V(-1,0,3) e

) IlvV-2u1.

2.4.2. Equacao vetorial dareta no espaco

Considera, num referencial ortonormado (O, 7, 7 l_{) ., um ponto, P(Xp, ¥Yp. Zp), €
um vetor, U (xz. Ya. Zz). Aretaque passano ponto P etema diregdo de U pode ser

representada por uma equacao vetorial.

No espaco, seja P (x,y, z) um ponto qualquer da reta r que passa no ponto
A (x4, Y4, Z,) etem adirecdo do vetor U (xy,yy, zy) . Areta r pode ser defi-

nida pela equagao vetorial:

(X,y,2) = (Xa, Ya, Za) + k (X7, Y, Z5) , KER

Esta reta também pode ser definida, no espaco, através de um sistema de equacoes

paramétricas:
X=X,+Kxg
y=VYa+ky;, KER
Z=Z,+kz;
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2. Geometria analitica

Exemplos

1. Num referencial ortonormado do espaco, consideremos 0s pontos
X(-3,2,00e P(1,0,-2).
XP=P-X=(1,0,-2)-(-3,2,0)=(4, -2, - 2)
Uma equacéo vetorial dareta XP é:
(x.y,2=(1,0,-2)+k(4,-2,-2), kKER

2. Num referencial ortonormado do espaco, as retas r e t sdo definidas pelas
seguintes equacodes:
x=2k
r:(x,y,z2=(-2,1,3)+k(1,1,3), kER e t:iy=1 , keER
z=—-1+3k

» Sabemos que o ponto P, (-2, 1, 3) pertence areta r e que um vetor diretor
daretar éovetor r(1, 1, 3).

* Umponto dareta t é, por exemplo, o ponto P, (0, 1, — 1) e um vetor diretor é
o vetor ?(2, 0, 3).

* Areta r pode ser definida pelo seguinte sistema de equacdes paramétricas:
x=—2+Kk
r:qy=1+k , k€R
z=3+3k

* Podemos determinar o ponto de intersecdo da reta r com o eixo das abcissas.
Se um ponto pertence ao eixo das abcissas, entdo tem ordenada e cota nulas.

x=—2+k X=‘I—_i+k x=—2-1
O=1+k . k€éR & {~ L KkER & {k=-1 ., kéER &
0=3+3k — =k k=—1

x=-3
. KER
= fod

Logo, o ponto de intersecdo da reta r com o eixo das abcissas tem
coordenadas (-3, 0, 0).

* Vamos determinar as coordenadas do ponto A, sabendo que pertence areta t
e ao plano coordenado yOz.

0=2k 0=k 0=k
y=1 ,KER & (y=1 ,k€ER & Jy=1 , keR
z=—1+3k z=—1+3x0 z=-1

Concluimos que o ponto de intersecédo da reta t com o plano yOz é o ponto
AO,1,-1).
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3. Na figura esta representada, num referencial ortonormado do espago, uma
pirdmide triangular com 7 cm® de volume.

d

Sabe-se que:

—a unidade do referencial é o centimetro;

—oponto A pertence ao eixo Ox e tem abcissa Z;

3
5

—o ponto B pertence ao eixo Oy e tem ordenada §;

—-oponto C pertence ao eixo Oz.

* Para determinar as coordenadas do ponto C, procedemos do seguinte modo:

7.5

_ base X _ 2 _3_5 _378_&
Vpirémide_73 = 7—73 = 7—54><h = h——35 =5
Assim, as coordenadas do ponto C séo (0, 0, %) .
« AC=C—_A= 54\ _ (71 (-7 o 54
AC=c-4A=(0.0,%)-(Z, 0.0)=(-%. 0.2

Logo, uma equacao vetorial dareta AC é:

(x,y,z)=<%, 0,0>+k< 7 o,ﬁ>, kER

375
. CB=B-c=(0,2,0)- 54\ _(y 5 _54

CE=8-c=(0,2,0)-(0.0,%)=(0,3,-51)
Assim, um sistema de equacdes paramétricas que definem areta CB é:
x=0

_5.5
Y=3%3K keR

__24
z= E k
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Exercicios

- —
1

Num referencial ortonormado (O, o I_{), considera um ponto, P, eum

—
vetor, v .

Em cada uma das situacdes seguintes, escreve uma equacao vetorial e um sistema
de equacOes paramétricas da reta que passa no ponto P e tem a diregcdo do

vetor V.
88.1. P(0,-3,1) e V(-3,2,0); 88.2.P(2,-1,0) e V(0,-2,5);
88.3.P(0,5,0) e V(=1,1, 3): 88.4.P(0,0,0) e V(5,0,2).

@ Num referencial ortonormado (O, T, 7 I_{) considera os pontos R(—-3,2,1) e
S(0, -1, —5) easretas:

xX=-k
t: (x,y,2=(01,0,3)+k(-2,-3,1), kER e p:{y=3 . kKER.

z=1-2k
89.1. Define areta p através de uma equacao vetorial.
89.2. Escreve uma equacao vetorial dareta RS.

89.3. Determina as coordenadas do ponto de intersecdo dareta t com o plano
coordenado yOz.

89.4. Indica o valor l6gico da afirmacao "Areta p nao interseta o eixo Ox".

@ Na figura encontra-se representado um -4
prisma triangular reto num referencial
ortonormado do espaco. ]

Sabe-se que o tridngulo [AOB] é is6sceles e c
esta contido no plano xOy, eque OD=5.

90.1. Escreve as coordenadas dos vértices
do prisma triangular representado.

90.2. Define areta CE através de uma
equacao vetorial.

90.3. Seja M o ponto médio do segmento de
reta [AB]. Define por um sistema de
equacoes cartesianas areta CM.

90.4. Determina as coordenadas do ponto de
intersecdo dareta CM com o plano yOz.
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2.4. Calculo vetorial no espago

Na figura ao lado esta representado um
prisma quadrangular reto, ao qual foi
aplicado um referencial o.n. Oxyz. A fo)

1.1. Determina:
a) G+EO g
b) B+ AE
c) B_G»+A_O>
d) A__l-':+G__D’> F. +E
e) CB-FA '
f) B+AE — FG

D.

G

1.2. Sabe-se que o vértice G tem coordenadas (2, -2, —5).
Indica as coordenadas dos vetores:
a) BD b) AC c) AD

d) %G_E’ e) BD +2DE f) 2A_B’+%B_E’

Considera, num referencial o.n. Oxyz, ospontos A(3,1,0), B(-2,1,-1),
C(,1,-2)e D(3, 0, —2). Determina as coordenadas de:

2.1. AB 2.2. BC 2.3. CD
2.4.D—3AB 2.5. 2AB — CD 2.6. %Ez’—zA_D'

Considera num referencial o.n. Oxyz os vetores u=— 37+ 7— 2K,
v(1,-3,2) e w(-3,6,-4).

3.1. Escreve as coordenadas dos vetores:

a) o b) -V c) m%w
d)w-v-o e) 3T+vV-w f) —3W+V_V'—%L7
3.2. Determina a norma dos vetores:
a)u b) i-V
) U+w d) m% W
3.3. Verifica se sdo colineares os vetores:
a)ueV; b) e w; c)Vew.

3.4. Considera o vetor ?(SK, -1, 2k), com k€ R, colinear com U.
Determina o valor de k, tal que ||t || =V14.
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2. Geometria analitica

136

Considera, num referencial o.n. Oxyz, areta r definida por:
(x.y.2)=(-2,3,1)+k(3,-1,-3), KER
4.1. Verificase oponto P(1, 2, —2) pertenceareta r.

4.2, Determina o valor de m para o qual o ponto M(—m -3, m, m+2), com
meER, pertenceareta r.

4.3. Escreve a equacdo vetorial da reta estritamente paralelaa r e que passa
noponto A(-3,5,1).

No referencial o.n. Oxyz da figura encontra-se representado um cubo com
5 unidades de medida de aresta.

H E

Sabe-se que o vértice A tem coordenadas (0, 0, — 1) e [ADEF] pertence ao
plano xOz.

5.1. Determina as coordenadas dos outros vértices do cubo.
5.2, Escreve uma equacdao vetorial dareta CF.

5.3. Determina as coordenadas do centro do cubo e mostra que esse ponto
pertence areta CF.

5.4. Escreve uma equacao vetorial da reta estritamente paralelaareta GA e
que passano ponto C.

5.5. Consideraum ponto M, talque M=H+ ED +%C_B> .
a) Determina as coordenadas do ponto M.

b) Escreve uma equacao vetorial da reta estritamente paralelaa MF e
que passano ponto D.

c) Determina o ponto de intersecao, se existir, da reta definida
anteriormente com o eixo das cotas.



2.4. Calculo vetorial no espago

Na figura esta representada uma piramide quadrangular regular num
referencial o.n. Oxyz.

We
!\
(9)

Sabe-se que V(3, — 3, 8) e que [ABCO] pertence ao plano xOy.

6.1.
6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

Indica as coordenadas dos outros vértices da piramide.

Determina as coordenadas dos vetores:

a) BV b) AB
c) CV d) AV
Escreve uma equacao vetorial da reta:

a) BV b) OV
c) AC d) Cv

Indica as coordenadas do ponto de intersecao, se existir, dareta BV como
eixo Oz.

De um ponto P pertencente areta AC, sabe-se que a abcissa é o dobro
da ordenada. Determina as coordenadas do ponto P.

Escreve uma equacao vetorial da reta estritamente paralela a:

a) BC e que passa no ponto V;

b) CV e que passa no ponto B.

Considera o ponto M, ponto médio de [VC].

a) Escreve a equacao vetorial da reta paralelaa VB e que contém o
ponto M;

b) A reta definida anteriormente interseta algum dos eixos coordenados?
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2. Geometria analitica

Teste

A condicao que define a reta que passa pelo ponto (-2, 3) e é
perpendicular areta y=1 é:

(A) x=-2 (B) y=-2 (C) x=3 (D) y=3

O valor de k para o qual o ponto P de coordenadas (1 — 2k, 3k) pertence
aretax=5 é:

(A) 2 (B) -2 (C) -1 (D) 1

No referencial o.n. xOy da figura encontra-se 4 )
representada uma circunferéncia de didametro o
[AB] eumareta r. 4f ecneee . ’

Tendo em consideracao os dados da figura, ',"'
indica qual das op¢odes seguintes define a ;

regido sombreada. > ol .2 6 X
(A) (x-2 +y°’<16AYy<x—2AXx>0 ‘ : "
(B) X’ +(y-2°<4Ay<—x—2Ay>0 i) SRR
(C) x-—2 +y°’<16AYy<x—2Ay>0

(D) (x+2)°+y°<

16AYy<x—-2Ay>0

No referencial Oxyz esta representado um =
cubo em que as arestas sao paralelas aos T
eixos coordenados, a base [ABCD] esta H: |
contida no plano z=0 e o vértice H tem ;
coordenadas (-2, -2, 4).

4.1. Adistdnciade G a A é:
(A) 4 (B) 4V3 e B
(C) 3V4 (D) 163 i -0 y

4.2. Considera as seguintes afirmacodes.

(i) Areta EF é definida pela condicdo z=4 Ay=2
(ii) O plano ABE é definido pela condicéo x=2.
Qual é a opgao verdadeira?

(A) As afirmacdes (i) e (ii) sdo falsas.

(B) As afirmacdes (i) e (ii) sdo verdadeiras.

(C) Aafirmacéo (i) é falsa e a (ii) € verdadeira.

(D) A afirmacéo (i) € verdadeira e a (i) é falsa.
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Na figura encontra-se um referencial I
o.n. Oxy no qual estarepresentada areta r

e os pontos A e B. 3
5.1. Representa areta r por uma equacéo A? ------- 2\

reduzida. 7 0
5.2. Escreve a equacéo vetorial dareta s,
paralelaareta r e que contémo ponto A. —4r----

5.3. Escreve as equacdes paramétricas da reta AB.

5.4. Determina a equacao reduzida da mediatriz do segmento de reta [AB].

5.5. Escreve a equacao reduzida do circulo de didmetro [AB].

No referencial Oxyz da figura encontra-se

H V4
representado um prisma retangular. :
Sabe-se que: '}D ---------------- c
* aface [EOGH] estéa contida no plano xOy; E—is : >
» aface [ADHE] estéa contida no plano
y=-6; A /
X

e 0 vetor C_A> tem coordenadas (10, — 6, 0)
e o vértice B tem coordenadas (0, 0, — 2).

6.1. Determina as coordenadas dos vértices G e D.

6.2. Escreve a inequacao da esfera que tem como centro o ponto médio de

[BD] e diametro [HB].
6.3. Determina o ponto de intersecado do plano mediador

de [EG] com o eixo Ox.

Considera a superficie esférica de equacao:
x’+y’+22-2x+4z=4

7.1. Escreve a equacao da superficie esférica na forma
reduzida.

7.2. Determina as equacdes dos planos paralelos aos planos
coordenados que sao tangentes a esfera.

7.3. Determina a intersecao da superficie esférica com
o plano xOy e determina o seu perimetro.

f
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Funcoes reais
de variavel real

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

Generalidades acerca de funcoes

Generalidades acerca de funcoes
reais de variavel real

Monotonia, extremos e
concavidade

Estudo elementar das funcoes
quadraticas, funcoes definidas por
ramos e funcdes modulares



Manual
Interativo
Videos

Funcdes:
conceito

Formas de
representar uma
funcéo

3. Funcgoes reais de variavel real

Antes de comecar

0 Verifica se cada uma das
correspondéncias seguintes é uma
funcao, justificando a tua resposta.

1.1. f
A <ah B
1.2. g
A <a B
e
1.3. h
A <a B

A

9
/\A B
hw
Indica:
2.1. o dominio da fungéo, D,

2.2. o contradominio da fung&o, Dy;

2.3. aimagemde 0;

2.4. um objeto que tem porimagem —5;

2.5. dois objetos com a mesma imagem.

Recorda

Funcao

Consideremos dois
conjuntos, A e B.

Uma funcéo, f,de A em B,
é uma correspondéncia que
a cada elemento, x,de A
faz corresponder um e um
so elemento, f(x),de B.
Os elementos de A
designam-se por objetos, e
0 conjunto dos objetos
(conjunto A) denomina-se
dominio de f, D;.

O conjunto B é o conjunto
de chegadade f, CC;.

O conjunto das imagens de
f designa-se por
contradominio de f, D;.

J

e Considera afuncado g, representada pelo seguinte diagrama de setas:

Recorda

Formas de representar uma
funcao

» Diagrama de setas

* Tabela

* Gréfico

* Representacao grafica

* Expressao algébrica

~
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e Na tabela seguinte encontra-se representada a funcao h.

x | -2|-1] 0] 3] 4
h(x)|4|2|4

3.1. Representa afuncdo h através de um diagrama de setas.

3.2. Indica:
a) D,
b) D,
c) aimagemde 4;
d) o objeto que tem porimagem 2.

o Considera a funcado p, definida por: f R
Recorda

G,={(-1.3).(0,5).(2.-3), 4, - 1)} Gréfico de uma funcao
E o conjunto de pares

4.1. Representa p através de uma
ordenados cuja abcissa

tabela.
corresponde ao objeto do
4.2, Indica: dominio e aordenada é a
a) D, imagem desse objeto.

Entdo, o graficode f é:

c) aimagemde —1; G,={(x,y): xED, Ay=F()}. )

d) o objeto que tem porimagem 5. -

e Considera a fungdo m, de dominio D,,={-2,-1,0, 1, 3}, definida pela
seguinte expressao algébrica:

m(x)=2x-1
5.1. Determina aimagem do objeto — 1 por m.
5.2. Indica o contradominio da funcdo m.

5.3. Representa a fungcao m através de:
a) uma tabela;
b) um gréfico cartesiano.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Antes de comecar

e No referencial cartesiano xQOy da figura, encontra-se representada
graficamente a funcéao f.

6.1. Indica: 7y
a) o dominio da funcéo, Dy;

b) o contradominio da fungéo, Dy ;

¢) aimagem, por f, do objeto —2;

-

d) o objeto que, por f, temimagem 1.

v

6.2. Representa f através de uma tabela.

6.3. Qual das seguintes expressoes
algébricas podera definir, no seu
dominio, a funcéo f?

(A) fx)=—x-1 (B) fx)=—x
(C) fx)=-1 (D) f(x)=x—1

o Considera afungéo f, talque f(x)=—2x+1e D;={-2,-1,0,2,3}, ea
funcdo g representada no grafico cartesiano da figura.

y
2 g
R s LT °
oo 1
2 R
-2 -1 0 1 : 3 4 X
—14------------ [}
—2e

7.1. Representaafuncdo g através de uma tabela.

7.2. Indica:
a) aimagemde O por f; b) D,
c) dois objetos que tém a mesma imagem por g.

7.3. Determina o contradominio de f, D;.

7.4. Calcula o valor numérico de:
a) f(-1)-g(0) b) 2g(2) -

g4)
f(-2)
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0 Resolve cada uma das seguintes equacoes
do 2.° grau, recorrendo a férmula resolvente.
8.1. xX’+x-6=0
8.3.2x°—6x-20=0 8.4.x’+2x-3=0

8.5. - x’+x+6=0 8.6. 3x°+9x+6=0

Escreve cada um dos seguintes polinémios
2
do 2.°graunaforma a(x —h)"+k, com

a,h,keReaz0.
9.1. x°+2x+3

9.2. —x°+2x—4
9.3. 2x°—4x+5
9.4. - 2x°+12x-8
9.5. 3x* - 6x+9

9.6. — 3x’—2x+5

8.2. —x°-3x-2=0

Manual

Recorda

Foérmula resolvente de
uma equacao do 2.° grau
Sejam a, b, c€R, com
az#0.

ax’+bx+c=0 &

=—bi\/b2—4ac

& X 53

g

e

Video
Férmula
resolvente

Interativo

Recorda
Completar o quadrado
Para escrever um
polinébmio do 2.° grau
ax’+bx+c, com
a,b,ceRea=#0, na
forma a(x — h)’ +k,
podemos considerar

b b®

h=—--e k=—-—+cC.
2a 4a
g

J

Considera as fung6es quadraticas f, g, h e j, definidas por:

=3, gW=-2x", h()=-x" e j()=1’

Faz corresponder a cada funcao a respetiva representacao grafica,

apresentada na figura seguinte:

A

v

Recorda

Funcodes quadraticas do tipo

y=ax?, com a€lR\{0}

As representagoes graficas

de funcdes quadraticas

designam-se por parabolas.

* Se a>0, apardbolatema
concavidade voltada para
cima.

* Se a<0, aparabolatema
concavidade voltada para

baixo.

~

CVM10-10
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3.1. Generalidades acerca de funcoes
3.1.1. Produto cartesiano de dois conjuntos

Dados dois conjuntos, A e B, designa-se por produto cartesiano de A por B,
A x B, o conjunto de pares ordenados (a, b) taisque a€A e bEB.

AxB={(a,b): aeAADbEB}

( Exemplos )

Sejam A={-3,-1,0,4} e B={1,2,3}.

1. Conseguimos formar 4 x 3 =12 pares ordenados com um elementode A e
umde B.

AxB={(-3,1),(-3,2),(-3.3),(=1.1).,(=1.,2),(=1,3), (0, 1), (0, 2),
(0,3).(4,1),(4,2),(4,3)}

2. Se pretendermos determinar o produto cartesiano de B por B, Bx B=B?,
conseguimos formar 3 x 3=9 pares ordenados.

B’ ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1,(2,2),(2,3),3.1,3,2),3,3)}

' Exercicio

0 Considera os conjuntos:
T={0,2,3,5} e S={1,3,5}

Determina o produto cartesiano:
11. TxS

1.2. SxT

1.3. T2

1.4. §?
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3.1. Generalidades acerca de funcbes

3.1.2. Grafico de uma funcao

Consideremos os conjuntos C={-1,0,1} e D={1, 2}.

O produto cartesiano de C por D é:
CxD={(-1,1),(-1,2),(0,1).(0.,2),(1,1),(1,2)}

Na figura ao lado encontra-se a sua representacao grafica, que
nao representa uma funcao. Para representar uma funcao de C
em D, acadaelemento de C corresponderia um e um so ele-
mentode D.

N <

\4

e Manual
Interativo
Video
Produto
cartesiano de
conjuntos e
grafico de
fungdes

Um conjunto G¢, contidoem A x B, é grafico de uma funcao f de A em B see
s se a todo o elemento de A corresponder um e um sé elemento de B.

Gi={(a,f(a): a€A}

Consideremos os conjuntos X={1,2,3,4,5} e Y={-2, 2, 4}. Vejamos
em quais das situacdes seguintes estamos perante o grafico de uma fung¢éao de
Y em X.

A(=2.2), 2.9}
Nao é grafico de uma funcdo de Y em X, pois ao elemento 4 de Y nao esta
associado qualquer elemento de X.

A{(=2,2),(2,2),(2,3). 4.1}
N&o é gréfico de uma funcdo de Y em X, pois ao elemento 2 de Y estdo
associados dois elementosde X, 2 e 3.

- {(_2' 2)! (2' 2)' (4' 2)}

E gréfico de uma funcdo de Y em X, pois a cada elemento de Y corresponde
um e um so6 elemento de X.

. Exercicios

e Considera os conjuntos J={-2,0,2,4,6,8} e H={-3,-1,1, 3}.

Qual dos conjuntos seguintes é grafico de uma funcdo de J em H? Justificaa
tua resposta.

(A) {(0,-3),(2,-1),(4,1),(6,3),(8, 1}
(B) {(-2,1),(0.1),(2,1),(4,1),(6,1),8, 1}
© {(-2,-1.(-2,1),(2,1),(4,1),6,1).8, 1}

147



3. Funcgoes reais de variavel real

9 Considera os conjuntos E={-1,1,3,5} e F={2,4,6}.

3.1. Define uma funcdo de E em F através do

A
seu gréfico. };
3.2. Justifica que s
{(21_1)1(4'1)1(61 3)1(115)} *1
nao é grafico de uma funcdode F em E.
3.3. Poder4 o gréfico cartesiano da figura O 1 2 3 4 5 67
representar uma fungédode F em E? 1
Justifica.

3.1.3. Restricao de uma funcao e imagem de um conjunto
por uma funcao

Consideremos os conjuntos A={0,1,2,3,4} e B={1,3,5}.

O diagrama de setas seguinte define uma fung¢éo, f, de Aem B, f: A— B.

Consideremos um novo conjunto, C={-1,0, 2,4, 5}.
Seja g afuncdode CNA em B talque f(x)=g(x), paratodo o elementode CNA.
Assim, G,={(0, 1), (2,5),(4,3)}.

Deste modo, podemos concluir que G, C G;. Dizemos que a fungdo g € a restri¢céo
dafuncado f a C, que serepresenta por f|..

Considerando um novo conjunto, D={0, 2, 4}, sendo DCA, verificamos que a
imagemde D por f éigual ao contradominio darestricdode fa D.

Sejam A, B e C conjuntose f umafuncdode A em B, f: A— B.

« Arestricdode f a C éafuncdo f|.: CNA— B tal que, para todo o elemento x
de CNA, flcx)=f(x).
- Aimagem de um conjunto, C, por f, com CCA, é f(C)={f(x): xeC}.
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3.1. Generalidades acerca de funcdes

1. Consideremos uma fungao g, de Z em Z, definidapor g(x)=2x—-1, eos

. eManua!
conjuntos R:{—1,0,2,3}eS:{—5’—3,_1}_ Interativo
O contradominio darestricdode ga R é {-3,—-1,3,5}, umavez que ‘F’L‘?,i‘;o injetiva

g(-1=-3,g0)=-1,9g(2)=3 e g(3)=5.
* O contradominio darestricdlode ga S é {-11, -7, -3}, umavez que

g(-5=-11,9(-3)=-7 e g(-1)=-3.

' Exercicios

o Considera afuncdo h, de {1,2,3,4,5,6,7, 10} em IR, definida por

2
h(x)=x2+1.

4.1. Determina o contradominio de h.

4.2. Determina o grafico darestricidode h a A, sendo A={2, 4, 6}.

4.3. Determina o conjunto-imagemde h(B), sendo B={1,3,5,7, 10}.
e Considera afuncdo p, de {-1,0, 1, 2, 3} em Z, definida pelo grafico

G,={(-1,1,0,1,01,-1,2.,-2),@3,-3)}.

5.1. Indica o dominio e o contradominio da funcao p.

5.2. Define, por um grafico, a restriciode p a C, sendo C={-1,0, 1}.

5.3. Qual é o contradominio da restricidode p a D, sendo D={1,2,3}?

3.1.4. Funcoées injetivas

Consideremos a funcao f, representada graficamente X
na figura ao lado. 3

O grafico dafungéao f é: -

G={(1.2),(2,-1).3.3), 4. 1} —1
Verificamos que quaisquer dois elementos distintos do ol 1 2 3 24 X
dominio tém imagens distintas. =1

Entdo, dizemos que a fungcao f é injetiva.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Considera agora a fungao g definida pelo grafico: [N ‘ )
ota
Gg= {(1 :2),(2,-1).3,2), 4, 1)} A expressao “qualquer
@ lonat,, Como hé dois elementos distintos do dominio com a que seja” é representada
Video mesma imagem, g(1)=g(3)=2, concluimos que a pelo quantificador
Funcdo funcdo g nao é injetiva. universal, V.

sobrejetiva
A expressao "existe pelo

Dados dois conjuntos, A e B, uma funcio f, de A menos um” &
em B, éinjetiva se e sé se quaisquer dois elemen- representada pelo

tos distintos de A tiverem imagens distintas. quantificador
2 Bemfoist P existencial, 3.
f: A— B éinjetiva se e s6 se: N\ J

Va, a, €A, a;2a, = f(a;) #f(ay)

Desta forma, sendo f injetiva, sabemos que se f(a)=f(b), entdo a=>b.

3.1.5. Funcoes sobrejetivas

Consideremos as fungcdes g e h, representadas nos diagramas de setas da figura

seguinte:
h
/2\ _—
A B C D
-
T = '

/ A —

Relativamente a funcdo g, por observacao direta, verificamos que qualquer ele-
mento de B éimagem de um ou mais elementos de A. Assim, diz-se que afuncao g
é sobrejetiva.

O mesmo nao acontece na fungdo h, pois o elemento —2 de B ndo € imagem de
qualquer objeto de A. Assim, dizemos que a funcao h nao é sobrejetiva.

Dados dois conjuntos, A e B, uma funcio f, de A em B, é sobrejetiva se, para
qualquer elemento, b, de B, existir um elementode A, a, talque b=f(a).

VbeB,3a€A: f(a)=b

Concluimos que uma funcao é sobrejetiva se e s6 se o seu contradominio coincidir
com o conjunto de chegada.
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3.1. Generalidades acerca de funcdes

3.1.6. Funcoées bijetivas

Consideremos a funcao f, representada pelo diagrama f

de setas da figura. A a8 B
Por observacao direta, verificamos que objetos diferen-

tes tém imagens diferentes e que todo o elemento de B .

€ imagem de um elemento de A. Assim, a funcédo f é ]3>

injetiva e sobrejetiva.
Dizemos que a funcao f é bijetiva.

Dados dois conjuntos, A e B, uma funcdo f, de A em B, é bijetiva se for,
simultaneamente, injetiva e sobrejetiva.

Assim, uma fungdo f, de A em B, é bijetiva se e s0 se, para todo o elemento b,
de B, existir um e sé um elemento a de A talque b=f(a).

1. Vamos verificar se as funcdes representadas graficamente nas figuras
seguintes sao bijetivas.

f:[-3,3]—I[1,5] vl
* Como objetos diferentes tém 5
imagens diferentes, a funcao f é 4 4/
injetiva. 3
* O contradominio da funcéao f i
o . ¢
coincide com o conjunto de chegada,
logo afuncéo f é sobrejetiva. !
Assim, a fungéo f é bijetiva. -3 -2 -10 2 3 4 X
| | |
g:[-3,4—1[-1, 2] vt
* Como ha objetos diferentes com a 3
mesma imagem (por exemplo, 2
-3#1eg(-3)=g(1)=2, \'/1 g
afuncao g nao é injetiva. .
Logo, afuncdo g nao é bijetiva. -3 7 _1_(1) 1 2 3\¢&*
Nota -2

Se uma reta horizontal interseta o grafico de
uma fun¢do em mais do que um ponto,
podemos concluir que a fungao nao é injetiva.
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3. Funcgoes reais de variavel real

h:[—3,4]—>|R yA
« O contradominio de h, D, =[-1, 3], 3
é diferente do conjunto de chegada, 2/ h
CC,=R, logoafuncdo h ndoé 1 /|
sobrejetiva. \\ // .
Assim, h ndo ¢ bijetiva. 2 1_1 01 2 3 4~
-2

. Consideremos afungdo p: R— IR, talque p(x)=—x+5.
Vamos verificar se a fungédo p € bijetiva, isto €, se € injetiva e sobrejetiva.

* p éinjetivaseesdse: Va,beR,azb = p(a)zp(b)
azb = —-a#-b = —-a+5#-b+5 = p(a)=zp).

p(a) p(b)
Logo, p é€injetiva.

* p ésobrejetivaseesdse: VyeRR,3a€R: pa)=y
pl@a=y & —-a+b5=y & —a=y-5 < a=-y+5.
Assim, Vy€R, existeum a€R talque a=—y+5, emque p(a)=y.
Logo, afuncdo p é sobrejetiva.

Como é simultaneamente injetiva e sobrejetiva, a funcado p é bijetiva.

. Consideremos afuncdo m: R — R talque m(x)=x"—1.
* Vamos mostrar que a funcdo m nao é injetiva.

Para tal, consideremos, por exemplo, os objetos 2 e — 2.

m(2)=2*-1=3

m(-2)=(-2°>-1=3

Assim,como 2#—-2 e m(-2)=m(2), m nao éinjetiva.
* Mostremos, agora, que a fungdo m nao é sobrejetiva.

A funcdo m é sobrejetiva se o conjunto de chegada, IR, forigual ao seu
contradominio.

Como sabemos: VxE€R, x’>0 < x*-1>-1.
Assim, D,,=[—-1, +oo[# CC,,.

Logo, afuncdo m nao é sobrejetiva.
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3.1. Generalidades acerca de fungbes

' Exercicios

e Considera a funcao f, definida pelo diagrama de
setas da figura.

Justifica a afirmacao:

“A funcao f é injetiva, mas nao é sobrejetiva, logo
nao é bijetiva.”

o Nas figuras seguintes estao representadas graficamente as funcdes f, g, h e j.
f:[-3,4[ — R g:1-2,4 — R

v

h:IR — [-4, +00[

A

Identifica uma funcao:

7.1. injetiva e ndo sobrejetiva;
7.2. sobrejetiva e ndo injetiva;
7.3. bijetiva.

e Nas alineas seguintes encontram-se definidas funcdes, de IR em IR, através da
sua expressao algébrica. Verifica se essas funcdes sao bijetivas.

8.1. f(x)=2x+3 8.2_g(x)=x52

8.3. h(x)=x’ 8.4.j(x)=2-x’
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3. Funcgoes reais de variavel real

3.1.7. Composicao de funcoes

Consideremos as fungdes f e g, definidas por f(x)=2x e g(x)=x+1.

gof

Vamos determinar f(5) e, em seguida, aimagem de f(5) por g.
f(5)=2x5=10 e g(10)=10+1=11
Repara que g(10)=g(f(5)), ou seja, ao resultado de f(5) aplicamos a funcéo g.

Desta forma, temos uma nova funcao que designamos por fungdo composta de g
com f, que serepresentapor gof.

Consideremos duas fungdes, f e g, taisque f: Dj— A e g: D, — B.

A funcao compostade g com f ou g apos f ou f seguidade g representa-se
por gof eétal que:

«D,.;= {xe D;: f(x) EDQ}

* VXED,.¢, (g-f)(x) =g (f(x))

( Exemplos )

1. Consideremos a funcédo g: IR — IR, definida %
algebricamente por g(x)=x+2, eafuncao f, 2
representada graficamente na figura. 1
*D,=]-3,3] e D;=[-2,1] .
- D,=R e D,=R 3 -N-1 (071 2 BX
c(gef)(=N=g(f(-M)=g(-1==-1+2=1 ] A
*(g°f)(0)=g(f(0)=9g(-2)=-2+2=0 -

*(gef)(N=g(f(1)=g(-2)=0
“ (fog) (=D =f(g(=1)=F(1)=-2

Como (g-f)(=1)#(fog)(— 1), podemos concluir que a composta de fungoes
nao é comutativa.
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2. Consideremos as fungdes m: R— IR e p: R — IR, definidas por:
mx)=2x e p(x)=—x+5
Vamos caracterizar a funcdo mop.
D,=R=D,
D,.,={x€R:p(x)€ER}=R
(mop)x)=m(p(x))=m(-x+5)=2(-x+5)=-2x+10
mop: R— R
X\ r—2x+10

. Exercicios

Considera afuncdo j: {-3, -2,0, 1, 3} — R, definida pela tabela, e a fungéo
h: IR — IR, definida pela expressao analitica h(x)=—2x+1.

X -3 | =2 0 1 3
Jj(x) 2 1 3 -2 1

Calcula:

9.1. (h-j)(1)
9.2. (h+j)(0)
9.3. (h-j)(=2)
9.4. (j- h) (0)
9.5. (joh)(—1)
9.6. (jo h)(2)

@ Considera as fungdes r e s, definidasem IR por r(x)=x’ e s(x)=x-2.

10.1. Caracteriza as funcdes:
a)ros b) sor

10.2. Determina:

a) (res)(=1) b) (s-r)(1)
c) (s-r)(0) d) (res)(2)
e) (ser)(-3) f) (r-s)(0)
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Video
Funcéo inversa

de uma funcgéo
bijetiva

3. Funcgoes reais de variavel real

3.1.8. Funcao inversa de uma func¢ao bijetiva

Consideremos afuncéo f: A— B, definida através do f
diagrama de setas ao lado. A B

Como afuncao f é bijetiva, sabemos que a cada elemento
de B corresponde um e um s6 elemento de A. Desta
forma, é possivel definir uma nova funcao,
g:B— A, talque V(x,y)EAXB, f(x)=y & x=9g(y) .

; V\_/
Designamos esta funcao por fungao inversade f, f~ . -
fl:B—A
ysofl(y)=x

talque f(x)=y.

Dada uma funcio f: A — B bijetiva, a funcdoinversade f éafuncio f ': B—A,
talque Vy€B, f ' (y) éotinicoelementode xEA, tal que f(x)=y.

Pela definicdo de funcdo inversa, sabemos que um y_

o 20{--8  y=
ponto de coordenadas (a, b) pertence ao grafico de / V=
f~! se e sd se o ponto de coordenadas (b, a) pertencer f-1/10{-----s -

ao gréfico de f. —20/10 T /

Assim, o grafico de f~' é obtido do gréfico de f atra- / ; 0 10/20~*
vés de uma simetria axial de eixo y=x. S —19%

1. Consideremos a funcdo g definida,em IR, pela expressao analitica g(x)=—3x+2.

Vamos caracterizar a funcdo inversade g, g~'. Como afuncdo g é bijetiva,
sabemos que g~ existe.

D, =D,=R e D, =D,=R

- Express&o analiticade g~ ': Na fungao inversa:
Vamos resolver a equagdo g(x)=y emordema x. D;+=D;
D;=D
-2 2- f ¢
gx)=y & -3x+2=y & x=y_—3:Ty

Como g(x)=y < x=g '(x), substituimos x por g '(x) e y por x.

Desta forma,
g'""R—R
2-x
3

XA
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3.1. Generalidades acerca de funcbes

' Exercicios

Observa a figura, em que esta representada graficamente a funcao
j:{-2,1,2,3} — {0,1,2,3}.

A
y
] REREREEE R L4 j
y ) TSR L
P —— 1
—2 0 1 2 3 X

11.1. Justifica a afirmacao: "A funcadoj € bijetiva.”

11.2. Indica o valor de:
a)j(-2) b) j(1) c)j (2 d) j'(0)

11.3. Caracterizaafuncdo j .

@ Consideraafuncdo h: {-1,0,1,2} — {-1,0, 2, 3}, definida pelo gréafico:
G,={(-1.2),(0,0),(1,.3),(2,-1)}

12.1. Mostra que existe h™'.
12.2. Define h™" através do seu gréfico.

12.3. Caracteriza a funcdo h™".

@ Seja g uma funcdode IR em IR, definidaporg(x)=2x-5.
13.1. Mostra que a fungao g é bijetiva.

13.2. O ponto P(1, — 3) pertence ao grafico da funcédo g. Indica a ordenada do
ponto do graficode g~ ' que tem abcissa — 3.

13.3. Caracterizaafuncdo g~ '.

@ Considera as func¢des bijetivas f, g e h, de IR em IR, definidas por:
-1
f(x)= 5 X+ 5
gx)=—2x+1
_2-x
h(x)= 3
Caracterizaasfuncdes f', g ' e h™".
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3. Funcgoes reais de variavel real

Considera os conjuntos P={-1, 2,3} e Q={0, 1, 2} . Determina:

11. PxQ 1.2. QxP 1.3. P? 1.4. @°

Nas figuras seguintes encontram-se representadas fungoes.

f:[-1,3]—R g:[-1,3]1— 1[0, 4]
yA yA
3 3
r—F N
1 1
_1 . -
-2 ) ) 3 X 210 ) 3x
1 —
yA yA
4—1p 4 =
3 3
2 2
1 1
270 1 2 3% 270 1 2 3x
1 -1

Das func¢des anteriores, indica, justificando, as que sao:

2.1. injetivas; 2.2. sobrejetivas; 2.3. bijetivas.

Consideraafuncédo f, de A={-1,0,1, 2,3} em B={1, 2, 3}, definida por:
G={(-1,1).(0,2),(1,3),(2.1), 3,1}

3.1. Indica o contradominio da:
a) funcao f;
b) restricdo da fungdo f ao conjunto C={-1,0, 1}.

3.2. Afuncao f éinjetiva? E sobrejetiva? Justifica.

Considera a funcdo g: IR — IR talque g(x)=3x*-1.
4.1. Determinaasimagensde —1 e 1.

4.2, Mostra que a funcdo g nao € injetiva.
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Considera afuncado q, representada y4
graficamente no referencial da figura ao lado. . 4
3
5.1. Indica o dominio e o contradominio da
funcéo q. 2
5.2. Sabendo que g~ ' éafuncdoinversade g, R
determina: -3 -2-1 C1) 1 2. 3x
a) g~ ' (4) b) g~ (2) )
c) g ' (0 d g ' (-2

Considera as funcdes m e p, de IR em IR, definidas por:

xX—2
5

2

mx)=—-5x" e pk)=

6.1. Mostra que:
a) afuncao p é bijetiva;
b) afuncdo m é nao injetiva.

6.2. Da um exemplo de uma restricao da fungédo m, de modo que a funcao
seja injetiva.

6.3. Caracteriza a fungdo inversada funcédo p, p~'.

Ny
>

Considera a fungao f, representada no

y
referencial da figura, e a funcao g, de 4
IR em IR, definidapor g(x)=x-2. \3
f
7.1. Determina o dominio das fungdes fo g 2
e gof.
7.2. Calcula: 210 1 2 \3 4 il
1
a) (f-g)(0) b) (9-f)(-2)
c) (fog9) (1) d) (9-1)(3)
e) (fog)(3) f) (g-7)(0)
Considera as fungées h e j, de IR em IR, definidas por:
h=2=3 o j=Vx+1
x+1
8.1. Calcula, se possivel:
a) (jeh)(=2)  b) (joh)(0) c) (h-j)(8) d) (h-j)(15)
8.2. Determina as expressoes algébricas das fungdes:
a)joh b) hoj
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3. Funcgoes reais de variavel real

3.2. Generalidades acerca de funcoes reais
de variavel real

3.2.1. Conceito de funcao real de variavel real

Designamos por funcao real de variavel real qualquer funcdo com dominio e
conjunto de chegada contidosem IR.

Para caracterizarmos uma fungao real de variavel real, devemos indicar o seu dominio,
o seu conjunto de chegada e uma expressao analitica que a descreva. Quando nada
é indicado, consideramos que IR é o conjunto de chegada.

( Exemplos )

Vamos caracterizar as fun¢des reais de variavel real definidas por:

_3x+2
1. f(x) = P
D;={x€R: x-120}=R\{1} Célculos auxiliares:
x-1=0 & x=1
frR\{1} — R
xu3x+2
x=1
2.gx)=vx-1
D,={x€R:x-1>0}=[1, +00[ Calculos auxiliares:

Xx—120 & x>1
g:[1,+o0o[ — R

X rVvVx -1
Vx-1
3 hW=F T

D,={x€R: x-1>0A3x+6%0}=  Calculos auxiliares:
x=120 & x>1

3x+6=0 & x:% & x=-2

={xER: x>TAx#-2}=[1, +o0[

h:[1,+00o[ — R

x -1

3556
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3.2. Generalidades acerca de fun¢des reais de variavel real

' Exercicio

@ Caracteriza a funcao real de variavel real definida por: e Manual
2
-2 X
15.1. f(x) =2 15.2. g(x) = vid
(x) 3 g ) x-3 Funzgz par
15.3. h(x) = _XXTB 15.4. j(x)=vV—x+3
2

15.5. k(x)=V2x -6 15.6. ¢ (x)=—

— ( VX+5

3.2.2. Paridade de uma funcao

Seja f uma funcao real de variavel real. Dizemos que:
o f éuma funcdoparse Vx€D;, —-xED; A f(—x)=f(x);
* f éuma funcdo impar se Vx€D;, —x€D; A f(-x)=—f(x).

Graficamente, uma funcao € par se o seu grafico é simétrico em relacdo ao eixo
das ordenadas e uma func¢do é impar se o seu grafico é simétrico em relacdo a
origem do referencial.

Estudemos as funcdes definidas pelas seguintes expressdes analiticas, quanto
a paridade.

1. f(x)=x?
f(-x)=(-x)"=x"=f(x)
Logo, f € uma fungédo par.

2. g(x)=-2x
g=x)=-2x(-x)=2x=-g(x)
Logo, g é uma funcao impar.

3. h(x)=x — x?
h(=x)=(=x) - (=x)’=—x - x°
Como h(-x)#h(x) e h(—x)#—h(x), afuncdo h nao é par nem é impar.

4. j(x)=5(x-1)°
j=x)=5(-x-1)

Como j(—x)#j(x) e j(—x)#—j(x), afuncdo j ndo é par nem é impar.
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3. Funcoes reais de variavel real

' Exercicios

@ Verifica se as fun¢des a seguir definidas sao pares.
16.1. f(x)=—3x> 16.2. g(x)=(x+1)°

16.3. h(x)=x-x° 16.4. j(x)=5x" - x*

Q Estuda, quanto a paridade, a funcao definida por:

1741, f(x)=x-2x° 17.2. g(x)=—x*+x*
2
17.3. h(x) =222 174. j()=-2
X

@ No teu caderno, completa a representagao grafica de cada uma das funcgoes,
tendo em consideracao a informacao apresentada.

18.1. f é uma funcgao par. 18.2. g é uma fungao impar.

A A

y
—4

—3
f Z

w N

N
|
N

4
A 4

482 9T °

—N
w
N

=

—

3.2.3. Transformacoes geomeétricas de graficos de funcoes

Tarefa de desenvolvimento

0 Considera a funcdo f, definida por f(x)=x°, que se encontra representada
graficamente no referencial da figura seguinte:

A

f y

A 4
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1.1.

1.2.

3.2. Generalidades acerca de fun¢des reais de variavel real

Copia a figura para o teu caderno e, no mesmo referencial, representa as
funcdes g e h, sabendo que:

e g)=Ffx)+2
e h(x)=f(x) =1

Nota: Podes utilizar o GeoGebra, nomeadamente a aplicacao associada a
este exercicio.

Copia e completa.

Por observacgao das representacdes graficas anteriores, podemos concluir que:

* o graficode g é aimagem do grafico de f pela translagéo de vetor de
coordenadas :

* o graficode h é aimagem do grafico de f pela translagao de vetor de
coordenadas

Considera novamente a fungdo f, definida por f(x)=x>.

2.1.

2.2,

A

y

\ 4

Copia a figura e representa, no mesmo referencial, as fungcbes p e m,
sabendo que:

*pxX)=Fflx-2)
emx)=Ff(x+1)

Nota: Podes utilizar o GeoGebra, nomeadamente a aplicacdo associada a
este exercicio.

Copia e completa.
Por observacao das representacdes graficas anteriores, podemos concluir
que:
* o grafico de p é aimagem do grafico de f pela translacao de
vetor ;
* o grafico de m é aimagem do grafico de f pela translagdo de
vetor
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3. Funcgoes reais de variavel real

Consideremos uma funcéo real de variavel real, f, e um ntimero real, k.

le Y Translacao vertical

Interativo

GeoGebra O grafico cartesiano de uma fungdo g, tal que g(x)=f(x)+k, é a imagem do
zg A ’ o . -~ —

g;arft'f:nssgzg‘i“ grafico cartesiano de f pela translacio de vetor v=(0, k).

segundo um - .

vetor de Translacao horizontal

coordenadas o . ~ ’ .

(h, k) O grafico cartesiano de uma funcdo h, tal que h(x)=f(x — k), é aimagem do

grafico cartesiano de f pela translacio de vetor v=(k, 0).

Video

Tr 1 0 ~

setmeses~ Translagdo de vetor V= (h, k)

i A
y
f J

e — ;
0

Como sabemos, V=(h, k)=(h, 0)+(0, k).

Assim, o grafico de j obtém-se do grafico de f através da translagcao segundo o
vetor de coordenadas (h, 0), seguida da translacdo segundo o vetor de coordena-
das (0, k), ou vice-versa.

Nota: Podes utilizar o GeoGebra como auxilio a esta exploracdo, nomeadamente a
aplicacado associada a esta pagina.

' Exercicios

@ Considera a funcdo m de dominio [- 5, 1] e contradominio ]- 3, 2[.

19.1. Indica o dominio de:

a) p(x)=m(x-3) b) g(x)=m(x+5)

c) r(x)=mx-3)-1 d)s(x)=2+mx+1)
19.2. Indica o contradominio de:

a) p(x)=m(x)-3 b) g(x)=m(x)+5

c) r(x)=mx-3)-1 d)s(x)=2+mx+1)
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3.2. Generalidades acerca de fun¢des reais de variavel real

@ Na figura estéa representada graficamente a funcao real de variavel real f.

20.1. Indica o dominio e o contradominio da fungao f.

20.2. Indica o dominio da funcéo tal que:
a) gl=flx-1)
b) h(x)=f(x+2)
c) j(x)= f<x+%)
20.3. Indica o contradominio de:
a) gx)=f(x)+1
b) h(x)=f(x)-2
©) j(0)=F(0)+2

20.4. Indica o dominio e o contradominio da fungao tal que:
a)gx)=f(x+3)-2
b) h(x)=f(x-2)+1

@ Considera uma funcao real de varidvel real g: [-3, 2[ — IR. Sabe-se que o
ponto P(1, 3) pertence ao graficode g.

21.1. Qual é o dominio da funcdo h, sendo h(x)=g(x+3)-27?

21.2. O ponto P(1, 5) pertence ao grafico de uma funcao i, definida por
i(x)=g(x)+k, com k€IR. Determina o valor de k.

21.3. Sabe-se que j(x)=g(x+1)+2. Qual é aordenada do ponto que pertence ao
graficode j etemabcissa 07?

@ Considera a funcéo real de varidvel real h. Sabe-se que:
* h é uma fungao impar;
* oponto P(-2, 5) pertence ao grafico da funcao h.

Considera a funcado p, definidapor p(x)=h(x+1)+1. Seja A um ponto do
grafico da funcao p.

- Sabendo que aabcissade A é 1, determina a sua ordenada.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Dilatacao e contracao do grafico de uma funcao

Considerando a funcdo f, definida por f(x)=x*— 2x, e a sua representacao grafica,
QM;’;‘,‘;‘:!VO vamos analisar a relacdo entre a funcdao f e a familia das funcbes do tipo
GeoGebra y=kf(x), kER.
Dilatagéo/
Contragéo f(X) = )C2 - 2x
vertical

A
&

5

Atividade
Transformacgdes
geométricas da
funcao
quadratica:
Translagéao
vertical

v

1]

w ———t

g(x) == (x*-2x) h(x)=2 (x* = 2x)

g\ f f\h

N =

Fo—

v

v

2 X 0
P I

—21--

0.5\
—14-

5t

PI

Por observacao das representacdes graficas anteriores, verificamos que:

* o grafico de g éimagem do grafico de f, através de uma contracao vertical de
1.
2 I
* o grafico de h é imagem do gréafico de f, através de uma dilatacao vertical de

coeficiente 2.

coeficiente

Nota: Podes utilizar o GeoGebra como auxilio a esta exploracdo, nomeadamente a
aplicacao associada a esta pagina.

Dada uma funcéo real de variavel real f e um nimero real k, o grafico da
funcdo g tal que g(x)=kf(x), com D,=D;, é uma:
- contracao vertical de coeficiente k, se 0<k<1;

- dilatacao vertical de coeficiente k, se k> 1.
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3.2. Generalidades acerca de fun¢des reais de variavel real

A partir do gréfico da fungdo f, definida por f(x)=x”— 2x, vamos analisar de que
forma o nimero real k podera influenciar o grafico das funcdes da familia y = f(kx) .
2
i0=f(%x)=(5x) -2(%x) (0 = F(2x) = (20 — 2(2x)
A A

i\\f f\ j

Na primeira situacao, verificamos que o grafico de i é aimagem do grafico de f por
uma dilatacao horizontal de coeficiente 2. Ja o gréfico da funcdo j € aimagem do

grafico de f por uma contracao horizontal de coeficiente %

Nota: Podes utilizar o GeoGebra como auxilio a esta exploragdo, nomeadamente a
aplicacao associada a esta pagina.

Dada uma funcgéo real de variavel real f e um numero real k, tal que kx € Dy,

o grafico da funcdo g, talque g(x)=f(kx), com D,= {% X€E Df}, é uma:
- contracao horizontal de coeficiente % se k>1;
« dilatacdo horizontal de coeficiente % ,se 0<k<l.

Consideremos a funcao real de variavel real g definida pelo grafico:
1
6,={-4.2.(-2.3).0.-1. 0.}

1. Seja h afuncéo definida por h(x)=g(4x). O graficode h éaimagem do
1

grafico de g por uma contracao horizontal de coeficiente 2 logo:

D,={x: 4x€Df}={%: xeD,}:{—L—%, 0, %}
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3. Funcgoes reais de variavel real

2. Seja j afuncédo definida por j(x)=g (%x) .

Como o gréfico de j € aimagem do grafico de g por uma dilatagcéo horizontal
de coeficiente 2, vem que:

Dj={x1 %xeDf}={2x: x€D}={-8,-4,0,2}

' Exercicios

@ Considera a funcgao real de variavel real f, representada na figura, e sejam g, h, i
e j as fungoes tais que:

N <

Q -

\ 4

-2 _171-

A=
N
=

* g(x)=3f(x)
* h(x)=f(3x)

- i()=f(3x)

F =5 f(x)

23.1. Indica o dominio e o contradominio da fungao f.
23.2. Determina o dominio das funcdes g, h, i e j.

23.3. Determina o contradominio das funcdes g, h, i e j.

23.4. O ponto P(1, 2) pertence ao grafico da fungdo f. Determina a ordenada de
um ponto P', de abcissa 1, que pertenca ao grafico de:

a) m(x)=4f(x)
b) n(x)=%f(x)

@ Considera a funcao real de variavel real p, definida pelo grafico:

Gp={(—4, 2).(-2.3).0.-. (1,4)}

24.1. Considera a funcdo h, definidapor h(x)=p <%x> .
Determina o dominio e o contradominio da funcao h.

24.2. Define a fungdo q através do seu grafico, sabendo que q(x)=p(2x).
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3.2. Generalidades acerca de fun¢des reais de variavel real

Reflexodes do grafico de uma func¢ao

Consideremos as funcdes f e g, definidas, respetivamente, por f(x)=x> e g(x)=— x’
e representadas na figura.

A /

v

7 \
/ \

Verificamos que o gréfico da funcdo g, sendo g(x)=—f(x)=— x>
D,=Dy, é aimagem do grafico de f pela reflexdo de eixo Ox.

, definida em

Reflexio de eixo Ox

O grafico de uma funcdo g, definidaem D,=D;, por g(x)=—f(x) é aimagem
do grafico de f pela reflexdo de eixo Ox.

Na figura encontram-se representadas as fungdes h e j, definidas por h(x)=vx e

J)=vV-x.

N <

»
>

3 X
|

B 20 2

Verificamos que o gréfico da funcdo j, sendo j(x)=h(—x)=vV—x , definida em
D;={-x: x€D,}, éaimagem do grafico de h pela reflexdo de eixo Oy .

Reflexio de eixo Oy

O gréafico de uma funcdo h, definidaem D,= {—x: xX€E Df} , por h(x)=f(-x) é
a imagem de grafico de f pela reflexdo de eixo Oy.
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3. Funcgoes reais de variavel real

' Exercicios

@ No referencial o.m. Oxy da figura, esta representada uma funcao real de variavel
real, f.

w <

\ 4

No teu caderno, faz a representacao grafica da funcao tal que:

25.1. g(x)=—f(x) 25.2. h(x)=—1f(x) -1
25.3.i(x)=—f(x—-1)-2 25.4.j(x)=f(-x)
25.5. /(x)=f(-x)—3 25.6. n(x)=—f(=x+2)-1

@ De uma funcgio real de variavel real h, sabe-se que D,=[-1, 5] e D, =[-2, 3].
Indica o dominio e o contradominio das fun¢des tais que:

26.1. f(x)=—h(x)

26.2. g(x)=h(-x)
26.3.j(x)=— 2h(x)
26.4. /(x)=h (- 3x)

26.5. m(x)=—%h(—x)

26.6. n(x)=—3h (— %x)

@ Considera a funcao real de variavel real p.
Sabe-se que:
* afuncao p temtrészeros: -2, 0 e 3;
*D,=[-5, 5[
Determina:

27.1. o contradominio da fungdo m, sabendoque m(x)=—-p(x)+3;

27.2. os zeros da fungdo n, sabendoque n(x)=—p(—x+2).
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3.2. Generalidades acerca de fun¢des reais de variavel real

Determina o dominio da funcao real de variavel real definida por:

1.1, f()=2=3 1.2. g()=V2x -6 1.3, j(x)=—2
5—x 5x — x>
2
14. mX)=v2x—1-4  1.5. h(x)=—2 1.6. n(x)=1/=—2—
1-x 9 - 3x
Considera a funcao f, de dominio [— 4, 4], com parte do gréafico
representado no referencial da figura. v4
Sabe-se que afuncéao f é par. 3 F
2.1. Copia e completa a representacao 2
grafica da funcao f. 1
2.2. Calcula: “43 210 1 2 3 4%
1
a) (f-f)(2) )
b) (f- ) (0) ;
c) (fef)(-2)

De uma fungao real de variavel real, f, sabe-se que:
f é uma funcgéo par;
oponto A(- 3, 2) pertence ao gréafico de f.

Determina a area do triangulo [AOB], sendo O (0, 0) e B o ponto do gréfico
de f comabcissa 3.

Na figura encontra-se representada graficamente a vt
fungao f. 3 F
4.1. Indica: 2
a) o dominio da funcdo g tal que
g =Ff(x-3); o[ 1 2 3%
b) o contradominio da funcdo h tal que 1

h(x)=-f(x)+2;
c) o dominio da funcao i tal que i(x)= f(%x) .
4.2. Quais sao as coordenadas do ponto P do grafico de j, sendo

jx)= % f(—x), sabendo que tem abcissa 1?

4.3. Considera afuncgédo i, definidapor i(x)=f(x—a)+b, com a, bER.

Sabendo que o ponto A(— 1, —2) é o ponto do grafico de i que tem
ordenada méaxima, determina os valoresde a e b.
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3. Funcgoes reais de variavel real

3.3. Monotonia, extremos e concavidade
S o,

Video

3.3.1. Sinal e zeros de uma funcao

g ume Na figura esta representada graficamente a %
- funcao real de variavel real f. 2 /
1 f
Video =2 >
Intervalos de -4 -3 -1 O 1 2 34X
monotonia de ) ~ o 1 P [
uma fungéo Através da representacao grafica de uma fun- Ny
EE ¢ao, é possivel identificar as partes do dominio ~2
em que a fungao é positiva, negativa ou nula.
Sinal yA
Intervalos em que f é positiva: 2 /
f(x)>0 & x€[-4,-2[U]2, 3[ 1 ¢
Intervalos em que f é negativa: = >
-4 -3 -1 [0 1772 3~
f(x)<0 & x€]-2, 2 _1 //
Zeros =2

f(x)=0 & xe{-2,2}

Os zeros dafuncdosdo —2 e 2.

Esse estudo pode ser simplificado através de uma tabela (ou quadro) de sinais.

s 4| 2| [2] | s
aRBDEOnE

Consideremos uma fungao real de variavel real f e um conjunto A C Dy.
» f é positivaem A seesése Vx€A, f(x)>0.
Se A=D;, diz-se que f é positiva no seu dominio.
« f énegativaem A seesdése Vx€A, f(x)<0.
Se A=D;, diz-se que f é negativa no seu dominio.
Os zeros de uma fungéo f sdo todos os elementos de D; cuja imagem, por f, é

zero. Graficamente, correspondem as abcissas dos pontos em que o grafico da
funcao f interseta o eixo Ox.
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3.3. Monotonia, extremos e concavidade

' Exercicios

@ Na figura estdo representadas as fungoes reais de varidvelreal f e g.

A

y
->-14

28.1. Indica os zeros de cada uma das fungdes.

28.2. Indica um intervalo em que:
a) f(x)>0 b) g(x)<0

28.3. Copia e completa a tabela de sinais da fungéo g.
r -2 J-r| Jo| |
e || [ [ | | |

Na figura seguinte esta representada a funcao real de varidvel real h, de dominio
[_ 4 [ 5] .

29.1. Indica o sinal de:
a) h(-4) b) h(0) c) —h(2)

ardbe  ash@ea me()

29.2. Constroéi o quadro de sinais da fungéo h.

29.3. Determina os valores de x € D, para os quais h(x)xh(1)<0.

—
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3. Funcgoes reais de variavel real

3.3.2. Monotonia de uma funcao

Vamos estudar a monotonia de uma fungao vt
através da observacao da sua representacao 2 /
gréfica. 1 f
Analisando a representacéao grafica da funcao f 7 3 <2 T 10 4 3 >
na figura, podemos observar que: -1 T ]
* f é estritamente decrescenteem [- 4, — 1]; o
e f é estritamente crescenteem [- 1, 3[.
O estudo da monotonia de uma fung¢ao pode ser
feito através de uma tabela (ou quadro) de variagao.
x |-a] |or] |3
Nao
Fx) ‘ ! ‘ N ‘ ~2 | /| definida
Consideremos uma fungao real de variavel real f e um conjunto A C Dy.
« f é estritamente crescenteem A se Va,b€A,a<b < f(a)<f(b).
Se A=Dy, diz-se que f € estritamente crescente.
o f é estritamente decrescenteem A se Va,b€A,a<b < f(a)>f(b).
Se A=Dy, diz-se que f é estritamente decrescente.
« f éconstanteem A se Va,b€A, f(a)=f(b).
Nota: 4 )

Atencao
O facto de uma fungao ser
crescente ou decrescente em

* f é crescente em sentido latoem A se:
VYa,bEA,a<b < f(a)<f(b)

* f é decrescente em sentido lato em A se: dois intervalos n3o significa que
Va,beA,a<b < f(a)>f(b) 0 seja na reunido desses
intervalos.
J
' Exercicio
@ Na figura esté representada a funcao h, real y4
de variavel real, de dominio [-4, 5]. e ,
30.1. Constréio quadro de variagdodafungédo h. -4 -2 2 5

30.2. Indica os intervalos de monotonia da
fungéo h.

30.3. Constrdéi o quadro de variacao da funcao g
talque g(x)=—h(x).
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3.3. Monotonia, extremos e concavidade

Monotonia de uma fun¢ao afim

Como ja foi abordado, o grafico de uma funcao afim, f, definida por f(x)=mx+b,

m, b E€R, é umareta de declive m. & rona,
Video interativo
*Se m=0, f(x)=b, com bER. vt Sinale
monotonia da
funcao afi
Neste caso, estamos perante uma uneseaim
funcado constante, representada por b f
uma reta horizontal.
o) X
* Se m>0, afuncao f é estritamente vt A
crescente.
Sejam a,, a, € D; taisque a,<a,. b
a,<a, & ma,<ma, & / >
o] X
& ma,+b<ma,+b & /
& f(ag)<f(ay)
* Se m<0, afuncao f é estritamente . vt
decrescente. \
Sejam a,, a, € D; taisque a,<a,. b
a,<a, & ma,>ma, & \ .
o) \x
& ma,+b>ma,+b &

& f(a)>f(a,)

' Exercicios

@ Estuda a fungao afim h quanto a monotonia, sendo:
31.1. h(x)=—-3x+1
31.2. h(x)=—-5+x

31.3. h(x)=x51

@ Em cada um dos casos seguintes, determina os valores de k €IR para os quais a
funcao afim, definida por:

32.1. f(x)=kx -1, é estritamente crescente;

\__ 32.2. f(x)=2x — kx+ 3, é estritamente decrescente.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Monotonia de uma fun¢ao quadratica

(o Jrcam Consideremos uma funcio quadratica do tipo f(x)=ax*, a€R\{0}.
Video « Se a>0, f édecrescenteem |—oo0, 0] | « Se a<0, f écrescente em ]-oo, 0]
?Ej;)@: 2§2d°t'p° e crescenteem [0, +oo]. e decrescente em [0, +oo .
et A A
f Y Y
O »
e
o il
f

3.3.3. Extremos de uma funcao

Dada uma fungéo real de variavel real f de dominio A e f(a)€ D;:
« f(a) é minimo absolutode f se Vx€A, f(a)<f(x);
« f(a) é maximo absolutode f se Vx€A, f(a)>f(x);

Designamos por extremos absolutos o minimo absoluto de f e o maximo
absoluto de f.

( Exemplos )

1. 2.

v
v

a (0] b X a o) b X
f(a) € minimo absoluto de f. A fungdo g ndo tem extremos
f(b) é maximo absoluto de f. absolutos.
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@ Na figura estéa representada a fungao

3.3. Monotonia, extremos e concavidade

4,
A
y
/:) e Manual
! Interativo
B ¢
h h(b{ ! Video
! Extremos
' absolutos e
PO h (a): relativos de uma
: R - fungdo
a ) b X a o b X
h(a) é minimo absoluto de h. i(b) é maximo absoluto de i.
h ndo tem maximo absoluto. i ndo tem minimo absoluto.
Exercicio

h, real de variavel real, de dominio
[_ 4 [ 5] .

33.1. Qual é o contradominio da
funcao h?

33.2. Indica, caso exista:
a) o maximo absoluto da fung¢édo h;

b) o minimo absoluto da fungao h.

Vizinhanca de raio r de x

Consideremos um numero real, x, e um numero real positivo, r.
Designamos por vizinhanca de raio r de x ointervalo ]Jx —r, x+r[ e represen-
tamos por V, (x).

Dada uma funcao real de variavel real f de domi-
nio A, f tem um extremo relativo em a€A se ( Nota )
existe r>0 tal que:

Qualquer extremo
*«VxeANV,(a), f(a)>f(x). Nestecaso, f(a) éum absoluto de uma fungao
maximo relativo e a é um maximizante; é também um extremo

« VxEANV,(a), f(a)<f(x). Neste caso, f(a) é \relativo.
um minimo relativo e a é um minimizante.

CVM10-12 1 77



3. Funcgoes reais de variavel real

Consideremos a funcdo real de variavel real f, de dominio ]- 4, 4].

v

O contradominiode f é D;=]-3, 4].
f(4)=4 é maximo absoluto de f.

Nao existe minimo absoluto de f.

P WD =

Os extremos relativos de f sao:

* o maximo relativo 3, sendo — 2 o respetivo maximizante;
* 0 maximo relativo 4, sendo 4 o respetivo maximizante;

* o minimo relativo — 1, sendo — 1 o respetivo minimizante.

' Exercicio

@ Considera as func¢oes reais de variavel real f e g, representadas graficamente.

v

4x

Para cada uma das funcodes:
34.1. constrdi a tabela de variagéo e indica os intervalos de monotonia da fungéo;
34.2. indica, se existirem, os extremos absolutos da funcao;

34.3. indica os extremos relativos da funcao e os respetivos maximizantes e
minimizantes.
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3.3. Monotonia, extremos e concavidade

3.3.4. Sentido das concavidades do grafico de uma funcao
Consideremos a funcdo real de variavel real f, representada na figura.

* O grafico da funcédo f tem a concavidade
voltada para cima num intervalo / C D;

. Concavidade  go dados trés pontos, A, B e C, do
YTho voltada para L g . .
baixo graficode f, comabcissas em |/ tais
que x,<xg< x;, odeclive dareta AB é
/ inferior ao declive dareta BC.
Concavidade * O gréfico da funcado f tem a concavidade
voltada para . .
cima voltada para baixo num intervalo / C Dy
se, dados trés pontos, A, Be C, do
I grafico de f, com abcissas em |/ tais
\/: > que x, < xg< x;, o declive dareta AB é
—6-5— (0] .
6-5-4 4x superior ao declive dareta BC.
( Exemplos )
1. Na figura encontra-se a representacao grafica da vt
funcado g, real de variavel real. 4 c
Sabemosque A(0, 1), B(1,0) e C(3, 4). \3 /
2
O declive dareta AB é dado por: N g
m _O—‘I_:i__1 1
ABT1-0" 1 B .
O declive dareta BC é dado por: —|1 Ol 1 { ‘|3 zll X
_0-4_-4_
Mao=T_3= 52

Reparemos que x,<xg<Xxg; € myu<mg., ograficode g em [0, 3] tema
concavidade voltada para cima.

2. Consideremos a funcao f, representada 4
graficamente na figura.

* Afuncdo f tem um maximo absoluto,
que é 4, sendo 1 orespetivo
maximizante. f

N W A<
N
/

-_—

* Afuncdo f ndo tem minimo absoluto.
* A concavidade de f é voltada para -10] 1 2 3 4 5 6 \7 X
cimanointervalo [1, 4]. =1

* Afungao f tem a concavidade voltada =2 \%‘*
para baixo nointervalo [4, 7[.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Na figura encontra-se representada y
uma funcao real de variavel real, f,
de dominio [- 4, 3].

1.1. Quais séo os zeros da fungéo f?

1.2. Constréi um quadro de sinais

dafuncao f.
1.3. Determina os valores de x tais
que:
a) 7(x)>2 b) f(~x)<0
c) -f(x)>0 d) f(x)xf(-=1)>0

Considera as representacodes graficas das fungoes reais de variavel real m
ep.

10 1 2 X 10|\ 2 ¥

2.1. Relativamente a funcdo m:
a) indica, se existirem, os extremos absolutos da fungao;
b) constroéi a tabela de variacao.

2.2, Relativamente a funcao p:
a) indica os zeros;
b) constréi a tabela de sinais.

Considera as fungdes reais de variavel real r e s, definidas por:
rx)=2x—-1 e s(x)=3-2x

3.1. Estuda as fun¢des quanto a paridade.

3.2. Constréi o quadro de sinais da fungao r.

3.3. Estuda as funcgbes r e s quanto a monotonia.
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3.3. Monotonia, extremos e concavidade

Nas figuras seguintes estao representadas graficamente as funcdes f, g e h.

~2,5}---

4.1. Indica o dominio e o contradominio de cada uma das funcdes.

4.2, Relativamente a fung¢ao f, indica os zeros e constréi a tabela de sinais.
4.3. Mostra que a funcédo f nao é par.

4.4. Indica os extremos absolutos da funcéo g.

4.5. Constréi a tabela de variagcao da funcdo g e indica os seus intervalos de
monotonia.

4.6. Indica uma restricdo da funcdo h em que:
a) afuncao éinjetiva;
b) arepresentacao grafica da funcao tem a concavidade voltada para baixo.

Considera as funcdes reais de variavel real m e p, definidas por m(x) = — 5x?
e p(x)=4x>.

5.1. Mostra que:
a) afuncao p é par;
b) a funcdo m nao é injetiva.

5.2. Justifica a razao pela qual a representacao grafica da funcédo m tema
concavidade voltada para baixo.
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3. Funcgoes reais de variavel real

3.4. Estudo elementar das funcoes quadraticas,
funcoes definidas por ramos e funcoes

e Manual
Interati

modulares
Geogebra

Gréficos de

funcdes

quaratioas 3.4.1. Funcoes quadraticas

Funcdes quadraticas do tipo y=ax?, a€R\{0}

No ano letivo anterior, estudaste as fun¢des quadréaticas do tipo y=ax?, a€ R\ {0},
e as caracteristicas dos seus graficos.

Tarefa de desenvolvimento

o Observa as representagoes graficas das fungdes quadraticas definidas por
y=x’e y=—x>.

1 y=x 1 Vértice da parabola
o/ R
-
Eixo de simetria Eixo de simetria
da parabola da parabola
Vértice da parabola e . y=—x2

Por observacao das representacoes graficas, completa a tabela seguinte:

y=x y=-x

Dominio

Contradominio

Zeros

Sentido da concavidade da parabola

Coordenadas do vértice da parabola

Sinal

Monotonia

Extremos

Equacao do eixo de simetria da parabola

Nota: Podes utilizar o GeoGebra, nomeadamente a aplicagcao associada a este
exercicio.

182



3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

Recorda que os diferentes valores atribuidos ao coefi-
ciente, a, influenciam a abertura da parabola, grafico
da funcgao quadratica.

Por observacao das representacdes graficas da figura,
podemos concluir que:

Quanto maior é o valor absoluto do coeficiente, a,
menor é a abertura da parabola.

Nota: Podes utilizar o GeoGebra como auxilio a esta ex-
ploracdo, nomeadamente a aplicacdo associada a esta
pagina.

O estudo das funcdes quadraticas do tipo
y=ax’, a€lR\{0}

pode ser sintetizado da seguinte forma:

Manual
Interativo
GeoGebra

Abertura da
parabola

a>o0 a<o
A A
y y
o >
2
Representacao grafica
o) X
Dominio IR R
Contradominio [0, +oo[ ]— o0, 0]
Zeros 0 0
Sentido da concavidade Concavidade voltada Concavidade voltada
da parabola para cima para baixo
Coordenadas do vértice
da parabola 0,0 @, 0
Sinal Positivaem IR\ {0} Negativaem IR\ {0}
Monotonia Decrescente em ]— oo, 0] Crescente em ]— oo, 0]
Crescente em [0, + oo[ Decrescente em [0, + oo[
Extremos Minimo absoluto: 0 Maximo absoluto: O
E - .
_quag.ao do elx’o de =0 =0
simetria da parabola
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3. Funcgoes reais de variavel real

(Esompio) Ao

1. Considera a funcao quadratica f, representada na

figura. f

O ponto A pertence ao gréafico da fungcao f e tem

coordenadas <—% 2) . _:l 0 >
5

Vamos determinar a expressao algébrica da funcao f.

Como é uma fungao quadratica com vértice na origem do referencial, a expressao
algébrica da funcdo f é dotipo f(x)=ax’, com a€R\{0}.

Oponto A (— Z, 2) pertence ao grafico da fungao, logo:

5
_ _Z>2 —ax 3 _50
2_a< 5 = 2—ax25 = a—49
; _50 2
Entao, f(x)—49x .
. Exercicio
@ Faz corresponder a expressao analitica a respetiva representacao grafica.
A B
yA yA
p ] SR P
6
PE -------- 5
“1 0 g 0 6 x
5
Cc D
yA yA
: :
5 ; >
B : X
(0] P X !
| AP
ol ‘P
__25 2 __50 » _6 2 _25 »
l. y= 9 ¥ Il. y= 49~ 1l y=gx V. y=7g*x
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3.4. Estudo elementar das fungdes quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

Funcdes quadraticas do tipo y=a (x — h’+k, a, h, kKER e a=0

O estudo das fun¢des quadraticas do tipo y=a(x—h)’+k, com a, h, KER e a0,
sera feito através das transformacdes geométricas dos graficos que ja abordamos an- Q Manual
teriormente. GeoGebra

Gréficos obtidos

por translagéo
Tarefa de desenvolvimento horizontal

Considera a fungdo f, definida por f(x)=3x>.

o Considera a fungcédo g, cujo grafico é aimagem do grafico f através da
translacdo de vetor ' =(4, 0).

1.1. Copia a figura seguinte e completa-a com a representagao grafica da
funcédo g.
\[1 ]

f(x)=3x2

\/
v

\,
\|/ lza.0
(0]

Nota: Podes utilizar o GeoGebra, nomeadamente a aplicagao associada a
este exercicio.

1.2. Relativamente a funcao g e ao seu grafico, completa a tabela seguinte:

Dominio

Contradominio

Zeros

Sentido da concavidade
do grafico

Sinal

Monotonia

Extremos

1.3. Indica as coordenadas do vértice da parabola que representa a funcéo g e
a equacao do seu eixo de simetria.

1.4. Sabe-se que a expressao algébrica da funcdo g é dotipo y=a(x — h)*,
com a, h€R e a=0, sendo o vértice da pardbola o ponto V(h, 0).
Escreve a expressao algébrica da fungao g.
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3. Funcgoes reais de variavel real

e Considera as fungdes h e j.
Sabe-se que:

* o grafico da funcao h é obtido a partir do grafico de f, através da

translacéo de vetor v=(0, —2);

- aimagem do gréafico de f pela translacao de vetor w=(4, —2) é o graficode j.

2.1. Copia afigura e completa-a com a representacgao grafica das fungoes h e j.

1

f(x)=3x2

\,l/

oI\a L
(0, ~2} N (4, -2)

S|

v

\/

2.2. Em relacao a representacao grafica de cada uma das funcdes h e j, indica:

a) as coordenadas do vértice;
b) a equacao do eixo de simetria.

2.3. Escreve as expressoes algébricas das funcdes h e j naforma
y=a(x-h)’+k, com a, h, KER e a=0, sabendo que os vértices que as

representam tém coordenadas (h, k).

O grafico de uma fungado do tipo y=a(x — h)’+k, com
a,h,kelR e a#0, é aimagem do grafico da funcao
definida por y=ax®, com a€R\ {0}, pela translacdo
de vetor V=(h, k).

yA
y=ax? y=alx — h’+k
7 Y S
v(h k)
) h X

s

Nota

A funcao quadréatica pode
ser definida por uma
expressao do tipo
f(x)=a(x—h)’+k, com
a,h,kelRea#0oudo
tipo f(x)=ax’+bx+c,
coma,b,ceRea=z0.

~

Neste caso, consideramos h € k numeros reais positivos.
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3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fun¢gdes modulares

Uma funcdo real de variavel real definida por uma expressio do tipo

y=a(x-h)’+k, com a,h,k€ER e a=0, é uma funcao quadratica.

Manual
Interativo

O seu grafico é uma pardbola com eixo de simetria de equacdo x=h e

Video interativo

vértice V(h 5 k) o Transformagoes
geomeétricas da
funcdo
quadratica

Podemos concluir que: EEm
a>o0 a<o
Dominio IR R
Contradominio [k, +oo[ |- o0, K]

Sentido da concavidade

Voltada para cima

Voltada para baixo

Coordenadas do vértice da

parabola b, V. 9
E ~ . . .
quacao do elxlo de simetria da h =h
parabola
Extremos Minimo absoluto: k Maximo absoluto: k

1. Consideremos as funcdes f e g, definidas por:
f)=3(x-1)°+5 e gx)=—2(x+3)°+8

Funcao f

Funcido g

Sentido da
concavidade

Como a>0, aparabolatem
a concavidade voltada para

Como a<0, aparabolatema
concavidade voltada para

cima. baixo.

Coorggﬂ?::s do (1. 5) (—3.8)
Dominio D;=R D,=R
Contradominio D;=[5, +oo[ Dy=]-o0, 8]
3(x-1%+5=0 & ~2(x+3)°+8=0 &

& (x-1P=-2 & (+3°=4 &

Equacao impossivel,
pois (x — 1°>0.
A funcédo f ndotem

Zeros

Zeros.

& x+3=2Vx+3=-2 &
& x=2-3Vx=-2-3 &
& x=—-1Vx=-5
Afuncdo g tem dois zeros:
-5e-1.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Funcao f Funcao g
Esboco da representacao Esboco da representacao
grafica: grafica:
f g
Sinal -5 1x
5 A funcdo g é positiva
quando x€]-5,-1[ eé
XE]-o00, =5[U]-1, +00].

2. Consideremos as fungdes f e g, representadas no referencial da figura.

v

* As coordenadas do vértice da paradbola que representa f sdo (-3, 6) eda
parabola que representa g séo (2, 4).

* Oszerosde gsao 0 e 4.

* As expressoes algébricas das funcdes sdo do tipo y=a(x — h)Y’ +k, com a#0,
sendo (h, k) as coordenadas do vértice.

«f(x)=a(x+3)°+6
(-2,4)EG,, logo: 4=a(-2+3)°+6 < 4-6=a < a=-2
Entdo, f(x)=—2(x+3)°+6.

-g(x):a(x—2)2+4
4 ézerode g, logo: a(4—2)°+4=0 < 4a=-4 < a=-1
Entdo, g(x):—(x—2)2+4.
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3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

3. Seja m a funcdo quadratica definida por m(x)=5x>—-5.
» Coordenadas do vértice da parabola que representa m: (0, —5)
* Zeros:
5x’-5=0 < 5x’=5 &
o =1 &
& x=—-1Vx=1
Os zerosdafuncdo mséo —1 e 1.
* Estudo do sinal:
¥ |-eo | -1 1| e

m(x)|+|0|—|0|+

mx)>0 & x€J-o0, = 1[U]1, + 00
mx)<0 < x€1-1,1]

* Extremo:
Minimo absoluto: — 5 (minimizante: 0)

* Monotonia:
X | — 00 | 0 | + 00
mx) | N [ -5 | /

m é estritamente decrescente em ]— oo, 0] e é estritamente crescente em
[0, +oof.

4. Uma fungao quadratica, de contradominio ]— oo, 4] e cujoszerossdo - 3 e 1,
podera ser definida por uma expressao algébrica do tipo y=a(x — h)’ +k, com
a,h,keRea=z0.

—3+1=

h= 5

k=4

-1

Logo, y=a(x+1)°+4.
Como o ponto de coordenadas (- 3, 0) pertence ao grafico da fungao, entao:
0=a(-3+1)°+4 & —4=ax4 & a=-1

Assim, a funcao pode ser definida por y=—(x+ 1’ +4.
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3. Funcgoes reais de variavel real

' Exercicios

@ Escreve naforma y=a(x — h)’+k, com a, h, kKEIR e a=0, as expressdes
algébricas das funcgdes que tém as seguintes representagodes graficas:

36.1. 36.2.

v

36.3. 36.4.

36.5. 36.6.

v

>
»

6) 2 x /_3 O\x

@ Estuda cada uma das fungodes, definidas pelas seguintes expressodes algébricas,
quanto a existéncia de zeros e a variacao de sinal.

37.1. m(x)=3(x-1)> 37.2. f(x)=—2x*+8
37.3. g(x)=2x>-10 37.4. h(x)=(x-3)° -4
37.5.p(x)=9<x—%>2—4 37.6. g(x)= —V2(x - 1>+ 2
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3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fun¢gdes modulares

@ Determina a expressao algébrica que define a funcao j, sabendo que:

38.1. * a equacao do eixo de simetria do seu graficoé x=-3;
eumdos seus zeros é —2;
* 0 contradominio da funcdo é ]— oo, 2].

38.2. * 0 seu minimo absoluto é — 3;
°0Sseuszerossao 2 e 5.

@ No referencial da figura encontra-se representada a Y
funcio t, definida por t(x)=-3(x -2)°+9.
O ponto A é o ponto de intersecao do grafico de t
com o eixo das ordenadas, e os pontos B e C sao
os pontos de intersecdo com o eixo das abcissas.

39.1. Determina as coordenadas dos pontos A, B e C.

39.2. Faz o estudo do sinal da fungéo t.

39.3. Indica as coordenadas do vértice da parabola o X
que representa a funcéo t.

39.4. Constréi o quadro de variagao da funcao t.

@ Na figura estao representadas graficamente as funcdes f, g e h.

A

y

40.1. Indica o contradominio e o extremo absoluto de cada uma das funcgdes.
40.2. Constréi o quadro de variagdo da fungéo g.
40.3. Constréi o quadro de sinal da funcéo h.

40.4. Determina a expressao algébrica das fungdes que tém como grafico as
\— parabolas representadas.
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Interativo
Video

Zeros de uma
funcao
quadratica

3. Funcgoes reais de variavel real

Funcdes quadraticas definidas por y=ax’+bx +c,

a,b,c€lRe a#0

Quando uma fungao quadratica se encontra definida por uma expressao algébrica do
tipoy=ax’+bx+c, com a,b,c€ER e a=0, a determinacao do vértice da para-

bola que a representa é fundamental para o seu estudo.

Desta forma, vamos analisar diferentes formas de o fazer.

Consideremos a funcao definida por f(x)=—x’—-2x+15.

1. Para determinar as coordenadas do vértice da
pardbola da funcdo f, podemos comecar por
determinar os seus zeros.
fx)=0 & —x*-2x+15=0
Como o binébmio discriminante é positivo,
A=(-2)°-4x(-1)x 15=64, sabemos que a
funcdo tem dois zeros distintos.

Usando a férmula resolvente das equacdes do
2.°grau:
—x’-2x+15=0 &

—(=2)£V(= 2 —4x(-1)x 15
2x(=1)

& xX=

= x=% & x=-5Vx=3

Os zerosdafuncdosao —5 e 3.

Como a parabola é simétrica em relagéo a reta de
equacao x=x,, sendo x, aabcissa do vértice,
vem:

—-5+3_ -2
WETp =g T
Desta forma, a ordenada do vértice sera
f(-N==(=1)?=2x(=1)+15=16.

Assim, o vértice da pardbola é o ponto V(-1, 16).

-1

4 N
Recorda

Numa funcé&o definida por
uma expressao do tipo
y=ax’+bx+c, com
a,b,ceRea=0, para
determinar os zeros basta
igualar a expressao a zero,
obtendo uma equacéo de
2.° grau.

O numero de zeros de uma

equacdo do 2.°grauna

forma reduzida depende
do sinal do binbmio
discriminante,

A=b’-4xaxc.

* Se A>0, aequacao
tem duas solugdes reais
distintas. Logo, a funcao
tem dois zeros distintos.

* Se A=0, aequacgdo tem
uma solucéo real. Logo, a
funcao tem um zero.

* Se A<O0, aequagao
ndo tem solugdes reais.
Logo, a funcdo nao tem
Zeros.

2. Caso a funcao nao tenha zeros, é preciso usar outros processos.

Com o mesmo exemplo, vamos usar o método do completamento do
quadrado para determinar as coordenadas do vértice da parabola que
representa a fungao f, escrevendo a expressao algébrica de f naforma

f(x):a(x—h)2+k, com a,h,keER e a#0.
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3.4. Estudo elementar das fungdes quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

f)=—x*—2x+15=— (x*+2x-15)=— (x*+2x+1-1-15) =
=—((x+1°-16)=—(x+1)+16

Logo, concluimos que o vértice da parabola que representa f € o ponto V(- 1, 16).

Vértice da parabola - Formula

Vamos escrever uma expressio algébricado tipo y=ax’+ bx+c, com a, b, c€ER
e a#0, naforma f(x):a(x—h)2+k, coma,h,k€ER e a#0.

2 2
y=ax2+bx+c=a<x2+éx+£>=a<x2+9x+<£> —<£> +£>=
a a 2a

a 2a a
ol () oo () ) oo ) e
2
olee ) -4
Entao, o vértice da parabola é o ponto V (—%, —%> .

' Exercicios

@ Considera as funcdes definidas por:
f(x)=x’+4x-5; g(x)=—2x>+6x; j(x)=—x>-x+6; m(x)=—3x’>-3x+6
Responde as seguintes questdes, para cada uma das funcodes.

41.1. Escreve a expressao algébrica da fungdo naforma y=a(x — h)’ +k, com
a, h,keRea=0.

41.2. Indica as coordenadas do vértice do grafico da funcao e a respetiva equacao
do eixo de simetria.

41.3. Indica o contradominio.
41.4. Qual é o extremo da fun¢ao?

41.5. Constréi o quadro de variagao da funcao.

@ Relativamente a cada uma das func¢des quadraticas a seguir definidas, determina
as coordenadas do vértice da parabola que a representa graficamente, a equacao
do seu eixo de simetria e o seu contradominio.

42.1. f(x)=2x"-10 42,2, g(x)=—x"+10x
42.3. h(x)=—x*+2x+3 42.4.i(x)=2x"-10
42.5./(x)=2x"-9x -5 42.6. k(x)=—9x°+27x+10
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3. Funcgoes reais de variavel real

@ No referencial da figura esta representada a funcao
quadratica, m, definida por m(x)=-2x? - 4x + 30,
e o tridangulo [ABC], sendo A o ponto de intersecdo
do grafico de m com o eixo das ordenadase B e C
os pontos de intersecao com o eixo das abcissas.
O ponto V é o vértice da parabola que representa
graficamente a funcdo m.

43.1. Determina as coordenadas do ponto V.

43.2. Indica:
a) o dominio e o contradominio da fungdo m;
b) a equacao do eixo de simetria da parabola.

43.3. Determina as coordenadas dos pontos A, B
e C.

v

43.4. Determina a medida da area do triangulo [ABC].

—

Inequacoes do 2.° grau

Uma inequacdo do 2.° grau, na varidvel x , pode ser representada na forma
ax’+bx+c>0, ax’+bx+c<0, ax’+bx+c>0 ou ax’+bx+c<0, com
a,b,ceRea=z0.

Para resolver este tipo de inequacdes, comecamos por determinar os zeros da funcao
quadratica envolvida e conhecer o sentido da concavidade do grafico dessa fungao.
Desta forma, ndo podemos esquecer que:

« o0 sentido da concavidade da parébola depende do sinal do coeficiente de x°, a
(se a>0, aconcavidade esta voltada para cima, se a<0, a concavidade esta
voltada para baixo);

* 0 numero de zeros da fung¢ao quadratica depende do sinal do bindmio
discriminante (se A>0, afuncdo tem dois zeros; se A<0, afungdo ndo tem
zeros; se A=0, afuncao tem um Unico zero).

1. Consideremos a funcdo h, definidapor h(x)=—x’+4x+5.

Como a<0, afuncao é representada por uma parabola com a concavidade
voltada para baixo.

A=4>—-4x(—1)x5=36>0

Logo, h tem dois zeros.
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3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fun¢gdes modulares

h(x)=0 <& —x°+4x+5=0 <

_—4+\/4 —4x(-1)x5
= *= 2x(=1)

Os zerosdafuncdo h séo —1 e 5.

& x=—1Vx=5

Assim, h(x)>0 < x€]-1,5[ e
h(x)<0 < xE€]-o00, =1[U]5, +0o0[.

2. Vamos resolver,em IR, as seguintes inequacdes:
e x*+2x>50-3x
x*+2x>50-3x < x*+5x-50>0

Calculos auxiliares:

—-5+v225

x*+5x-50=0 < x=
2x1

=
& x=-10Vvx=5
Logo, — 10 e 5 sdo os zeros de f(x)=x"+5x—50.

Como a=1>0, aconcavidade esta voltada para cima.

Logo, x°+5x—-50>0 < x€]-o00, —10[U]5, +oo[.
cx(x+1)< -1

x(x+1N<-1 & xX*+x+1<0
A=1"-4x1x1=-3<0

Logo, a funcdo definida por g(x)=x’+x+1 ndotem
Zeros.

Como a> 0, aconcavidade da parabola é voltada LI W B
para cima.

Desta forma, a funcao sera sempre positiva.

v

P+x+1<0 & xEQ

' Exercicios

@ Para cada uma das fun¢6es definidas pelas expressoes algébricas apresentadas a
seguir, faz o estudo do sinal, indicando os intervalos em que a funcao é positiva e
em que é negativa.

441, f(x)=— 2x2+% 44.2, g(x)=x2+%x

44.3. h(x)=—x>—5x+150 44.4.i(x)=x"+12x+20
()= x2e S 1 ——2x2_ 13y —

44.5.j(x)=x +1Ox 0 44.6. k(x)=—2x"—13x-15
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3. Funcgoes reais de variavel real

@ Resolve, em IR, cadauma das inequacgoes seguintes:

451. x(2x-1)<0 45.2. 3x(2 —x) < x’

45.3. 4 (x+2)>x° 4&4ﬁ£1§¥£iﬁ+5<0
2

455fx;5)>2—x 45&xuw8y—7<734x

@ Na figura estao representados a funcao quadratica h, afuncado afim m eo
triangulo [ABC].

Sejam A(-3, 3) e B(— 1, 2) dois pontos do

graficode f.
- 3=-2 _1__1
M="3-Cn -27"2
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Sabe-se que: vt
* afuncdo m é definida
pela expressao m h
m(x)=- lx +5; c
4
* oponto A tem
coordenadas (-3, 0); A O| B ~
* As abcissas dos pontos
A e B sao zeros dafungéo h;
* C e B sdo os pontos de intersecao do grafico da fungdo m com o eixo das
ordenadas e o eixo das abcissas, respetivamente.
46.1. Determina as coordenadas dos pontos B e C representados na figura.
46.2. Determina uma expressao algébrica que defina a fungao quadratica h.
\___46.3. Qual é a medida da area do triangulo [ABC]?
3.4.2. Funcoes definidas por ramos
Consideremos a fungéo real de variavel real, f, Y
representada na figura. 571
Por observacao da representacao grafica, verifi- Ap .
camos que, para definir analiticamente esta fun-
cao temos de decompor o dominio em duas par-
tes: [-3,-1]e ]-1, 2]. ;
* Quando x&€[-3, — 1], afuncéo f é definida
por uma funcao afim. T 5 3 X%



3.4. Estudo elementar das fungdes quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

f()=-2x+b & 2=-Tx(-1)+b & b=2-1 & b=3

2
Logo, f(x):—%x+%, quando x€[-3, —1].

* Quando x&€]-1, 2], afuncéo f é definida por uma funcdo quadratica do tipo

f(x)=ax’, com a€RR. Oponto C(2, 4) éum ponto do gréfico de f.

Assim, 4=ax 2’ < %:a < a=1. Logo, f(x)=x?, quando x€]-1, 2].

Assim, a funcdo f pode definir-se pela expressao por ramos:

1 3
f(x)z{—2x+2 se x€[-3,-1]
2

X se x€]-1, 2]

1. Consideremos a funcgao real de variavel real, p, definida analiticamente por
-x’+1 se x€[3, 5]

ramos por: p(x)= .
por:p {Zx—3 se xX€J]-oo, 2]

3
>

Queremos determinar os valores de x tais que:

A funcado p temum unico zero,

*px)=0
p(x)=0 < (—x*’+1=0AX€E[3,5]) V(2x—3=0AxE]-00,2]) &

< (¥*=1Ax€[3,5]) Vv (x:%/\xe]—cm, 2]) =

& (k==1Vx=1)Ax€E[S3, 5])\/(x:%/\x€]—00, 2])

Logo, p(x)=0 para x:%.
*p(x)=-3
(—x2+1:—3/\x€[3,5])\/(2x—3=—3/\x€]—c>o,2]) =
& (X*’=4Ax€e[3,5]) V(x=0AxE]-00,2]) &
& (x==2Vx=2)AXE[3,5)V(x=0AXxE]-00, 2])

p (x)=—3 tem uma Unica solugao, que é 0.
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' Exercicios

@ Na figura seguinte encontra-se representada uma funcdo g de dominio [— 3, +oo[.

47.1. Define afuncdo g porramos.
47.2. Determina os zeros da funcgéo g.
Considera a fungao real de variavel real, h,

definidaem ]-o0, —1[U[0, 3] e representada
na figura ao lado.

48.1. Define afungdo h porramos.

48.2. Resolve, analiticamente:
a) h(x)=4
b) h(x)=1

3.4.3. Funcoes modulares

Em anos anteriores, j& trabalhaste com o valor absoluto [~ )

g Recorda
de um ndmero real. O valor absoluto de um

Como a cada numero real corresponde um e um sé numero é a distancia, na
valor absoluto, podemos definir esta correspondéncia reta numerica, desse
como uma fungdo, nomeada funcdo médulo, definida numero a origem.

em R e representada por f(x)=|x]. Por exemplo,
\|—3|=3 e |5|=5.
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3.4. Estudo elementar das fungdes quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

A fungdo méddulo pode ser definida por ramos:

F()= I ={

x se x>0
-x se x<0

O grafico desta fungao é constituido por duas semirretas com origem no ponto O(0, 0)
e perpendiculares entre si.

1. Consideremos a funcdo g, definida por g(x)=|3 —x|.
A funcdo g também pode ser definida por ramos:

3—-x se 3—x>0 [3—-x se x<3
g(x)=|3—XI={ —{

~3+x se 3—-x<0 |-3+x se x>3

2. Consideremos a funcdo h, definidapor h(x)=|x+2|-1.
A funcdo h também pode ser definida por ramos:

x+2-1 se x+2>0 {x+1 se x>-2

h(x)=|x+2|—1:{ =
—-x-2-1 se x+2<0 —-x-3 se x<-2

' Exercicio

@ Define por ramos as fun¢des definidas pelas seguintes expressodes algébricas:
49.1. b(x)=|2x - 1|
49.2. f(x)=|5— x|
49.3. g(x)=|x+3|+2
49.4. h(x)=|x-1|-4
49.5. j(x)=2+|x - 3|

49.6. /(x)=—|1—-x|+3
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3. Funcgoes reais de variavel real

Funcdes dotipo y=a|x-b|+c,coma, b, c€R, a=0

Tal como ja estudaste anteriormente, € possivel obter o grafico de funcdes do tipo
Q o y=alx—-bl+c, com a, b, c€RR, a#0, apartirdo graficode y=|x|, aplicando diver-
. sas transformacoes.

Fun¢des médulo

Nota: Podes utilizar o GeoGebra como auxilio a esta exploragédo, nomeadamente a
aplicacao associada a esta pagina.

GeoGebra

Func&o modular
- ( Exemplos )
[ElE

1. Consideremos a fungédo g(x)=|x— 1|+ 3.

* Vamos analisar a representacao grafica da funcao g a partir do grafico de
o) =lx].

O gréfico dafuncao g pode ser obtido a partir do grafico da fungdo f(x)=|x|,
segundo uma translagéo de vetor (1, 3).

5 4 -3-2-10 1 2 3 4 5 X

* O contradominio da fun¢do g é definido por D,=[3, + ool
* O extremo absoluto da funcdo g é o minimo absoluto 3.

* A equacao do eixo de simetria do grafico de g é representada pela reta de
equacao x=1.

A

y
2. O grafico dafungcdo h, definida por !
h(x)=-|x+2| -1, pode ser obtido a partir
do gréfico de f(x)=|x| através de uma P
reflexdo segundo o eixo das abcissas e uma >

translagcédo de vetor (-2, — 1).
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3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fun¢gdes modulares

' Exercicios

Na figura encontram-se representadas varias fungoes, incluindo a fungao
f(x)=12x|.

()}

W bSO

N

|
N
A 4

50.1. Indica a expressao analitica de cada uma das outras fun¢gdes modulares
representadas graficamente, sabendo que estas foram obtidas a partir do
grafico de f, através de sucessivas transformacoes.

50.2. Completa a tabela seguinte:

Contradominio

Extremo absoluto

Equacao do eixo de
simetria do grafico

@ Considera a funcdo h, definida por h(x)=|x+2|-3.
51.1. Faz arepresentacao grafica da funcao h.

51.2. Indica:
a) o contradominio da funcéo h;
b) a equacédo do eixo de simetria do grafico de h.

51.3. Afuncéo j é definida por j(x)=-h(x).
a) Representa-a num referencial cartesiano.
b) Indica o contradominio da funcao j e a equacao do eixo de simetria do seu
grafico.
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3. Funcgoes reais de variavel real

@ Considera a funcdo m, definidapor m(x)=—|x+1|+2.
52.1. Representa a fungdo m por uma expressao analitica por ramos.
52.2. Representa graficamente a fungdo m.
52.3. Indica o contradominio da fungdo m.

52.4. Determina o ponto de intersecao do grafico da fungao m com o eixo das
ordenadas.

—

Equacoes e inequacdoes com médulos

Por definicao de valor absoluto Graficamente
A
y
|x|=k, comk€ER" & x=—kVx=k \ /
A equacao tem duas solucdes.
o) X
A
y
x|=0 < x=0
A equacao tem uma solucéo.
o) X
A
y
x| =k, comkER™
A equacao é impossivel, logo a equacao >
ndo tem solugdes. 0 *

( Exemplos )

1. Vamos resolver,em IR, as equacdes seguintes:
c|2x—5|=4 & 2x—5=-4V2x—5=4 & 2x=1V2x=9 & x:%\/x=

_Jj1 9
c.s._{z,z}
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3.4. Estudo elementar das fungdes quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

xY=1 & xP=-1 Vi’=1 & x=—1Vx=1
S —

impossivel em IR

CS.={-1,1}

2. Vamos considerar a fungao f, definidapor f(x)=—|[3-x|+4.

* Vamos determinar os zeros da fungéo f.
fX)=0 & —-13-x|+4=0 & |3-x|=4 &
& 3-x=-4V3-x=4 & —x=-7V-x=1 & x=7Vx=-1
CS.={-1,7}
A funcdo tem dois zeros: —1 e 7.

* Vamos resolver a equagao f(x)=2.
fX)=2 < —3-x+4=2 & [3-x=2 &
& 3-x=-2V3-x=2 & x=5Vx=1
CS.={1,5}

. Exercicios

@ Resolve, em IR, as equacgdes seguintes:

53.1. [x—2|-1=0 53.2.[2x - 3| -4=0
53.3. — |x+3|+5=0 53.4. - 2[3-x|+6=0
53.5.5—|[x—2[=-3 53.6.3+|5—2x| —4=5
53.7. 2|5 - x| +10=2 53.8. [x’—2x|-1=0

@ Considera a funcado g, definidapor g(x)=|x-3|-5.
54.1. Calcula g(2).
54.2. Determina os zeros da funcédo g.
54.3. Considera os pontos P e @, que pertencem ao graficode g etémordenada 7.
Determina as abcissas dos pontos P e Q.
@ Considera a fungao h, definidapor h(x)=-2|x+1|+6.
55.1. Calcula h(-3).
55.2. Determina os pontos do grafico de h que tém ordenada 4.

55.3. Determina os pontos de intersecao do grafico de h com os eixos

\— coordenados.
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3. Funcgoes reais de variavel real

Para resolver inequagcdes com médulos, devemos ter em atencgao que:

e x>k & x<-kVx>k
c lx|<k & x>-kAx<k

Por exemplo:
x| >3 & x<-3Vvx>3 x| <3 & x>-3Ax<3
-3 0 3 : -3 0 3 !

1. Vamos resolver,em IR, as duas inequacdes seguintes:
*lx-3[>2
x-3|>2 & x-3<-2Vx-322 & x<1Vvx>5
XE]—o0, 1JU[5, + oo

e |x-3|-5<3
lx-3/-5<3 & |x-3|<8 & x-3<8Ax-3>-8 & x<11Ax>-5
x€]-5,11]

. Exercicios

@ Resolve, em IR, asinequacgdes seguintes:

56.1. |[x+5|<3 56.2. |2 —x|-5>1
56.3. |1 —x|+10<7 56.4. |12 -5x|-10>0
56.5.2+|5—-2x|>8 56.6. — |[x—3|+5>2
56.7. 5 [x+1|>8 56.8. - |[x—3|-7<-10

@ Considera a funcdo f, definida por f(x)=4 — |2 —x]|.

57.1. Sejam A e B os pontos do grafico de f que tém ordenada — 4.
Determina a area do triangulo [OAB], sendo O(0, 0).

57.2. Determina as abcissas dos pontos do grafico de f que tém ordenada superior
ouiguala 2.
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3.4. Estudo elementar das fungdes quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

Considera as fungbes quadraticas f e g, definidas, respetivamente, por
f(x)=x’+3x-10e g(x)=x"-2x - 3.

1.1. Representa afuncgdo f naforma f(x)=a(x — h)’+k.
1.2. Indica as coordenadas do vértice da funcédo f e o seu contradominio.

1.3. Relativamente & funcéo g:
a) determina os seus zeros;
b) estuda o sinal;
¢) indica o seu contradominio;
d) indica a equacao do eixo de simetria do seu grafico.

1.4. Resolve, em IR, asinequacdes seguintes:
a) f(x)>0
b) g(x)<0
c) B3-x)gx)>0

Na figura ao lado encontra-se vt b
representada graficamente a funcao h.
Sabe-se que:

afuncdotem 2 zeros: -5 e 2; 2 x

oponto P(—4, —6) pertence ao
graficode h.

2.1. Representa afuncédo h naforma
h(x)=a(x —h)’+k eindica as
coordenadas do vértice da funcgao.

2.2. Qual é o contradominio da fungao j,
definida por j(x)=—-h(2x).

2.3. Constroi a tabela de sinal da fungdo m,
definidapor m(x)=h(x—-1)+3.

Considera a funcdo quadratica definida por f(x)=—-x*+2x+10.

3.1. Determina as coordenadas do vértice da funcéo f.
x+1

f(x)

3.2. Determina o dominio da funcdo g, definida por g(x)=

3.3. Considera afuncdo h, definidapor h(x)=v/—-f(x)+2.
Determina o seu dominio.
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Na figura ao lado encontram-se representadas P\\|Y m
graficamente as fungdées m e p, fungoes

quadratica e afim, respetivamente. Sabe-se que: A
m(x)=%(x2—5x+4); 4
os pontos A e C pertencem aos graficos das
funcdes m e p; 5

oponto C temabcissa 3;

o ponto B é o vértice dafuncao m; 0
4.1. Determina as coordenadas dos pontos A, B e C. _2

4.2. Define afungao p através de uma expressao
analitica.

4.3. Define, por uma conjuncgéao de condic¢des, a regido sombreada da figura.

Uma bola de ténis foi lancada do cimo de um prédio,
por uma maquina.

A altura da bola, h, em metros, é dada em funcao do
tempo, t, em segundos, por h(t)=—t>+4t+21.

5.1. Qual é a altura do prédio?

5.2. Passado quanto tempo a bola atingiu o solo?
5.3. Qual é a altura méaxima atingida pela bola?
5.4. Durante quanto tempo a altura da bola foi superiora 9 metros?

5.5. Faz arepresentacao grafica da funcao h, no contexto do problema.

Considera a fungdo modular definida por m(x)=-3|x+2|-5.

6.1. Define por ramos afuncdo m e representa-a graficamente num
referencial.

6.2. Determina os pontos de intersecao do grafico de m com os eixos
coordenados.

6.3. Determina as coordenadas dos pontos do grafico de m que tém:
a) abcissa - 3; b) ordenada - 8.
6.4. Resolve, em R, asinequacdes seguintes:
a) mx)>0 b) m(x)<x-1



3.4. Estudo elementar das fun¢des quadraticas, fungdes definidas por ramos e fungdes modulares

Na figura encontram-se representadas vt
graficamente as funcdées modulares q e r, PR3
2

sendo r(x)=|x -2|.

7. Defineafuncédo g naforma
gx)=alx—-bl+c,coma,b,ceR e az0.

v

7.2. Define afungdo r sem usar o simbolo de =1
madulo.

7.3. Resolve, em R, as seguintes inequacdes:
a) r(x)<1 b) g(x)>2

7.4. Determina os pontos de intersecdo do grafico de g(x) com o eixo das
abcissas.

Considera a funcao definida por ramos:

-3x+1 se x<1
x2+2x se x>1

h(x)={
8.1. Calcula:
a) h(-2) b) h(3) c) h(1)

8.2. Resolve, em IR, asinequacgdes seguintes:
a) h(x)>0 b) h(x)<1

8.3. Determina os pontos de intersecao do grafico de h com os eixos
coordenados.

Na figura encontram-se representadas 4
duas fungoes, f e g, quadraticae
modular, respetivamente. \

N W<
\

Tendo em consideracao os dados \
apresentados na figura, responde as
questdes seguintes:

\ 4

-3 Z1 |0 /1 2 3N\
9.1. Define afuncéo f naforma -1
f(x)=a(x—h)’+k. g 5

9.2. Define afuncdo g poruma
expressao analitica por ramos.

9.3. Determina os pontos de intersecdo dos graficos das duas fungdes.
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Teste

Considera a funcao quadratica definida por f(x)=a(x — h)? +k, com
a,b,ceRea#0.

Relativamente a fungao f, sabe-se que:
o ponto P(-1, 3) pertence ao seu grafico;
X =2 éaequacao do eixo de simetria do seu grafico;
o contradominio é [- 2, + oo .
Qual das seguintes afirmacoes é falsa?
(A) Afuncao f tem dois zeros.
(B) Oponto P(5, 3) pertence ao gréfico f;
(C) O grafico dafuncado f tem a concavidade voltada para cima;
(D) O vértice do gréfico de f tem coordenadas (-2, 2).

Seja g uma funcéo real de variavel real de contradominio [- 2, + oo .

Considera a fungao f, definidapor f(x)=—g(x-1)+2.
O contradominio da func¢ao f é:

(A) [2, +o0[ (B) [4, +oo] (C) ]-o0, 2] (D) ]- o0, 4]

Considera as funcdes, reais de variavel real,
h e p tais que:
h é definidapor h(x)=3x - 1;
p encontra-se representada graficamente
na figura ao lado.

3.1. Qual das expressdes seguintes define h™",

73

fungao inversa da fungédo h? 0

(A) h™'(x)=3x— 1 (B) h' (=27

(© h'()=2+1 (D) h~' () =2E!
3.2. Ovalorde (hep)(1) é

(A) 2 (B) 5 (C) 6 (D) 8
3.3. Ovalorde h™' (5) é

(A) -3 (B) O (C) 1 (D) 2

2x+1 se x<0

Considera a funcdo m definida por m(x)={ ) .
xX°—4 se x>0

Quantos zeros tem a fungao?
(A) O (B) 1 (C) 2 (D) 3

v



Na figura ao lado encontra-se representada
graficamente a fungédo m.

5.1.

5.2.

Indica:
a) o dominio e o contradominio da funcao;
b) os zeros da funcgao;

¢) umintervalo onde a funcao é positiva e
decrescente;

d) os extremos absolutos da fungao.

—6

Mostra que a funcdo m nao é par nem é impar.

Considera as fungoes f e g definidas por f(x)=2|x-1|+3 e g(x)=v2-x.

6.1.
6.2.
6.3.

6.4.

Determina o dominio da funcéo g.
Define a fungdo f como uma fungao por ramos.

Resolve:
a) gix)=0 b) f(x)>3 c) f(x)-5<g(=7)

Determina os pontos de intersecao do grafico da fungao f com os eixos
coordenados.

Na figura ao lado encontram-se representadas N4ty D

graficamente a funcao afim h e afuncéao
quadratica j. Sabe-se que:
afuncao j é definida por
jx)==x*+3x+10;
o ponto A tem coordenadas (0, 10) eo
ponto B tem coordenadas (2, 0);
a abcissa do ponto C é zero da funcéo j;

o ponto D é o vértice do grafico da
funcdo j.

71.

7.2.
7.3.

Determina a expresséao analitica que _2/ 0 5 4\ %

define afungéo h.
Indica as coordenadas do vértice do grafico da funcao j.

Determina a &rea do triangulo [BCD]. Apresenta o resultado em numeral
decimal.

Determina o conjunto solugdo da inequagdo x*+2x - 1<3-x.

Apresenta o resultado na forma de intervalo de niimeros reais.

CVM10-14
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4, Aigebra (estruturas algébricas)

Antes de comecar

0 Completa com € (pertence) ou &
(ndo pertence), de forma a
obteres afirmacdes verdadeiras.

10

1. DN
20

12.-2 N
10 -

13.-1 .7

14.0.. 0

15.0..7;

3
16.3 .0
1J.—%?”.R5

4 o
18.2 R

2
19.2..7
1.10. 0. R*

Identifica a propriedade da
adicao ou da multiplicagao de
numeros reais apresentada em
cada uma das igualdades.

21. 2+(3+1)=(2+3)+1
22.5-F=-5+%5=
23.—5x<4x% =@5x4)x%
2.4. %x <%+%>=%+23—0

2.5. %x%=%x%=’l

2.6. -5+4=4-5
2J.—%x1:1x<—%>=—%
L&Ox%=%x0=0
za0+%=%+0=%

Recorda

Conjuntos numéricos:

IN: conjunto dos nimeros naturais
Z: conjunto dos nimeros inteiros
Q : conjunto dos nimeros racionais
IR : conjunto dos numeros reais

Alguns subconjuntos de Z:

Z": numeros inteiros negativos

Z ,: numeros inteiros ndo positivos
Z": nimeros inteiros positivos

Z ¢ numeros inteiros ndo negativos
Alguns subconjuntos de Q:

Q; Q;: Q'; Q; (analogamente)
Alguns subconjuntos de IR:

R™; Ry; R"; Ry (analogamente)

J

Recorda

Propriedades da adicao e da multiplicacao

de nimeros reais (a, b, c€R)

* Propriedade comutativa
a+b=b+a; axb=bxa

* Propriedade associativa
(@+b)+c=a+(b+c)
(axb)xc=ax(bxc)

* Existéncia de elemento neutro
a+0=0+a=a
0 é o elemento neutro da adigao.
axl=1xa=a
1 é o elemento neutro da multiplicacéo.

« Existéncia de simétrico (adi¢ao)
a+(—a)=—a+a=0

* Existéncia de inverso (multiplicacao)

axl=lxa=1,a¢0
a a

 Existéncia de elemento absorvente da
multiplicacao
ax0=0xa=0

* Propriedade distributiva da multiplicacao
emrelacao a adicado

ax(b+c)=axb+axc

~
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eixos de simetria.

e Copia os seguintes poligonos e traca os seus

3.1. Triangulo equilatero 3.2. Quadrado

3.3. Reténgulo

3.5. Pentagono regular

3.4. Papagaio

3.6. Hexagono regular

o Em cada caso, copia o tridngulo, traca as suas

trés medianas e indica o baricentro.

4.1.

4.2,

Recorda

Dizemos que umareta r
€ um eixo de simetria
de uma figura plana
quando as imagens
dos pontos da figura
pela reflexao de eixo r
formam a mesma
figura.

¢—Eixos de
A simetria

—

O eixo de simetria divide
afigura em duas partes
geometricamente
iguais.

~N

Recorda
A mediana de um
tridngulo é o segmento
de reta que une um
vértice do tridangulo ao
ponto médio do lado
oposto.
As trés medianas de
um tridngulo
intersetam-se num
ponto a que se da o
nome de baricentro.
Baricentro

S~
)
~
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4 Aigebra
(estruturas algébricas)

4.1. Introducao a Teoria de Grupos. Isomorfismo
de grupos

4.1.1. Introducao a Teoria de Grupos

Designamos por operacao binaria, , aregra que a cada par de elementos de um
conjunto A, ndo vazio, faz corresponder um elemento desse mesmo conjunto.
x: AXA— A
(a,b)raxb

Assim, a cada par ordenado (a, b) de Ax A corresponde, pela operacdo *, um
Unico elemento de A que se designapor a=b.

Um grupo é um conjunto nio vazio, A, munido de

uma operagao binaria, *, que satisfaz as condigdes: ST S e
(1811-1832)

« A operacdo binaria * definidaem A é associativa: ST e e A

Va,b,c€A: (axb)xc=ax(bxc)

que criou um dominio
« Existe um elemento neutroem A: inteiramente
Je€A,Va€EA: axe=exa=d r,‘OVOda
. algebra
« Todo o elemento de A tem um elemento inverso: Tasiarane
VGEA,HbEA:a*b:b*a:e teoria dos
(A, %) éum grupo. grupos.

Um grupo (A, ), A# @, diz-se abeliano se % é comutativa.

Exemplos

1. Vamos mostrar que o conjunto Z munido da adicdo usual, (Z, +), é um grupo.
* + éassociativa: Va, b, c€Z,(@+b)+c=a+(b+c)
* Existéncia de elemento neutro: Va€Z,30€Z: a+0=0+a=a
* Existéncia de elemento simétrico: Vae€Z,3-a€Z: a+(—a)=(—a)+a=0
Note-se que, na adicdo usualem Z, oinverso de um elemento de Z
corresponde ao seu simétrico no mesmo conjunto. Logo, (Z, +) é um grupo.
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4.1. Introducgéo a Teoria de Grupos. Isomorfismo de grupos

2. Seja @ aoperacao definidapor: Va,beZ,adb=axb+1
Vamos mostrar que o conjunto Z munido da operagdo @ nao € um grupo.
Vamos verificar se @ € associativa:
Sejam a, b, ce”Z.
(@b dc=(@a@axb+1)@dc=(a@xb+1)xc+1=abc+c+1
adbdc)=ad(bxc+1)=ax(bxc+1)+1=abc+a+1#abc+c+1

Logo, (Z, &) nao é um grupo.

3. Vamos mostrar que (Z;, +) ndo é um grupo.
Como sabemos, Z,={.., —4,-3,-2,-1,0}.
Para (Zg, +) ser grupo, todo o elemento de Z, tem de ter um elemento
simétricoem Z,.
Mas, como —2 é elemento de Z; e o seusimétricoé 2¢ Z;, entdo (Z;, +)
n&o é um grupo.

Exercicios

a Mostra que é um grupo:

1.1. (A, +), sendo A={a€A: aépar} e + aadi¢do usual;

1.2. (Z, ®), a®b=%.
e Considera,em IR, aoperagcdo ® definidapor x @ y=xy+x+1.
\___ Provaque (R, ® n&o & um grupo.

Propriedades dos grupos
Sejam (A, %) umgrupoe a, b, cEA.

Propriedade 1: O elemento neutro é Gnico.

Demonstracao:

Consideremos e e e' dois elementos neutros do conjunto A.

Entdo, Va€A,axe=axe'=a. Emparticular, exe'=e e e'xe=¢e'. Assim, e=¢'.
Logo o elemento neutro é unico.

Propriedade 2: O elemento inverso é Ginico.

Demonstracao:

Seja e o elemento neutro de A. Vamos supor que a' e a" sao inversos de um ele-
mentode A, a.

215



4, Aigebra (estruturas algébricas)

Entdo, axa'=a'xa=e e axa"=a"xa=e.
Assim, a'=a'xe=a'x(@axa")=(@'+a)xa"=exa"=a".
Logo, o elemento inverso € unico.

Propriedade 3: A equacgdo a * x=b admite uma Ginica solu¢doem A. A solucdo
1

é x=a =xb.
Demonstracao:
axx=b — a 'saxx=a 'xb.Llogo, x=a 'xb.

Propriedade4: (a+b) '=b 'xa™*

Demonstracao:

Como (axb) ' éoinversode ax b, bastamostrarque b™" xa~' também é seu inverso.
(@xb)x (b "xa )=ax(bxb ") xa '=axexa '=axa '=e

Damesmaforma, (b™'+a ") x(@xb)=b""x(a 'xa)xb=b "'xexb=b""xb=e.

. . A - -1 — —
Assim, como o elemento inverso é tnico, concluimos que (axb)” =b™'xa .

Propriedade5: Se axb=ax*c, entdo b=c. Ou,se bxa=c=a, entdo b=c.

Demonstracao:
asb=axc = a 'x(@xb)=a 'x(axc)

Entdo, (a'xa)xb=(a""+xa)xc = exb=exc — b=c, como queriamos
demonstrar.

Grupos de vetores

Um grupo de vetores é um conjunto de vetores munido de uma operacao.

Exemplo

1. Vamos mostrar que o espaco vetorial IR x IR munido da operacdo &, adi¢céao
de vetores, definidapor V(a, b), (c, d)€ERxIR: (a,b)® (c, d)=(@+c, b+d),
€ um grupo.

* Como a adicao de dois vetores de um conjunto é um vetor desse conjunto, @ é
uma operacao binaria.

*V(a,b),(c,d), (e, f)ERxR:
(@a,b)®[c.d)d(e,fl=(a,b)d(c+e.d+f)=(a+c+e, b+d+f)
V(a,b),(c,d), (e, )eRxR:

[(@a.b)®(c,d)]d(e, fl=(a+c,b+d)d(e,f)=(@a+c+e, b+d+f)
Logo, & é associativa.
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V@, b)eERxIR,3(0,00€RxR:(a,b)®d (0,0 =(0,0&(a,b)=(a, b)
O vetor nulo é o elemento neutro da operacédo @ .

*V(@,beRxR,3(-a, -b)eRxR: (a,b)+(-a,-b)=(—a, —=b)+(a, b)=(0, 0)
Qualquer vetor (a, b) de Rx IR tem um vetor inversoque é (—a, — b).

Logo, o espaco vetorial IR xR munido da operacao de vetores, &, € um grupo.

Grupos de funcoes
Um grupo de funcdes bijetivas € um conjunto de funcdes das quais podemos deter-
minar a composta e que satisfaz as condi¢des para ser um grupo.

* Se duas fungdes pertencem a um conjunto, a composta das duas funcdes
também tem de pertencer.

* A composicao de funcdes € associativa.
* A funcao identidade é o elemento neutro da composicao de funcoes.
* Toda a funcéo bijetiva admite funcao inversa.

4.1.2. Isomorfismo de grupos

Consideremos dois conjuntos, A e B, nao vazios, a operacao binaria * definida
em A e aoperacdo binaria @ definidaem B.

Sejam (A, *) e (B, @) dois grupos:

Dizemos que f é um homomorfismo de (A, *) em (B, @) se e sé se:
Va,b€A, f(axb)=f(a)® f(b)

Se a aplicacdo f definida anteriormente for bijetiva, dizemos que f é um
isomorfismode A em B.

Exemplos
1. Vamos mostrar que ndo € um homomorfismo de KNota )
(Z,+) em (Z, +) aaplicacao: Para que exista um
f17Z—7 isomorfismode A em B,
X r3x+1 A e B témdetero
Sejam a, beZ. mesmo numero de
I tos.
fla+b)=3(@a+b)+1=3a+3b+1 (Fementos )

f(a)+f(b)=3a+1+3b+1=3a+3b+2

Como f(a+b)#f(a)+f(b), f ndo & um homomorfismode (Z, +) em (Z, +).
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2. Vamos considerar os grupos (R, §) e (R, 8) com
xX0y=x+y-3
xX0y=x+y—-9

Vamos verificar que a aplicacao
fiR— IR
X\ r2x+3
€ um isomorfismo de (R, ) em (R, 9).

* f € um homomorfismo de (R, §) em (R, 9)
Va,beR, f(adb)=f(a)6f(b)
fadb)=2(a@+b-3)+3=2a+2b-6+3=2a+3+2b+3-9=1(a)6f(b)

* f é bijetivase f é injetiva e sobrejetiva.
f éinjetivaseesdse: Va, beER, f(a)=f(b) = a=b
fla)=f(b) < 2a+3=2b+3 & a=b
Entao, f éinjetiva.

f é sobrejetivaseesdse: VbER, 3a€R: b=f(a)

b=f(a) & b=2a+3 & a:%

Assim, a é unicoparacada b€R e a€R.
Logo, f é sobrejetiva.

Assim, como f é um homomorfismo bijetivo, f € um isomorfismo.

3. Considerando o conjunto A definido por A={a: a=2k, KEZ}, vamos mostrar
gue a aplicacdo f é umisomorfismo do grupo (Z, +) em (A, +), sendo:
f:Z—A
n<»2n
* f € um homomorfismo, porque:
VYm,ne€Z,fim+n)=2m+n)=2m+2n=f(m)+1f(n)

 féinjetiva, pois: Vm,neZ, f(im=f(n)< 2m=2n < m=n

eVmeA, IneZ: m=f(n)

m=2n & n=%

Como m éumelementode A, entdo m é par. Assim, m é divisivel por 2.
Desta forma, n é um numero inteiro.

—f(M\_oM_
f(m=f(F)=2xT=m
Logo, f é sobrejetiva.

Podemos, entdo, concluir que f é umisomorfismode (Z, +) em (A, +).
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Grupos de simetrias

L3 vy]

O grupo de simetria de um objeto geométrico € o grupo
de todas as transformacdes sob as quais o objeto é in-
variante, tendo como operacao do grupo a composicao.

Vamos considerar o tridngulo equiladtero [ABC] representado
na figura. é A
Quantas transformacdes podemos fazer, de forma que o tridngulo fique invariante
quanto a forma e quanto a dimensao?

Um desses movimentos € a rotacdo de amplitude 120° em torno do baricentro do
triangulo.

4 N
Nota Recorda
Sempre que nos referirmos a uma rotacao, ela sera feita O baricentro de um
no sentido anti-horario e com centro no baricentro do triangulo é o ponto de
triangulo. intersecéo das trés

medianas desse triangulo.

‘B

B A !
L] o [
. "‘:'Ba_ricentro
(3 ° (3 ° .'.’ - E - Ryt
C A B C "C ; A
Rotacé&o de centro no baricentro e amplitude 120° \_ )

Outras duas rotagdes permitem que o triangulo se sobreponha: rotacdes de centro
no baricentro e amplitudes 240° e 360°.

Repara que a rotacado de amplitude 360° nao altera a posicao dos vértices do trian-
gulo. Assim, denotamos essa rotacao por e.

Outra isometria que nos permite obter o mesmo tridangulo é a sua reflexao de eixo r,.
B B

iy A A

Reflexao de eixo r,

e
O.
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Existem ainda mais dois eixos em torno dos quais po- ;
demos refletir o triangulo de modo que ele se sobrepo- 2
nha:reflexao de eixo r,, R, , ereflexdode eixo r3, R, . e

Podemos, entdo, concluir que existem seis simetrias do ‘
triangulo equilatero [ABC]. E facil verificar que, ao com- e
pormos duas simetrias, vamos obter uma simetria ja B ...
elencada. -

Por exemplo:

Uma rotacéo de centro no baricentro e amplitude 240°, R,,,, seguida de uma refle-
xao de eixo r3, R, , equivale auma reflexdo de eixo ry, R, .

B C B
L] [ ] L]
r3¢
—_— \ s —_—
(4 o ""' ° [ 2 L ]
C A “A B A C
Rotagao de centro no baricentro Reflexao de
e amplitude 240° eixo r;

Uma rotacao de centro no baricentro e amplitude 120°, R,,,-, seguida de uma refle-
xao deeixo ry, R, , equivale auma reflexdo de eixo r;, R, .

B A A
. 4 .
—_— E s
L3 * o E L J [ °
C A B 'y c cC B
Rotacéo de centro ' Reflexao de
no baricentro a amplitude 120° eixo

Uma reflexao de eixo r;, R, . seguida de uma reflexao de eixo ry, R, . equivale a
uma rotagdo de centro no baricentro e amplitude 120°, R, .

B LA A
rs . ;

'I'/ L] [ E ° [ °
C A C i B B C
Reflexao de ' Reflexao de
eixo r3 eixo
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Na tabela seguinte encontram-se as composi¢des de simetrias possiveis.

o Riz0 Ruo | Rasr=€ | R, R, R,
Riz0 Rouo e Ris0 R, R, R,
Raso e Riz Raso R, R, R,

Ryeor = € Riz0 Rouo e R, R, R,
R, R, R, R, e Rosor Riz
R, R, R, R, Riz e Raso
R, R, R, R, Roor R0 e

Desta forma, podemos concluir que o conjunto das simetrias de um tridngulo equila-
tero, S = {e, Riz0 Rosor s Ry . er' R,a} , munida da operacdo composicado de fun-
¢oes é um grupo.

A composicao de funcdes é uma operacao binaria associativa, tem elemento neu-

tro (rotacdo de 360°) e cada elemento do conjunto tem um inverso no conjunto

(R, eR. =e; R, cR.=¢e; R, cR. =€; ece=€; RiyoRy0=€; Ryype o Rypp- =€)
Exercicios

e Considera o quadrado [ABCD], representado ao lado. c B

3.1. Determina o conjunto de simetrias do quadrado.

3.2. Constréi uma tabela da composicao de simetrias
do quadrado.

3.3. Mostra que o grupo das simetrias do quadrado
com a operagao composicao de simetrias ndo é D A
abeliano.

o Considera o triangulo is6sceles [ABC].

0

4.1. Determina o conjunto de simetrias do triangulo.

4.2. Constréi uma tabela da composicao de simetrias
do triangulo isésceles.

4.3. O conjunto de simetrias de um triangulo
isdsceles com a operagao composicao de
simetrias € um grupo? Justifica.

>,
m.
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222

Verifica se, em IR, as operagdes seguintes sdo comutativas.

11. x A y=2x+2y—1 1.2. xQy=2x-y
1.3. x[Jy=2x+3y 1.4.x*y=%+y
1.5.x-y=$ 1.6. x®y=\3/x3+y3

Considera a operacao @ definidaem IR por:

Va,beER,adb=a+2a+b
Verifica se a operacdo @ é:

2.1. comutativa; 2.2, associativa.

Mostra que os conjuntos seguintes com a operacao indicada ndo sao
grupos.

3.1. (Z ., +), sendo + aadigdousualem R.

3.2. (7', x), sendo x amultiplicacdo usualem IR.

3.3. (A, x), sendo x amultiplicagdo usualem R e A={x€Z: xéimpar}.

3.4. (B, +), sendo + aadicdousualem R e B={-2,-1,0,1, 2}.

Considera a operacdo ® definidaem IR\ {0} xR por:
V(a, b), (c,d)eR\{0} xIR: (a, b)® (c, d)=(ac, b+d)

Verifica se:
4.1. ® é comutativa; 4.2. ® éassociativa;
4.3. existe elemento neutrode ®; 4.4. existe elemento simétrico de

cada elemento.

Em cada uma das situagdes seguintes, verifica se é um grupo:

5.1. (Z, %), sendo * definidapor axb=a—-b;

5.2. (Z, ), sendo = definidapor (a+b)’=a’*-b;

5.3. (R\{0} xR, %), sendo = definida por (a, b)* (c, d)=(a+c, b+d);
5.4. (R\{0} xR, %), sendo * definida por (a, b) % (c, d)=(ac, ab+d);

5.5. (Zx Z, *), sendo * definida por (a, b) = (c, d)=(ac+bd, ad+bc) .
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Mostra que (R, ®), com ® definidapor x ® y=x+y -3, éumgrupo
abeliano.

Mostra que f ndo é um homomorfismo de (R\{0},:) em (RR*, .), sendo:
f: R\{0} — R’

X o x

Verifica se sdo isomorfismos:

8.1. f: (R,+) — (R, +), dadapor f(x)=2x+1
82.f.(Z,+)— (ZxZ,+), dadapor f(x)=(x, 0)
83.f: (ZxZ,+)— (Z,+), dadapor f(x,y)=x
Considera os grupos (IR, +) e (R*, x) e afuncio:

f:R— R

x wr 28
9.1. Mostra que f € um homomorfismo.

9.2. f é um isomorfismo? Justifica.

Na figura encontra-se representado o pentagono
regular [ABCDE].

*O

10.1. Determina o conjunto de simetrias do Ee oC
pentagono regular.

10.2. Constréi uma tabela de simetrias do
pentagono regular. \ 4
A B
10.3. Mostra que o grupo de simetrias do
pentdgono regular com a operagao composicao de simetrias é um

grupo.

10.4. O grupo referido na alinea anterior é abeliano? Justifica.

223



4, Aigebra (estruturas algébricas)

Teste

Qual das operagdes = apresentadas é uma operagao binaria em
A={-1,0,1}?

(A) xxy=x+y, paraquaisquer x, yEA

(B) xxy=xxy+1, paraquaisquer x, yEA

(C) xxy=x-—y, paraquaisquer x, yEA

(D) x*xy=xxy, paraquaisquer x, yEA

Considera a operagdo ® , em IRy, definidapor x @ y=|x - y|.
Qual das afirmacoées seguintes é falsa?

(A) A operacdo ® é comutativa.

(B) Aoperacdo ® € associativa.

(C) Aoperacao ® € binaria.

(D) Existe elemento neutro da operacao ® .

Em qual das situagdes seguintes estamos perante um grupo?

(A) (A, +), sendo A={0,1,2,3,4,5} e + aadicdo usual de nimeros
inteiros.

(B) (A, ), sendo A={0,1,2,3,4,5} easxsb=a->b.
(©) (R*, x), com amultiplicagdo usual.
(D) (IR, %), comaxb=axb.

Qual das fun¢des seguintes pode definir um isomorfismo do grupo (IR, +)

em (R*, x)?
(A) f: R— R* (B) f: R— IR"
X  bx X 5"
(C) :R— IR (D) F:R— R
X 5—X X\ 5+x
Considera um hexagono regular, [ABCDEF] . E D
Quantos elementos tem o conjunto de
simetrias do poligono?
(A) 3 F¢
(B) 6
(C) 11
(D) 12 X 2

224



Considera o conjunto IR com a operagcédo ® talque x @ y=y+x — 1, para
quaisquer x, yE€IR. Mostra que ® é uma operacao binariaem IR.

Considera o conjunto IR* e a operacao binaria definida, em IR?, por:
(@. b)® (c. d)=(ad, bc)

Determina, se existir, o elemento neutro de (R?, ®) .

Considera o conjunto IR; e # aoperagdo, em IR;, definida por:

_ ey
T 1+xy

Xy
8.1. Verifica se * € associativa.

8.2. Verificase (IR, =) é um grupo.
Seja (IR, A) um grupo tal que x Ay=x*x y*. Mostra que (IR, A) é um grupo
abeliano.

Considera, em IR, aoperacao = definidapor x = y=xy+x+y.

10.1. Mostra que (IR, *) ndo é um grupo;

10.2. Verificase (IR\{—1}, %) éum grupo.

Considera o grupo A={f* R— R
X . ax+b,a,beRR, a=0

composicao de fungoes.

} e aoperagao
11.1. Mostraque (A, ) éum grupo.

11.2. (A, °) éum grupo abeliano? Justifica.

Considera os grupos (Z, +) e (Z, x) eaaplicagdo f: Z — Z,

talque: f(x)=3x+4.
Mostra que f nao é umisomorfismode (Z, +) em (Z, x).
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Pagina 8
6
11. 27 12, 2° 13. (%)
14, 2° 15. 7°
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41. 10 42, 1 4.3, 6
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54. /63 55 /600 5.6 %
Pagina 9
6.1. 230 62. 15V6
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13.
Coeficiente | Parte literal Grau
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14.2. —%x“y3, grau 7.
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14.3. 25x y~, grau 8.
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Solucbes

71. 10+10V6 Pagina 31
;; 14632\%\/6 33.1. Quociente: 2x”+x+3
Resto: 5
8.1. Nio 33.2. Quociente: x°+2x+1
82. Nao Resto: 4
83. Nio 33.3. Quociente: —x*—x+1
9.2, -V10+3V5 Resto: 1
7 33.4. Quociente: — 2x®+5x° - 10x + 20
10.2. 4+V2 Resto: —37
33.5. Quociente: x> —3x+9
Resto: — 28
Pagina 26 33.6. Quociente: — x® - 5x* - 23x - 115
3 Resto: —579
25.1. 5y +y —-5y+1
252, 6y°—4y+1
253. —y°+3y‘+2y° -6y’ Pagina 32
254, —66y3+ 3/2+y3—1 2 34.1. 13 342, 1 343. - 10
25.5.y4—3y6—6§/+1123y . % 3, 19 19
256, 4y*—y®+y°—8y?+3y 36.1. Quociente: — St tg Yt
26.1. (B) Resto: ?—g
2%.2. () 36.2. Quociente: xz—%x+59—6
Pagina 29 Resto: -%
36.3. Quociente: x* -2
27, 10x°+3x*—x-1 Resto: 15
. . x5 4 X
28 4x®+4x+3rs ] 36.4. Quociente: S =51
Resto: — 3
29.1. Quociente: x —2
Resto: -3 ..
29.2. Quociente: x—% Pagina 34
Restor _1x+l 37.1. 5 37.2. 4 373. 1
2 2 374. -37 37.5. —28 37.6. —579
29.3. Quociente: x2+%x+% 35
1 38.1. k=-2 38.2. 2
Resto: 7
29.4. Quociente: x*+2x+3 38, 3x"-x+1
Resto: 6x+1 3 8
29.5. Quociente: x” —x 40.1. % 402. -3
Resto: 0
29.6. Quociente: x> —x+3 40.3. 15 404. =3
Resto: —x+8
30.1. Sim Pagma 36
30.2. Nao 411. 3 41.2. 1 413. 1 414. 2; 1.

421, 2 temmultiplicidade 2; —1 temmultiplicidade 1.

3. P(x)=x"-x-2 Entdo, A(x)=(x—2) (x+1)

32.1. Quociente: x+1 422, — 1 tem multiplicidade 3; 1 éraiz simples.
Resto: —x+1 Entdo, B(x)=(x+1)°(x-1)
32.2. k=0 42.3. 5, —2 e — 3 saoraizes simples.

Entdo, C(x)=(x-5)(x+2) (x+3)
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Pagina 37

43.1.
43.2.
433.

43.4.

43.5.
43.6.

44.1.
44,2,

x-1)(x+1)
-(x-5x+2)
2x=3)(x=1)

1 2
2 (x-2)
3
_4<X_Z> (x+1)
N&o é possivel fatorizar.

(x+5) (x= 1Y
11—8(x— 2) (x = 3) (x+2)°

Pagina 39

45.1.
45.2,

45.3.

46.1.
46.2.
46.3.
46.4.

46.5.

x=-1Hx=-2)(x+2)
x+1)(x-4)(x+3)
—(x=2(x-3)(x+1)

x-2)(x+3)(x-5)
(x=-3)x+3)(x-1)
x=-2)x-1Dx+1)(x+2)
—-x-1)(x+2)(x+5)

2(x—3)(x—1)<x+%>

Pagina 42

47.1.
47.2.
41.3.
47.4.
47.5.
417.6.

48.1.
48.2.
48.3.
48.4.
49.2.
49.3.

J-oo, —1[U]1, 3[

J-o00, —4]U[2, 4]

J-o00, —=1[U]3, + 09

11, +00[

]- 00, —=3JU[-1, 2]U[4, +o9[
-2, 11U {3}

]—o0, =2]U[-1, 3]
1-3.-2[

]=o0, =2[U]3, +oo[
{=2}U[-1,1]U[3, +oo[
[-1,5]

1-1,2[U]2, 5[

Pagina 43

1.1.

1.2,

13.

2.1.
2.2,

a) 4x*—3x+4, grau 2.
b) —2x°+x*+1, grau 3.
¢) 4—4x*+4x*, grau 4.

d) —5x*+3x°+8x*—6x+4, grau 4.

Resto: 4x -5
Quociente: —2x+3
T(x)=2x-x-1

2% —6x*+x°+3x - x
X’ —6x+1

23, xX’+4x7-6x
24. 7x*-13x-5
25 x'-x*-4x’+6x
31. 5 32. 2 3.3.
34. 2 35 4
4.1. Resto: —-6x-9
Quociente: 5x+3
4.2. Resto: -8
Quociente: —3x -3
4.3. Resto: —9x+ 14
Quociente: 2x*> - 2x+5
4.4. Resto: 4x+2
Quociente: x*+3x
4.5. Resto: —2x-4
Quociente: 2x —1
5, Ax)=3x"-2x
6.1. Resto: 2
Quociente: 3x° - 5x%+6x — 3
6.2. Resto: 5
Quociente: — x*+x+2
6.3. Resto: -4
Quociente: — x*+2x% - 2x+3
6.4. Resto: 103
Quociente: x*+4x?+12x+ 34
6.5. Resto: 13
onte: 1243 147
Quociente: x°+ SX+5
6.6. Resto: 0
. xz
Quociente: —€+x—1
6.7. Resto: 1
Quociente: —8x -4
6.8. Resto: —i—3
onter x2a X1
Quociente: x°+ > +4
Pagina 44
7.1. Resto: —17
Quociente: —3x* - 4x -9
71.2. Resto: 7
Quociente: — 3x’+5x—6
73. Resto: 35
ionter — 3 42 _17
Quociente: 5 +4x 5
5
74. Resto: 8
iente: =324 1,3
Quociente: P Hgx-3
8.1. 39 82. 8
83. —% 84, 0
85 13

Solugdes

229



Solucbes

9.1. 8 92. 3 93. 2 Pégina 47
10.1. Simples 81 Q()=—x+1eR(x)=2x-2
10.2. S!mples 82. - (x-1Dx-2)(x+2)
10.3. Simples 83. a) ]-2,1[UJ2, +00[
1.2 (x+2) (x*-9) b) ]- o0, —2]U[1, 2]U[3, + oo
113, (x+2) (x+3)(x=13) c) ]—o0, —2]U]l-1,1[U]2, +oo[
121. -3 e 3. 9.1. a) [-3,1]U[2, +oo]
122, (x+1)(x+3)(x=3) b) -0, —-3[U]1, 2]
9.2, ]-o0,-3]U[0, 1]U[2, 3]
Pagina 45 1 2
10. P(x)=—g(x—3)(x—1)(x+2)
131 -2(x-2)(x+2)
132 x(x-1)(x+1) 1M1. 3x-5
133, —(x+2) (x-3) '
134. —-2(x+3)(x+2)
13.5. 6<x—%)<x+%> Pagina 50
136. (x—1)(x—3) (x+2) 1.1. A(3,0),B(1,2), C(0,4), D(-1,3), E(-3,0),
1B —(x-1D)x+1)(x-3) F(-=2,-1),G0.-4) e H2,-2).
1\2 1.2. a) Porexemplo, D.
138. —4(x—1)<x+§) b) A
1 . c) F
14.1. 5(x—2)(x+1) d) H
142, —(x=17° (x+1)° e) CeG.
13. E@3,0)
15.1. a) - 18 14. H'(2,2)
b) -5 1.5. a) Isdsceles e acutangulo, respetivamente.
15.2. (x - 1)(2x?+2x+3) b) 16 u.m.
16.3. A(X)=(x-2)(x+3)(x=23)
B(x)=(x-2) L
164. 3 Pagina 51
165. a) [-3, 2]U[3, +0o] 2
b {} ' A
¢) -3, 2[U]3, + oo rie
d) ]-o0, = 3JU{2} U[3, + oo
e) R\{1,2} G
®
Pagina 46 Bl
A 20/39 =D | R
11. VB 12 3 ol 1 X
15/256
1-3- ﬁ
H E A
3. 2\/6 L L J @
I
@
4 210V5 F
{ ]
5. (B) 31 -4 32. 0 3.3, —%
6. T(x)=x’+x-2 41. x=-2 42. y=-4 43. y=-1
7. (D) 5.1. y=%x+% 5.2. y=—%x+%
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Pagina 52
61. wes.
62. tew.
63 UevV
71. a) AG

¢ IG
Pagina 53
72. a) B

b) E

¢) [BEFC]

d) [BHF]
73. a) F

b) E

c) C

d) /
81. DA 82 AG 83

85 C 86. J 8.7.
9.1. E 9.2, L 9.3.
95. AH 96. AE 9.7.
Pagina 54

10.1. a) Estritamente paralelos

10.2.
10.3.

10.4.

10.5.

b) Perpendiculares

¢) Obliquos

180 cm®

a) Por exemplo, ED.
b) Por exemplo, EF.
a) Contida

b) Paralela

45 cm®; 135 cm®.

Pagina 55

1.1,

1.2,

13.

1.4.

a) D_C>

b) DF

c) ?d

a) Perpendiculares
b) Obliquos

¢) Estritamente paralelos
a) Secante

b) Secante

¢) Paralela

a) 2v/13 cm

b) 208 cm?®

¢) 256 cm’®

b) ED
d) CF

8.4.
8.8.

9.4.
9.8.

Pagina 58

Solugdes

11. A(6.0),B(2,1), C(0,5), D(-3,4), E(-5,1),
F(-1,0), G(-2,-2), H(O,-4),1(2,-4) e

JG5,-2).
12. a) G
b) DeE.
¢) C,D,EeF.
d FeA.
e) H

Pagina 59

21. A(=2,0),B(2,0), C(2,4) e D(-2, 4).
22. A(-2,0),B(2,0)e C(0,2V3).
23. 0(0,0), A(4,0) e B(2,2V3).
24. 0(0,0), A(3,V7),B(3=-v7,3+V7)

e C(-Vv7.3).

1
3.1 5

32. -3 o0u3.
33, ]-o00,0[
34. 3

41. 5um.

42. 25ua.

43. a) F(0,8)
¢) A(5,0)

Pagina 60

5.1. V65 5.2,

V73

53. —— 5.4.

6

Pagina 61

6. 16 um.
71. (5+V17 +v10) um.

72, (6vV2+v17+v13) um.

8. 19 u.a.

Pagina 63

o1 (-3.0) 9.2.

2

93. (1.,5) 9.4.

10.1. (-4, 13)

103. (- 2, 3%)

b) E(5,8)
d) D8, 4)

231



Solucbes

11.1. <@+\/§+@> u.m.

11.2. <—“25+ 2v10 +—'273> u.m.

Pagina 65
121. y=
122, y=-
N
123. y= 5 X
12.4.

1. (0,-13)
( 3

13.2.

14.1. -
14.2. 5

Pagina 66

1. r:x=-2,s8:x=3,t:y=3,u:y=-2,

v:ix=0, p:y=0.

16.1. x=1
16.2. y=5
Pagina 69
17.1.
YA
Yy
—2§ (@) xt
17.2.
A
y
Ol-1 X

232

17.3.

17.4.

17.5.

17.6.

17.7.

A H
y ]
0 i3 X
A
(0] x;
.............. =S
A
y
-3 0 x;
A
y
ol %
A
y
(0] xt




17.8.
A £
y
|0 i
17.9.
A
y
3
/ 0 x
18.1. x<2 18.2. y<4
18.3. y>0 18.4. x<0
18.5. y>—%x+4 186. y>x+3
19.1. [2, +o00]
19.2. 17, +o0[
19.3. ]—oo,%]
Pagina 70
20.1. y<4Nny>-2
20.2. x>-2Ax<5
203. y<4Vx>2
204. x>0AYy>0AX<3AYL3
Pagina 71
21.1. ke]—oo,%[ e mel-oo, 2.
21.2. k=1 e meE]-oo, 0.
213. k€]-o00,0[ e mE]-o0, 0].
221, x>-2AYy>-9AX<4AY<6

22.2. a) Porexemplo, (-1, 3).
b) Porexemplo, (-3, -1).
223. ke]-3,2[
Pagina 72
231. 3. 1), 2 23.2. (0,0), 10
233. (-1,-2), 5 (1 _§>
23.4. 5175 )

1

2

Solugdes

241. C,(-2,1), 4

C,(=1,0), 1
242, (x+1)’+y’=16
24.3.
| y=5
- -1 1
—'2 (0] xt
y=-3
A
y
y=1
L = 0 X
y=-1
x=-2 x=0

244, C,: x=-6,x=2,y=-3, y=5.
C,ix=0,x=-2,y=-1,y=1.

Pagina 73

25.1. Pertence
25.2. Interior
25.3. Interior
25.4. Exterior

Pagina 75
26.1.
A
y
2f----e
(o] ' %+ |

233




Solucbes

5\ 7
26.2. 4 293, (2 _5), i
3 V10
29.4, (5 o), voe
9 1 45
25 (-5.5) {3
1\ 1
206, (0,2), =
> "2)" 2
“1lo Ja x ( )
1\ V97
n(2-3)%%"
26.3. Pagina 78
A
y 11. A(5,0), B(3,1), C(1,3), D(0,2), E(-2,2),
F(-4,0), G(=4,-2), H(=2,-1), 1(0, - 2)
e J(3,-1).
¢ > 12. a) V29
o ‘ " b) 22
d) V10
0 (33)
26.4. h) <_1,%>
1 3
9 (33)
11
o (3.3)
14. (2+v26+34) um
1.5. a) Nao
b) Isésceles
16. a) x=-4
b) x=3
c) y=-2
270, (x+4)°+y’<25Ax>0 d) y=2
27.2. X’ +y’<18 Ax<3Ay<3 e) y=-1
27.3. X+(y-2°<16Ay>2 f) x=0
274, X+ (y—27<4A(x—2 +(y-2)7<4 :; §i°2
275. 8<(x-2)" +(y-2)’<13 17. a) y=3
27.6. (X°+y’<25AXx<0AYy>0)V b) x=1

2 2 2
V(¥ +y’ <25 Ay<0Ax>3) 18 a) (x+ 1)+ (y-7) <13

b) (x—1)°+(y-3)°'=8

Pagina 76 P9

28.1. c;: (x—4) +(y+4)°=16 Pagina 79
cyt X2 +y?=32

282. A(-4+v2,0), B(0, -4v2)

283, xX*+y’>32 A (x—4) +(y+4)’<16

21. A(2,0); B(3,3); C(0,6); D(-3,4);
E(-4,0); F(0,-2).

2,421
22. a) y=,x+7%
Aqi _ 3. 11
Pagina 77 b) y=-Sx+ -
x,9
29.1. (-6,2), V50 o y=-7+g
29.2. (0,8), V74 d) y=2x+3
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2.3.
24,

3.1.

3.2,

4.1.

4.2,
43.

6+v10+V13+3V2 +V17
2
(x+%) +(y—-1)°<45

a) (x+1)°+(y+3)°=3
b) (x—2)2+(y—3)2=4

o (x+3) +(r-3) =%

d (x+5)°+(y-2)°=16

a) (x+1)"+(y+3)°=50

b) Interior

A(2,-1); B(4,0); C(3,2); D(-1,3);
E(1,1).

(V17 +vV5+2v2) um

(-8 + (-2 -5

Pagina 80

5.1.

5.2,

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.

7.1.
7.2,
7.3.
7.4.

Gt (x+1)’+(y-3)’=25
Co: X2+ (y—4) =4

(e 2) 12 4
Ca <x+5> Y =25
(-2,0),r=6;(-1,3), r=5;

0,4),r=2; (—% 0),r=%.

(1,-3),r=2
x=3;x==1;,y==-5;y=-1.
(x=17%+(y+3)°=10
4<(x=1)+(y+3)°<10

X+(y-2’<4Ay>3Ax>-1
(x+2+(y-3°<13AX°+y°<4

X+ —-1Y>4Ay>0AYy<3AX>-2AX<2
4<x’+(y-2°<16Ay>0Ax<0

Pagina 81

8.1
8.2,
8.3.

9.1
9.2,

9.3.

(x=17+(y-2)y°=8

4

((x—‘l)2+(y—2)2<8/\y>4)\/
V((x=1’+(y-2’<8Ax>0Ay<0)

(x-3)+(y+8)°=78

x=3+v78; x=3-V78; y=—8+78;
y=-8-V78.

(x=3)+(y+8°>78 Ax<3+V78 A
AX>3-VI8Ay<-8+V78 A
Ay>-8-178

10.1.

10.2.
10.3.

1.1.

1.2,

11.3.

Solugdes

0(0,0); A(2v2,2v2); B(0,4v2);
c(-2v2,2V2).

X+ (y-2v2)’=8
Interior

------

Pagina 84

32.1.
32.2.
32.3.

33.1.
33.2.

N
S

~l<| <

9%

Pagina 85

35.1.

a) 4um.
b) 2um.
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Solucbes

352, a) % b) 2 ¢) -2

—_ —
35.3. Por exemplo, GE, CD .
35.4. Por exemplo, a:: D_B>
35.5. Por exemplo, E ﬁi

Pagina 86
3.1 B 362 F 363D 364
35 F 366 H 367G 368
39. F  36.10.D
311, GE 312. BG 313. JC
374. GA 315. F 376. H
311. E
Pagina 88
38.1.
v
U+V,
u
38.2.
W+V, v
w
38.3.
/]
t
v
38.4.
w
F ——
u+w

236

d)

H
D

N w

38.5.
_;-—>
17
u
38.6.
V|
7§
u-v
38.7.
w
V|
w-v
38.8.
T-t/
u
38.9.
w
w-u -
-u
39.1. a) AG b) EH
d) BG e) 0
o) AL h) EJ
39,2, a) 2V2
b) 25
c) 2V2

c)

BH

AD



Pagina 89

|

4041. OB 402. OU 403. (R

40.4. 22 40.5.

3

Pagina 90

41.1. V10 41.2. 413. V13

416. V3
4M19. V7

41.4. V5 41.5.

-

41.7. v11 41.8.

Pagina 92

421. (3,-8)
42.2. (7,1)

11
423. (—5,—2)
424, (2,ﬁ)

43.1. (-8,6)
432. (4,-7)

441. 1 44.2. % 443. 0 444. 3

3 5
45.1. (—5,3) 452, (5,—1)
25 9
453. (-7,7) 45.4. (Z'"3)
9
45.5. (11,—5) 456. (-5, 0)
Pagina 93
46.1. Sim 462. Sim 46.3. Nio
46.4. Sim 465. Sim
471. (1,-3)
47.2. a) (-8, 6) b) (4, 4)
¢) (8,-6) d) (-4,-4)
47.3. Sim
Pagina 95
2 3 3
1. -2 2. -3 3. -3
484. —12 485. — 12 48.6. g

49.1. A(5,3); B(0,6); C(-6,2); D(-4,-1);

E@3.,-1); F(6,0).

49.2, a) (-5, 3) b) (-11,-1)
¢) (-9,-4)
1 7

29.3. — 29.4.

495 DeE.

Solugdes

Pagina 96

50.1. 2
50.2. 1
50.3.

50.4.

1

N =
R

50.6. - ——

51.1. y=
51.2. y=3x-9

Pagina 97

52.1. y=—%x+Z

3
52.2. y=%x —%

523, y=—~x+1
524, y=—-x——

53.1. a) (-12,8)
b) (3,-11)
¢) (9,3)

53.2. a) y=%x+%

-_2,.5
b) y= 3x+3

c) y=—%x+6—\,§3

Pagina 98

54.1. a) Concorrentes obliquas.
b) Estritamente paralelas.
¢) Coincidentes.

d) Concorrentes obliquas.

e) Estritamente paralelas.

f) Concorrentes obliquas.
54.2. -2

55.1. Ambas tém declive 2.
55.2. Estritamente paralelas (ttm o mesmo declive e
ordenadas na origem diferentes).

-]
56. y—)c+3

Pagina 99

57.1. y=—2x+6
57.2. y=—2x-4

57.3. y=%x+6

237




Solucbes

Pagina 100 1.3. Néo
14. a) -3 b) -3
58.1. (x,y)=(-1,-3)+k(-3,2), kER
58.2. (x,y)=(7,-3)+k(-6,1),kER 21. a) (15, -18)
58.3. (x,y)=(-1,5)+k(3,-2),kER b) (-9.9)
c) (-9,9)
59.1. (x,y)=(0, - 1)+k(3,2), kKER N
59.2. (x,y)=(0,2)+k(1,-1), kKER 31. a) E{
59.3. (x,y)=(0,-2)+k(2,1), kKER b) AE
60. . ¥)=(0,-2)+k(1,3), kKER L.
(e y)=( )+k(1.3) Pagina 105
L. 13 ). (n 13
P4gina 101 a. (—?,o), (o, . )
x=-1-2k
61. t: (x,y)=(0,5)+k(1,-1), kER 4.2. {y=5_3k kER
v. ((x, y)):(O, _)3) +(k(5 ')3)' keR 4.3. Porexemplo, (1,2) e (0, 5).
r:(x,y)=0,7)+k(5,2), keR - - -
4.4. =(-2,-3);s=(1,2); t=(-1, 3).
s: (x,y)=(0, -3)+k(5, —8), kER ! _(k )is=(1.2)it=(-1.9
45, 17 kER
y=—-5+2Kk'
Pagina 103 4.6. Concorrentes obliquas.
- 51. (x,y)=(-2,0)+k(1,-5), kKER
62.1. {x 2K ke 3
y=1-3k 52. y=-5x-3
x=3
62.2. { B  kER x=K
y=—2+2k 5.3. {y=_5_5k,kelR
62.3. {xf‘k,kem 5.4 <_3_1 _i>
y=-1 * 716" 76
2
624. 1 " 7375K ke 6.1. y=-2x+10
y=—k 62 (x,y)=(0,4)+k(2,1), kKER
63 (12,26
63.1. (-2,7) “ \5'5
63.2. Porexemplo, (-2, 4), (-4, 8). 6.4. 33,8ua
63.3. (%,o)
Pagina 106
6ot ¥ 1K rer
" ly=3-2k’ 711. (-8,0)
64.2. 2 12. (2,4
64.3. (%,0); 0. 1). 13. 24ua.
—1- 74, y=%4+4
65.1. {x:; ;k,kelR Y=3
y=2+ 15, y<E+4AYy<AAX<2AY>0
65.2. (2,0) 2
x=-3-3k 8.1. Estritamente paralelas.
65.3. . kER >
{Y= -4k 8.2. Nio pertence.
83 y=-x-1
. (5 1 B
Pagina 104 8.4. (x,y)_( 2, 2>+k(3, 3), kER
11. V10 91. a) y=2x+6
12. a) (2,-6) b) (5,-7) b) y:_%%
¢ (5,1 d (-6, 10) 0 y=_%_%
noe 1,-7
e)<—2,2 fl 1.-7) d y=2x-4
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x ., 7 x 3
9.2, y<2x+6/\y<—§+§/\y>—§—§/\
Ay>2x—-4
94. (0,1)
95. x’+(y-1)°=10
Pagina 107
3 .n(3 . .
10.1. A(-3.0):B(5.0 1 C(3,4);D(0,4).
10.2. a) y:%x+4
_8,_
b) y—3x 4
10.3. yg%x+4/\y>%x—4/\y>0/\y<4
1M1 (x+3)*+(y-3)°=9
11.2. (-3,3)
13, y= Zx+5
11.4. ( )
115. ((x+3)+(y 3P<IAXS— 3/\y>§x+5>
((x+3) +(y—3)2<9/\x<—3/\y<%x+5>
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66.1. A(3,0,0); B(3,3,0); C(0,3,0); 0(0,0,0);

F(3.0,3); G(3,3,3); D(0,3,3); E(0,0,3).

66.2. A(0,-2,0); B(2,-2,0); C(2,0,0);
0(0,0,0); F(0,-2,2); G(2,-2,2);
D(2,0,2); E(0,0,2).

66.3. A(0,4,0); B(-4,4,0); C(-4,0,0);
0(0,0,0); F(0,4,4); G(-4,4,4);
D(-4,0,4); E(0.0, 4).

664. A(-2,0,0); B(-2,-2,0); C(0,-2,0);
0(0,0,0); F(-2,0,-2); G(-2,-2,-2);
D(0,-2,-2); E(0,0,-2).
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67. A(4,-4,0);B(4,4,0); C(-4,4,0);
F(4,4,2); G(-4,4,2);D(-4,-4,0);
E(4r _41 2): H(_4, —4, 2)

68. A(v2,0,0);B(0,v2,0);Cc(-v2,0,0);
H(=v2,0,2); F(vV2,0,2): G(0,v2,2);
D(0,-v2,0); E(0,-v2,2).
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69.1. x=2;x=-2;,y=2,y=-2,2=0;z=4.

Solugdes

69.2. x=0;x=4;y=0;y=-2;2z=0;2z=1
69.3. x=0;x=1;y=0;y=4,2z=0;2z=3.
694. x=0;x=4;y=0;y=4,2z=0;z=10.
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701. A(2,-2,0); B(2,2,0); C(-2,2,0);
D(-2,-2,0); E(0,0,3).
70.2. a) z=0
b) z=3
c) x=-2
d) y=2
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7.1. A(4,2,0); B(4,0,-2); C(0,0,-2);
D(0,0,2); V(2,4,0).
71.2. a) x=4Ay=0
b) y=0Az=-2
¢) x=0Ay=0
d) y=0nz=2
713. a) x=2Ay=4
b) y=4Az=0
¢) x=2Az=0

721. A(4,0,0); B(4,4,0); C(0,4,0);
0(0,0,0); F(4,0,-4); G(4,4,-4);
D(0,4,-4); E(0,0,-4); J(4,0,4);
H(,4,4); 10,0, 4).

72.2. a) z=-4
b) y=4
¢) y=4

723. a) x=4ANz=0
b) y=4nz=4
¢) x=0Ay=4

724. a) x=4ANy=4N-4<KzK0
b) z=4ANy=0A0<x<4
c) x=4Ay=0N0<KzK4

725. a) 0<x<4ANAny=0N0<Kzg4
b) OKy<4Anx=0N-4<KzL4
c) 0<Kx<4Nnz=—-4N0<y<4
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73.1. V74
73.2. V5
73.3. V29
73.4. /43
73.5. V6
73.6. 3V6

741. A(4,0,0); B(4,2,0); C(0,2,0); 0(0,0,0);
F(4,0,1); G(4,2,1); D(0,2,1); E(0,0,1).
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Solucbes

742. 6+25
74.3. V21

Pagina 119

75.1. 3x+y-2z=0
752, x+3y—2z=2
75.3. 4x+2y—-8z=1

75.4. x—2y—2z=—%
755. x—-y=-1
75.6. )c+2z=—l

2

76.1. A(0,-6,0); B(-6,-6,0); C(-6,0,0);

0(0,0,0); F(-6,0,6); G(0,0,6);
D(0,-6,6); E(-6,-6,6).

76.2. x-z=-6

76.3. x+y—z=9; porexemplo, P(0, 15, 6).

Pagina 120
77.2. V(0,0, 6)
713. x—y-3z=-7 ,P(0,0,%)

Pagina 121

781, X’ +(y+2)+(z-5/=
782 (x-V3) +(y+ 1)2+zz=g

78.3. (x—% 2+(y+§)2+<z—%>2=20
79.1. (1 V3, o) V7.

792, ( 21 o) V3.

793, ( 1.0, 3\/5) f

794. (2,-5,0);V59.

795. (-1,3,0);V13.

79.6. (—2 % )@

Pagina 122

80.1. (-1,3,0);(3,0,4);5.
80.2. interiora c,; exteriora c,.

81.1. (2,0,-1); 2.

81.2, a) y=2;y=-2.
b) x=0;x=4.
¢) z=1,z=-3.
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82.1.
82.2,

82.3.

83.

84.1.
84.2,

84.3.

(x=1+(y+1)Y+2°<4
=12+ (y+ 1)+ (z2-v2)"<3

<x+1>2+y2+22<l
3 4

2 2 5\> 45
x=1"+y-1) +<z—§> <7
(3,-1,0);4e(0,-2,1);3.
e,:y=-5,y=3.

e, y=1,y=-5.

a) (y+1)°+2°<15
Circulo contido no plano x=2 de centro
(2,-1,0) eraio V15.

b) Vazio

¢) Ponto de coordenadas (3, -1, 4).
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1.1

1.2,

13.

A(0,0,-3);B(0,6,-3); C(-6,6,-3);
D(-6,0,-3); E(-6,0,3); F(0,0,3);
G(0,6,3); H(-6,6,3).
A(3,-3,0);B(3,3,0); C(-3,3,0);
D(-3,-3,0); E(-3,-3,6); F(3,-3,6);
G(3,3,6); H(-3,3,6).
A(3,-3,-3);B(3,3,-3); C(-3,3,-3);
D(-3,-3,-3); E(-3,-3,3); F(3,-3,3);
G@3,3,3); H(-3,3,3).

14. A(3v2,0,0);B(0,3v2,0);
C(-3v2,0,0); D(0,-3v2,0);
E(0,-3v2,6);: F(3v2,0,6);
G(0,3v2,6); H(-3v2,0,6).

21. a) (-1,0,3)

b) (-6, 3,0)
¢) (-6,6,0)
d (-3,3,-3)

22. a) x=-6
b) z=-3
c) y=6
d) x=-6
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31. V77

32. a) x—4y+3z=-6

3.3.

b) —-8x+4y+10z=-5
¢) 6x+4y—16z=17

(“%>2+<y—2)2+ (Z—%):%



34. a) z=-5
b) x=1

35. a) x=—-3Az=0
b) x=-3Ay=4

41. 0(0,0,0); A(4,4,0); B(0,4,0);
C(-4,0,0); V(0,2,8).

4.2, 128u.a.

43. z=8

51. 0(0,0,0); A(0,-4,0); C(4,0,0);

B(4,-4,0); E(0,0-6); F(0,-4,-6);

G(4,-4,-6).
52. a) y=-4
b) x=4
c) z=-6
53. a) y=—4Az=0
b) x=4Ay=0

c) x=4ANz=-6
54. a) 0<x<4Ay=-4Az=0
b) x=4Ay=—-4AN-6<2K0
¢) x=4AN-4<y<0A-6<2<0
d) 0<KX<4A-4<y<0Az=-6
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6.1. a) (x—2)2+(y+1)2+(z+5)2=%
b) (x+1)’+y’+(z-3)°=2
62 a) (x—2°+(y-v3) +2°<20
2
0 (x-3) +o+17e (2-5) <
1 3
7.1. (— Ty
1
7.2. ( 2.1
73. (1,
74.

0.-3): %

Ji2
-2,0,);4

V118

15

75. (1,5,0); V3

T.
7.6. (_2,0,3);—”213.
81 (2,-3,1); V11 e(0,0,3);3V2.

8.2. Interior

83. x=3V2;x=-3V2;y=3V2;y=-3V2;
z=3+3v2;2z=3-3V2.

84. a) (3,0,0);(1,0,0).
b) (0,v6-3,0);(0,-v6-3,0).

¢) Impossivel

8.5. (x—1)+<y+3> +(z=2) 77

CVM10-16

Solugdes
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9.1.

9.2,
9.3.
9.4,

9.5,

10.1.

10.2.
10.3.

10.4.

10.5.
10.6.

0(0,0,0); A(4,0,0); B(4,4,0);
C(0,4,0); D(0,4,-4); E(0,0,-4);
F(4,0,-4); G(4,4,-4).

(2,2,-2); 2.

(x=2 +(y-20+(z+2)°<4
(2,0,-2):(2,2,0);(0,2,-2);(2,4,-2);
(2,2,-4):(4,2,-2).

a) (x—2)2+(z+2)2<4

b) (y-2)°"+(z+2)°<3

e (x-27+(y-2)°<3

0(0,0,0); A(0,-2,0); B(2,-2,0);
C(2,0,0); D(2,0,2); E(0,0, 2);
F(0,-2,2); G(2,-2,2).

(1,-1.,8)

a) 2V3

b) 3v2

¢) V38

d) V38

(X—1)2+(y+1)2+(z 6)2—16

(3] () -3
-XxX+y+4z=13; P(-13,0, O)
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85.1.

85.2,

85.3.

a) (3,-1,-6)

b) (5,2,4)

¢) (-5,-8,3)

d)(8,1,-2)

e) (0,-6,7)

a) V46

b) 3V5

¢) V69

a) (-2,-9,-3)
b) (8,13, -16)
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86.1.

86.2.

a) 4,3,1)
b) (4,-3,0)
c) (4,6,0)
d (-4,6,1)
e) (4,6,-1)
f) (-4,0,0)
g) (0.0, 1)
h) (0, 6,0)
i) (-4,6,0)
a) Sim

¢) Nao

b) Sim
d) Sim
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Solucbes

86.3. a) (8,-6,1)
b) (4,9,0)
c) (4,-6,1)

871. 3,-1,1)
87.2. a) (6,-1,-8)

0 (-5.3.5)
c) 3\/_
87.3. Nao

Pagina 134

88.1. (x,y,2)=(0,-3,1)+k(-3,2,0), kER
x=-3k
y——3+2k keR

88.2. (x y 2)=(2,-1,0)+k(0, -2, 5), kKER

X=
{y: 1-2k, keER
z=5k

88.3. (x.y, z) (0,5,00+k(=1,1,3), kKER
X=
{y: +k, kER
z=3k

88.4. (x, z) k(5,0,2), kER
xX=
{y 0 ,kER
z=2k

89.1. (x,y,2)=(0,3,1)+k(-1,0,-2), kER

89.2. (x,y,2)=(0,-1,-5)+k(3,-3,-6), kER

89.3. P(o —% %)

89.4. Verdadeira

90.1. 0(0,0,0); A(0,-3,0); B(-3,0,0);
C(0,-3,5); D(0,0,5); E(-3,0,5).
90.2. (x,y,2)=(0,-3,5)+k(-3,3,0), kER

xz—%k
90.3. y=_3+%k, kER

z=5-5k
904. (0,-3,5)
Pagina 135
11. a) B

b) D

c)EB

d) AE

e) 66

f) E

12, a) (0,2,-5)

242

2.1.
2.2,
23.
2.4.
2.5.

2.6.

3.1

3.2,

33.

34.

b) (2,2,0)

¢) (2,2,-5)
d (-1,-1,0)
e) (-4,2,-5)

(503

(-5,0,-1)
(7.0,-1)
(-2,-1,0)
(18,0, 1)
(-8,1,-2)
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4.1.
4.2,
4.3.

5.1.

5.2,
5.3.
5.4.
5.5.

Sim
m=5
(x,.y.2)=(-3,5,1)+k@3,-1,-3), keR

A0,0,-1); D(,0,-1); B(0,-5,-1);
Cc(5,-5,-1); F(0,0,-6); E(5,0,-6);
G0,-5,-6); H(5,-5,-6).
(x,y,z)=(0,0,-6)+k(-5,5,-5), kKER
5 5 7
<§’_§’_5>
(x,y,2)=(56,-5,-1)+k(0,5,5), kER
a (5.-5.-1)
b) = — _§ —
(x,y.2)=(5,0, 1)+k< 2.5, 5),ke|R
¢) Nao existe.
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6.1.

0(0,0,0); A(0,-6,0); B(6,-6,0);
C(6,0,0).



Solugdes

62. a) (-3,3,8) 21. {-2,0,3,5}
b) (6,0, 0) 22. {-5,-2,1}
¢) (-3,-3.8) 23. 1
d (3,3.8) 24. 5
63. a) (x,y 2)=(3,-3,8)+k(-3,3,8),kER | 25. Oe 3.
b) (x,y.z2)=k(3,-3,8), kKER
¢) (x,y,2)=(0,-6,0)+k(6,6,0), kKER . .
d) (x,y.2)=(3,-3.8)+k(~3, ~3,8), ke | Pagina 143
64. (0,0,8) 3.1.
6.5. P(12,6,0)
66. a) (x,y. z)=(3,-3,8)+k(0,6,0), kKER
b) (x,y,z)=(6,-6,0)+k(-3,-3,8), kER
67. a) (x,y,z):(%,—%,4)+k(3,—3,—8),k€|R
b) Aretanao interseta nenhum dos eixos.
Pagina 138
1. (A 32. a) {-2,-1,0,3,4}
b) {-8,-6,2,4}
2 (B 0 -8
-1
3. (C) @
4.1.
41. (B) 42. (C) . |_1| 0 | 5 | 4
. . px) | 3 5 | =3 | -1
Pagina 139 | | | |
42, a) {-1,0,2,4}
5.1. y=—%x+4 b) {-3,-1,3,5}
52. y=—2x-2 a3
b YET3tT3 d) 0
5.3, {xf;f’é?k,kem 51 -3
y‘4 52. {-5,-3,-1,1,5
5.4. y=§x—‘l 53. a)
55. x’+(y+1)°=25 x |_2|—1| 0 | 1 | 3
61 D(-10,-6,-2) e G(-10,0,0) m |[-5|-3[-1]1]s
6.2. (x+5)2+(y+3)2+(z+2)2<35 b)
_16 v
6.3. ( 5,o,o) A
1. (=1 4y +(z+27=9
12, x=4;x=-2.
y=3;y=-3.
z=1;z=-5. 1l
73. (x-1’+y’=5, 2v/5num. _2.1 R
L 0] 1 3x
o
Pagina 142 P
1.1. Nao, pois 3 ndo temimagem. Coe -3
1.2. Sim, pois cada elemento de A tem uma e uma
s6 imagem. ‘ ______ 5
1.3. Na&o, pois — 1 tem duas imagens diferentes.
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Solucbes

Pagina 144

61 a {-3,-2,-1,0,1,2}
b {-2,-1,0,1,2,3}

c) 2
d) -1
6.2.
x | -3[-2|-1] 0 | 1 | 2
fx) | 3 | 2 | 1 0 -1|-2
6.3. (B)
7.1
x |-2|-1] 0| 2| 4
gx) | 2 1 -2 | -1 2
7.2. a) 1
b) {-2,-1,0,2,4}
c) -2e4.
73. {-5,-3,1,3,5}
74. a) 5 p) 12
5
Pagina 145
81 {-3,2}
82 {-2,-1}
83 {-2,5}
84. {-3,1)
85. {-2,3}
86. {-2,-1}

9.1 (x+1)7°+2
92. —(x-17°-3
93. 2(x-1)°+3
94. —2(x-3)+10
95 3(x-1)+6

96. -3 <x+l>2+?

3
0. |—j
—f
I—g
IV—h
Pagina 146

- {(0,1),(0,3),(0,5),(2,1),(2,3),(2,5)}
(3,1),(3.3),(3,5),(5,1),(5,3),(5,5)

12, {(1,0),(1,2),(1,3),(1,5),(3,0),(3,2)}
(3,3),(3,5),(5,0),(5,2),(5,3),(5,5)
(0,0),(0,2),(0,3),(0,5),(2,0),(2,2)

13. {(2,3),(2,5),(3,.0),(3,2),(3.3),.(3,5
(5,0).(5.2),(5,3),(5.5)
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14 {(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3)}
™ 13B.5).(,1),(5,3),(5,5)

Pagina 147

2, (A) ndo é, pois — 2 nao esta associado a
nenhum elemento de H; (B) é; (C) ndo é, pois
o elemento —2 de J esta associado a dois
elementosde H, -1 e 1, eoelemento 0
de J ndo estd associado a nenhum elemento
de H.

Pagina 148

3.1. Porexemplo, G={(-1,2),(1,4),(3,4),(5,6)}

3.2. Porque 1 ndo éelementode F.

3.3. N&o, pois 3 ndo éelementode F e 2 ndo é
elemento de E.

Pagina 149
5 0 17 37 101
4.1 {1,5 5,5.13.5.25 T}

51. D={-1,0,1,2,3};D'={-3,-2,-1,1}
52. {(-1,1),(0,1),(1,-1)}
53. {-3,-2,-1}

Pagina 153

6. A fungdo ndo é injetiva, pois tem dois objetos
diferentes com a mesmaimagem
(0#6 e f(0)=f(6)); afungdo ndo é
sobrejetiva (4€Be 4 ¢D'"). Porisso, f ndo é
bijetiva.

71. g

72. h

73. j

8.1. Bijetiva.
8.2. Bijetiva.
8.3. Nao é bijetiva.
8.4. Nao é bijetiva.

Pagina 155

91. 5
92. -5
93. -1



94, -2
95. 1
96. 2

10.1. a) res: R— R
X x’—4x+4
b) secr: R— R
X x’ -2
10.2. a) 9
b) -1
c) -2
d) O
e) 7
f) 4
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11.1. Afuncao j é injetiva porque todos os
elementos do dominio tém imagens diferentes
e é sobrejetiva porque o contradominio € igual
ao conjunto de chegada. Por isso, j é bijetiva.
11.2. a) 1
b) O
c) 3
d) 1
13 ;':{0,1,2,3} —>{-2,1,2,3}
0—1
1—=-2
2—3
3—2
122. G={(-1,2),(0,0),(2,-1),(3, 1)}
123. h"': {-1,0,2,3}—{-1,0,1,2}

-1—2
0—0
2——1
31
13.2. 1
133. g R—R
xux;S
1. f":R—R
X\2x-10
g':R—R
xu’l;x
h': R— R
X\r2-3x
Pagina 158

11. {(-1,0),(=1.1,(=1,2),(2,0),(2, 1),
(2,2),(3,0),(3.1).(3.2)}

Solugdes

12. {(0,-1),(0,2),(0,3),(1,-1).(1,2),
(1,3),(2,-1).(2,2),(2.3)}

13. {(-1,-1.2,-1),3,-1.(-1,2),(2,2),
(3,2),(-1.3),(2,3),(3,3)}

14. {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),
(2,0),(2,1),(2,2)}

21. f e i, poisobjetos diferentes témimagens
diferentes.

2.2. g, h e i, poistodos os elementos do
conjunto de chegada sdo imagens de um
elemento do dominio.

2.3. i, pois éinjetiva e sobrejetiva.

31 a) {1,2, 3}
b {1.2,3}

3.2. Na&o éinjetiva, pois existem objetos diferentes
com a mesma imagem, por exemplo
f(—=1)=f(2); é sobrejetiva pois todos os
elementos de B sdo imagem de pelo menos
um elemento de A.

41. 2
Pagina 159
5-1- [_313]1[_214]
52. a) -3
b) -1
c) 2
d 3

6.2. Porexemplo, [0, +oo[.
63. p:R—R

X\ 5x+2
71. [-2,3]
72. a) 4
b) 2
c) 4
d -3
e) O
) -1
81 a) V6
b) ndo existe
¢) O
1
d) 5
. _[2x-2
82 a) (joh)x)= 1
, Vx+1-3
ho =—
B ()=
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Solucdes

Pagina 161

15.1. f: R— R
x*=2
3
15.2. g: R\{3} — R

ro?
15.3. h: R\{3} — R
x+1
-x+3
154. j: ]-o0,3]— R

X\ V-x+3
15.5. k:[3,+0o[ — R

X\ V2x-6
156. /: ]-5,+00[ — R

-2
N
Vx+5

XA

3

XN

Pagina 162

16.1. Sim
16.3. Nao

16.2. Nao
16.4. Sim

17.1. Impar
17.2. Par
17.3. Par
17.4. Par

18.1.

N

\ 4

18.2.

NS

1

\ 4
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1.1.

1.2,
2.1.

22,

N
\\

A vt /]
i
\

\ 4

-

0.,2);0.-1

1

—?—?-110 1 2

—w

\ 4

(2,0;(-1,0

Pagina 164

19.1.

19.2,

a) [-2,4]
b) [- 10, — 4]
c) [-2,4]
d) [-6,0]
a) -6, -1[
i
4,1
1.4

=
=3
N

(1)
-~

]
]
]

o
(—]
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20.1.
20.2.

20.3.

20.4.

21.1.
21.2,
21.3.

22,

[-3.,0];[-2,2]
a) [-2,1]
b) [-5,-2]

o [-3. -]
a) [-1,3]

b) [-4, 0]
8 12
o |-5.¢]
a) [_61_3]; [_410]
b) [-1.2]; [-1,3]

[_61_1[
2
5

-4



Solucées

Pagina 168 25.4. .
y
23.1. [-2, 2] [ % 2]
2 2]. .
232. [-2, 2]: [ 2, §],[—6,6],[—2,2]
3 .01 51,01 ,1.[_1 2 2
ma. |-3.6]; [-3.2:[-5.2)i -4, 3] /1]
234. a) 8
b) 1 b
) 2 o 3 | x
, 1
24.1. {—16,—8,0,4},{—1,5,2,4}
1\. 1
24.2. {(—2,2), (—1,5),(0,—1), <2,4)} 25.5. .
y
1
Pagina 170 .
25.1. -2-1N9 2 37
A -
y
/1
1 -3
2 n
-3 o X" 25.6.
/ ylk
A 1
-3 10| 1 2 3 5x
-1
252,
7'y -2
y \
_3 0 X —4
) 26.1. [-1,5]; [-3, 2]
/ 262. [-5,1]: [-2, 3]
- 26.3. [-1,5];:[-6, 4]
_4 S ).
26.4. [ 2. 3] =2, 3]
25.3, 265. [-5.1]; ['%'1]
I 266. [-10,2]; [-9, 6]
1 27.1. 1-2, 8]
> 27.2. —1 2.4
2 | o 2 34X
) Pagina 171
11. R\{5)
—3 / 1.2. [3,+°°[
4 13. R\{0,5)}
1
. 14 [T +oo
15, ]-o0, 1]
16. ]-oo0, 3[
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Solucbes

2.1.

A 4

22, a) 2

a2, (1.3)

43. a=-2e b=-5.

Pagina 173

281. 03e5;-10eb5.
28.2. a) Porexemplo, 13, 5[.
b) Porexemplo, -2, - 1[.

s 2| |-r| Jof [
9 [-2] - [o[+]o]-]s

29.1. a) Negativo
b) Negativo
¢) Positivo
d) Positivo
e) Positivo
f) Positivo

29.2.

20 e W ] I

o 2] ~Jo =0+
29.3. 14, 5]

Pagina 174

30.1.

s -a] -2 [2] [
IR EINEIE

30.2. Estritamente crescente: [-4, - 2] e [2, 5];
estritamente decrescente [- 2, 2].

248

30.3.
e =] |-2]
T FANECIPEINE

2] |-

Pagina 175

31.1. Estritamente decrescente.
31.2. Estritamente crescente.
31.3. Estritamente crescente.

32.1. 10, +oo[
32,2, 12, +oo[

Pagina 177

33.1. [-4, 2]
33.2. a) 2
h) -4

Pagina 178

34.1.

2 |-2| [-1] |4
EIENEIE

Estritamente decrescente [- 2, — 1];
estritamente crescente [- 1, 4].

s |-o| |-af |-o] [z |s
so| 1[NJo ][4 ]=]a]N]2

Estritamente decrescente [-4, - 3] e [2, 3];
estritamente crescente [- 3, — 1]; constante
[-1,2].

34.2. Funcgédo f: maximo absoluto é 5; minimo
absoluto é —1;

Funcédo g: méaximo absoluto é 4; minimo
absoluto é 0.

34.3. Funcdo f: maximos relativosséo 5 e 4 com
maximizantes —2 e 4, respetivamente;
minimo relativo ¢ — 1 com minimizante —1;
Funcédo g: maximos relativos sdo 1 e 4 com
maximizantes —4 e [- 1, 2], respetivamente;
minimos relativos sdo 0, 2 e 4 com
minimizantes -3, 3 e ]-1, 2[,

respetivamente.
Pagina 180
11. -4, -2



1.2,
AT
f(x)|0|—|0|+|2
13. a) [-1,3]
b) [2, 4]
¢) -4, -2[
d) ]-2,3]

2.1. a) Minimo absoluto: 0;
méaximo absoluto: ndo tem.

b)
X -1 0 1 2
m(x) | 1 . 0 Va 2 /' | nd.
22. a0
b)
X -1 0 1 2
p(x) 1 + 0 - | nd | + 3

Solugdes

3.1. Asfungdes nem sao pares nem impares.
3.2.
= | |1
r(x)| - | 0 | +
3.3. r éestritamente crescente; s é estritamente
decrescente.
Pagina 181
41. D;=[-4,4[;D;=1-2, 2]
Dy=[-4,3[; D;=[-1,3]
D,=l-4.41: D}=]-3. 3]
4.2. Zeros: -2,0¢e 3.
e |-4] |-2| [of |s] |4
@ |2 |+|o|-|o|+]o| |
4.4. Maximo absoluto: 3; minimo absoluto: — 1.
4.5.
e |-4| |-s| |-1] |

g(x)| 2 |/‘|3 |\|—1|/‘|n.d.
Estritamente crescentes: [-4, —3] e [- 1, 3[;
estritamente decrescente: [-3, — 1].

4.6. a) Porexemplo, [1, 4].
b) Por exemplo, [-4, 0].
52. Tratando-se de uma fungéo do tipo y=ax?

com a<0, aparabolatem aconcavidade
voltada para baixo.

Pagina 182
y = _x2 y = — x2
Dominio R R
Contradominio [0, +oo[ ]-00, 0]
Zeros 0 0
Sentido da . Concavidade
R Concavidade
concavidade . voltada para
. voltada para cima .
da parabola baixo
Coordenadas
do vértice da (0,0) (0,0
parabola
Sinal Positiva em Negativa em
IR\{O} IR\{O}
Estritamente Estritamente
crescente crescente
. [0, +oo[ -0, 0]
Munglonis Estritamente Estritamente
decrescente decrescente
]-00, 0] [0, +oo[
Minimo absoluto: | Maximo absoluto:
Extremos
0 0
Equacao do
. eixo d e x=0 x=0
simetria da
parabola
Pagina 184

3. A-IlI;B-IV;C-II; D-I

Pagina 185

1.1.
A
\ y

¥
5

/
-b‘/
4

249




Solucbes

1.2,
R

[0, +oo[

4

Concavidade voltada para cima

Positiva em IR\{4}

Estritamente crescente [4, + oo
Estritamente decrescente ]— oo, 4]

Minimo absoluto: 0

13. V(4,0); x=4
14. g(x)=3(x-4)

Pagina 186

2.1, *\ A /77 N

A 4

Y N

-2

22, a) V,(4,-2);V,(0,-2)
b) x=0;x=4
23, h(x)=3x"-2;j(x)=3(x—-4)-2

Pagina 190

36.1. f(x)=2(x-1)

36.2. g(x)=x"+2

36.3. h(x)=2(x-3)°-2

364. h(x)=—(x—1)+6

36.5. p(x)=(x—-1)7>+2

36.6. gx)=—(x+1)°+4

37.1. Zero: 1
Positivaem R\{1}

37.2. Zeros: {-2,2}
Negativa: ]— oo, —2[U]2, +oo[
Positiva: ]-2, 2[

37.3. Zeros: —V5 e V5
Positiva: |- o0, —VB[UJV5E, +o0[
Negativa: 1-v5, V5[

250

37.4. Zeros: 1 e 5
Positiva: ]— oo, 1[U]5, + oo[
Negativa: ]1, 5[

37.5. Zeros: 1 e —%

Positiva: ]—oo, —%[U]1,+<>o[
11
Negativa: ] 3 1 [

37.6. Zeros: —v2+1e V2 +1
Negativa: |- o0, —v2+1[U|V2+1, +oo|
Positiva: ]—\4/§+1,\4/§+1[

Pagina 191
38.1. j(x)=—2(x+3)°+2

2
38.2. j(x)=%<x—%) -3

39.1. A0, -3);B(-v3+2;0);C(vV3+2;0)
39.2. Positiva: |- v3+2; V3 +2|
Negativa: |- oco; —vV3+2[UV3+2; + 00|

39.3. V(2,9)
39.4.
e o | 2] o

| 9|\
40.1.
g f h

Contradominio | [-2,+oo[ | ]-00,9] | ]-o0, 9]

Minimo Maximo Maximo
Extremo
absoluto: | absoluto: | absoluto:
absoluto
-2 9 9
40.2.
x — oo -3 + oo

gx) | N\ | -2| /

40.3.
X — 0o -1

h(x) | - 0+|O|—

404. g(x)=2(x+3)°-2; f(x)=—x>+9;
h(x)=-(x—2)°+9.

Pagina 193

411, f(x)=(x+2)°-9; g(x)=-2 (x—%>2+

o= o) 4%

_ 1\* . 27
m(x)——3<x+§> + 7

N ©



41.2.
f g J m
St 39 1 25 1 27
Vértice | (-2, -9) (5 5) <_§‘T> <_§ .
Eixo de _ _3 _ 1 _ 1
simetria| =72 | *T2 | *T73 | *=73

41.3. [-9, +oof ]—oo %]

R Rt

41.4. Minimo absoluto: —9; maximo absoluto:
maximo absoluto: 245 ; maximo absoluto:
41.5.
X —oc0 | =2 | 400
fx) | \. | -9 /
3
X — 00 2 + oo
9
gx) | / 0 Ny
1
X — 09 ) + oo
. 25
i® | /7N
1
X — 09 ) + 0o
mo | | ]\
421. V(0,-10); x=0;[-10, +oo[.
42.2. V(5,25); x=5;]-00, 25].
423. V(1,4);x=1;]-00, 4].
424. V(0,-10); x=0;[-10, +oo[.
9 121)\..__9.[ 121
s V(G 15t )ix=gi [ 15t ee].
3 121). _3.]_ 121
42. V(E'T)'x‘z'] =17
Pagina 194
43.1. V(-1, 32)
43.2. a) R;]- o0, 32]
b) x=-1
433. A(0,30); B(-5,0); C(3,0).
434. 120 u.a.
Pagina 195
44.1. Negativa: ]—OO,—%[U]%,+OO[

tiva: |3 3
Posmva.] 4,4[

MMILO
-b|\|

Solugdes

44.2. Positiva: ]—oo, —%[u]o, + 09

Negativa: ]—% O[
44.3. Positiva: ]- 15, 10[

Negativa: ]— oo, — 15[ U]10, + oo
44.4, Positiva: ]-oo, —10[U]-2, + o[

Negativa: ]- 10, — 2[

. 10,11
44,5. Positiva: ]—oo, _E[U]g' +<>o[
wa -1 1

Negativa: ] 5 5[
44.6. Positiva: ]—5, —%[

Negativa: ]- oo, —5[U]—%, +o<>[
Pagina 196

1

45.1. ]O, 5[
452, ]_W,O[u]g,wo[
453, [2-2V3;2+2V3]
454. @
45.5. R

]-10—\/142 -10+\/142[
45.6. .

2 2
46.1. B(20,0); C(0,5).
17\*, 529

46.2. h(x)———(x—7> +W
46.3. 57,5u.a.
Pagina 198

1se —1<xgK2

—-X+6 se x>2
-3e6b.

1 se x<-1
48.1. 5
(x=1)"+1se 0<x<3

482, a) V3 +1
b) - oo, —1[U{1}

X+3 se —3<xg -1
471

47.2.

Pagina 199
2x—-1 se x>§
49.1. 1
-2x+1 se x<§

492, {5 x se x<5
5+xsex>5

493, {x+5 se x>-3
-1se x<-3

{x 5sex>1

x-3se x<1

49.4,

251




Solucbes

495, {x—1 se x>3
-x+5se x<3
2+x se x<1

49.6. {
4—-xsex>1

Pagina 201
50.1. g(x)=[2x—4|+2;j(x)=]2x+6|-1;
h(x)=—1|2x]+3
50.2.
f g h J
[O,+OO[ [2,+00[ ]_0013] [—1,+00[
L o s Minimo
Minimo Minimo Maximo absoluto:
absoluto: 0 | absoluto: 2 | absoluto: 3 _1 '
x=0 x=12 x=0 x=-3
51.1.
A
y
2 .

"4 3 2 10

-3¢
51.2. a) [-3, + o[

b) x=-2
51.3. a)

75 4 -3 -2 210 1\éé x
_1-

=271

b) ]-o0, 3]; x=-2
Pagina 202

52.1. {—x+1 se x>—-1
x+3 se x<-1

252

52.2,

“473 2 10
_14

—21

52.3. ]- o0, 2]
524. (0, 1)

Pagina 203
53.1. {1,3}

17
53.2, {—5, 5}

533. {-8,2)
534, {0,6)
535. {6, 10}

1 11
53.6. {—5,?}

53.7. @
538. {1+v2;1-Vv2;1}

541, —4
54.2. {8, -2}
543. (15,7) e (-9, 7).

55.1. 2

55.2. (0,4)e (-2,4).

55.3. Eixo das abcissas: (-4, 0) e (2, 0). Eixo das
ordenadas: (0, 4).

Pagina 204
56.1. -8, - 2[
56.2. ]—oo, —4[U]8, + oo
56.3. @
8 12
64, |00, 8| U| 2. +oo]
1 11
565. |-co, 5| U [ +oo]
56.6. [0, 6]
56.7. @
56.8. ]— o0, 0[U]B, +oo[
57.1. 32ua.
57.2. [0, 4]



Pagina 205

1.1 f(x)=<x+%>2—%

12. V(—%,—?);D'=[—%,+O€[.
13. a) —1e 3.

b) Positiva: ]- oo, — 1[U]3, + oo
Negativa: 1-1, 3[
¢) [-4, +oo[
d) x=1
14. a) ]-oo, —5]U[2, +00[
b) 1-1,3[
) ]-oo, -1

21. h(x)= <x+§>2 _49

2) "4
22. ]_oo,@

23.

31 V(. 11)

32, R{1-V1T;1+V11}
33. ]-o0, —2]U[4, +00[

Pagina 206

an. A(O,6);B<%,—%>;C(3,—3)

42, p(x)=-3x+6

43. %(x2—5x+4)>0/\—3x+6<0

51. 21 metros
5.2. 7 segundos
5.3. 25 metros
54. 6 segundos
5.5.

A
y (2, 25)
25
201(0, 21)
15
10

5

(6.9)

(7,0)

6 7 X

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Solugdes

m(x)={_3x_11 sex>-2
3x+1sex<-2
A

v

2x

-10
12\

Intersecdo com o eixo das ordenadas

(0, —11). Nao interseta o eixo das abcissas.
a (-3.-8)

b) (-3,-8)e(-1,-8).

a) @

b) R

Pagina 207

1.1.
1.2,
13.

1.4.

8.1.

8.2,

83.

9.1.

9.2,
9.3.

qgx)=-2|x-1|+3
{x—2 se x>2
—-Xx+2sex<2
a) [1, 3]

0 [3.3]

(3:3) ¢ (3:3):

a) 7

b) 15

c) 3

a) ]—oo,%[u[1,+oo[
b) 10, 1[

(0,0) e (%,o)
(s3] -4
{—x+3 se x> 1
x+1sex<1

(—\/§: —\/§+1); (\/5—1;4—\/5)

Pagina 208

1.

2,

3.1

(D)

(D)

(D) 32. (A) 33. (D)
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Solucbes

4 (C)
Pagina 209
51. a) D=[-4,0]U[2, 4]; D'=[-6, 8]
b) -2e 2.
¢) Porexemplo, -4, - 2[.
d) Maximo absoluto: 8; minimo absoluto: — 6.
6.1. ]-o0,2]
6.2, f(x){2x+1 se x>1
—-2x+5 se x<1
63. a) {2}
b) R
_3 Z]
o [ 2'2
6.4. Eixo Oy: (0, 5); ndointerseta o eixo Ox.
71. h(x)=-5x+10
3 49
2 (3.9)
73. 12, 25ua.
8. [-4,1]
Pagina 212
11. €
12. &
13. €
14. &
15. €
16. €
1.7. €
18. €
19. €&
1.10. &
2.1. Propriedade associativa da adi¢ao.
2.2. Propriedade da existéncia de elemento
simétrico.
2.3. Propriedade associativa da multiplicagao.
2.4. Propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacdo a adigéo.
2.5. Propriedade da existéncia de elemento
inverso.
2.,6. Propriedade comutativa da adi¢ao.
2.7. Propriedade da existéncia de elemento neutro
da multiplicacéo.
2.8. Propriedade da existéncia de elemento
absorvente da multiplicacéo.
2.9. Propriedade da existéncia de elemento neutro

254

da adicéo.

Pagina 213
3.1

3.2,

3.3.

3.4.

3.5.




Solugdes

3.6. 3.2,
® e Roo | Riger | R0 | R: R, R, R,
e e Rooe | Rigor | Razoe | R Ry, R, R.
Rao: | Reoe | Rigor | Raro € R, R, R, Ry
Rigo: | Rigor | Rovo € Roo | Ru R, R, R,
R0 | Ra70 e Rooe | Rigo | Ry R Ry, R,
R, R, R, R, R, e | Rigo | Roo e
R, | R, R, R, R, | Rigo € | Rye | Raro
41 R, R, Ry, | R: R, | Ry | Reo e | Rig
Rx RX Rz Ry Rw RQO" R27O R‘ISO R90
41. {e.R}
X
4.2
4.3.
4.2
o e Rx
e e R,
R, R, e
43. Sim
Pagina 222
Pagina 221 11, Sim
31 {e.Ry. Rigy. Rong. Ry, Ry Ry, R, 1.2, Nao
w 13. Nao
y ¢ 14. Nio
B c 15. Sim
1.6. Sim
2.1. Nao
2.2, Nao
z ,
4.1. E comutativa.
4.2, E associativa.
A D 43. Oelementoneutroé (1, 0).
44. O elemento simétricode (a, b) é (% —b) .
5.1. Nao, pois a operagao nao é associativa.
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Solucbes

5.2. Nao, pois a operagdo nao é fechada. Pégina 224
5.3. Nao, porque * ndo admite elemento neutro.
5.4. Nao, porque * ndo admite elemento neutro. 1. (D)
5,5. Sim
2. (B)
Pagina 223 3. (C)
8.1. Nao, pois ndo é homomorfismo.
8.2. Nao, pois ndo é sobrejetiva. 4. (B)
8.3. Nao, pois ndo é injetiva.
9.2, Sim 5 (D

10.1. {e, Ryt Risz s Rores Roggs Rs,w Rs,i Rs,: Rs,, RSs}' s -
com e identidadee S,, S,. Ss. S,, S, eixosde | Pagina 225

simetria do pentagono regular.
1. a.,mn

S b 8.1. Nao é associativa.
2

8.2. Nao
10.2. Nao, ndo ha elemento neutro.
Cc 10.4. N3o

A s, B
10.2.
o | € |Ryy|Riss|Rue|Ruse| Rs, | Rs, | Rs, | Rs, | Rs,
e | e | R |Ruw|Rae|Rase| R, | Rs, | Rs, | Rs, | Rs,

Ry | Ryp [Risse| Rore | Rose| € | Rs, "?5-;5 Rs| Rs

R144° R144° R216" RZSS" e R72" Rs2 RSS RS R55 RS

Rs, | Rs,

"'.(’52 Rs4 € |Rye | R | Roger | Riase

Rs, | Rs, | Rs, | Rs, |Riaa| © |Rare| Ryoe | Roger

Rs, | R, | Rs. | Rs, | Rs, | Rs, |Rass|Ruase| © |Rare| Rox

Rs, | Rs, | Rs | Rs, | Rs, | Rs, | Rozr |Raser| Ruswe| € |Rarer

Rs, | Rs, | Rs, | Rs, | Rs, | Rs, |Rare| Rrr |Roser | Riae| @

10.4. Nao. Nota que as reflexdes e as rotagdes nao
comutam entre si.
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