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Conhece o0 teu manual

Este manual ajuda-te neste percurso e é fundamental para a tua aprendizagem,
independentemente da area que venhas a escolher no futuro. O manual esta estru-
turado em quatro temas, de acordo com o plano curricular do ensino secundario.
Os temas (Légica e Teoria de Conjuntos, Métodos de Apoio a Decisao, Modulacéo
Matematica e Estatistica) dividem-se, por sua vez, em subtemas.

Cada tema e subtema é composto por...
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August De Morgan

Albgica bivalente, ou logica classica, é fundamental para a compreensao e a clarificacdo de concei-
tos matematicos. Como poderas verificar neste capitulo, a légica matematica assenta no principio
de que qualquer proposicdo é verdadeira ou é falsa, o que simplifica a analise de proposicdes e ar-
gumentos. Esta dicotomia clara é essencial para a construcao de raciocinios precisos e coerentes.

Vais verificar que na, légica bivalente, utilizamos operadores como E, OU, NAO e IMPLICA
para formar afirmacdes mais complexas a partir de outras simples. Esses operadores ajudam a
estabelecer relacées logicas rigorosas entre diferentes proposi¢des, permitindo construir e ve-
rificar argumentos com clareza e precisio.

Também a construcido e a analise de tabelas de verdade sdo ferramentas essenciais na légica
matematica. As tabelas de verdade permitem-nos determinar, de maneira sistematica, os valo-
res de verdade das proposicées compostas, facilitando a visualizacdo das interacées entre di-
ferentes operadores légicos. Esse exercicio é vital, ndo apenas para a matematica, mas também
para desenvolver habilidades de raciocinio légico aplicaveis em diversas areas do conheci-
mento, como ciéncia da computacao, filosofia, engenharia, fisica e —

ciéncias sociais. 4
A histéria da l6gica matematica é uma narrativa valiosa que re-
monta a Antiguidade e que se desenvolve até aos tempos atuais.

Alégica, como disciplina, teve as suas primeiras bases estabe- |
lecidas na Grécia Antiga, com Aristoteles (384-322 a. C.). Aris-
tételes é frequentemente considerado o “pai da légica’ devido |
a forma como sistematizou o raciocinio dedutivo, particular-
mente através do silogismo, uma forma de argu-
—_ mento que estabelece conclusdes a partir de
: duas premissas.

. Avancando para o século XIX, encontramos
\“ August De Morgan (1806-1871), um matematico e
| légico britanico, que foi fundamental para a formalizagio da logica.
{  De Morgan introduziu leis que, atualmente, sdo conhecidas pelo seu

Aristételes

nome, as Leis de De Morgan, e que descrevem a interagao entre os ope-
I radores logicos “e” e “ou”. O seu trabalho foi crucial para a evolucdo da
/loégica formal e teve um impacto duradouro no desenvolvimento da

/  &lgebrabooleana.

No final do século XIX e inicio do século XX,
Gottlob Frege (1848-1925), um filésofo e 16-
gico alemao, revolucionou a légica ao intro-
duzir a légica de predicados, que ampliou significativamente

o alcance da légica formal. Frege desenvolveu um sistema de
representacio simboélica rigoroso para representar proposi-
¢oes e as suas relacdes, 0 que permitiu uma analise mais pro-
funda e precisa dos argumentos légicos. O seu trabalho esta-
beleceu as bases para a légica moderna e influenciou
profundamente figuras como Bertrand Russell e Ludwig Witt-
genstein.

Gottlob Frege



1.1. Proposicoes

* Designar por “proposicao” toda a expressao p suscetivel de ser
"verdadeira” ou “falsa” e designar estes atributos por “valores l6gicos”.

* Saber que uma proposicao nao pode ser simultaneamente verdadeira e
falsa e designar esta propriedade por “principio da ndo contradi¢ao”.

* Definir as operacdes logicas: negacao, conjuncao, disjuncao, implicacéo e
equivaléncia.

* Operar com proposicdes légicas.
* Provar propriedades das opera¢cdes com proposicoes.

* Simplificar expressdes que compreendem opera¢cdes com proposicoes,
substituindo-as por proposicdes equivalentes envolvendo menos simbolos,
e determinar o respetivo valor I6gico sempre que possivel.

* Resolver problemas envolvendo operacdes Idgicas sobre proposicdes.

1.2. CondicOes e conjuntos

* Designar por “expressao proposicional” ou por “condicdo” uma expressao p
(x) envolvendo uma variavel x tal que, substituindo x por um objeto a, se
obtém uma proposicédo p(a).

* |ldentificar expressodes proposicionais ou condicdes.
* Conhecer e aplicar o quantificador universal (V).
* Conhecer e aplicar o quantificador existencial (3).

* Classificar condi¢cdes num dado universo como: universal, possivel ou
impossivel.

* Conhecer e aplicar as segundas leis de De Morgan.
* Definir conjuntos em extensao e compreensao.
* Definir e identificar conjuntos iguais.

* Definir reuniao e intersecdo de conjuntos, inclusdo de conjuntos, diferenca
de conjuntos e conjunto complementar.

* Resolver problemas que envolvem operacdes sobre condicdes e sobre
conjuntos.



1.1. Proposicoes

Designacdes e proposicoes

Na matematica, a linguagem utilizada compreende designacdes e proposicdes. As
designacdes, ou termos, servem para indicar determinados objetos matematicos e
nao matematicos. Por exemplo, figuras geométricas, pontos, numeros, fun¢cdes ou
paises e cidades.

Ja as proposi¢des consistem em afirmacdes que podem ser verdadeiras ou falsas.

Designacao (ou termo)

Uma designacgado é uma expressao com a funcao de nomear ou designar alguma
coisa.

( Exemplo 1 >

Expressdes utilizadas no contexto da matematica que sdo designacdes:

a) triangulo b) contradominio c) 4

d) O numero real positivo cuja metade é 2.

e) O numero real positivo cujo quadrado é 100.
Considerando as expressdes apresentadas no exemplo 1, os termos c) e d) desig-
nam o mesmo objeto matematico.

Quando duas expressdes a e b designam o mesmo objeto dizem-se sinénimas e
escrevemos a=>b.

Caso as duas expressdes nao designem o mesmo objeto, escrevemos a#b.

' Exercicio

a Das seguintes expressoes, associa as que correspondem a designagdes sindnimas.
2
(A) (-3)

(B) Numero real positivo cujo quadrado é 81.

10



1.1. Proposicbes

(C) Capital de Espanha. (D) V81
(E) Madrid (F) 32
( Exemplo 2 )

Também podemos considerar expressdes sindbnimas que nao sejam
matematicas:

Lua = Satélite natural do planeta Terra

Proposicao
Uma proposicao é uma expressao que traduz uma afirmacéo e que pode ser clas-
sificada em verdadeira ou falsa.

Na l6gica € comum utilizarem-se letras minusculas para designar proposic¢oes.

( Exemplo 3 )

Proposicoes verdadeiras
p: 2+7=9 qg: Vn<10
r: 144 é um quadrado perfeito. s: Brasilia é a capital do Brasil.

( Exemplo 4 )

Proposicoes falsas
p: 2+6=9
qg: v25>4

r: O Rio de Janeiro é a capital do Brasil.

Atencao:

No dia a dia, utilizamos afirmacdes que, por ambiguidade, indefinicdo de termos
ou por estarem incompletas, podem ser classificadas em verdadeiras e falsas,
inconclusivas, parcialmente verdadeiras ou duvidosas. Essas afirmacdes nao
sao proposicoes.

L

Manual
Interativo
Exercicio

Identificar
proposicdes



g Manual
Interativo
Video

Valor légico de
uma proposi¢ao
e principio de
ndo contradi¢éo

[El e el

1. Légica e teoria de conjuntos

' Exercicio

e Para cada uma das seguintes afirmacgoes, indica, justificando, se sdo ou ndao
proposicoes.

21. 729-2

2.2. Todos os alunos do 10.° ano de uma escola nasceram em Cabo Verde.
2.3.3€]0; 3]

2.4. Que horas séo?

2.5. A capital de Cabo Verde é a cidade da Praia.

2.6. A djagacida é o prato tradicional de Cabo Verde mais conhecido no estrangeiro.

1.1.1. Valor légico de uma proposicao

Valor l6gico de uma proposicao

Se uma proposicao é verdadeira, diz-se que o valor légico da proposicao é verdade
(V ou 1).
Se uma proposicao é falsa, diz-se que o valor légico da proposicao é falso ou falsidade
(F ou 0).

As proposicdes do exemplo 3 tém valor légico V.
As proposicdes do exemplo 4 tém valor l6gico F.

' Exercicios

o Indica o valor I6gico das seguintes proposicoes:
3.1. O numero 51 é um numero primo.

3.2. 2 é o unico numero primo par.

1
3.3.033%7
1

3.4.0,1> 7

WIN

3.5. 0,66 =

o Apresenta quatro exemplos de proposi¢cdes com valor l6gico verdadeiro e quatro
exemplos de proposicdes com valor légico falso.

—

12



1.1. Proposicbes

1.1.2. Principio da nao contradicao e do terceiro excluido

Principio da ndo contradicao

Uma proposicdo ndo pode ser simultaneamente verdadeira e falsa.

Principio do terceiro excluido

Uma proposicao ou tem valor légico verdade ou tem valor légico falso, ndo pode
assumir outro valor légico.

Uma proposicao tem um, e um s6, dos valores légicos (verdade ou falsidade).
O universo dos valores l6gicos representa-se por L.
Sendo L={V,F} ou L={0,1}.

Uma vez que esta logica considera apenas dois valores l6gicos, designa-se por 16-
gica bivalente.

1.1.3. Operacoes sobre proposicoes e suas propriedades

Quando as proposicdes nao podem ser decompostas em proposi¢cdes mais simples,
designam-se por proposicoes elementares.

As proposi¢des “2 é um numero par”, "Cabo Verde é um pais membro da CPLP" ou
"0 carro é branco” sao proposicdes elementares, que assumem um valor légico.

Quando é possivel estabelecer-se elementos de ligagao entre proposi¢cdes pode-
mos obter proposicdoes compostas.

As proposicdes “2 é um numero par” e "2 € um numero primo” podem constituir-se
numa nova proposicao: “2 é um nuamero par e 2 é um numero primo”.

O valor légico da nova proposicao composta é determinado pelos valores l6gicos
das proposi¢des elementares que a constituem, de acordo com as operag¢des sobre
proposicoes.

Equivaléncia de preposicoes
Dadas duas proposicées p e g, a proposicdao p <> q é designada por equiva-

léncia entre p e g, sendo verdadeira somente se p e g tiverem o mesmo valor
logico.

13
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1. Légica e teoria de conjuntos

O valor l6gico da nova proposicdo composta sera deter-

. L. . P qg (p=4q
minado de acordo com os valores I6gicos das proposi-
Q Manual ¢cOes elementares que a originaram, conforme a tabela de v v v
Interativo Verdade. V F F
] Flvy F
F F Vv

sobre
proposicgdes:
equivaléncia

Dadas duas proposicdes p e q, aproposicao “p é equivalentea q" é verdadeira se
esdse p e q tiverem o mesmo valor Iégico.

“p é equivalente a q" pode representar-se por p <& (.

C Exemplo 5 )

Considera as seguintes proposicoes:

p: 2+7=9 qg: v99>10

r: 3#m S: V16+25=Vv16+Vv25

Proposicoes Valor l6gico

p "4
q F
r Vv
s [F

Como as proposicdes p e r tém o mesmo valor légico (verdade), dizem-se
equivalentes: p < r. Tambémsedizque q < s, umavezque q e S sao
as duas proposicoes falsas.

( Exemplo 6 )

Considera as seguintes proposicoes:
p:2+7=9

g: v99>10

r: 3#m

S:V16+25=v16+Vv25

Os valores l6gicos das proposicoes p < q. p <& r,.p <& s, q & o,
g & ser & s saos

g | r | s
V|F|V|F|F|V|F|F|V|F

14



1.1. Proposicbes

. Exercicio

e Considera as seguintes proposigoes: e Manual
a: n+1t3=2n Video
b: (-3)=27 SO:ber?glOfs
c:v25=12° el
25 dupla negacao
d: VQ+7)=V2+V7 ESEE

1 /(2 x5)=v2xv5
f: 2,4x10°%=0,024

o

Indica o valor l6gico da proposicao.

51.a & b 5.2.b & b
53.c & d 54.a & e
55.b & e 5,6.f & d
57.d & f 58.e & b

—

Negacao de proposicoes
Quando pretendemos negar a veracidade de uma proposicao, utilizamos, em lingua-
gem comum, o advérbio “nao”.

Se sabemos que a Luana nasceu na ilha do Sal, podemos dizer: "A Luana ndo nasceu
nailha do Fogo".

Na I6gica matematica também podemos utilizar a negacao.

Negacao
Dada uma proposicao p, a suanegacao, ndo p, designa-se por negac¢édode p.
Representamos a negagédo de p por ~p.

Se p éverdadeira, entdo ~ p é falsa. p p
Se p éfalsa, entdo ~ p é verdadeira. v =
(5 4

( Exemplo 7 )

Para negarmos a proposicao 4> 3,9, escrevemos ~ (4> 3,9).

Entdo, anegacao de "4 é maior do que 3,9" € "ndo é verdade que 4 é maior do
que 3,9" ou“4 nao é maior do que 3,9".
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1. Légica e teoria de conjuntos

. Exercicio

e Escreve a negacao de cada uma das seguintes proposicoes e indica o valor légico
obtido.

6.1. 3NN

6.2. Santiago é a maior ilha de Cabo Verde.

6.3. 135 é um quadrado perfeito.

6.4. O aviao é o Unico meio de transporte para visitar outro pais.

6.5. % é divisivel por 3.

6.6. Todos os multiplos de 5 sao impares.

—

Dupla negacao

Afirmar que “ndo é verdade que a Luana nao nasceu em Cabo Verde" é equivalente a
afirmar "A Luana nasceu em Cabo Verde".

Se considerarmos a proposicdo p: “A Luana nasceu em Cabo Verde", temos:
~(~p) & p

Dada uma proposicdo p, verifica-se ~ (~p) < p.

Se p éverdadeira, entdo ~ (~ p) também é verdadeira. p ~p | ~(~p)
Se p éfalsa entdo ~ (~p) também é falsa. v F v
F | v F

' Exercicio

0 Considera as seguintes proposicoes:
r: A soma das amplitudes dos angulos internos de um tridangulo é 180°.
s: Timor-Leste fica no continente asiatico.
t: —-5€[-5; +00[

Escreve em linguagem corrente e indica o valor I6gico de cada uma das seguintes
proposicoes:

7. ~r 7.2. ~s
7.3. ~t 7.4. ~(~59)
7.5. ~(~1) 7.6. ~(~(~1)

16



1.1. Proposicbes

Conjuncao
A conjuncao é uma operacao légica entre proposicoes que esta associada a pala- e Manual
vra “e” (conetivo de conjuncao), que indica juncao das proposicgoes. Video
Dadas duas proposicdes p e g, p A g é uma proposicdo designada por conjuncao Op;racées
soore
p e q ° proposicdes:

conjungao

A proposicao p A g é verdadeira se, e somentese, p e q P q PAg
forem proposicdes verdadeiras.
4 "4 "4
Pelo principio do terceiro excluido, se p € uma proposicao = v =
falsa ou g é uma proposicao falsa, entdéo p A g é uma
proposicgao falsa. 4 F F
F F F

( Exemplo 8 )

"6 e 10 sdao numeros pares” € uma proposicao verdadeira, pois € a conjungao
das proposicdes verdadeiras "6 € um numero par” e “10 é um numero par”.

( Exemplo 9 )

“6 e 11 sdo numeros pares” é uma proposicao falsa, pois é a conjuncao da
proposicao verdadeira "6 € um numero par” e da proposicao falsa“11 é um
namero par”.

( Exemplo 10 )

"5 e 11 sao numeros pares” é uma proposicao falsa, pois é a conjuncao das
proposicoes falsas "5 € um numero par” e “11 é um namero par”.

. Exercicios

e Considera as seguintes proposigoes:
r: 4 éumdivisor de 8. s: 2 éumdivisorde 8.
t: 3 éumdivisorde 8. u: 1 nao éumdivisor de 8.

Escreve simbolicamente cada uma das seguintes proposic¢des, utilizando as letras
r,s, teu.

8.1. 4 e 2 sao divisoresde 8.
8.2. 4 édivisorde 8 e 3 nao é divisorde 8.

8.3. 1, 2 e 4 sdodivisoresde 8.

CVMACSH10-2 17



1. Lagica e teoria de conjuntos

0 Completa a seguinte tabela de verdade.

PAQG | ~PA~q | PA~Q

MmM<|M(<|S
MM < <[

—

J" Tarefa

0 Completa a seguinte tabela de verdade.

P | ~p | PA~p | ~(PA~DP)

<

Aresolugado da tarefa 1 permite-nos concluir que ~(p A ~p) é sempre uma propo-
sicao verdadeira, independentemente do valor Iégico de p.

Esta conclusao justifica o principio da ndo contradicéo.

Pelo principio da ndo contradicdo uma proposicdao nao pode ser simultaneamente
verdadeira e falsa, entdo:

~(p A ~ Q) é uma proposigdo sempre verdadeira.

" Tarefa ¥

e Completa a seguinte tabela de verdade.

PAG | qAPp

p
%4
F
%4
F

m T < <R

Aresolucdo da tarefa 2 permite-nos concluirque pAq < qAPp.

18



1.1. Proposicbes

Propriedades da conjuncao

Comutatividade da conjuncao légica

Sejam p e g duas proposicoes, entdo: p A g < gqAp

" Tarefa

o Completa a seguinte tabela de verdade.

PAQ | gQATr | (PAQ)AT | pA(QAT)

TM MmN < < I<|I<|T
Th<I<|[m|Mm<|<|e
Tmi<|mi< ||| <=

Aresolugao da tarefa 3 permite-nos concluirque (P AQ)ATr << pA(qQAT).

Associatividade da conjuncao légica

Sejam p e g e r proposicoes, entdo: (p Ag) Ar <& pA(QAT)

' Exercicios

@ Seja a A (b A ¢) uma proposicao de valor l6gico falso. Sabendo que a e ¢ sdo
proposicdes verdadeiras, indica o valor l6gico da proposicao b.

0 Considera as seguintes proposicoes:
p: todos os nimeros pares sdao multiplos de 2.
g : todos os niimeros primos sao impares.
r: todos os nimeros pares sao compostos.
s: 7 éum nimero primo.

11.1. Indica o valor l6gico de cada uma das proposicdes.

11.2. Escreve em linguagem corrente as proposicdes:
a) ~p b) gAs c) ~gA~r

19



1. Légica e teoria de conjuntos

11.3. Indica o valor légico das seguintes proposicoes:
a) pA(@AT) b) (pAGA(rA~T)

Idempoténcia na conjuncao
Seja p uma proposicao, entao:

PAP & p

Elemento neutro da conjuncao (V)

Seja p uma proposicado e V arepresentacdo de uma
proposicao verdadeira, entdo temos:

pPAV & VAP & p

Elemento absorvente da conjuncao (F)

Seja p uma proposicdo e F arepresentacdo de uma
proposicao falsa, entdo temos:

PAF & FAPp & F

' Exercicio

c) ~gA~r
P P PAP
%4 %4 %4
F F F
p "4 pAV
v %4 %4
F %4 F
p F PAF
1’4 F F
F F F

@ Seja p uma proposicao de valor légico falso. Determina o valor l6gico da
proposicdo q, sabendo que a proposicdo g A (~ p) é falsa.

Disjuncao

A disjuncao é uma operacao légica entre proposicdes que esta associada a palavra
“ou” (conetivo de disjuncao), que indica opcional ou alternativa.

Dadas duas proposicoes p e q, p VvV q é uma proposicao designada por disjun-

¢ao p ou q.

A proposicao pV q é falsa se, e somente se, as duas proposicées p e g forem

falsas.

Pelo principio do terceiro excluido, conclui-se que a dis-
juncao é verdadeira em caso contrario.

20
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1.1. Proposicbes

( Exemplo 11 )

"6 é um numero parou 10 é um numero par” € uma proposicao verdadeira,
pois € a disjuncdo das proposi¢cdes verdadeiras "6 € um namero par” e “10 é
um namero par”.

( Exemplo 12 )

“6 é umnumero parou 11 é um numero par” € uma proposicao verdadeira,
pois € a disjunc¢do da proposicao verdadeira "6 é um numero par” e da
proposicao falsa “11 é um namero par”.

C Exemplo 13 )

"5 é umnumero parou 11 é um nimero par” € uma proposicao falsa, pois é a
disjuncao das proposicdes falsas “5 € um numero par” e “11 é um numero par”.

' Exercicio
@ Completa a seguinte tabela de verdade.

pVvq | ~pV~q | pV~q

p
%4
F
%4
F

MM < <R

—

' Tarefa

o Seja p uma proposicao, V arepresentagcdo de uma proposi¢ao verdadeira e
F arepresentacao de uma proposicao falsa. Completa a seguinte tabela e
conjetura hipéteses para a existéncia de idempoténcia, elemento neutro e
elemento absorvente na disjuncéao.

p "4 F pvp PVF | pvV
%4 %4 [F
[5 %4 (=
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1. Légica e teoria de conjuntos

Propriedades da disjuncao

Idempoténcia na disjuncao
Seja p uma proposicao, entao:
pVp & p

Elemento neutro da disjuncao (F)

Seja p uma proposicdoe F arepresentacdo de uma proposicao falsa, entdo, temos:

pVF & FVp & p

Elemento absorvente da disjunciao (V)

Seja p uma proposicdo e V a representacdao de uma proposicdo verdadeira,
entao, temos:
pVV & Vvp & V

' Exercicio

@ Seja a uma proposicao verdadeirae b uma proposicao falsa, e ¢ uma
proposi¢cao com qualquer valor légico. Mostraque (aAc)Vb < c.

Completa a seguinte tabela de verdade.

T

~p | PV~p

<

Aresolucao datarefa 5 permite-nos concluirque p VvV ~ p é sempre uma proposi¢cao
verdadeira, independentemente do valor Iégico de p . Ou seja, uma proposicao é
verdadeira ou a sua negacao é verdadeira. Esta conclusao justifica o principio do ter-
ceiro excluido.

Pelo principio do terceiro excluido, uma proposi¢cao ou tem valor légico verdade ou
tem valor logico falso, ndo pode assumir outro valor légico. (p vV ~p é sempre uma
proposicao verdadeira.)
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1.1. Proposicbes

J" Tarefa ¥

e Completa a seguinte tabela de verdade.

PVqg | qVp

mMI<|M|<|T
MM < < K

Aresolucdo da tarefa 6 permite-nos concluirque pVvVqg <& qVvp.

Comutatividade da disjuncao légica
Sejam p e g duas proposic¢des, entio:
pVq &< qVp

" Tarefa N

o Completa a seguinte tabela de verdade.

pvq | qVvr | (pVQVr | pvV(qVr)

TN T | << |I<|I<|T
Tmh | <|<|Tm|Tm|<|<|Q

mi<|[Tm|<|[T|<|[T|<|=

Aresolugdo da tarefa 7 permite-nos concluirque (pV q)Vr & pV(gVr).
Associatividade da conjuncao légica

Sejam p e g e r proposicoes, entao:
(pVQ) Vr & pVv(qVr)
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1. Lagica e teoria de conjuntos

' Exercicios

@ Sabendo que a proposicao ~ p V q é falsa, indica o valor légico das seguintes
proposicoes:

15.1. p 15.2. pV q 153.pV~q

@ Considera as seguintes proposicoes:
p: todos os nliimeros maiores do que zero sao positivos.
q:2=#7
r:vV49=+7
s:V2€]-00; 1,2]

Indica o valor l6gico das seguintes proposicoes:
16.1. pV(qVr) 16.2.r Vs
16.3. ~qVp 16.4. (~rV ~s)Ap

G Indica valores l6gicos para as proposicoes a e b, de modo que se verifique
aAb < aVb comvalorlégico verdadeiro.

" Tarefa

o Completa a seguinte tabela e verifica se as proposicées p A (qVr) e
(PAQq)V (p Ar) sdo equivalentes.

PAqG | PAr | qVr | pA@QVr) [ (PAQV(PAT)

TMiT N | < < |I<I<|T
miMmi<|<|Tm[Tmi<|<|a
Mmi<|MI<|ITMI<|TM|I<|=

A realizagcado da tarefa 8 permite-nos concluir que a conjunc¢ao é distributiva em rela-
¢ao a disjuncgao.
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1.1. Proposicbes

Propriedade distributiva da conjuncao em relacao a disjuncao

Sejam p e g e r proposi¢cdes, entdo: pA(QVr) < (PAQV(PAT)

J" Tarefa N

e Completa a seguinte tabela e verifica se as proposicées pV (qATr) e
(PV Q) A(pVr) sao equivalentes.

pvaq | pVr | qAr | pV(QAT) | (PVQA(PVT)

MMM <|<|<|<|T
TN << TN TM|<|<|e
m<|M<|T|<|[TM|<| >

A realizacdo da tarefa 9 permite-nos concluir que a disjung¢éo é distributiva em rela-
¢ao a conjuncao.

Propriedade distributiva da disjuncao em relagao a conjuncao

Sejam p e g e r proposi¢cdes, entdo: pV (AT & (PVAG APV

Implicacao
A implicacao é uma operacao légica entre proposi¢cdes que permite obter proposi-
¢Oes verdadeiras, mesmo que ndo exista causalidade entre um antecedente e um
consequente.

Dadas duas proposicoes p e q, p = q é uma
proposicdo designada por implicacdo entre p e g.
Lé-se, em linguagem corrente, ‘se p, entdo q".

A proposicdo p — q é falsa se, e somente se, p
for verdadeira e g for falsa.

ni<|m|<|®
nm<|<|a
<|7m|<|<|]
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1. Légica e teoria de conjuntos

. Exercicios

@ Sabendo que a = b é uma proposicao falsa, indica o valor l6gico das seguintes
proposicoes:

18.1. aVvb 18.2. aADb 18.3.~aVv~b

184.b = a 185.~a = ~b»b

@ Considera as proposicoes:

p:V10>n qg:3<7
.4.3 1.1
I’.5>2 S: 3>2

Indica o valor l6gico das seguintes proposicoes:
191.p = ¢q 19.2.9g = p

193.~p = s 194.(pVs) = r

__ 195.(r = p) = ~q

Completa a seguinte tabela e averigua se a implicacao légica é comutativa.

pP=q/q=0p

P
v
F
v
F

m M < | <R

Principio da dupla implicacao

Sejam p e g proposi¢oes, entdo p < g é uma proposicao verdadeira se, e s6
se, as proposicées p —= q e q — p forem verdadeiras.

' Exercicio

@ Sabendo que a é uma proposicao falsa e que b é uma proposicao verdadeira,
indica, justificando, o valor légicode ~a < ~(~b).
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1.1. Proposicbes

Transitividade da implicacao

Sejam p, g e r proposicées.Se p — qgeq — r,entdop — r.

' Exercicios

@ Mostra que existe transitividade da implicagao. Para isso constréi uma tabela de
verdade eprovaque [(p = g)A(Q = r) = (p = r)] é sempre verdadeira.

@ Considera as seguintes proposicoes verdadeiras:
r: A Manuela estuda.
s: A Manuela obtém boas classificacoes.
t: A Manuela consegue entrar num bom curso superior.
Sabe-seque r — s eque s = t.

22.1. Escreve em linguagem corrente r = s.
22.2, Escreve em linguagem corrente s — t.

22.3. Escreve em linguagem corrente (r = s)A(s = t).

- 22.4, Justificaque r = t.

Relacao da implicacao com a negacao e a disjuncao

Sejam p e g proposicdes, temos: (p = q) < [~p V(]

Demonstracgao:
P q ~p | P = 4q | ~pVQq
vV V | F v Vv
% F F F F
F 74 4 4 74
F F 4 4 %4

Como as duas ultimas colunas da tabela sdo iguais, para quaisquer p € g temos:

(b = q & [~pVdql

Negacao da implicacao

Sejam p e g proposicdes, temos: ~(p = q) < [p A ~(q]
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1. Légica e teoria de conjuntos

' Exercicio

Q Manual @ Demonstra, recorrendo a uma tabela de verdade, que ~(p = q) < (PA~Q).

Interativo

Video
Implicacao
contrarreciproca
daimplicagcdo

Implicacao contrarreciproca

Sejam p e g proposicdes, temos: (p = q) < (~qg = ~p)

Demonstracgao:

(P = q) < ~pVgq
& gV e~p
& ~(~qVp
& (~g = ~p)

' Exercicio

@ Demonstra, recorrendo a uma tabela de verdade, que (p = q) < (~q = ~p).

1.1.4. Prioridades das operacoes logicas

No processo de operacgdes logicas convencionou-se uma ordem que deve respeitar
as seguintes prioridades, na auséncia de parénteses:

Prioridade Operacodes ldgicas
1.° Negacéao
2.° Conjuncgao
3° Disjuncao
4° Implicagéo
5 Equivaléncia

' Exercicio

@ Sabendo que a e b sao proposicdes falsas e que ¢ é uma proposi¢ao
verdadeira, indica o valor légico de:
25.1. aAc & ~(~bVoe)
25.2.a = bVbA(~cVa)

25.3.(a @ bAb ™ a) = ¢
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1.1. Proposicbes

1.1.5. Leis de De Morgan

Primeiras leis de De Morgan

Sejam p e g proposicoes, a negacao da conjuncao das proposicoes é equivalente
a disjuncao das suas negagoes.

~(bANq) & ~pV~gq

Sejam p e g proposicdes, a negacao da disjuncao das proposicoes é equivalente
a conjuncao das suas negacoes.

~(bVq) & ~pA~q

( Exemplo 14 )

A negacao de uma conjung¢ao

Supde que temos as seguintes proposicoes:

p: A peca de vestuario € uma camisa.

g: A peca de vestuario é azul.

Entdo, a proposicao p A q representa “A peca de vestuario € uma camisa e €
azul”.

E asuanegacédo ~(p A q) serd "N&o é verdade que a peca de vestudrio € uma
camisa e é azul".

Pela primeira lei de De Morgan, isso é equivalente a dizer "A peca de vestuario
nao é uma camisaounao éazul’. ~pV ~q

( Exemplo 15 )

A negacao de uma conjunc¢ao

Supde que temos as seguintes proposic¢des:

p: A peca de vestuario é uma saia.

g : A peca de vestuario é vermelha.

Entéo, a proposi¢cao p V g representa “A peca de vestuario € uma saia ou €
vermelha".

E asuanegagcdo ~(pV q) sera "Nao é verdade que a peca de vestuario € uma
saia ou € vermelha".

Pela primeira lei de De Morgan, isso é equivalente a dizer “A peca de vestuario
nao é uma saia e ndo é vermelha". ~p A ~q
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1. Légica e teoria de conjuntos

' Exercicio

@ Constréi uma tabela de verdade e mostraque: ~(pA Q) < ~pV ~q.

( Exemplo 16 )

Usando as propriedades estudadas, podemos simplificar expressoes.
Repara nos dois exemplos:

~(p = ~q)V~q [pPA(P = 9] = q

& ~(~pV~q Vg & [pA(~vpVQ] = q
< (PAQV~q < [(eA~p)V(PAQ] = g
< (PV~qA@QV~q) S [FVprg]l = g
& (pV~g AV & (PAg = g
& pVe~g & ~(PAQVQ
& ~pVe~qVQq
& ~pVV
&V

' Exercicios

@ Sejam p e q duas proposicoes.
Simplifica a seguinte proposicao, utilizando as propriedades das operacdes
l6gicas: ~[~qV (~p A Q)]

@ Sejam p e q duas proposicoes.
Simplifica a negacao da seguinte proposicao, utilizando as propriedades das
operacgdes logicas: p A (pV ~ Q)

1.1.6. Resolucao de problemas envolvendo operacoes
I6gicas sobre proposicoes

Quando a proposicdo p < q é verdadeira, o conhecimento do valor I6gico de p
define o valor l6gico de g e vice-versa, ou seja, 0 conhecimento do valor l6gico de q
também define o valor l6gico de p. Este principio designa-se por dupla implicacéo.

Principio da dupla implicacao
Sejam p e g duas proposicoes, entao é sempre verdadeira a proposicao:

b= q < (p = q9)A(@ = p)
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1.1. Proposicbes

Demonstracgao:
p 9 (PSS g p=>qg|qgq=p|P=9gAr(q@ = p)
4 vV %4 4 4 vV
vV F F F 4 F
F %4 F 74 F F
F F %4 vV vV vV

Como as colunas da tabela referentesa p < g ea (b = g)A (@ = p) séo
iguais, para quaisquer valores légicos de p e g temos:

=g & = dgnr(@ = p)
Trata-se de uma tautologia.

O principio da dupla implicacdo é fundamental na resolucéo de problemas com racio-
cinio légico, pois permite estabelecer a equivaléncia entre duas proposicdes, garan-
tindo que ambas sejam verdadeiras ou falsas simultaneamente, facilitando a anélise e
a inferéncia correta das condicdes envolvidas.

( Exemplo 17 )

Principio da dupla implicacao

Problema: Num sistema de seguranca, a abertura de uma porta depende da
introducédo de um codigo de seguranca.

Considerem-se as proposi¢oes:
s: O cddigo introduzido é correto.
a: Aportaabre-se.

Esta situacao traduz uma dupla implicacéo.
Esta proposicao é:
S &~ a

Utilizando o principio da dupla implicacdo, podemos reescrever como
conjuncéao de duas implicacdes:

(s = an@ = s)
Isso significa que:
1. Se o cédigo de seguranca correto € inserido, entdo a porta abre-se.

2. Se aporta se abre, entdo o cédigo de seguranca correto € inserido.
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1. Légica e teoria de conjuntos

( Exemplo 18 )

A negacao de uma conjungao

Problema: Numa empresa, devem ser considerados dois critérios para que um
funcionario receba uma bonificacdo, no final do més:

p: O funcionario deve ter completado um projeto importante.
q: O funcionario deve ter recebido uma avaliacdo de desempenho positiva.

Sabemos que um funcionario ndo recebera a bonificacdo este més. Podemos
expressar essa informacéao utilizando a seguinte negacao de uma conjuncao:

~(PAQ)
Utilizando as leis de De Morgan, equivale a:
~pV~q
Portanto, a informacgao de que o funcionario ndo recebera o bonus significa que

o funcionario nao completou o projeto importante ou o funcionario nao recebeu
uma avaliacdo de desempenho positiva (ou ambos).

' Exercicios

@ Considera duas proposicoes p e q.
Simplifica as seguintes proposicoes:

29.1. (pA~q)V(PAQ)
29.2. (pV~q)A(~pVQ)

@ Determina o valor lI6gico das proposicdes p, q e r, sabendo que as seguintes
proposicoes sao falsas:

301. (p = q)Vvr

30.2.(p = gAr)
@ Sendo a e b proposicoes, simplifica: (aV b) A(aV ~ b)
@ Sendo p e q proposicgdes, simplifica: (0 AqQ)V (P A ~ Q)
@ Sendo x e y proposicdes, simplifica: x Vy)A(~x = y)

@ Sendo m e n proposicoes, simplifica: ~(m=>n)V (m A n)

@ Sendo p e r proposic¢des, simplifica: (pV ~rA(PVINVp
—
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1.1. Proposicbes

Principio da nao contradicao

Uma proposicao ndo pode ser simultaneamente verdadeira e falsa.

Principio do terceiro excluido

Uma proposi¢cdo ou tem valor légico verdade ou tem valor l6gico falso, ndo
pode assumir outro valor logico.

Operacoes sobre proposicoes

Equivaléncia

P a p<&=q Dadas duas proposicdes p € q, po-
vV vV vV demos formar a proposicdo composta
Vv F F "p é equivalente a q", simbolicamente
representadapor p & q.

F % F

F F %

Negacao

P ~p

vV F

F 74

Dada uma proposi¢ao p, asuanegacao, ndo p, designa-se por negacaode p.
Representamos a negacdo de p por ~p.

Dupla negacao
Dada uma proposi¢cédo p, verifica-se ~(~p) < p.
P | ~p | ~(~P)

v | F v
F | Vv F

Se p é verdadeira, entdo ~ (~ p) também é verdadeira.

Se p éfalsa, entédo ~ (~p) também é falsa.
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1. Légica e teoria de conjuntos

Conjuncao
P q PAQ Dadas duas proposicdées p e q.,
V4 V4 V4 P/ q € uma proposicao designada
£ Vv = por conjungao p e q.
v F F
F F F

Comutatividade da conjuncao légica p Aq < gAPp
Associatividade da conjuncgao légica (p AQ) AT < pA(QAT)
Idempoténcia na conjuncdao p Ap & p

Elemento neutro da conjungcao p AV < VAp & p
Elemento absorvente da conjungcao p AF < FAp & F

Disjuncao
P q pVvVq Dadas duas proposicoes p e q,
V4 V4 V4 pV q € uma proposicao designada
F Vv Vv por disjuncaode p ou q.
"4 F "4
F F F

Idempoténcia na disjungdo pVp < p

Elemento neutro da disjuncao pVF < FVp < p
Elemento absorvente da disjuncao pVv YV & VVp & V
Principio do terceiro excluido pV ~p & V

Comutatividade da disjuncao légica pVvVqg & gVvp
Associatividade da disjuncdo légica (pV q)Vr & pV(gVr)

Propriedade distributiva da conjuncao em relagao a disjuncao
pA@QVIr) < (PAQ)V(PAT)

Propriedade distributiva da disjuncao em relagao a conjuncao
pV@AN & (PVaAPV)
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1.1. Proposicbes

Implicacao
p q |p>gq
% % %
F Vv %
% F F
F F %

Dadas duas proposi¢cdes p e q, p — q € uma proposi¢do designada por
implicacao entre p e q.

Transitividade da implicacao

(e = 9A (@ = ] = (p = r) Trata-se de uma tautologia.

Relacao da implicacao com a negacao e a disjuncao

(b = q < ~pVga

Negacao da implicacao

~(p = q) & pA~g

Implicagao contrarreciproca

(= q & (~g = ~p)

Prioridades das operacoes légicas

Prioridade Operacoées logicas
1.° Negacao
2.° Conjuncéao
3.° Disjuncao
40 Implicacéo
5.° Equivaléncia

Primeiras leis de De Morgan
~(PANQ) & ~pV~q
~(pPVQ) & ~pA~q
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1. Légica e teoria de conjuntos
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Entre as opc¢des seguintes distingue as que sao designagdes e as que sao

proposicoes.
(A) Cabo Verde

(B) 2+3=50
(C) v81=9

(D) Cabo Verde situa-se no continente americano.

(E) Um quadrado é um quadrilatero.

(F) Escola

(G) 5x10°°

(H) A soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é 360°.
(I) Mdltiplo de 7

Considera as seguintes proposic¢oes:
b: — 3 ésolucdo de x*=3x
d: -1€”Z

a: 2 ésolucaode x+12=14
c:ne

2.1. Indica o valorlogicode a, b, c e d.
2.2. Determina o valor légicode aV b.

2.3. Determina o valor l6gicode ~a A c.
2.4, Determina o valor légicode b = ~d.

2.5. Determina o valor légicode (aAb)V ~cC.

Considera as proposicoes:

p: Estasol. q: Estaachover. r: Vou passear.

3.1. Escreve em linguagem simbdlica:
a) Se esta sol, entdo vou passear.
b) Se esta a chover, entdo fico em casa.
¢) Se nao estd a chover e ndo esta sol, entdo vou passear.

3.2. Escreve em linguagem corrente:
a) (gA~p) = ~r b) (~gApP) = ~p
Sao dadas trés proposicoes a, b e c.

Constréi uma tabela de verdade e indica os possiveis valores l6gicos das
proposicoes a, b e ¢, de modo que o valor légico da condi¢cao
(@avb) = ~c seja V.

s: Ficoem casa.



1.1. Proposicées

Sejam p, q e r trés proposicoes.

5.1. Completa a tabela de verdade.

~p | PAG | ~p = 1| (PAQV(~p = 1)

MMM M| <|<[(<[<|T
TTM < <M< <

mi<|m|<|[m|<|T|<|=

5.2. O valor légico da proposicao q influencia o valor I6gico de
PAQV(~p = 1)?
Justifica a tua resposta.

Sabendoque (a2 = b) <& F, determina o valorlégicode a e b.

Sejam r e s duas proposicoes.
7.1. Constréi a tabela de verdade da proposicdo (rA~s) = (rvs).
7.2. Simplifica o mais possivel ~[~r A (rVv s)].

Considera as proposicdes p e q. Utilizando as propriedades das
operacoes logicas, simplifica a condicao:

(~aAp)V(pAQ)

Considera as proposicdoes p e q. Utilizando as propriedades das
operacoes logicas, prova que a seguinte proposicao é verdadeira:

(PAQ) = p

Sem recorrer a tabelas de verdade, discute todas as possibilidades das
proposicdes p, q e r, sabendo que as seguintes proposi¢coes sao
verdadeiras:

101. (p = q)Vr 10.2. (p = q)ATr
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1. Légica e teoria de conjuntos

1.2. CondicoOes e conjuntos

1.2.1. Expressao proposicional ou condicao

No capitulo anterior verificamos a utilizacdo de designacdes e proposi¢cdes na lingua-
gem matematica. Também é comum utilizar expressées com variaveis, geralmente
representadas por letras. Quando as variaveis sao substituidas por designagdes, trans-
formam as expressdes em proposi¢cdes verdadeiras ou falsas.

Considera, como exemplo, o conjunto F= {— %; 0;2;3; n} e as seguintes expres-
sdes com variaveis:

a) xeIN b) 7+x=10 c) x<0

Considerando os elementos de F, podemos concluir que 2 e 3 transformam a ex-
pressao a) numa proposicao verdadeira.

1
4
Apenas o elemento 3 transforma a expressdo b) numa proposicdo verdadeira.
Os restantes elementos transformam a expressao numa proposigao falsa.

Os elementos ——, 0 e ® nao transformam a expressao a) numa proposicao verdadeira.

Os elementos —% e 0 transformam a expressao ¢) numa proposi¢cao verdadeira.

Os restantes elementos do conjunto F transformam a expressao numa proposicao
falsa.

As expressdes com variaveis, a), b) e ¢), que podem ser transformadas em proposicées
(verdadeiras ou falsas), designamos por expressdes proposicionais ou condicdes.

Expressao proposicional ou condi¢ao

Uma expressao proposicional (ou condicao) € uma expressao com variaveis que se
transforma em proposi¢do quando as variaveis sdo substituidas por designacées.

Uma expressao proposicional pode ser representada por p (x), envolvendo uma varia-
vel x. Aproposicao p(x), quando x é substituido por uma designacao a, transforma-
-se na proposicao p(a).

( Exemplo 19 )

p(x): x+4=7 éuma expressao proposicional, porque se substituirmos x por
qualquer numero obtemos uma proposicao, que pode ser verdadeira ou falsa.
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1.2. Condig¢des e conjuntos

( Exemplo 20 )
g (x): x+4 ndo é uma expressao proposicional, porque se substituirmos x _—
por qualquer nimero ndo obtemos uma proposi¢cdo, mas sim uma expressao 9 Interativo
designatoria. Exercicio

Identificar uma
condigéo

' Exercicios

@ Identifica quais das seguintes expressodes correspondem a condi¢gdes ou
expressoes proposicionais.

bxh

(A) §+%=n ® 23 (€) x°=4 (D) x+9>16
(E) 47<6 (F) V12 €E€R (G) x&IN

@ Indica quais das seguintes condicdes se transforma(m) numa proposicao verdadeira
quando se substitui a variavel x por 5.

(A) x§4<n (B) 4x+2=3x+6
(C) V44+x>7 (D) (x+4)° =25x—44

—

Classificacao de condicoes
Condicoes possiveis

A condicdo x+3>5 é uma condicao possivel nao universal, em IR, porque, em-
bora seja possivel transformar a condicdo numa proposicao verdadeira, isso nem
sempre acontece. Neste caso, apenas acontece quando substituimos a variavel por
numeros maiores que 2.

Condicao possivel ndo universal

Chama-se condigao possivel ndo universal quando existem valores do universo U
que substituindo a variavel, transformam a condi¢cdo numa proposicao verdadeira
e numa proposicao falsa.

A condicdo x+3>x+2 é uma condicao possivel universal, em IR, porque qual-
quer que seja o valor que substitui a variavel transforma a condicdo numa proposicao
verdadeira.

Condicdo universal

Uma condicgdo que se transforma sempre numa proposicao verdadeira, qualquer
que seja o valor que substitui a variavel, designa-se por condi¢iao universal.
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1. Légica e teoria de conjuntos

A condicdo x°=— 16 éimpossivel, em IR, porque ndo existem valores que substi-
tuidos na variavel transformem a condi¢cao numa proposicao verdadeira.

Condicao impossivel
Uma condi¢do que se transforma sempre numa proposicao falsa, qualquer que
seja o valor que substitui a variavel, designa-se por condi¢ao impossivel.

' Exercicio

@ Classifica, em IR, as seguintes condicgoes:
38.1. —x+5<9 38.2.x+4>-2 38.3. x’=25
38.4. x*#25 38.5. x’=-36 38.6. x’#35

—

1.2.2. Quantificador universal e quantificador existencial

Quantificador universal

Na expressdo proposicional x>+ 1>0, se substituirmos a varidvel x por qualquer
numero real, obtemos sempre uma proposicao verdadeira.

Dizemos, por isso, que x°+ 1 >0 é uma condicdo universalem .

Para indicarmos simbolicamente que uma proposi¢cao advém de condi¢ao universal,
utilizamos o simbolo V.

V designa-se por quantificador universal e |1é-se “para todo"” ou “qualquer que seja".
Considerando novamente a condicdo universal x>+ 1 >0, podemos dizer que:
VXER, xX’+1>0

Qualquer que seja o niumero real x, a soma do quadrado de x com 1 é sempre positiva.

Quantificador universal

Seja p(x) uma condicdoe U o universo da variavel x, a proposiciao Vx€ U, p(x)
é verdadeira se, e s6 se, p(x) for universal.

( Exemplo 21 )

x=Xx éuma condi¢cdo universalem IR, porque Vx€R, x=x

A proposicao Vxe€IR, x=x éverdadeira.
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1.2. Condig¢des e conjuntos

x*+1#0 é uma condicdo universalem R, porque Vx€R, x*+1=0
A proposicédo VxeR, x’+1#0 éverdadeira.

x —1=0 nao é uma condi¢ao universal em IR, porque a condicdo ndo se
transforma numa proposicao verdadeira para todos os valores de R.

A proposi¢cdo Vx€IR, x—1=0 éfalsa.

3+ x>0 nao é uma condicao universal em IR, porque a condicdo nao se
transforma numa proposicao verdadeira para todos os valores de R.

A proposicao Vx€lR, 3+x>0 éfalsa.

3+x>0 éuma condicao universalem IN, porque Vx&€IN, 3+x>0
A proposicao Vxe IN, 3+x>0 éverdadeira.

' Exercicios

@ Indica o valor l6gico das seguintes proposicoes:

39.1. VxER, x—-4<x 39.2.Vx€IN, x€R
39.3. VxX€R, x€IN 39.4.VxR, x’#-9
39.5.VxelR, x>0 39.6. VxEIN, x>0

@ Escreve as seguintes proposi¢cées em linguagem simbdlica e indica o seu valor légico.
40.1. Qualquer nimero real tem quadrado maior ou igual a zero.
40.2. Qualquer numero real tem cubo maior ou igual a zero.
40.3. Um numero inteiro é sempre racional.

40.4. O triplo de um niimero real é sempre maior que a sua metade.

Quantificador existencial
A condi¢cdo x+ 7 =10 ndo é uma condi¢cao universal.
Vx€R, x+7=10 éuma proposicao falsa,em R.

No entanto, a condicdo x+7 =10 pode ser transformada numa proposi¢cao verda-
deira quando substituimos a variavel x por 3.

Neste caso, dizemos que a condicao é possivel, mas nao universal.

Para indicarmos simbolicamente que uma proposicdo advém de uma condi¢cao pos-
sivel, utilizamos o simbolo 3.

3 designa-se por quantificador existencial e |é-se “existem” ou “existe pelo menos

n

um-.
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1. Légica e teoria de conjuntos

Considerando novamente a condi¢ao possivel x+7 =10, podemos dizer que:
dxeR: x+7=10
Existe pelo menos um numero real x cujasomacom 7 éiguala 10.

Como, nesta condic¢ao, se obtém uma proposi¢ao verdadeira apenas quando substi-
tuimos a variavel x por um valor (neste caso, 3), podemos dizer que “existe um e um
s6" valor que transforma a condicdo numa proposicao verdadeira.

I'xeER: x+7=10

Existe um e um s6 numero real x cujasomacom 7 éiguala 10.

( Exemplo 22 )

« x*=4 éuma condicdo possivelem IR, porque 3IxER: x*=4.

Reparaque 3'x€IR: x*=4 é falsa, porque existem dois niimeros reais cujo
quadrado éiguala4 (x=2Vx=-2).

A proposicdo 3x€IR: x*=4 é verdadeira.
« x>=0 é uma condicdo possivelem IR, porque 3IxER: x*=0.
A proposicdo 3'x€R: x’=0 é verdadeira.
+ x*=—4 é uma condicdo impossivel em IR, porque AxER, x*=-4.

Nenhum nimero real ao quadrado é igual ao niumero — 4. Pode-se usar o
simbolo 7 paraindicar essa relagdo de ndo existéncia.

A proposicdo 3xE€R: x°=—4 éfalsa.
A proposicdo Zx€IR: x’=— 4 é verdadeira.

' Exercicios

@ Indica o valor l6gico das seguintes proposicoes:
x—4

411. 3x€ER: 5 =X 41.2. 3x€IN: 3x> 150
41.3. 3'x€R: Vx=1 41.4. 3'xeN: Vx=1
41.5. 3Ix€R: x’<0 41.6. 3Ix€R: x’<0

@ Escreve as seguintes proposi¢cées em linguagem simbdlica e indica o seu valor légico.
42.1. Existe um e um s6 nimero natural cujo quadrado é 16.
42.2, Existe um e um s6 numero real cujo quadrado é 16.

42.3. Nao existe um numero real cuja raiz quadrada é — 2.

\ 42.4. Existem numeros reais cujo seu triplo € maior que o seu quadruplo.
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1.2. Condig¢des e conjuntos

1.2.3. Propriedades da conjuncao e disjuncao de condicoes

Das propriedades sobre valores l6gicos de proposi¢cdes resultam algumas conclusdes
para as condicoes.

Consideremos as seguintes condicdes:
a(x) «— condicao universal
b(x) «— condicao possivel
c(x) «— condicao impossivel
d(x) «— condigdo qualquer
Temos:
a(x) Vv d(x) é uma condicao universal.
b(x) Vv d(x) éuma condicao possivel (universal ou ndo universal).
c(x) A d(x) éuma condicao impossivel.

De modo geral, como propriedades da conjuncao e disjuncdo de condigées,
temos:

« A disjuncdo de uma condic¢do universal com uma condi¢do qualquer é uma
condicao universal.

- A disjuncao de uma condicdo possivel com uma condicdo qualquer € uma con-
dicdo possivel.

A conjuncao de uma condi¢ao impossivel com uma condi¢ao qualquer é uma
condicao impossivel.

' Exercicio

@ Considera as seguintes condicdes, em IR:
px): Vx=5 gx): x*’<0

rx): x>0 s(x):x+7=2x
43.1. Classifica as condicdes dadas.

43.2. Classifica a condicdo p(x) V r(x).

43.3. Classifica a condicao p (x) Ar(x).

43.4. Classifica a condicdo g (x) Ar(x).

43.5. Classifica a condicdo g(x) A s(x).

43.6. Classifica a condicdo p(x) vV s(x).
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1. Légica e teoria de conjuntos

1.2.4. Segundas leis de De Morgan

Consideremos a proposi¢cao p e asuarespetivanegacdo ~p.
p : Todos os alunos da sala nasceram em Cabo Verde.

~ p: Existe pelo menos um aluno da sala que ndo nasceu em Cabo Verde.

Neste caso, negar que todos os alunos da sala nasceram em Cabo Verde ¢é afirmar
que existe pelo menos um que nao nasceu em Cabo Verde.

Consideremos agora a proposicao g e a sua respetiva negacao ~q.
q: Existe um aluno da sala que € italiano.
~ @ : Todos os alunos da sala nao sao italianos.

Neste caso, negar que existe um aluno da sala que é italiano é afirmar que todos os
alunos da sala ndo séo italianos.

Negacao do quantificador universal

Negar que todos os elementos, ou valores, de um dado universo verificam uma
condicdo é afirmar que existe pelo menos um elemento, ou valor, do dado uni-
verso que nao verifica a condicao.

Negacao do quantificador existencial

Negar que existe pelo menos um elemento, ou valor, de um dado universo que
verifica uma condicdo é afirmar que todos os elementos, ou valores, do dado
universo ndo verificam a condicao.

Estas duas propriedades séo conhecidas como segundas leis de De Morgan.

Simbolicamente, podem escrever-se do seguinte modo:

Segundas leis de De Morgan
~(Vx, p(v) & 3x: ~p)
~(Ax:p) & Vx, ~pkx)

. Exercicios

@ Escreve em linguagem corrente a negacao das seguintes proposicoes:
44.1. Todos os estrangeiros gostam de comer ananas da ilha do Sal.

44.2. Todos os desportistas sdo ricos.
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1.2. Condig¢des e conjuntos

44.3. Pelo menos um professor da escola é jovem.

44.4, Existe pelo menos uma aluna na turma que nasceu nos Estados Unidos da
América.

44.5. Nenhum aluno é fraco.

@ Escreve em linguagem simbdlica a negacao das seguintes proposicdes em IR:
451. Vx, x<10 452, 3x: x+2=x"

45.3.Vx, x'>0 45.4.3x: \/x—7<%

\__ 45.5.3x: x<-3Vx>3

Contraexemplos

Para podermos justificar que uma proposicao Vxe U, p(x) é falsa, é necessario
mostrar que existe um elemento do dominio U que torna a proposicdo p (x) falsa. O
elemento, ou um elemento, do dominio U que torna a proposicao p (x) falsa é desig-
nado por contraexemplo para a proposicdo Vxe U, p(x).

( Exemplo 23 )

Considera a proposicdo Vx€R, x*>0.

Contraexemplo: 0 porque 0°=0.

Entdo, a proposicdo VxE€R, x*>0 é falsa.

( Exemplo 24 )

Considera a proposicdo Vx€IN, %e IN.

Contraexemplo: Por exemplo, 1, porque %% IN .

Entdo, a proposicdo Vx€IN, X EeN éfalsa.

3
( Exemplo 25 )
Considera a proposicao "“O triplo de um numero natural € sempre um numero
impar”.

Contraexemplo: Por exemplo, 4, porque 3x4=12 e 12 ndo € um numero
impar.

Entdo, a proposicao “O triplo de um numero natural € sempre um numero impar”
é falsa.
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1. Lagica e teoria de conjuntos

' Exercicio

@ Indica o valor l6gico de cada uma das seguintes proposicoes. Para as proposicoes
falsas indica um contraexemplo.

46.1. Vx€ER, x+7>6
46.2.VxER, Vx>0
46.3. Todos os multiplos de 4 sao multiplos de 2.

46.4. Todos 0s numeros primos sdo impares.

1.2.5. Conjunto definido por uma condicao

Igualdade entre conjuntos
Dois conjuntos A e B sao iguais se tém os mesmos elementos.
Simbolicamente, representa-se A=1B.

Dados dois conjuntos A e B, A=B se e sl se:
Vx, x€EA & x€B

Trata-se de uma proposicao verdadeira.

C Exemplo 26 )

Considera os seguintes conjuntos:
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
B={x€IN: x<10}
C={xeIN: x<9}

Os conjuntos A, B, C e D sao constituidos pelos mesmos elementos, logo, sao
iguais.

Neste exemplo, os conjuntos A, B, C e D sao iguais, mas estao representados de
diferentes formas.
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1.2. Condig¢des e conjuntos

Oconjunto A={1,2,3,4,5,6,7, 8, 9} estarepresentado em extensio.

Um conjunto esta representado em extensao quando os seus elementos sao apre-
sentados, um a um, entre chavetas e separados por virgulas.

O conjunto B={x€IN: x<10} eoconjunto C={x€IN: x<9} estdo representa-
dos em compreensao.

Um conjunto esta representado em compreensao quando é apresentada uma pro-
priedade que carateriza os seus, e s6 0s seus, elementos.

Podem ser representados em compreensao conjuntos finitos e infinitos.

O conjunto D estarepresentado através de um diagrama de Venn.

Num diagrama de Venn cada elemento é representado por um ponto e todos os pon-
tos estado rodeados por uma linha fechada.

' Exercicios

@ Representa em extenséo os seguintes conjuntos:
47.1. A: numeros primos menores que 17
47.2. B: numeros naturais inferioresa V17

47.3. C: numeros inteiros cujo quadrado é inferiora 17

@ Considera os seguintes conjuntos:
A={1,4,9, 16} B={x€IN: 3<x<10}
C={4,5,6,7,8,9} D={x€N: x>9Ax<4}
E={xez :x*<9}

48.1. Representa em compreensao o conjunto A.
48.2. Existem conjuntos iguais? Quais?
48.3. Mostra que o conjunto B é igual ao conjunto F={x&IN: x>3 Ax<9}.

48.4. Representa em extensao o conjunto E.
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1. Lagica e teoria de conjuntos

1.2.6. Uniao (ou reuniao), intersecao e diferenca de
conjuntos e conjunto complementar

Uniao de conjuntos A B

Sendo A e B dois conjuntos, chama-se conjunto uniao (ou
reuniao) de A e B, e representa-se simbolicamente por
AU B, ao conjunto definido pela condicdo x€AV xEB.

AUB={x€EAVxEB}

( Exemplo 27 >

Considera os conjuntos A={1, 2, 3,4,5,6} e B={3,6,9, 12}.
AUB={1,2,3,4,5,6,9, 12}

Intersecao de conjuntos A B

Sendo A e B dois conjuntos, chama-se conjunto interse-
caode A e B, erepresenta-se simbolicamente por ANB,
ao conjunto definido pela condicao:

XEANXEB
ANB={xEAAXEB}

C Exemplo 28 )

Considera os conjuntos A={1,2,3,4,5,6} e B={3,6,9, 12}.
ANB={3, 6}

' Exercicio

@ Considera os seguintes conjuntos:

A={0,1, 4,9, 16, 25} B={0,1,2, 3,4, 5}
c=]0, 4] D=[3, 7]

E={x€IN: 3<x<10}

49.1. Determina ANB. 49.2. Determina AUB.
49.3. Determina ANC. 49.4. Determina BN D.
49.5. Determina AUE. 49.6. Determina DN E.
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1.2. Condig¢des e conjuntos

1.2.7. Inclusao de conjuntos
Sendo A e B dois conjuntos, dizemos que A esta con-
tido em B, e representa-se simbolicamente por ACB,
quando:

Vx, x€EA = x€B
Nesta situacdo, A é um subconjunto préprio (ou parte)
de B.

B
( Exemplo 29 )
! 5
5
G

Considera os conjuntos
50.1. Apresenta um possivel conjunto A de modo que ACB.

A={2,4,6)eB={1,2,3,4,5,6)
ACB

. Exercicio

@ Sendo B um conjunto, tal que B=]3, 12[.

__ 50.2. Apresenta um possivel conjunto C de modo que BC C.

Diferenca de conjuntos e conjunto complementar

Diferenca de conjuntos

A B
Sendo A e B dois conjuntos, designamos por diferenca entre A
e B, erepresenta-se simbolicamente por A\B, o conjunto que:
Vx, XEAANXEB

(' Exemplo 30 )

Considera os conjuntos A={1,2,3,4,5} eB={3,4,5,6,7}
A\B={1, 2}

Conjunto complementar
Seja A um conjunto do universo U, designamos por
complementar de A, erepresenta-se simbolicamente
por A, o conjunto que:
Vx, XxEUANXEA
u

CVMACSH10-4 4
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1. Légica e teoria de conjuntos

Ou seja, o complementar de A é composto por todos os elementos do universo que
nao pertencema A.

A=U\A

( Exemplo 31 )

Considera o conjunto A={1, 2, 3, 4, 5} no universo
uU={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

A=U\A={0,6,7,8,9)}

( Exemplo 32 )

Considera o conjunto B=[0; +oo[ em R.

O complementar de B sao todos os restantes elementos de IR que nao
pertencema B.

B=IR\B=]-o00; 0[

' Exercicios

@ Considera os seguintes conjuntosem IR:

A={0,1, 4,9, 16, 25} B={0,1,2,3,4,5}
Cc=]0, 4] D=[3, 7]

E={x€eIN: 3<x<10}

51.1. Determina A\B. 51.2. Determina B\A.
51.3. Determina B\C. 51.4. Determina C\D.
51.5. Determina B\(CUE). 51.6. Determina C\E.
51.7. ANB 51.8. BNE

51.9. AUBUE 51.10. AN C

@ Sabemos que:
AuB={0,1,3,4,5,6,7,8,9},AnB={0,1,6, 7} e AA\B={8, 9}.

52.1. Determina, em extensao, o conjunto A.

52.2. Determina, em extensao, o conjunto B.

52.3. O que podes concluir em relagcdo a afirmagédo BCA?
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1.2. Condi¢des e conjuntos

1.2.8. Relacao entre operacoes ldgicas sobre condicoes
e operacoes sobre os conjuntos que definem

Considere-se que a(x) define o conjunto A e b(x) define o conjunto B.
Adisjuncado a(x) V b(x) define areunido AUB.
A conjungado a(x) A b(x) define aintersegdo ANB.

Anegacdo ~a(x) define o conjunto complementar A.

( Exemplo33 )

Considerem-se os conjuntos A= {x€R: x*=9} e B={x€R: (x+3) (x—1)=0}.
Repareque A={-3,3} e B={-3,1}.

AUB={x€R: x*=9V (x+3)(x—1)=0}={-3,1, 3}

ANB={x€R: x*=9A(x+3)(x—1)=0}={-3}

A={xeR: x*29}=R\{-3, 3}

Comutatividade na uniao de conjuntos
Pela propriedade comutativa da disjuncao de proposic¢des:
Vx, XEAVXEB & Vx, xEBVXEA

Como as condicdes xEAVXEB e xe€BVxe€A definem o mesmo conjunto, a

unido de conjuntos é comutativa:
AUB=BUA

Comutatividade na intersecao de conjuntos
Pela propriedade comutativa da conjuncao de proposicoes:
Vx, XEAANXEB & Vx, xEBAXEA

Como as condicdes xEAAXEB e x€B A x€A definem o mesmo conjunto, a
intersecao de conjuntos é comutativa:

ANB=BNA

Complementar da uniao

A negacdo da disjungdo ~(a(x)\V b(x)) corresponde a conjungdo das negacdes
~a(x) A\ ~b(x). De modo semelhante, se compreende como determinar o comple-
mentar da uniao:

AUB=ANB
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Demonstracao:
Como AUB= {xeU: x€AV x€EB}, entdo:
AUB={x€U: ~xEAVXEB}={x€U: ~xEAA~KXEB)}=ANB

Complementar daintersecao

A negacdo da conjuncdo ~(a(x) Ab(x)) corresponde a disjuncdo das negacdes
~a(x)V ~b(x). De modo semelhante, se compreende como determinar o comple-
mentar da intersecao:

ANB=AUB

' Exercicios

@ Considerando A e B dois conjuntos, demonstraque ANB=AUB.

@ Considera os conjuntos A={x€IN: x>5} e B={x €IN: x<3}.
54.1. Define por uma condicdo A.
54.2. Define por uma condicdo AUB.
54.3. Define por uma condi¢do AU B.

54.4. Apresenta em extensao o conjunto de elementos de AU B.

1.2.9. Principio de dupla inclusao

Duas condicdes p (x) e q(x) sdo equivalentes se a proposicdo Vx, p(x) < q(x)
for verdadeira, isto é,se Vx, [p(x) = gW]A[gx) = p ()] for verdadeira.

Sejam A e B dois conjuntos-solugdo de duas condi¢des p(x) e g(x) equivalentes,
entédo A=B.

Dados dois conjuntos A e B, designa-se por principio de dupla inclusao a proprie-
dade em que A=B se, e somente se:

ACBAN BCA
Condicoes Conjuntos
px) = gk ACB
qgx) = p) BCA
[p(x) = gWIA[g) = pW)] ACBABCA
p&x) < qb) A=B
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1.2. Condig¢des e conjuntos

. Exercicio

@ Considera as seguintes condi¢des:
px): x<8 gx): 0<x<8
Verifica se as condicbes p(x) e g(x) sdo equivalentes:

55.1. em IN;
55.2.em Z;

\__ 55.3.em R.

( Exemplo 34 )

Vamos provar que AN(BUC)=(ANB)U (AN C) utilizando o principio de dupla
inclusao.

Para provar que dois conjuntos sao iguais, temos de demonstrar que cada
conjunto esta contido no outro.

Primeira inclusdo: [AN(BUC)]C[(ANB)U(ANC)].

Sejaxe AN(BUC), entdo x€A e xeBUC.

Como xeBUC, entdoxeB ou xeC.

Sex€B, entdo x€A e x€B, logo xEANB.
SexeC,entdox€eAexeC,logo xeANC.

Portanto, x€E(ANB)U(ANC).

Segunda inclusdo: [[ANB)UANC)|C[AN(BU Q).
Sejaxe(ANB)UANC), entdo xEANB ou xeEANC.
Se x€EANB, entdo x€EA e xEB.

Se x€ANC, entdo x€A e xeC.

Em ambos os casos, x€A e x€BUC.

Portanto, xe AN(BUC).

Assim, AN(BUC)=(ANB)UANC).

' Exercicio

@ Provaque AU(BN C) =(AUB) N (AU C) utilizando o principio de dupla incluséo.
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Exercicio
Identificar a
negacgao de uma
conjungdo e de
uma disjuncé@o

1. Légica e teoria de conjuntos

1.2.10. Negacao de uma implicacao universal

Quando estudamos as operagdes entre proposi¢des, concluimos:
~(p = Qq) éequivalentea (~qg = ~p)

Daqui resulta uma técnica de demonstracao: pelo contrarreciproco.

Quando queremos provar que:
Se P entdo Q

€ 0 mMesmo que provar:

Se ~Q entédo ~P

Contrarreciproco
Sejam p(x) e q(x) duas condicdes, entdo:
[Vx, p(x) = qgK)] éequivalentea [Vx, ~qg(x) = ~p ()]

Dizemos que a segunda proposicdo (Vx, ~qg(x) = ~p(x)) é o contrarreciproco
da primeira proposi¢do (Vx, p(x) = q\)).

Uma demonstracdo da segunda proposicao diz-se demonstracao por contrarreci-
proco da primeira proposicao.

( Exemplo 35 )

Consideremos a proposicao "Se o quadrado de numero natural n é impar,
entao n éimpar”.

Ouseja, VhEIN, n* éimpar = n é impar.

Vamos demonstrar que a proposicao é verdadeira através do contrarreciproco.
Contrarreciproco:

Se n nao é impar, entdo o quadrado de n nao é impar.

O que é o mesmo que:

Se n é par, entdo o quadrado de n é par.

Demostracao por contrarreciproco:
Se n é par, existeum k€N talque n=2k.
Entdo, n®=(2k)>=2°xk’*=2x2 x k?, que é um numero par.
Logo, n é par = n® é par.
Portanto, pela demonstracao do contrarreciproco,
VYneN, n® éimpar = n éimpar.
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( Exemplo 36 )

Consideremos a proposi¢ao: Se um quadrilatero € um quadrado, entéo ele tem
quatro lados iguais.

P: Um quadrilatero é um quadrado.
Q: O quadrilatero tem quatro lados iguais.
P= Q

Vamos demonstrar que a proposicao € verdadeira através do contrarreciproco.

Contrarreciproco:
~ @Q: O quadrilatero ndo tem quatro lados iguais.
~ P: O quadrilatero ndo € um quadrado.

~Q = ~P

Proposicao contrarreciproca:

Se um quadrilatero ndo tem quatro lados iguais, entado ele ndo é um quadrado.
Suponhamos que um quadrilatero ndo tem quatro lados iguais. Isso significa que pelo
menos um dos lados do quadrilatero tem comprimento diferente.

Ora, pela definicdo de um quadrado, todos os lados devem ser iguais. Se um quadri-
latero ndo satisfaz essa condicao, ele ndo pode ser um quadrado.

Portanto, a proposi¢cédo “Se um quadrildtero ndo tem quatro lados iguais, entdo ele
nao é um quadrado” é verdadeira.

Como mostrdmos que a proposicao contrarreciproca é verdadeira, a proposi¢ao ori-
ginal também é verdadeira.

Este é outro exemplo que ilustra como uma demonstracao utilizando o contrarreci-
proco pode ser feita num contexto geométrico.

' Exercicios

@ Escreve os contrarreciprocos das seguintes proposicoes:
57.1. Se um numero é divisivel por 6, entdo é divisivel por 3.

57.2. Se um tridangulo é equilatero, entdo a amplitude de cada um dos angulos
internos é 60°.

57.3. Num plano, se umareta r é paralelaaoutrasduasretas s e t, entdo s e t
sao paralelas entre si.
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1. Lagica e teoria de conjuntos

@ Demostra por contrarreciproco que cada uma das seguintes proposicoes é
verdadeira.

58.1. Se um numero é divisivel por 6, entdo é divisivel por 3.

58.2. Se um nimero inteiro n ndo é um quadrado perfeito, entdo vn ndo é um
ndmero inteiro.

58.3. Se um triangulo é retangulo, entdo a soma dos quadrados dos comprimentos
dos seus dois menores lados ¢é igual ao quadrado do comprimento do terceiro
lado.

58.4. Se um quadrilatero é um paralelogramo, entdo os seus lados opostos séo
\__ congruentes.

1.2.11. Resolucao de problemas envolvendo operacoes
sobre condicdes e sobre conjuntos

Este subtdpico aborda técnicas e estratégias para manipular condi¢gdes e conjuntos,
ilustrando como essas operacdes podem simplificar a resolucédo de problemas com-
plexos e permitir uma compreensao mais profunda das estruturas matematicas sub-
jacentes.

ACBABCA) A=)
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( Exemplo 37 )

Resolver,em IR, a seguinte equacgao:

x+1)x-5=0 & Para resolvermos a equacdo podemos aplicar a “lei do
anulamento do produto”.

= x+1)=0vV(x-5=0 &
& x+1=0Vx-5=0 &

< x=-1Vvx=5

CS.={-1; 5}

' Exercicio

@ Resolve, em IR, as seguintes equacodes:
59.1. (x+2)(7-x)=0
59.2. (x*-9) (x+9) =0

__ 59.3. (3x*-27) (2x+12) =0

C Exemplo 38 )
Resolver,em IR, a seguinte condi¢ao:
xX’-9<0 & [caso notavell
& x-3)(x+3)<0 & [garantir que o produto é

negativo]
& X-3<0AX+3>0)V(x-3>0Ax+3<0) ¢« Iprincipio de equivaléncia]

& X<3AX>-3)VE>3Ax<-3) & [propriedades da conjuncéo e
disjuncao de condic¢des]

condigcdo impossivel

& x<3AX>-3

CS.=1-3; 3[

' Exercicio

@ Resolve, em IR, as seguintes condi¢des:
60.1. x+2)(4-x)>0
60.2. x’—1>0Ax+4<0

60.3.2x° - 8>0Ax>8
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1. Légica e teoria de conjuntos

Expressao proposicional ou condicao

Uma expressao proposicional (ou condicao) € uma expressdo com variaveis
que se transforma em proposi¢cao quando as variaveis sao substituidas por de-

signacoes.

Classificacao de condicoes

Possiveis

Universaisem U

Nao universais em U

Impossiveis em U

Qualquer que seja o
termo do universo U

que substitui a variavel, a

condicao transforma-se
sempre numa
proposicao verdadeira.

Existem termos do
universo U que
substituidos na variavel
transformam a condicao
numa proposicao
verdadeira e existem
termos do universo U
que transformam a
condi¢do numa
proposicao falsa.

E uma condicdo que se
transforma sempre numa
proposicao falsa,
qualquer que seja o
termo do universo U
que substitui a variavel.

Quantificador universal e quantificador existencial

Quantificador universal (V)

Quantificador existencial (3)

Seja p(x) uma condigéo:

A proposicdo Vxe U, p(x) é
verdadeira se, e sO se, p(x) for

universal.

Seja p(x) uma condigao:

A proposicdo Ix€ U: p(x) éfalsa se,
e so se, p(x) ndo for universal.

Propriedades da conjuncao e disjuncao de condi¢cées

Sejam:

a(x) «— condicdo universal
b(x) «— condicdo possivel
c(x) «— condigdo impossivel
d(x) < condicao qualquer

58

Temos:

ou nao universal).

a(x) VvV d(x) é uma condicdo universal.
b(x) Vv d(x) é uma condicao possivel (universal

c(x) A d(x) éuma condigcdo impossivel.



1.2. Condig¢des e conjuntos

Segundas leis de De Morgan

Negacao do quantificador universal

Negar que todos os elementos, ou valores, de um dado universo verificam uma
condicao é afirmar que existe pelo menos um elemento, ou valor, do dado uni-
verso que nao verifica a condicdo.

~(VxeU, p(x)) éequivalentea 3xeU: ~p(x)

Negacao do quantificador existencial

Negar que existe pelo menos um elemento, ou valor, de um dado universo que
verifica uma condi¢do é afirmar que todos os elementos, ou valores, do dado
universo nao verificam a condicao.

~(3xeU: p(x)) éequivalentea VxeU, ~p(x)

Representacao de conjuntos

Um conjunto esta representado em extensao quando os seus elementos sao
apresentados, um a um, entre chavetas e separados por virgulas.

Um conjunto esta representado em compreensao quando é apresentada uma
propriedade que carateriza 0s seus, e so 0s seus, elementos.

Um conjunto esta representado através de um diagrama de Venn se cada ele-
mento é representado por um ponto e todos os pontos estao rodeados por
uma linha fechada.

Uniao de conjuntos

Sendo A e B dois conjuntos, chama-se conjunto uniao (ou reuniao)de A e B,
e representa-se simbolicamente por AU B, ao conjunto definido pela condi¢cao
XEAVXEB.

AUB={x€AVXx€EB}
A B
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Intersecao de conjuntos

Sendo A e B dois conjuntos, chama-se conjunto intersecaode A e B, e
representa-se simbolicamente por AN B, ao conjunto definido pela condi¢cao
XEANXEB.

ANB={x€EAAXEB}

A B

Inclusdo de conjuntos

Sendo A e B dois conjuntos, dizemos que A esta con-

tido em B, e representa-se simbolicamente por ACB,

quando: @ 3
Vx, x€EA = xe&B

Nesta situacao, A é um subconjunto préprio (ou parte)
de B.

Diferenca de conjuntos

Sendo A e B dois conjuntos, designamos por diferenca A B
entre A e B, erepresenta-se simbolicamente por A\B, o
conjunto que:

Vx, xEAAXEB

Conjunto complementar

Seja A um conjunto do universo U, designamos por com-
plementar de A, erepresenta-se simbolicamente por A,
0 conjunto que:

Vx, xEUANXEA

c

Ou seja, o complementar A é composto por todos os ele-
mentos do universo que nao pertencema A.

A=U\A
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Relacao entre operacoes ldgicas sobre condicoes e operacoes
sobre os conjuntos que definem

Se A e B forem conjuntos definidos, num universo U, pelas condicdes p (x)
e q):

Operacodes entre condicoes Operacdes entre conjuntos
Disjuncao Reunido
p(x)V q(x) AUB
Conjuncéao Intersecao
p(x) A q(x) ANB
Negacéao Complementar
~px) A

Propriedades das operag¢des entre conjuntos:
AUB=BUA

Principio de dupla inclusao

Se A e B forem conjuntos definidos, num universo U, pelas condigdes p (x)
e q(x) que sdo equivalentes, entdo A e B sao iguais.

(ACBABCA) éequivalentea (A=B)

Contrarreciproco
Sejam p(x) e q(x) duas condicdes, entdo:
(Vx, p(x) = qix)) & (Vx, ~glv) = ~px))

Dizemos que a segunda proposicdo (Vx, ~q(x) = ~p(x)) é o contrarre-
ciproco da primeira proposi¢do (Vx, p(x) = q(&)).
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Indica o valor I6gico das seguintes proposi¢oes. Para cada caso falso,
apresenta um contraexemplo.

1.1. 2xE€N: x<0 1.2. 1x€Q: x<0
1.3. VxER, x€Q 14. 3x€R: x€”Z
1.5. VXEN, x—1>-1 1.6. VXER, x’>0Ax*>0

Considera as condi¢des: "x =x", “"x#x", "x €EIR" e "0<x".
2.1. Classifica cada uma das condigdes no conjunto dos ndimeros reais.

2.2. Para cada uma das seguintes condicdes indica se é possivel, universal ou
impossivel.

a) x=xAx€ER
b) x=xA0<x
c) xzxAN0O<Lx
d) xeRVOLKx

Completa a tabela.

Linguagem natural Linguagem simbdlica

Todos os cabo-verdianos
gostam de cachupa.

Alguns turistas visitam o Parque
Natural da Serra da Malagueta.

Vx, x ébicicleta = x tem rodas

dx: x éretdngulo A\ x é quadrado

Alguns cabo-verdianos ja
participaram nos Jogos
Olimpicos.

Existe pelo menos um nimero
racional positivo que é par.

VxEIN, x<3AXx éprimo = x épar

Existem tridngulos que sao
isosceles.
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Justifica que as seguintes proposicdes sao falsas.
4.1. Qualquer nimero natural que seja multiplo de 7 é multiplode 14.

4.2. O cubo de um nimero inteiro &€ sempre maior do que o quadrado desse
ndmero.

4.3. Qualquer quadrilatero que tenha todos os lados iguais € um quadrado.

Considera o conjunto D={2, 3, 4, 5} . Seja p(x) acondi¢do "x é nimero
primo” e seja q(x) acondicdo “x é multiplo de 2".

5.1. Indica o valor légico da proposicdo Vx&ED, p(x).
5.2. Indica o valor l6gico da proposicdo 3x€D: q(x).

5.3. Escreve uma proposicao, comecando com um quantificador, equivalente
arespetivanegacdode Vx&€D, p(x).

5.4. Traduz, para linguagem corrente, a negacgdo da proposicdo 3x€D: g(x).

Considera, em IR, as seguintes condicodes:
pxX):x’—x-2=0; gx): —1<x<n

6.1. Indica, justificando, o valor l6gico da proposicédo: Ix€R: p(x) Agx).

6.2. Considera os seguintes conjuntos de numeros reais:
A={xeR: p(x)} e B={xeR: g}
Indica, em extensao ou na forma de intervalo, os seguintes conjuntos:
a) AnNB b) AUB c) ANB

Demonstra por contrarreciproco a proposi¢cao: Se um niimero natural n nao
é divisivel por 9, entdo nao é divisivel por 27 .

Considera os seguintes conjuntos de nlimeros reais:

A={x€R:x>6}; B={x€R: x<n} e C={xEIR: x>27—0}

Define, sob a forma de intervalo, ou de reunido de intervalos disjuntos, os
seguintes conjuntos, considerados como subconjuntos de R.

8.1. AUB 8.2. ANB 8.3.BNnC
8.4. AUB 8.5. CUB 8.6. AABUC

8.7. (AuB)nC

63



1. Légica e teoria de conjuntos

Teste

Considera as proposicoes:

p: (-5)°<5? q:—%<%

Para as proposicdes podemos concluir que:

(A) p éverdadeira e g é verdadeira. (B) p é verdadeira e q é falsa.
(C) p éfalsa e g é verdadeira. (D) p éfalsa e q é falsa.

Indica qual das seguintes condicdes é universalem Z .
(A) x*~1>0 (B) x’~1<0 (€) ¥*+1>0 (D) x*~1<0

Sejam a e b duas proposic¢oes, sendo a verdadeira, podemos concluir que:
(A) a = b é verdadeira qualquer que seja o valor l6gico de b.

(B) a2 < b é verdadeira qualquer que seja o valor l6égico de b.

(C) a N b éverdadeira qualquer que seja o valor légico de b.

(D) a Vv b éverdadeira qualquer que seja o valor l6gicode b.

Qual das seguintes expressoes é equivalente a negac¢ao da proposi¢ao “Ana
esta na escola ou Pedro esta no trabalho” de acordo com as leis de De Morgan?

(A) Ana ndao esta na escola ou Pedro ndo esta no trabalho.
(B) Anando esta na escola e Pedro nao esta no trabalho.
(C) Ana esté na escola e Pedro nao estéa no trabalho.

(D) Ana esta na escola ou Pedro ndo estéa no trabalho.

O possivel contrarreciproco de “Se souberes nadar nao te afogas
facilmente” é:

(A) Se nao souberes nadar, afogas-te facilmente.
(B) Facilmente te afogas se nao souberes nadar.
(C) Nao te afogas facilmente se souberes nadar.
(D) Saber nadar implica nao te afogares facilmente.

Sejam F e G dois conjuntos, se FC G, qual das seguintes afirmacoes é
verdadeira?

(A) Todos os elementos de F estdoem G.
(B) Todos os elementosde G estdoem F.
(C) F e G sdao complementares.

(D) F e G saoiguais.
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Escreve, em linguagem corrente, a negagao das seguintes proposicoes:
7.1. O Martim tem 8 anos e é estudante.
7.2. Se a Margarida tem 7 anos, entao é estudante.

7.3. A Luana é brasileira ou nasceu no Brasil.

Sejam a e b duas proposi¢des. Simplifica as seguintes expressoes
utilizando as propriedades das operagoes logicas.

av(ibA~a)

Seja a uma proposicao verdadeira e b uma proposicao falsa.
9.1. Determina o valor légicode ~aVVb — ~b.

9.2, Determina o valor l6gico da proposi¢cao c, sabendoque aAnc = b
é uma proposicao falsa.

Considera os conjuntos A={1, 3,5, 7} e B={2, 4, 6, 8}.
Indica o valor I6gico de cada uma das seguintes proposicoes:

10.1. Vxe€A, x<8 10.2. Vx €A, 2x é um ndmero par
10.3. VxE€A, x é um numero primo 10.4.Vx€A, xeB
10.5. 3x EB: %EA 10.6. Ax: xZAAXEBAX<3

Considera, no universo U={-3; —1; 0; 2; 4}, os seguintes conjuntos:
A={x:x<4}; B={x: x’<4}; C={x: x<0}
Determina em extensao:

11.1. B 1.2. C 11.3. AUB
11.4. BNC 11.5. ANC 11.6. AUB

Resolve, em IR, acondicdo: x>*-9>0V x>8.

Considera, em IR, as condigées: p(x): x<4 e gx): x>7.
13.1. Representa na forma de intervalo o conjunto {x€R: ~p(X) A~qx)}.
13.2. Justifica que a proposi¢cao Vx€R, p(x) = ~qg(x) é verdadeira.

13.3. Apresenta, em extens&o, o conjunto {x€IN: ~ (p(x) vV g(x)) } .

Demonstra, por contrarreciproco, que:
“Se o quadrado de um nimero inteiro n é impar, entdo n é impar”.
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O que vou aprender neste tema

Desde as assembleias democraticas, na Antiga Grécia, até as eleicdes modernas, a forma como
tomamos decisdes coletivas evoluiu significativamente. Este tema, “Métodos de Apoio a Deci-
sdo’, aborda dois subtemas principais: a Teoria matematica das elei¢ées e a Teoria da partilha
equilibrada, que te ajudam a entender como as decisGes podem ser feitas de maneira justa e
eficiente.

Uma pintura de Philipp Foltz, do século XIX, representando
um discurso do estadista grego Péricles.

A Teoria matematica das eleicOes explora o conceito de votar e a importancia das eleicdes, bem
como diferentes sistemas de votacao, critérios de justica e os limites para melhorar esses siste-
mas. Desde a votacdo majoritaria até ao voto preferencial, diferentes métodos tentam captu-
rar a “voz” das populacdes de maneira justa, apesar dos desafios e das imperfeicdes inerentes.
Neste tema também vais conhecer e compreender melhor os sistemas de votacdo utilizados
em Cabo Verde.

O subtema Teoria da partilha equilibrada trata da divisio justa de recursos, quer seja um bem
indivisivel, como uma casa, ou um recurso divisivel, como dinheiro. A matematica fornece mé-
todos para garantir que todos percebam a divisio como justa. A Teoria

da partilha equilibrada aborda problemas de partilha, desde a di-
visdo discreta até a continua, procurando sempre a equidade.

Este tema oferece uma visdo fundamental sobre como a
matematica e a teoria das decisbes podem ser aplicadas
para resolver problemas complexos e promover a justica
em processos coletivos e individuais.
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O que vou aprender neste tema

2.1. Teoria matematica das eleicoes
* Perceber a importéncia da matematica aplicada a algumas questdes sociais.
* Compreender os diferentes sistemas de votacao.
* Compreender como se contabilizam os mandatos nalgumas elei¢des.

* Compreender que os resultados podem ser diferentes se os métodos de
contabilizacdo dos mandatos forem diferentes.

* Analisar algumas situagdes paradoxais.
* Compreender que hé limitacdes a melhoria dos sistemas de elei¢cdes.
* Resolver problemas de modelagdo matematica no contexto da vida real.

* Resolver problemas e atividades de investigacao tirando partido da
tecnologia (calculadora grafica, GeoGebra e folha de célculo, por exemplo).

* Desenvolver competéncias sociais de intervencao.

2.2. Teoria da partilha equilibrada
* Compreender a problematica da partilha equilibrada.

* Experimentar os algoritmos usados em situacdes de partilha no caso
continuo e no caso discreto.

* Compreender que a aplicagao de algoritmos de partilha diferentes pode
produzir resultados diferentes.

* Conceber e analisar estratégias variadas de resolucao de problemas e
criticar os resultados obtidos.

* Compreender e construir argumentos matematicos e raciocinios logicos.
* Resolver problemas de modelagdo matematica no contexto da vida real.

* Resolver problemas e atividades de investigacao tirando partido da
tecnologia (calculadora grafica, GeoGebra e folha de calculo, por exemplo).
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2. Métodos de apoio a decisdo

Antes de comecar
0 Na escola da Mayra, todos os alunos foram Cores [N.°de votos
chamados a participar numa votacao para eleger Azul 285
a nova cor das paredes exteriores do edificio :
principal. A escola da Mayra tem 1450 alunos. Cinzento 42
Estava decidido que: se uma cor ndo obtivesse Verde 345
maioria absoluta, as duas cores mais votadas Branco 163
assariam a uma final. No dia da eleicao da cor,
P ¢ Vermelho 123

votaram 958 alunos.
A tabela apresenta os resultados obtidos na votacgéao.

1.1. Indica, justificando, se, com esta votacao, é possivel decidir a cor para
pintar o edificio.

1.2. Se existir uma final para a votacao, que cores vao a eleicao?

1.3. Determina o numero de alunos que ndo votaram (abstencéo) e indica a
sua percentagem em relagdo ao numero total de alunos.

1.4. O Mério disse a Mayra: “Tenho a certeza que na final a cor verde vai
ganhar". Concordas com o Mario? Justifica a tua resposta.

7

o A Associacao “llha Sustentavel” é uma associagao local que se dedica a
realizagao de atividades ambientais. Nos ultimos anos tem realizado
diversas atividades que protegem o ambiente e que aumentam o bem-estar
da populacao dailha e de quem a visita.

Este ano, os associados vao eleger a nova direcdo da associacao para os
préximos quatro anos. Ganha as eleicdes a equipa que obtiver maior
pontuacéo na votacéo.
Os estatutos da associacao estabelecem trés tipos de sdécios:
Sécio pi pitxi, membros ha menos de 5 anos — cada voto vale 1 ponto.
Sécio fo, membros ha 5 ou mais anos e menos de 10 anos - cada voto
vale 2 pontos.
Saécio pi ghd, membros hd 10 ou mais anos — cada voto vale 3 pontos.
A tabela ao lado apresenta
0 numero de votos obtidos

Sécio | Sécio | Soécio
pi pitxi fé pi gha

pelas equipas, por cada tipo

de sdcio. Equipa X | 24 10 11
2.1. Qual foi a equipa que obteve Equipa Y| 5 15 16
mais votos? Equipa Z 12 30 2

2.2. Qual foi a equipa que ganhou?

2.3. Consideras correto o método utilizado pela associa¢géo? Justifica a tua
resposta. Apresenta vantagens e desvantagens.
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2 Métodos de apoio a
decisao

2.1. Teoria matematica das eleicoes

2.1.1. Introducao - A sociedade e as eleicoes
Votar é o ato de expressar uma escolha ou opinido numa decisao coletiva.

Em Cabo Verde, como em muitas democracias, votar é
um direito fundamental dos cidadaos, que lhes permite
participar no processo democratico, escolhendo os seus
representantes e influenciando as politicas publicas. O
voto pode ser exercido para diferentes objetivos, como
sdao exemplo as eleicdes presidenciais, as legislativas e
as autarquicas. O ato de votar € uma componente essen-
cial para assegurar que os eleitos refletem a vontade do
povo e funciona como um mecanismo de responsabili-
dade e transparéncia.

O voto de cada cidadao é secreto, ninguém pode ser obrigado a revelar o seu sentido
de voto.

As elei¢coes sao processos formais pelos quais os cidadaos de um pais escolhem
individuos para ocupar cargos publicos. Em Cabo Verde, as eleicdes sao realizadas
de maneira periddica e sdo fundamentais para a manutencéo do sistema democra-
tico. Os eleitores cegos, ou que possuam uma deficiéncia fisica visivel que os impeca
de realizar sozinhos o ato de votar, tém o direito de votar acompanhados por um ci-
dadao eleitor da sua escolha. Esse acompanhante ndo pode ser um candidato nem
um representante de um candidato.

Em Cabo Verde, o direito de votar € garantido pelaCons- /= = = =0 ==
tituicdo e regulado pelalegislacao eleitoral. Para ser elei- =3
tor, a pessoa deve cumprir 0s seguintes requisitos:

* ldade: deve ter pelo menos 18 anos de idade no
dia da eleicéo.
* Nacionalidade: deve ser cidadao cabo-verdiano.

* Registo eleitoral: deve estar registado como
eleitor. O registo eleitoral é necessario para
assegurar que o eleitor esteja listado e possa votar nas eleicdes.

Existem varios tipos de eleicdes no nosso pais.
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2. Métodos de apoio a decisdo

Elei¢cdes presidenciais

As elei¢oes presidenciais sao realizadas para eleger o Presidente da Republica, que é
o Chefe de Estado de Cabo Verde. O presidente é eleito por voto popular direto e serve
um mandato de cinco anos, podendo ser reeleito por mais um mandato consecutivo.

Na eleicédo ao cargo de Presidente da Republica € eleito o candidato que conseguir a
maioria absoluta dos votos. A maioria absoluta consiste em alcancar uma quanti-
dade de votos superior a metade dos votos realizados.

O sistema de representacao maioritario € realizado a duas voltas. Ou seja, se na pri-
meira volta nenhum dos candidatos obtiver maioria absoluta, é realizada uma se-

gunda volta com os dois candidatos mais votados na primeira volta.

Presidentes da Reptublica de Cabo Verde

Presidentes

Periodo do mandato

Imagem

Aristides Pereira . 22 de margo de

(1923-2011) 8 de julho de 1975 1991
Antonio

Mascarenhas 22 de margo de 22 de margo de
Monteiro 1991 2001

(1944-2016)

Pedro Pires 22 de marco de 9 de setembro de
(n.1934) 2001 2011

Jorge Carlos

9 de setembro de

9 de novembro de

Fonseca
2011 2021
(n.1950) L 2
José Maria Neves 9 de novembro de
Presente

(n.1960)
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2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Para ser candidato a Presidente da Republica de Cabo Verde, deve-se atender a uma
série de requisitos estabelecidos pela Constituicdo e pela legislacao eleitoral.

Os principais critérios incluem:
* Nacionalidade: deve ser cidadao cabo-verdiano de origem.
* Idade: deve ter pelo menos 35 anos de idade.

» Capacidade civil e politica: deve ter pleno gozo dos direitos civis e politicos.
Isso significa que ndo pode estar privado desses direitos por sentenca judicial
transitada em julgado.

* Residéncia: deve ter residido em Cabo Verde por pelo menos trés anos
consecutivos imediatamente antes da data da eleicéo.

* Elegibilidade: ndo pode estar em situacao de inelegibilidade, que inclui casos de
crimes graves, corrupcao ou outras infracdes que resultem na perda de direitos
politicos.

Além destes requisitos, o candidato deve ser formalmente apresentado por um par-
tido politico ou por um grupo de cidadaos eleitores. A candidatura deve ser apoiada
por um nimero minimo de assinaturas de eleitores, conforme determinado pela le-
gislacao eleitoral. Esses requisitos garantem que os candidatos a Presidente da Re-
publica tenham um compromisso claro com o pais e estejam aptos a representar os
interesses da nacao.

Lo DUTUBRO

PRESIDENCIAIS

2021 ! |JE!:
EXERCA O

SEU DIREITO DE VOTO é [] S TE

COMISSAQ NACIDNAL DE ELEICOES NA DIASPORA CNE PORTUGAL

Para as eleicdes presidenciais, esta definido no Cddigo Eleitoral dois circulos eleito-
rais: o Circulo Eleitoral Nacional, para o territério nacional; e o Circulo Eleitoral do Es-
trangeiro, para o conjunto dos paises estrangeiros onde Cabo Verde tem estabele-
cida representacao diplomatica. Deste modo, podem participar cabo-verdianos
emigrantes em varias partes do mundo.

Exercicios

0 Ja possuis todos os requisitos para usufruires do direito de votar?

Indica os requisitos que possuis e 0s que nao possuis, referindo o que devera
acontecer para que possas votar.
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2. Métodos de apoio a decisdo

9 Para cada uma das seguintes afirmacodes, indica se sdo verdadeiras ou falsas,
justificando as falsas.

a) Qualquer cidadao cabo-verdiano pode votar ao fazer 18 anos.

b) Em Cabo Verde, as mulheres ndo podem votar.

¢) Um cidadao cabo-verdiano registado como eleitor tem possibilidade de votar no
estrangeiro para as elei¢des presidenciais.

d) Qualquer cidadao cabo-verdiano de origem, com pelo menos 35 anos de idade,
pode candidatar-se a Presidente da Republica.

e) Até 2010, Cabo Verde teve trés presidentes da Republica.

f) E possivel um Presidente da Republica de Cabo Verde estar no cargo por 15
anos consecutivos.

g) O direito de voto pode ser exercido, em Cabo Verde, em varias elei¢des:
presidenciais, legislativas e autarquicas.

o Desde 1975, qual foi o Presidente da Republica Democratica de Cabo Verde com
um mandato de maior duracao? Justifica a tua resposta.

o A seguinte tabela apresenta o niimero de votos, e respetiva percentagem, obtidos
pelos seis candidatos as eleicdes presidenciais de 2021.

o [o) : 8 2 ;. © [ g (7] o %
- - ) S =

Circulo eleitoral S © T2 = @ g J 2 8> vE 2 E ® o
(n.° de votos TS oo 985 o> T LQ | Qunwo|Egct
%) 582|292 |882|385 835 83°

e% R B R o 20| T o -

L S S < S® |05

. 2457 1332 87440 72800 2031 3134

Nacional

1,44% 0,78% | 51,27% | 42,69% | 1,19% 1,.84%
61 78 8595 5803 103 211
0,41% 0,52% | 57,67% | 38,93% | 0,69% 1,.42%
2518 1410 96035 78603 2134 3345
1,36% 0,76% | 51,79% | 42,39% | 1,15% 1,80%

Estrangeiro

Total

Fonte: | Série do Boletim Oficial do dia 25 de outubro de 2021

4.1. Qual foi o candidato vencedor?

4.2. Sabendo que estes resultados foram obtidos na primeira volta, houve
necessidade de se realizar uma segunda volta? Justifica a tua resposta.

4.3. Determina o nimero de votos véalidos em territério nacional.

4.4. Determina o numero total de pessoas que votaram no estrangeiro, sabendo que
0 apuramento no circulo eleitoral do estrangeiro registou 142 votos brancos e
85 votos nulos.
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2.1. Teoria matematica das elei¢coes

4.5. Sabe-se que estavam inscritos nos cadernos de recenseamento 398 690
eleitores e que, na elei¢ao, se registaram 4295 votos embranco e 1592 votos
nulos. Determina:

a) o numero total de pessoas que votaram;
b) ataxa de abstencao registada e interpreta o resultado no contexto do problema.

votos \ , f{ VOTOSEM ) |
VALIDOS BRANCO

NUMERO
DE
VOTANTES

_ ( NUMERODE ) _ ' ABsTENGAO

NUMERO DE

INSCRITOS

VOTANTES

Eleicdes legislativas

O Parlamento de Cabo Verde é constituido por uma unica camara, designada Assem-
bleia Nacional. As elei¢oes legislativas sao realizadas para eleger os deputados, mem-
bros da Assembleia Nacional. Os deputados sao eleitos por voto popular direto, em
cada circulo eleitoral, e servem um mandato de cinco anos. A Assembleia Nacional é
responsavel por conceber e aprovar leis, além de fiscalizar as agcdes do Governo.

~
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2. Métodos de apoio a decisdo

Para a eleicdo dos deputados a Assem-
bleia Nacional estdo definidos um total
de 13 circulos eleitorais, sendo 10 no
territério nacional e trés no estrangeiro.
Ha trés circulos de grande dimensao de-
vido ao maior numero de eleitores regis-
tados: Santiago Sul; Santiago Norte e
Sao Vicente. Ha um circulo de dimensao
média, a ilha de Santo Antdo. Depois,
existem nove circulos de pequena di-
mensao: Sao Nicolau, Sal, Boa Vista,
Maio, Fogo, Brava, Africa, Américas e Eu-
ropa e Resto do Mundo.

A Assembleia Nacional é composta por
72 deputados. O nimero de deputados é
baseado na dimensao demogréfica de
cada circulo eleitoral. Assim, os eleitores
do circulo de Santiago Sul elegem 19 de-
putados, os eleitores de Santiago Norte
elegem 14 deputados e assim sucessi-
vamente, conforme indicado na tabela.

Circulo Numero de

eleitoral deputados
Santiago Sul 19
Santiago Norte 14
Sé&o Vicente 11
Santo Antéo 6
Sé&o Nicolau 2
Sal 3
Boa Vista 2
Maio 2
Fogo 5
Brava 2
Africa 2
Américas 2
Europa e Resto do 5

Mundo

Como a dimensao demografica varia ao longo dos anos, o minimo de deputados

para cada circulo eleitoral pode também variar.

Exercicios

e Quantos deputados para a Assembleia Nacional sao eleitos através do circulo da

Boa Vista nas eleicoes legislativas?

e Nas eleic¢Oes legislativas, quais sao os circulos eleitorais que elegem menos

deputados?

o Os eleitores inscritos nos circulos de Santiago Sul, Santiago Norte e Sao Vicente
podem eleger mais de metade dos deputados para a Assembleia Nacional?

Justifica a tua resposta.

Eleicdes autarquicas

Nas elei¢cOes autarquicas sao eleitos os representantes locais, como presidentes de
camaras municipais e membros das assembleias municipais. Estas eleicdes ocorrem
a cada quatro anos e sdo essenciais para a governacao local, fazendo-se a gestao

das autarquias.
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2.1. Teoria matematica das elei¢coes

¢ Anos das

3 Elei¢coes Autarquicas

15121991 - 15.12.2023

O Inicio do Poder Local Democratico
em Cabo Verde

Nas eleicdes autdrquicas, cada eleitor preenche dois boletins de voto:
* um boletim de voto para eleger os membros da Assembleia Municipal;

* um boletim de voto para eleger os membros da Camara Municipal (vereadores e
presidente).

O presidente da Camara € o cidaddo que encabeca a lista mais votada na elei¢cao
para Camara Municipal.

O numero de membros da Assembleia Municipal e da Camara Municipal depende do
numero de habitantes do respetivo municipio, conforme consta da tabela seguinte.

Nimero de Membros da Assembleia e Camara Municipal

N.° de habitantes do Membros da Assembleia M(-?n.\bros da (_:amara
L . . Municipal (presidentes e
municipio Municipal
vereadores)
Superior a 30 000 21 9
De 10 000 a 30000 17 7
Inferiora 10 000 13 5

Fonte: Direcdo-Geral de Apoio ao Processo Eleitoral (DGAPE): https://dgape.cv/tipos-de-eleicao/

Os membros da Assembleia Municipal sao eleitos através do sistema de representa-
¢ao proporcional, utilizando-se o método de Hondt.

Os membros da Camara Municipal sado eleitos através do sistema maioritario, con-
quistando todos os mandatos a lista que obtiver a maioria absoluta dos votos validos.
Nao havendo maioria absoluta, utiliza-se o sistema de representacao proporcional,
convertendo os votos em mandatos, de acordo com o método de Hondt.

O sistema maioritario, o sistema de representac¢ao proporcional e 0o método de Hondt
serao aprofundados neste subtema “Teoria matematica das eleicdes”.
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2. Métodos de apoio a decisdo

Exemplo 1: Assembleia Municipal

Na seguinte imagem, apresentam-se os resultados obtidos nas eleicdes
autérquicas de 2020, para eleger os membros da Assembleia Municipal, no
municipio de Sdo Domingos.

Resultados Elei¢coes autarquicas 2020
Sao Domingos

Camara Municipal Candidatos eleitos

INSCRITOS VOTANTES PAICV Felismina Dos Santos Moreno
9544 6945 MPD  Admilson Manuel Monteiro Moniz
PAICV Fernando Jorge Moniz Pereira
'VOTOS EM BRANCO % VOTOS EM BRANCO
115 W7 MPD  Carla Romira Freire Moreira
PAICV Mércio Evandro Andrade Furtado Mendonga Janior
'VOTOS NULOS % VOTOS NULOS
PAICV Zenaida Vaz Gongalves
82 1.2
MPD  José Jorge Lopes Fernandes
oo NvOTOS o PAICV Pedro Gongalves Monteiro
2699 .
MPD  Adilson Lopes Pinto
Paicy N voTOoS . PAICV Edmilson Gongalves Tavares
MPD  Vera Patricia Andrade Rodrigues
AMIESD NS 50 % PAICV Maria De Lourdes Ferreira Martins

PAICV

Ulisses De Jesus Afonso Monteiro Borges

MPD

Adilson Da Costa De Carvalho

PAICV

Renato Mendonga Pinto Frederico

MPD  Jodo Da Luz Ferreira Tavares

PAICV Zuleica Maria Ferreira Lopes

Como os membros da Assembleia Municipal sdo eleitos através do sistema de
representacao proporcional, mesmo existindo uma lista com maioria absoluta,
os lugares de deputados municipais sao distribuidos proporcionalmente pelas
diferentes listas, utilizando-se o método de Hondt.

Exemplo 2: Camara Municipal (com maioria absoluta)

Na seguinte imagem apresentam-se o0s resultados obtidos nas eleicdes
autérquicas de 2020, para eleger os membros da Cédmara Municipal, no
municipio da Ribeira Grande.

Resultados Elei¢coes autarquicas 2020
Ribeira Grande

Camara Municipal Candidatos eleitos
INSCRITOS VOTANTES MPD  Orlando Rocha Delgado
13315 8802 MPD  Maria De Jesus Nobre Rodrigues
MPD  Dirceu José Cruz Lima Rocha
VOTOS EM BRANCO % VOTOS EM BRANCO
214 2,4 MPD  Paulo Luis Rodrigues
MPD Isabel De Conceigdo Rocha Pires Da Luz
VOTOSNULOS % VOTOSNULOS MPD  Rui Anténio Da Costa Silva
198 2,2
MPD  Sheila Filomena Fonseca Santos
ARG N YOS 195 %
PAICV N ‘v‘(;:os 178 %
MPD N ‘\{In::os 580 %
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2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Como a lista mais votada obteve maioria absoluta (mais de 50% dos votos
validos), a lista conquista todos os mandatos.

Exemplo 3: Camara Municipal (sem maioria absoluta)

Na seguinte imagem, apresentam-se os resultados obtidos nas eleicdes
autérquicas de 2020, para eleger os membros da Camara Municipal, no
municipio de Sao Vicente.

| Resultados Eleicdes autarquicas 2020

| Sao Vicente

Camara Municipal

INSCRITOS VOTANTES
52547 29734

VOTOS EM BRANCO
608

VOTOS NULOS
355

MIMS

MPD

uci

PAICY

N VOTOS
2357

N.*VOTOS
11148

N.VOTOS
9416

N VOTOS
5851

% VOTOS EM BRANCO
2,0

% VOTOS NULOS
1.2

Candidatos eleitos

MPD  Augusto César Lima Neves

UCID  Anténio Delgado Monteiro

PAICV Albertina Lopes Da Graga

MPD  Silmara Sueli Sousa

uCID Neusalsabel De Pina Araijjo Sanga

MPD  Rodrigo Regalia Rendall Leite De Oliveira Martins

UCID  Anilton Rodrigues Ferreira Andrade

PAICV Celeste Dias Sousa Da Paz

MPD  José Carlos Da Luz

Como nenhuma lista obteve maioria absoluta (mais de 50% dos votos validos),
utiliza-se o sistema de representacao proporcional, convertendo os votos em
mandatos, de acordo com o método de Hondt.

Exercicios

e Para cada uma das seguintes afirmacgodes, indica se sdo verdadeiras ou falsas,

justificando as falsas.

a) As eleicdes autarquicas realizam-se a cada seis anos.

b) Nas eleicdes autarquicas sé podem votar eleitores com mais de 21 anos.

c) Nas eleicdes autarquicas cada eleitor preenche dois boletins de voto.

d) Todos os municipios tém o mesmo nimero de membros da Assembleia

Municipal.

e) Os membros da Assembleia Municipal sdo eleitos através do sistema de
representacao proporcional, utilizando-se o método de Hondt.

f) Os membros da Cadmara Municipal séo eleitos através do sistema de
representacao proporcional, utilizando-se o método de Hondt.
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2. Métodos de apoio a decisdo

9 Na seguinte imagem, apresentam-se os resultados das eleicdes autarquicas de
2020, para eleger os membros da Camara Municipal, no municipio da Ribeira
Grande.

Resultados Eleicoes autarquicas 2020
Ribeira Grande

Camara Municipal Candidatos eleitos

INSCRITOS VOTANTES MPD José do Rosério Martins
5623 3729 MPD Maria do Rosério Cabral

MPD Maria de Jesus Silva Conceigdo

VOTOS EM BRANCO % VOTOS EM BRANCO

149 4 MPD Porfirio Aimeida Mestre
MPD Osvaldo Fonseca
VOTOS NULOS % VOTOS NULOS
61 1.6
N.° VOTOS
MPD 1826 490 %
N.° VOT
PAICV 1 6(;305 454 %

9.1. Determina a taxa de abstencao registada nas eleicbes autarquicas de 2020, no
municipio da Ribeira Brava.

9.2. Considerando os resultados obtidos, deve utilizar-se o sistema de representacao
proporcional, convertendo os votos em mandatos? Justifica a tua resposta.

2.1.2. Sistemas de votacao

Os sistemas de votacao sdao métodos matematicos e estatisticos utilizados para re-
colher e interpretar as preferéncias de um grupo de individuos.

Os sistemas de votacdo desempenham um papel crucial em elei¢des politicas, deci-
sdes corporativas e até mesmo em competicdes e programas de TV.

A escolha do sistema de votacao pode influenciar significativamente o resultado e a
percecao de justica acerca do processo.

Um sistema de votagcao é um conjunto de regras que determinam como as preferén-
cias expressas pelos votantes sdo recolhidas, contabilizadas e transformadas em
decisédo coletiva.

Existem diversos sistemas de votacdo. Vamos abordar os seguintes:
* Sistemas maioritarios
* Sistemas preferenciais
* Sistemas de aprovacao
* Sistemas de representac¢ao proporcional
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2.1.2.1. Sistemas maioritarios

Os sistemas de votagcao maioritarios, tanto de uma volta quanto de duas ou mais voltas,
sao amplamente utilizados em varias democracias do mundo. A escolha entre esses
sistemas depende de uma série de fatores, incluindo a cultura politica, a estrutura do
Governo e as preferéncias dos eleitores.

Enquanto o sistema de uma volta é simples e rapido, o sistema de duas ou mais voltas
assegura que o vencedor tenha apoio da maioria absoluta, contribuindo para uma maior
legitimidade e representatividade.

Sistema de maioria simples

No Sistema de maioria simples ou Sistema maioritario de uma volta, o candidato
ou a proposta que recebe o maior numero de votos numa unica volta de votacao é
declarado vencedor, independentemente de ter obtido a maioria absoluta (mais de
50% dos votos).

Este sistema é caraterizado pela simplicidade e rapidez no apuramento. No entanto,
podem acontecer situagcdes em que o vencedor ndo tem o apoio da maioria dos
eleitores.

Exemplo 4: Elei¢cGes gerais no Reino Unido

Nas elei¢des gerais no Reino Unido € utilizado o sistema de votagéao “first-past-
-the-post”. O candidato com mais votos em cada distrito eleitoral vence,
independentemente de obter a maioria absoluta.

A semelhanca do Reino Unido, muitos paises utilizam o sistema de votacdo de
maioria simples, principalmente para eleicdes legislativas nacionais.
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Exemplo 5: Eleicdes presidenciais no México (2006)

Nas eleicdes presidenciais realizadas
no México, em 2006, Felipe Calderdn
venceu com 35,89% dos votos, uma
margem muito estreita sobre o
segundo colocado, Andrés Manuel
Lépez Obrador, que recebeu 35,32%

dos votos.

https://www.brasildefato.com.br/especiais/
cobertura-especial-or-eleicoes-no-mexico

Exercicio

RESULTADO OFICIAL

Felipe Calderén foi o eleito
PAN (Partido de Agdo Nacional)

Foi a dif
0, 57% egli:?e cln seerﬁnact?versério

? Andrés Manuel
Lépez Obrador
| PRD (Partido da Revolugao
Democratica)

@ Para saber qual o tipo de misica preferido dos alunos de uma escola realizou-se
um questiondrio. Os resultados estao apresentados no seguinte grafico.

Rock
Rap

Pop
Kizomba
Jazz
Hip-Hop
Funana

Tipo de musica preferida
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351

—

Sistema de maioria absoluta

No sistema de maioria absoluta, se nenhum candidato ou proposta obtiver a maioria
absoluta (mais de 50% dos votos) na primeira volta, realiza-se uma segunda volta
entre os dois candidatos ou propostas mais votadas. A segunda volta garante que o

vencedor obtenha a maioria absoluta.

No sistema de maioria absoluta garante-se que o vencedor tem o apoio da maioria
dos votantes, no entanto pode ser necessario uma segunda volta, acarretando, por

vezes, mais custos.
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10.1. Qual é o tipo de musica que ganha a preferéncia dos alunos, utilizando o
sistema de maioria simples?

10.2. Determina, com arredondamento as décimas, a percentagem de votos obtida
por cada tipo de musica.

10.3. Comenta a afirmacao: “"Os alunos gostam mais de hip-hop do que de rap”.
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Exemplo 6: Elei¢coes presidenciais em Franca

Nas elei¢des presidenciais, a Franga utiliza o sistema de duas voltas. Se nenhum
candidato obtiver mais de 50% dos votos na primeira volta, realiza-se uma
segunda volta entre os dois mais votados.

Elei¢do presidencial na Franga (2022) Na eleicao presidencial francesa de
Primeire turno 201 7, nenhum candidato obteve, na
primeira volta, maioria absoluta.
w | Emmanuel Macron .
LREM Realizada uma segunda volta, com os
Py 4 27.6%

dois candidatos mais votados na
primeira volta, foi possivel eleger-se o
novo presidente francés.

Jean-Luc Mélenchon
LFI Elei¢ao presidencial na Franca (2022)
| 21,5 %

Segundo turno
Eric Zemmour
REC! = Emmanuel Macron
I 7 % ¥ LREM

e | . 58,55 %
Valérie Pécresse - Y
LR Marine Le Pen
B 22 % . RN

I 41,45 %
Fante: dpa | L1 de abril d= 2022, 3:55 (UTC=2} @O  Fonte: dpa | 25 de abril de 2022, 05:09 {UTC42)
Exercicios

m A turma da Luana votou para eleger o desporto preferido para realizar um torneio.
A tabela regista o nimero de votos obtidos por cada desporto.

Modalidade desportiva | N.° de votos
Basquetebol 8
Atletismo 6
Futebol 9
Natacao 1
Andebol 2
Ciclismo 1
Ginastica 1
Xadrez 2

11.1. Sabendo que todos os alunos da turma votaram e que todos os votos foram
considerados validos, indica o nimero de alunos da turma.
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11.2. Que modalidade desportiva vence, se o sistema de eleicdo for maioritario
simples? Justifica a tua resposta.

11.3. O que aconteceria se o sistema de eleicdo fosse de maioria absoluta? Justifica
a tua resposta.

11.4. Que sistema de eleicdo consideras mais justo para esta situagao? Apresenta
vantagens e desvantagens.

@ Para assumir a direcao de um clube desportivo apresentaram-se trés candidatos a
lideranca. Apés cada candidato apresentar as suas propostas, a escolha foi sujeita
a votacao pelos sécios do clube. Nao tendo sido registados votos brancos ou
nulos, os resultados da votacao estdo apresentados na tabela seguinte.

Candidato Nimero de votos
A 1836
B 1148
C 1607

12.1. Determina, com arredondamento as décimas, a percentagem obtida por cada
um dos candidatos.

12.2. Sabendo que o candidato A venceu, através de sistema maioritario, qual foi o
___ tipo de sistema de maioria utilizado?

Sistema maioritario de duas ou mais voltas

O sistema maioritario de mais de duas voltas é uma variagao que envolve mdltiplas
rodadas de votacdo. Se nenhum candidato obtiver a maioria absoluta na primeira
volta, realizam-se rodadas adicionais, eliminando gradualmente os candidatos com
menos votos até que um candidato obtenha a maioria absoluta.

No sistema maioritario de duas ou mais voltas garante-se que o vencedor tem o
apoio da maioria dos votantes, no entanto, pode envolver multiplos atos eleitorais de
votacdo até que um candidato alcance a maioria absoluta, acarretando por vezes
mais custos.

Exemplo 7: Sistema maioritario de duas ou mais voltas

Para assumir o cargo de lider associativo, apresentaram-se quatro candidatos.
Pelos estatutos da associacao, utiliza-se o sistema maioritario de duas ou mais
voltas em que, se nenhum candidato obtiver a maioria absoluta na primeira
volta, realizam-se rodadas adicionais, eliminando-se gradualmente os
candidatos com menos votos até que um candidato obtenha a maioria absoluta.
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Resultados obtido na primeira volta:

Candidato A: 35%

Candidato B: 30%

Candidato C: 20%

Candidato D: 15%

Como nenhum candidato obteve a maioria absoluta, o
candidato D é eliminado e realiza-se uma segunda volta.
Resultados da segunda volta:

Candidato A: 40%

Candidato B: 25%

Candidato C: 35%

Como nenhum candidato obteve a maioria absoluta, o
candidato B é eliminado e realiza-se uma segunda volta.
Resultados da terceira volta:

Candidato A: 55%

Candidato C: 45%

Como o candidato A obteve maioria absoluta, vence a
eleicéo.

45%

Exemplo 8: Eleicao presidencial no Uruguai (1929)

Resultados da primeira volta:

Gabriel Terra: 47% Juan Campisteguy: 41%
Outros candidatos dividiram os restantes votos.

Nenhum candidato obteve a maioria absoluta dos votos. O candidato com
menos votos foi eliminado e realizou-se uma segunda volta.

Resultados da segunda volta:

Nenhum candidato obteve a maioria absoluta dos votos.

O candidato com menos votos foi eliminado e realizou-se uma terceira volta.

Resultados da terceira volta:
Uma terceira volta foi realizada, resultando na eleicao de Gabriel Terra.

Exemplos histéricos de eleicbes nacionais que chegaram a terceira volta sao
raros, pois a maioria dos sistemas eleitorais maioritarios de multiplas voltas
geralmente resolve a eleicdo na segunda volta. No entanto, existem alguns
contextos especificos em que ocorrem eleicdes com mais de duas voltas,
especialmente em processos internos de partidos politicos ou eleicdes locais,
em alguns paises.
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Exercicio

@ Numa determinada eleicao, existem quatro candidatos:
Candidato |; Candidato II; Candidato Ill; Candidato IV.

Votaram, nessa elei¢cao, 1000 eleitores e utilizou-se o sistema maioritario de duas
ou mais voltas. Pressupondo que nao existiram votos nulos, nem votos em branco:

13.1. E possivel ndo se realizar uma segunda volta, sabendo que o candidato I
obteve 260 votos e que o candidato IV obteve 289 votos na primeira volta?
Justifica a tua resposta.

13.2. Num sistema em que, na falta de maioria absoluta, é eliminado o ultimo
classificado e realiza-se uma nova volta, é possivel um candidato com 71
votos passar a segunda volta? Justifica a tua resposta.

13.3. Num sistema em que, na falta de maioria absoluta, é eliminado o ultimo
classificado e realiza-se uma nova volta, é possivel um candidato com 251

2.1.2.2. Sistemas preferenciais

votos ndo passar a segunda volta? Justifica a tua resposta.

Os sistemas preferenciais de votagao permitem que os eleitores classifiquem os can-
didatos por ordem de preferéncia. Ao invés de votar apenas num candidato, estes siste-
mas sao projetados para refletir melhor as preferéncias dos eleitores e evitar a eleicao
de um candidato impopular que poderia vencer num sistema de votagao simples.

Exemplo 9: Cenario de sistema preferencial de votacao

Temos uma eleicao para escolher o presidente de uma associacao e temos trés
candidatos: o Leandro, a Kiara e a Melissa. Cinco eleitores participam na votacgao.

Passo 1: Recolha dos votos

Os eleitores classificam os candidatos por ordem de preferéncia.

As preferéncias escolhidas pelos eleitores sdo as seguintes:

Eleitores 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia
Eleitor 1 Kiara Leandro Melissa
Eleitor 2 Leandro Melissa Kiara
Eleitor 3 Melissa Kiara Leandro
Eleitor 4 Kiara Melissa Leandro
Eleitor 5 Leandro Kiara Melissa
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Passo 2: Contagem dos votos

Na primeira rodada, contamos os votos de primeira preferéncia:
Leandro: 2 votos (eleitor 2 e eleitor 5)

Kiara: 2 votos (eleitor 1 e eleitor 4)

Melissa: 1 voto (eleitor 3)

Passo 3: Eliminagdo do candidato com menos votos

Como nenhum candidato recebeu mais de metade dos votos (3 votos ou mais),
eliminamos o candidato com o menor nimero de votos.

A Melissa é eliminada.

Eleitores 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia
Eleitor 1 Kiara Leandro

Eleitor 2 Leandro Kiara
Eleitor 3 Kiara Leandro
Eleitor 4 Kiara Leandro
Eleitor 5 Leandro Kiara

Passo 4: Redistribuicédo dos votos

Os votos de Melissa sao redistribuidos de acordo com a proxima preferéncia
dos eleitores que votaram nela. Os eleitores que votaram em Melissa como
primeira opgao foram o eleitor 3, que tinha Kiara como segunda opcao.

Redistribuicdo:
A Kiara recebe 1 voto do eleitor 3

Agora, a contagem é:
Leandro: 2 votos (eleitor 2 e eleitor 5)
Kiara: 3 votos (eleitor 1, eleitor 3, eleitor 4)

Resultado final:
A Kiara tem mais da metade dos votos (3 de 5) e é declarada vencedora.

Este exemplo mostra como funciona uma possivel votacao por sistema preferencial

com os candidatos Leandro, Kiara e Melissa.

Em elei¢cdes, e noutras situacdes de tomada de decisao, os sistemas de votacéo de-

sempenham um papel crucial na determinagdo dos resultados finais. Entre os diver-
sos sistemas disponiveis, 0s sistemas preferenciais oferecem uma maneira mais refi-

nada de captar as preferéncias dos eleitores. Esses sistemas permitem que os
eleitores classifiquem os candidatos por ordem de preferéncia, proporcionando uma
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visdo mais completa das escolhas dos eleitores em comparagdo com o voto Unico
tradicional. Neste contexto, exploraremos como esses sistemas preferenciais fun-
cionam e as implicagdes de cada método na obtencgao de resultados representativos
e justos.

Nos sistemas preferenciais, estudamos quatro métodos distintos: o método de plu-
ralidade, que considera apenas a primeira preferéncia de cada eleitor; o método de
eliminacao run-off, que possui variagcdes — standard e sequencial — e elimina gradual-
mente os candidatos menos votados; o método de Borda, que atribui pontos com
base na classificacdo de cada candidato; e o método de Condorcet, que compara
cada candidato diretamente com os demais para determinar o vencedor.

Cada um desses métodos oferece uma abordagem unica para a agregacao das pre-
feréncias dos eleitores, contribuindo para a escolha do candidato mais preferido pela
maioria.

Sistemas preferenciais de votacao

Método da 215;?:: ggg Método de Método de
Pluralidade Run-off Borda Condorcet
Standard
Sequencial

Organizacao dos dados em sistemas preferenciais de votacao

A organizacao dos dados em sistemas preferenciais de votacao é crucial para facili-
tar a andlise e garantir a precisédo dos resultados.

Uma estrutura bem organizada permite rastrear facilmente as preferéncias dos elei-
tores, realizar contagens e redistribuicdes de votos de forma eficiente e identificar
rapidamente o candidato vencedor. Além disso, a clareza e a organiza¢gdo dos dados
ajudam a manter a transparéncia do processo eleitoral, aumentando a confianca dos
eleitores no sistema de votacao.
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Exemplo 10: Organizacao dos dados em sistemas preferenciais de

votacao

O exemplo anterior tratava de uma eleicao para escolher o presidente de uma

associacao, com trés candidatos: o Leandro, a Kiara e a Melissa.

Conforme se mostra na tabela, os eleitores podem ordenar, por preferéncia, os

trés candidatos de seis formas diferentes.

Ordenacodes
possiveis, por
preferéncia

Se o numero de eleitores aumenta, € importante organizarmos bem os dados

1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia
Kiara Leandro Melissa
Kiara Melissa Leadro

Leandro Kiara Melissa
Leandro Melissa Kiara
Melissa Leandro Kiara
Melissa Kiara Leandro

para facilitar as contagens e para aplicar corretamente os procedimentos

necessarios.

Uma forma de organizacao dos dados, em sistemas preferenciais de votacao, é

a contagem de votos com a mesma ordem de preferéncia e organizar essa
informac¢ao numa tabela.

Se na eleicao para escolher o presidente da associacao, com os trés
candidatos — o0 Leandro, a Kiara e a Melissa —em vez de cinco eleitores,
tivéssemos 21 eleitores, uma forma de organizar os dados seria:

N.° de votos 7 7 6 1
1.2 preferéncia Melissa Leandro Kiara Melissa
2.2 preferéncia Leandro Melissa Melissa Kiara
3.2 preferéncia Kiara Kiara Leandro Leandro

Ao analisarmos a tabela, verificamos que:

e votaram 21 eleitores(7+7+6+1=21)

* sete eleitores colocaram como ordem de preferéncia:

1.2 preferéncia

2.2 preferéncia

3.2 preferéncia

* sete eleitores

Melissa

Leandro

Kiara

colocaram como ordem de preferéncia:

1.2 preferéncia

2.2 preferéncia

3.2 preferéncia

Leandro

Melissa

Kiara
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* seis eleitores colocaram como ordem de preferéncia:

1.2 preferéncia

2.2 preferéncia

3.2 preferéncia

Kiara

* um eleitor colocou como ordem de preferéncia:

1.2 preferéncia

Melissa

2.2 preferéncia

Leandro

3.2 preferéncia

Melissa

* a Melissa foi a candidata com mais votos em primeira preferéncia, 7+1=8.

Exercicios

Kiara

Leandro

@ A seguinte tabela apresenta os resultados de uma votacao ficticia, com quatro
candidatos, A, B, C e D.

Explica o teu raciocinio.
—

Método da pluralidade

O método da pluralidade é o método mais conhecido e mais utilizado para se eleger

14.1. Quantas pessoas votaram?

um vencedor em processos eleitorais.

O método também é conhecido como "first-past-the-post”, em que o candidato com
0 maior numero de votos vence e cada eleitor vota apenas num unico candidato.

90

N.° de votos 21 15 14 12 10 8
1.2 preferéncia D B A A B ©
2.2 preferéncia A D C D A D
3.2 preferéncia B A B @ D B
4.2 preferéncia C C D B C A

Analisa a tabela e responde as seguintes questoes.

14.2. Qual dos candidatos obteve mais votos em primeira preferéncia?

14.3. Qual dos candidatos obteve mais votos em segunda preferéncia?

14.5. Quantos votos obteve o candidato A em quarta preferéncia?

14.4. Algum dos candidatos nao obteve votos em segunda preferéncia?

@ Numa eleicdo com cinco candidatos utiliza-se o sistema preferencial de votacao.
De quantas maneiras diferentes pode votar um eleitor?
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Exemplo 11: Eleicado com o método da pluralidade

A turma do Daniel vai eleger um aluno
da turma para representar os colegas Maria
na atividade "Assembleia dos jovens”. 32%

Luana
35%
Como candidatos, temos a Luana, o
Marcelo e a Maria.

ApOs cada elemento da turma votar,
apuraram-se 0s seguintes resultados:
Luana (35%), Marcelo (33%) e Maria Marcelo
(32%). 33%

A Luana vence com 35% dos votos.

Procedimento de aplicacao: método da pluralidade

Cada eleitor vota apenas num candidato, indicando sua primeira preferéncia.
Ap6s a coleta de todos os boletins de voto, realiza-se a sua contagem e o candidato
que receber o maior nimero de votos de primeira preferéncia é declarado o vencedor.

Exercicio

@ Concorreram quatro candidatos a

presidéncia de um clube nautico:

o David, a Eva, o Carlos e o Enzo.

Sabendo que se utilizou o método da J
pluralidade no processo de eleicao,

indica, analisando o grafico, o
vencedor. David Eva Carlos Enzo

Método de eliminacao run-off standard

O Método de eliminacao run-off standard ¢ um sistema de votagao preferencial em
que os eleitores classificam os candidatos por ordem de preferéncia. Se nenhum
candidato obtiver a maioria absoluta nos votos de primeira preferéncia, os candida-
tos com o menor nimero de votos sdo eliminados, com a excec¢ao dos dois mais vo-
tados, e o0s seus votos sao redistribuidos de acordo com as préximas preferéncias
pelos dois candidatos mais votados. O candidato que alcance a maioria absoluta é
declarado vencedor.
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Exemplo 12: Aplicacao do método de eliminacao run-off standard
(poucos eleitores)

A turma do Daniel, com 30 alunos, vai eleger novamente um aluno da turma,
agora para representar os colegas na atividade “Conta um conto”.

Como candidatos temos a Ellen (E), o Gil (G), o Tiago (T) e a Maria (M).
Apés cada elemento da turma votar, apuraram-se os seguintes resultados:

92

Eleitores | 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia | 4.2 preferéncia
Eleitor 1 Ellen Gil Tiago Maria
Eleitor 2 Tiago Gil Ellen Maria
Eleitor 3 Gil Ellen Maria Tiago
Eleitor 4 Maria Tiago Gil Ellen
Eleitor 5 Ellen Tiago Maria Gil
Eleitor 6 Gil Maria Ellen Tiago
Eleitor 7 Tiago Gil Ellen Maria
Eleitor 8 Maria Ellen Tiago Gil
Eleitor 9 Ellen Gil Maria Tiago
Eleitor 10 Gil Tiago Maria Ellen
Eleitor 11 Maria Gil Ellen Tiago
Eleitor 12 Tiago Gil Maria Ellen
Eleitor 13 Ellen Maria Tiago Gil
Eleitor 14 Gil Ellen Tiago Maria
Eleitor 15 Maria Tiago Ellen Gil
Eleitor 16 Tiago Gil Maria Ellen
Eleitor 17 Ellen Tiago Gil Maria
Eleitor 18 Gil Maria Tiago Ellen
Eleitor 19 Maria Ellen Tiago Gil
Eleitor 20 Tiago Maria Gil Ellen
Eleitor 21 Ellen Maria Gil Tiago
Eleitor 22 Gil Tiago Ellen Maria
Eleitor 23 Maria Ellen Gil Tiago
Eleitor 24 Tiago Gil Ellen Maria
Eleitor 25 Ellen Gil Maria Tiago
Eleitor 26 Gil Ellen Tiago Maria
Eleitor 27 Ellen Tiago Maria Gil
Eleitor 28 Tiago Gil Maria Ellen
Eleitor 29 Ellen Maria Tiago Gil
Eleitor 30 Gil Tiago Ellen Maria




Contagem dos votos de primeira preferéncia:

2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Ellen: 9 votos; Gil: 8 votos; Tiago: 7 votos; Maria: 6 votos.

Como nenhum candidato recebeu a maioria absoluta dos votos de primeira
preferéncia (mais de 15 votos), ainda nao existe vencedor.

Portanto, os candidatos com o menor numero de votos de primeira preferéncia
sao eliminados. Neste exemplo, a Maria e o Tiago sao eliminados.

Vamos agora redistribuir os votos da Maria e do Tiago pelos outros candidatos,

de acordo com a proxima preferéncia indicada nos boletins de voto.

Eleitores | 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia | 4.2 preferéncia
Eleitor 1 Ellen Gil Tiago Maria
Eleitor 2 Tiago Gil Ellen Maria
Eleitor 3 Gil Ellen Maria Tiago
Eleitor 4 Maria Tiago Gil Ellen
Eleitor 5 Ellen Tiago Maria Gil
Eleitor 6 Gil Maria Ellen Tiago
Eleitor 7 Tiago Gil Ellen Maria
Eleitor 8 Maria Ellen Tiago Gil
Eleitor 9 Ellen Gil Maria Tiago
Eleitor 10 Gil Tiago Maria Ellen
Eleitor 11 Maria Gil Ellen Tiago
Eleitor 12 Tiago Gil Maria Ellen
Eleitor 13 Ellen Maria Tiago Gil
Eleitor 14 Gil Ellen Tiago Maria
Eleitor 15 Maria Tiago Ellen Gil
Eleitor 16 Tiago Gil Maria Ellen
Eleitor 17 Ellen Tiago Gil Maria
Eleitor 18 Gil Maria Tiago Ellen
Eleitor 19 Maria Ellen Tiago Gil
Eleitor 20 Tiago Maria Gil Ellen
Eleitor 21 Ellen Maria Gil Tiago
Eleitor 22 Gil Tiago Ellen Maria
Eleitor 23 Maria Ellen Gil Tiago
Eleitor 24 Tiago Gil Ellen Maria
Eleitor 25 Ellen Gil Maria Tiago
Eleitor 26 Gil Ellen Tiago Maria
Eleitor 27 Ellen Tiago Maria Gil
Eleitor 28 Tiago Gil Maria Ellen
Eleitor 29 Ellen Maria Tiago Gil
Eleitor 30 Gil Tiago Ellen Maria
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Contagem apés redistribuicao dos votos da Maria e do Tiago:
Ellen: 9 +4 =13 votos (9 votos de 1.2 preferéncia + 4 votos redistribuidos)
Gil: 8+9=17 votos (8 votos de 1.2 preferéncia +9 votos redistribuidos)

Assim, o Gil é o vencedor com 17 votos.
Procedimento de aplicacao: eliminacao run-off standard

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de preferéncia.

Inicialmente, sdo contados os votos de primeira preferéncia de todos os eleitores.
Se um candidato obtiver a maioria absoluta desses votos, é declarado vencedor.
Caso contrario, eliminam-se todos os candidatos com o menor numero de votos
de primeira preferéncia, com a excecio dos dois candidatos mais votados.

Os votos dos candidatos eliminados sdo redistribuidos pelos candidatos restan-
tes, com base na primeira preferéncia indicada dos eleitores.

O candidato que obtenha a maioria absoluta dos votos redistribuidos é decla-
rado vencedor.

Exemplo 13: Aplicacao do método de eliminacao run-off standard
(Numero elevado de eleitores)

No exemplo anterior aplicamos o método de eliminacao run-off standard num
processo de votacdo com 30 eleitores. A medida que o nimero de votantes
aumenta, torna-se mais complexo organizar e aplicar o método de eliminacao
run-off standard.

Na elei¢cdo para dirigente da associagao juvenil comunitaria da vila da Joana
concorreram quatro candidatos (A, B, C e D), tendo votado 100 jovens.

A seguinte tabela apresenta as votacdes organizadas.

N.° de votos 40 25 20 10 5
1.2 preferéncia C B A D C
2.2 preferéncia B A D C A
3.2 preferéncia A C C B B
4.2 preferéncia D D B A D

Contagem de votos iniciais (1.2 preferéncia):
A: 20 votos C: 45 votos (40+5)

B: 25 votos D: 10 votos
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2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Nenhum candidato tem mais de 50 votos, entdo o candidato D e A sao

eliminados.

N.° de votos 40 25 20 10 5
1.2 preferéncia © B A b ©
2.2 preferéncia B A b C A
3.2 preferéncia A C @ B B
4.2 preferéncia b b B A b

Os votos do candidato D e A sao redistribuidos de acordo com o candidato

mais preferido (entre C e B).

Contagem apés redistribuicao dos votos:

B: 25 votos
C: 75 votos (45 + 20 +10)

Agora, o candidato C tem 75 votos, que € mais de 50% do total (100 votos).

Logo, o candidato C € o vencedor.

Exercicios

@ O Amilcar é responsavel por organizar a eleicdo que permitira eleger o
representante da festa da sua comunidade. Concorreram trés candidatos a

representante: o José, a Maria e o Joao.

Ha 150 votantes, e cada votante pode classificar os candidatos por ordem de

preferéncia.

O Amilcar quer aplicar o método de eliminagao run-off standard.

As preferéncias dos votantes foram organizadas pelo Amilcar da seguinte forma:

Preferéncia

Numero de votos

José > Maria > Jodo 40
José > Joao > Maria 30
Maria > Jodo > José 85
Maria > José > Joao 20
Jodo > José > Maria 15
Jodo > Maria > José 10

Ajuda o Amilcar a apurar o vencedor. Justifica o apuramento do vencedor,
apresentando os procedimentos necessarios na aplicacao do método de

eliminacao run-off standard.
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2. Métodos de apoio a decisdo

@ Numa eleicdo com quatro candidatos, David, Eva, Frank e Grace, aplica-se o
método de eliminacao run-off standard.

As percentagens de votos obtidos na primeira volta foram: David (35%), Eva (30%),
Frank (20%), Grace (15%).
18.1. Sabendo que votaram 500 pessoas, quantas pessoas votaram no David?

18.2. Quais sao os candidatos que passam a segunda contagem e quais sao 0s
candidatos eliminados?

18.3. Sabendo que todos os votantes que colocaram o Frank e a Grace em primeira
preferéncia, escolheram a Eva como segunda preferéncia, o que podes concluir
quanto ao vencedor? Justifica a tua resposta.

—

Método de eliminacao run-off sequencial

O Método de eliminacao run-off sequencial € um sistema de votagao preferencial
em que os eleitores classificam os candidatos por ordem de preferéncia. Se nenhum
candidato obtiver a maioria absoluta nos votos de primeira preferéncia, o candidato
com o menor numero de votos é eliminado e os seus votos sao redistribuidos de
acordo com as proéximas preferéncias, até que um candidato alcance a maioria abso-
luta e seja declarado vencedor.

Exemplo 14: Aplicacao do método de eliminacao run-off sequencial

Vamos aplicar o método de eliminacao run-off sequencial na eleicdo do
dirigente da associacao juvenil comunitaria da vila da Joana. Concorreram
quatro candidatos (A, B, C e D) e votaram 100 jovens.

A seguinte tabela apresenta as votacdes organizadas.

N.° de votos 40 25 20 10 5
1.2 preferéncia C B A D C
2.2 preferéncia B A B C A
3.2 preferéncia A © © B B
4.2 preferéncia B B B A D

Primeira ronda

Contagem de votos iniciais (1.7 preferéncia):
A: 20 votos

B: 25 votos

C: 45 votos (40+5)

D: 10 votos
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Nenhum candidato obteve maioria absoluta, mais de 50 votos, entdo o
candidato D é eliminado e sdo redistribuidos os votos.
Segunda ronda

Os votos do candidato D s&o redistribuidos de acordo com as segundas
preferéncias dos que votaram em D como primeira preferéncia.

N.° de votos 40 25 20 10 5
1.2 preferéncia C B A b C
2.2 preferéncia B A b C A
3.2 preferéncia A (© C B B
4.2 preferéncia B = B A b

Nova contagem de votos:
A: 20 votos

B: 25 votos

C: 55 votos (45+10)
D: Eliminado

Agora, o candidato C tem 55 votos, que € mais de 50% do total (100 votos).
O candidato C é o vencedor apés a segunda ronda, com a redistribuicao.

Caso na segunda ronda nenhum candidato tivesse obtido a maioria absoluta,
eliminar-se-ia o candidato com menor votagao e redistribuir-se-iam os seus
votos até se encontrar um candidato com maioria absoluta.

Procedimento de Aplicac¢ao: eliminagao run-off sequencial

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de preferéncia.

Inicialmente, sdo contados os votos de primeira preferéncia de todos os eleito-
res. Se um candidato obtiver a maioria absoluta desses votos, é declarado vence-
dor. Caso contrario, elimina-se o candidato com menor nimero de votos de pri-
meira preferéncia e os votos do candidato eliminado sdo redistribuidos pelos
candidatos restantes, com base na segunda preferéncia indicada dos eleitores.
O candidato que obtenha a maioria absoluta dos votos redistribuidos é decla-
rado vencedor. Caso seja necessario, efetuam-se rondas sucessivas até um dos
candidatos obter maioria absoluta.
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2. Métodos de apoio a decisdo

Exercicios

@ O Amilcar é responsavel por organizar a eleicdo que permitira eleger o
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representante da festa da sua comunidade. Concorreram trés candidatos a
representante: o José, a Maria e o Joao.

Ha 150 votantes, e cada votante pode classificar os candidatos por ordem de
preferéncia.

O Amilcar quer aplicar o método de eliminagao run-off sequencial.
As preferéncias dos votantes foram organizadas pelo Amilcar seguinte forma:

Preferéncia Numero de Votos
José > Maria > Joao 40
José > Jodo > Maria 30
Maria > Jodo > José 85
Maria > José > Joao 20
Joédo > José > Maria 15
Jodo > Maria > José 10

Ajuda o Amilcar a apurar o vencedor. Justifica o apuramento do vencedor,
apresentando os procedimentos necessarios na aplicacao do método de
eliminacgao run-off sequencial.

Numa eleicao com quatro candidatos, Joao, Margarida, Martin e Ana, aplica-se o
método de eliminacao run-off standard.

As percentagens de votos obtidos na primeira volta foram: Joao (35%), Margarida
(30%), Martin (20%) e Ana (15%).

20.1. Sabendo que 60 pessoas votaram na Margarida em 1 @ preferéncia, quantas
pessoas votaram no total?

20.2. Quais os candidatos que passam a segunda volta e qual é o candidato
eliminado?

20.3. Quantas voltas sdo necessarias para se apurar o vencedor? Justifica a tua
resposta.

Depois de analisarem as vota¢des para a associacao de estudantes da escola,
realizadas no ano anterior, trés amigos, a Bruna, a Carla e o Denilson, disseram o
seguinte:

* Bruna: “Alista X ganhava por qualquer método de eliminacao run-off".

* Carla: "Alista X ganhava pelo método de eliminacao run-off standard, mas a lista
C ganhava pelo método de eliminagao run-off sequencial”.

* Denilson: "Alista X ganhava por qualquer método de eliminagcao run-off".



2.1. Teoria matematica das elei¢coes

A seguinte tabela apresenta as votacdes organizadas obtidas pelas quatro listas
existentes (A, C, F e X).

N°devotos | 83 60 59 33 21 10 8 (o JHE
1.2 preferéncia X © A F © X F Video
Método de
2.2 preferéncia A A F X X C C Borda
3.2 preferéncia C X C C A A X g
4.2 preferéncia F F X A C F A

Aplica os dois métodos de eliminagao run-off e indica qual dos amigos tem razao.

Método de Borda

O método de Borda é outro sistema de votacao preferencial
usado em eleicdes e tomadas de decisdo coletivas. Desenvol-
vido pelo matematico francés Jean-Charles de Borda, no século
XVIII, o método de Borda procura encontrar uma op¢ao vence-
dora que seja a mais preferida pelo grupo, levando em considera-
¢cao as classificagbes ordenadas dos votantes. Cada votante
classifica as op¢des por ordem de preferéncia e sao atribuidos

pontos com base nessas classificacdes.

Exemplo 15: Aplicacao do método de Borda

Consideremos um exemplo simples com trés candidatos (A, B e C) e cinco

eleitores.

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de preferéncia:

Eleitor 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia
1 A B C
2 B C A
3 C A B
4 A C B
5 B A C

Recolha das preferéncias

Cada eleitor classifica todos os candidatos por ordem de preferéncia.
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2. Métodos de apoio a decisdo

1. Atribuicao de pontos:

* A cada posi¢ao na classificagao € atribuido um nimero de pontos.

Neste exemplo, temos trés candidatos, entdo a 1.? preferénciarecebe 3
pontos, a 2.° preferéncia recebe 2 pontos e a 3.° preferéncia recebe 1 ponto.

2. Calculo dos pontos totais:

* Somamos os pontos atribuidos a cada candidato por todos os eleitores.
Candidato A:
3 (Eleitor 1) + 1 (Eleitor 2) + 2 (Eleitor 3) + 3 (Eleitor 4) + 2 (Eleitor 5)
=11 pontos
Candidato B:
2 (Eleitor 1) + 3 (Eleitor 2) + 1 (Eleitor 3) + 1 (Eleitor 4) + 3 (Eleitor 5)
=10 pontos
Candidato C:
1 (Eleitor 1) + 2 (Eleitor 2) + 3 (Eleitor 3) + 2 (Eleitor 4) + 1 (Eleitor 5)
=9 pontos

Tabela resumida de pontos

Candidato Pontos Totais
A 11
B 10
C 9

3. Decisdo sobre o vencedor

* O candidato com o maior numero de pontos totais é declarado o vencedor.
No nosso exemplo, o candidato A é o vencedor com 11 pontos.

Procedimento de aplicacao: método de Borda

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de preferéncia, sem empates.

A cada posicdo na classificacdo dos eleitores sdo atribuidos pontos decrescen-
tes, comecando no numero total de candidatos até 1 ponto.

Os pontos atribuidos a cada candidato por cada eleitor sdo somados para obter
o total de pontos de cada candidato.

O candidato com o maior namero de pontos totais é eleito ou escolhido.
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Exemplo 16: Aplicacao do método de Borda

Vamos aplicar o método de Borda na eleicao para dirigente da associacao juvenil
comunitéria da vila da Joana, sabendo que concorreram quatro candidatos
(A, B, C e D)e que votaram 100 jovens.

A seguinte tabela apresenta as votag¢des organizadas:

2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Manual
e Interativo
Atividade
Aplicacao do

Método de
Borda

N.° de votos 40 25 20 10 5
1.2 preferéncia A B C D @
2.2 preferéncia B A D @ A
3.7 preferéncia © © A B B
4.7 preferéncia D D B A D

Como sao quatro candidatos, atribuimos as pontuagdes a cada preferéncia:

Preferéncia Pontos
1.2 preferéncia 4
2.2 preferéncia 3
3.% preferéncia 2
4.2 preferéncia 1

De seguida, contabilizamos o total de pontos obtido por cada candidato:

Candidatos Total
4x40+3x(25+5)+2%x20+1x10 300 pontos
B 4x25+3x40+2x(10+5)+1x%x20 270 pontos
@ 4x(20+5)+3x10+2x(40+25) 260 pontos
D 4x10+3%x20+1x(40+25+5) 170 pontos

Assim, o candidato A é o vencedor com o maior numero de pontos, 300 pontos.

Exercicios

@ Uma turma de 30 alunos do ensino secundario esta a realizar uma elei¢ao para

escolher a espécie de planta autéctone preferida.

As espécies candidatas sao:
A : Dragoeiro (Dracaena draco)

B : Tamareira-do-Saara (Phoenix dactylifera)

C : Poinciana (Delonix regia)
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Cada aluno classifica as trés espécies por ordem de preferéncia (1.2, 2.2, 3.9).
A espécie com a maior pontuacao total sera eleita como a preferida da turma.

Os alunos votaram e os resultados das suas preferéncias apresentam-se na

seguinte tabela:

Numero de alunos | 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia
10 A B C
8 B @ A
7 Cc A B
5 B A @

Cada linha representa as classificagcdes de um grupo de alunos que votaram da

mesma maneira.

Determina a espécie vencedora aplicando o método de Borda.

Seis turistas em Cabo Verde querem escolher dois locais a visitar.

Os locais candidatos sao:
¢ |lha do Sal
* Praia (Ilha de Santiago)

¢ Mindelo (llha de Sao Vicente)

* Boa Vista

Cada turista classifica os quatro locais por ordem de preferéncia (1.2, 2.7, 3.7, 4.%) g,
de seguida, aplica-se o método de Borda. Os dois locais com maior pontuacao
total serdo os eleitos para serem visitados.

23.1. Qual é a pontuacao maxima que um local podera obter?

23.2, Os turistas votaram e as suas preferéncias apresentam-se na seguinte tabela:

Turista | 1.2 preferéncia | 2.2 preferéncia | 3.2 preferéncia | 4.2 preferéncia
1 llha do Sal Praia Mindelo Boa Vista
2 Praia Mindelo Boa Vista llha do Sal
3 Mindelo Boa Vista llha do Sal Praia
4 Boa Vista llha do Sal Praia Mindelo
5 llha do Sal Mindelo Praia Boa Vista
6 Praia Boa Vista Mindelo llha do Sal

Que locais foram eleito

s?




2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Paradoxo de Borda

O paradoxo de Borda ocorre quando, apesar de cada candidato ser preferido diretamente
por uma maioria em comparacao com outro candidato, a agregacao das preferéncias de
todos os eleitores pelo método de Borda pode levar a um resultado aparentemente para-
doxal, onde o candidato preferido por menos eleitores em duelos diretos vence a eleicao.

Exemplo 17: Paradoxo de Borda

Consideremos uma eleicao com quatro candidatos (A, B, C, e D) e vinte
eleitores, com os seguintes resultados:

Numero de eleitores |1.2 preferéncia|2.2 preferéncia|3.2 preferéncia|4.2 preferéncia
11 A B © D
5 B C D A
3 C D B A
1 D C B A

Verificamos que o candidato A obteve maioria absoluta na primeira preferéncia.
No entanto, se aplicarmos o método de Borda nesta situacao, obtemos:

Candidato Pontos totais
A 53
B 61
C 52
D 34

Pelo método de Borda, o candidato B é o vencedor.

Este exemplo demonstra o paradoxo de Borda: apesar do candidato A ser o favorito
de uma maioria absoluta de eleitores na primeira preferéncia, a agregacao das prefe-
réncias pelo método de Borda leva a vitéria de outro candidato, neste caso o candi-
dato B, cujo apoio esta mais distribuido entre as segundas e terceiras preferéncias.

Método de Condorcet

O método de Condorcet é uma abordagem de votacdo nomeada
em homenagem a Marie Jean Antoine Nicolas Caritat, marqués
de Condorcet, que foi um matematico e filésofo francés do sé-
culo XVIII.

Condorcet propbs este método como parte de seus estudos
sobre a teoria das eleicdes e a justica das decisdes coletivas.
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O marqués de Condorcet defendia que, para se determinar o verdadeiro vencedor de
uma eleicao, se deveria considerar a preferéncia da maioria em comparacdes diretas
entre todos os pares de candidatos.

Manual
Interativo

vid Este método visa garantir que o candidato preferido pela maioria dos eleitores em
ideo

Método de
Condorcet

ST

todas as comparacdes diretas seja eleito.

Exemplo 18: Método de Condorcet

Consideremos um exemplo com trés candidatos (A, B e C) e trés eleitores,
com as seguintes preferéncias:

Eleitor 1.2 preferéncia | 2.7 preferéncia | 3. preferéncia
1 A B @©
2 B © A
3 C A B
Comparacoes diretas
A vs B: A vs C: BvsC:
Eleitor 1: Prefere A Eleitor 1: Prefere A Eleitor 1: Prefere B
sobre B sobre C sobre C
Eleitor 2: Prefere B Eleitor 2: Prefere C Eleitor 2: Prefere C
sobre A sobre A sobre B
Eleitor 3: Prefere A Eleitor 3: Prefere C Eleitor 3: Prefere C
sobre B sobre A sobre B

A vence por 2-1

C vence por 2-1

C vence por 2-1

Determinacao do vencedor:

* A vence B. * C vence A e B.

Neste exemplo, o vencedor de Condorcet é o candidato C, porque vence nas com-
paracdes diretas contra todos os outros candidatos.

Procedimento de aplicacado: Método de Condorcet

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de preferéncia. Para cada par de
candidatos, contabiliza-se quantos eleitores preferem um candidato sobre o outro.
Um candidato vence um confronto direto contra outro se ele for preferido pela
maioria dos eleitores.

O candidato que vence todos os confrontos diretos contra todos os outros can-
didatos é o vencedor de Condorcet.
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Exercicios
@ Considera uma eleicdo com quatro candidatos (A, B, C e D) e sete eleitores. e Manual
As preferéncias dos eleitores séo as seguintes: Atividade
Aplicacdo do
Eleitor 1.7 preferéncia | 2.° preferéncia | 3. preferéncia | 4.7 preferéncia "C/';t]zifcii
1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
4 D A B C
5 A C D B
6 B D A C
7 C A B D

Determina o vencedor utilizando o método de Condorcet.

@ Considera uma eleicao com quatro

. ; Confronto Vencedor
candidatos: David, Eva, Frank e Grace, em : _
que se verificam os resultados no confronto David vs Eva David
direto na tabela ao lado. David vs Frank Frank
Existe um vencedor de Condorcet? Justifica David vs Grace Grace
a tua resposta e, caso exista um vencedor de S e Tl .
Condorcet, indica o seu nome.

Eva vs Grace Grace
Frank vs Grace Frank

@ Depois de aprender o método de Condorcet, o Amilcar ficou curioso em saber
quem seria o representante da festa da sua comunidade se fosse utilizado o
método de Condorcet.

As preferéncias dos votantes foram organizadas pelo Amilcar da seguinte forma:

Preferéncia Nidmero de votos
José > Maria > Jodo 40
José > Joao > Maria 30
Maria > Jodo > José 35
Maria > José > Jodo 20
Joédo > José > Maria 15
Joédo > Maria > José 10

Ajuda o Amilcar a encontrar o vencedor.

\ Apresenta os procedimentos necessarios para justificar a tua resposta.
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Paradoxo de Condorcet

O paradoxo de Condorcet ocorre quando as preferéncias dos eleitores criam um
ciclo em que cada candidato é preferido em relacao a outro candidato, mas nao ha
um vencedor claro. Em outras palavras, o paradoxo surge quando ndo existe um ven-
cedor de Condorcet, pois as comparacoes diretas entre candidatos formam um ciclo
emque A vence B, B vence C e C vence A, por exemplo.

Este paradoxo ilustra que, apesar de cada eleitor ter uma preferéncia ordenada clara, a
agregacao dessas preferéncias pode resultar num ciclo sem um vencedor claro. Isso
levanta questdes sobre a consisténcia e a transitividade das preferéncias coletivas num
grupo, tornando desafiador determinar um vencedor justo em algumas situacdes.

Exemplo 19: Paradoxo de Condorcet

Com trés candidatos (A, B, C):
A é preferidoa B. B é preferidoa C. C épreferidoa A.

Resultado: Ciclo de preferéncias, sem nenhum vencedor de Condorcet.

2.1.2.3. Sistemas de aprovacao

O método de voto por aprovacao, ou método de aprovacao, é um sistema de vota-
cao simples e eficaz, em que os eleitores podem votar nos candidatos que quiserem,
sem a necessidade de classificar ou escolher apenas um.

Em vez de indicar uma preferéncia uUnica, os eleitores podem “aprovar” todos os can-
didatos que considerem aceitaveis. O candidato com o maior nimero de aprovagdes
€ declarado vencedor.

Este método é particularmente util em situacdes em que a escolha binaria (sim/n&o)
pode indicar, de melhor forma, as preferéncias do eleitorado, em vez da classificacao
ordinal (preferencial). O voto por aprovacao é valorizado pela sua simplicidade, flexi-
bilidade e por, potencialmente, reduzir o impacto de votos estratégicos negativos.

Procedimento deaplicacao: método de voto por aprovacao

Recolher as aprovacdes dos eleitores: cada eleitor marca todos os candidatos
gue ele aprova.

Contar as aprovacdes: para cada candidato, contabiliza-se o nimero total de
aprovacdes recebidas.

Determinar o vencedor: o candidato com o maior numero de aprovagoes é decla-
rado vencedor.
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Exemplo 20: Método de voto por aprovagao

Considera uma eleicao com trés candidatos (A, B e C) e cinco eleitores, realizada
por aplicacao do método de aprovacao. Os eleitores aprovam os candidatos da
seguinte forma:

Eleitor Aprovacoes
1 A B
2 A C
3 A B, C
4 A C
5 B

Contagem de aprovacoes:

A: 4 aprovacoes (eleitores 1, 2, 3, 4)
B: 3 aprovacodes (eleitores 1, 3, 5)
C: 3 aprovacoes (eleitores 2, 3, 4)
Determinacao do vencedor

O candidato A tem o maior numero de aprovagoes, referentes a quatro eleitores.
O candidato A é o vencedor.

Exercicios

@ Um grupo de alunos de uma escola secundaria esté a escolher atividades
extracurriculares para o préximo ano letivo.

As atividades candidatas sao: futebol, danc¢a, e teatro.
Cada aluno pode aprovar quantas atividades desejar.

Aluno Aprovacoes

1 Futebol, Teatro

Danca, Teatro
Futebol

Futebol, Teatro

Teatro

Danca

N{oojoa|bh|wO|N

Futebol, Danca, Teatro

27.1. Qual é a atividade mais desejada pelos alunos?

27.2. Qual é a atividade menos desejada pelos alunos?
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@ Os alunos da turma do Martin estao a escolher o representante de turma.
Os candidatos sao: o Joao, a Maria e o Carlos.
Cada aluno pode aprovar quantos candidatos quiser.

Obtiveram-se os seguintes resultados:

N.° de aprovacoes Aprovacoes

3 Joao, Maria

Maria, Carlos

Joao

Joao, Carlos

Carlos

Maria

Joao, Maria, Carlos

O (I N O[O |~ [N|®

Maria

28.1. Quantos alunos votaram?

28.2. Que candidato venceu a eleicao?

O método de voto por aprovacao é eficaz em varias situacdes, incluindo elei¢des po-
liticas, escolhas em grupos de trabalho, ou selecdes de preferéncias em contextos
educacionais.

A simplicidade e a flexibilidade do método permitem que seja aplicado de forma justa
e direta, ajudando a encontrar as verdadeiras preferéncias dos eleitores sem a com-
plexidade de sistemas de classificacdo mais elaborados.

2.1.3. Sistemas de representacao proporcional

Os sistemas de representacao proporcional, utilizados em diversos sistemas eleito-
rais de diferentes paises, sdo mecanismos de alocacao de assentos num corpo le-
gislativo que procuram refletir proporcionalmente o voto dos eleitores.

Os sistemas de representacao proporcionais garantem que os partidos ou candida-
tos recebem assentos em proporgao ao numero de votos que obtiveram. Isto é parti-
cularmente importante para assegurar a representatividade e a equidade na compo-
sicao dos 6rgaos legislativos.

Existem trés métodos amplamente utilizados para alocacao proporcional: 0 método
de Hondt, o método de Sainte-Lagué e o método de Hamilton.

108



2.1. Teoria matematica das elei¢coes

Método de Hondt

O método de Hondt, ou método de D'Hondt, foi desenvolvido
pelo advogado e matematico belga Victor D'Hondt, no final do
século XIX. Introduzido pela primeiravezem 1878, este método
tornou-se amplamente utilizado em sistemas eleitorais propor-
cionais em todo o mundo devido a sua simplicidade e eficacia na
distribuicdo de assentos parlamentares.

O método de D'Hondt é utilizado em varios paises, incluindo Espanha, Portugal, Bél-
gica, Argentina e Cabo Verde. O método é frequentemente escolhido pela capaci-
dade de favorecer a governabilidade ao conceder uma leve vantagem aos maiores
partidos, incentivando a formacao de governos estaveis.

Ranking dos Candidatos

£ 8 8 5 808 &

JOAQUIM
JAIME...

GILSON JOAD
SANTOS ALVES

HELIO DE JESUS
PINA SANCHES

FERMANDO
ROCHA...

JOSE MARIA
PEREIRA NEVES

CARLOS
ALBERTO...

CASIMIRD
JESUS LOPES
51.7% 42.4% 1.8% 14% 1% 0.8% 0.7%
P—— gams a a a a «
95.803 votos 78.474 votos 3.343 votos 2.516 votos 2.119 votos 1.558 votos 1.378 votos

Exemplo 21: Método de Hondt

Consideremos uma elei¢cao com trés partidos (A, B e C) que disputam sete
assentos.

Os votos recebidos foram os seguintes:

Manual
Interativo
Video

Método de
Hondt

Partido Votos
A 100 500
B 97 000
C 60 500

1.° Dividir os votos de cada partido por nimeros inteiros consecutivos,
comecando no 1 até ao numero de assentos a serem distribuidos.

Partido Votos Votos Votos Votos Votos Votos Votos
1 2 3 4 5 6 7

100500 | 50250 | 33500 | 25125 | 20100 | 16750 | 14357

B 97000 | 48500 | 32333 | 24250 | 19400 | 16167 | 13857

60500 | 30250 | 20167 | 15125 | 12100 | 10083 8643
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2.° Ordenar as frag6es resultantes, da maior para a menor.
Os sete maiores valores sao:

* A: 100500 (Assento 1) * B: 97 000 (Assento 2)
* C: 60500 (Assento 3) * A: 50250 (Assento 4)
* B: 48500 (Assento 5)  A: 33500 (Assento 6)

* B: 32333 (Assento 7)

3.° Alocar os assentos de acordo com as maiores fracdes.
Portanto, os assentos sao distribuidos da seguinte forma:

* Partido A: 3 assentos

* Partido B: 3 assentos

* Partido C: 1 assento

Exercicios

@ Numa elei¢ao, cinco partidos (A, B, C, D e E) estao adisputar 10 assentos.

Os votos recebidos foram os seguintes:

Partido Votos
A 150 000
B 120000
C 80 000
D 50 000
E 40 000

Distribui os assentos utilizando o método de Hondt.

@ Uma escola esta a realizar eleicdes para criar um parlamento escolar e para eleger
os membros do conselho estudantil, com quatro listas (A, B, C e D) e seis
assentos em disputa.

Os votos recebidos foram os seguintes:

Lista Votos
200
B 150
C 100
D 50

Distribui os assentos utilizando o método de Hondt.
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Método de Sainte-Lagué

O método de Sainte-Lagué, também conhecido como método de
Webster, foi desenvolvido pelo matematico francés André Sainte- !f
-Lagué, no inicio do século XX. \

Este método é semelhante ao de D'Hondt, mas utiliza uma série dife-
rente de divisores para minimizar a vantagem dos maiores partidos.

O método de Sainte-Lagué é utilizado em paises como a Nova Zelandia,
a Alemanha, a Noruega e a Suécia. E apreciado pela sua capacidade em
proporcionar uma representacao mais equitativa, especialmente para partidos menores.

Exemplo 22: Método de Sainte-Lagué

Consideremos uma eleicao com trés partidos (A, B e C), que disputam sete
assentos.

Os votos recebidos foram os seguintes:

Partido Votos
A 100 500
B 97 000
C 60 500

1.° Dividir os votos de cada partido por nimeros impares consecutivos,
comecando em 1 e até realizar tantas divisbes como numero de assentos a
serem distribuidos.

Partido | Votos:1 | Votos: 3 | Votos: 5 | Votos: 7 | Votos: 9 |Votos: 11 |Votos: 13
A 100500 | 33500 | 20100 | 14357 | 11167 9136 7731
B 97000 | 32333 | 19400 | 13857 | 10778 8818 7462
C 60500 | 20167 | 12100 8643 6722 5500 4654

2.° Ordenar as fragoes resultantes, da maior para a menor.
Os sete maiores valores s&o:

A: 100500 (Assento 1) B: 97 000 (Assento 2)
A: 33500 (Assento 4) B: 32 333 (Assento 5)
C: 20167 (Assento 6) A: 20100 (Assento 7)

C: 60500 (Assento 3)

3.° Alocar os assentos de acordo com as maiores fracdes.
Portanto, os assentos sao distribuidos da seguinte forma:
Partido C:2 assentos

Partido A:3 assentos Partido B:2 assentos

m

Manual
Interativo
Video

Método de
Sainte-Lagué

Atividade
Vantagens e
limitagcdes dos
métodos

de Hondt de
Sainte-Lagué
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Exercicio

@ Numa eleic¢éao, cinco partidos (A, B, C, D e E)disputam 10 assentos.
Os votos recebidos foram os seguintes:

Partido Votos
A 150 000
B 120 000
C 80 000
D 50 000
E 40 000

Distribui os assentos utilizando o método de Sainte-Lagué.

Método de Hamilton

O método de Hamilton, também conhecido como o método de
maiores restos, foi desenvolvido por Alexander Hamilton, no final
do século XVIII.

Este método foi uma das primeiras tentativas de criar um sistema
de alocacao proporcional de assentos e é notavel pela sua simpli-
cidade e equidade.

O método de Hamilton é usado em algumas formas modificadas em va-

rias eleicdes do mundo. O método de Hamilton ficou bastante conhecido por ser o
método utilizado na distribuicdo de assentos na Camara dos Representantes dos Es-
tados Unidos durante os primeiros anos da Republica.

Exemplo 23: Método de Hamilton

Consideremos uma eleicao com trés partidos (A, B e C) que disputam sete
assentos.

Os votos recebidos foram os seguintes:

Partido Votos 1° Calcular o divisor-padrao.
A 100 500 Dividir o total de votos pelo nimero
B 97 000 de assentos. 261000
C 60 500 divisor-padréo = —587 ~ 36 857

2.° Calcular a quota-padrao do partido. Dividir o total de votos do partido pelo
divisor-padrao.
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3.° Distribuir os assentos inteiros. Cada partido recebe um nimero de
assentos igual a parte inteira do quociente dos seus votos pela quota.

4.° Distribuir os assentos que restam. Baseado nas maiores fragdes restantes.

Partido | Votos Quota-padrao 'L:f::i?‘t:;s Resto ::srzz:;?taar
A | 100500 % ~2,73 2 073 1
B 97 000 gé ggg ~ 2,63 2 063 0
C 60 500 gg ggg ~ 1,64 1 0,64 1

Na distribuicdo dos assentos, pela parte inteira, s6 sao distribuidos cinco. Dos sete
existentes, sobram dois a atribuir aos partidos com os dois maiores restos (A e C).

Portanto, os assentos sao distribuidos da seguinte forma:

Partido A: 3 assentos Partido B: 2 assentos

Exercicios

Partido

Partido Votos
A 180 000
B 150 000
C 120000
D 90 000

A votacao foi a seguinte:

Votos

150 000

120 000

80 000

50 000

40 000

M| m[({O(O |

—

CVMACSH10-8

5000

Distribui os assentos utilizando o método de Hamilton.

Partido C: 2 assentos

@ Num circulo eleitoral, concorrem quatro partidos (A, B, C e D) que disputam nove
assentos. Os votos recebidos foram os seguintes:

@ Num circulo eleitoral, seis partidos (A, B, C, D, E e F) estdo a concorrer para
eleger sete assentos na assembleia.

33.1. Distribui os sete assentos
utilizando:

a) o método de Hondt;

b) o método de Sainte-Lagué;

¢) o método de Hamilton.

33.2. Compara os resultados obtidos
na alinea anterior. O que concluis?
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Sistemas de votacao

Um sistema de votacao € um conjunto de regras que determinam como as
preferéncias expressas pelos votantes sao recolhidas, contabilizadas e trans-
formadas numa decisao coletiva.

Sistemas maioritarios

Um sistema de votagédo maioritario € um método de elei¢do no qual o candidato
ou partido que recebe a maioria dos votos é declarado vencedor. Existem dife-
rentes variagdes deste sistema, sendo as mais comuns: sistema de maioria
simples, em que o candidato ou partido que obtém mais votos do que qualquer
outro vence; e sistema de maioria absoluta, em que o vencedor tem de obter
mais de 50% dos votos, sendo por vezes necessdria uma segunda volta.

Sistemas preferenciais

Os sistemas preferenciais de votacdo permitem que os eleitores classifiquem
os candidatos por ordem de preferéncia. Em vez de votar apenas num candi-
dato, estes sistemas séo projetados para refletir melhor as preferéncias dos
eleitores e evitar a eleicdo de um candidato impopular que poderia vencer num
sistema de votagdo simples.

Sistemas de aprovacao

Os sistemas de votacdo por aprovacao sao métodos de eleicdo em que os elei-
tores podem votar/aprovar quantos candidatos quiserem, sem a necessidade
de escolher apenas um. Cada candidato aprovado pelo eleitor recebe um voto,
e o0 candidato com o maior numero de votos é o vencedor.

Sistemas de representacao proporcional

Os sistemas de representagao proporcional, utilizados em diversos sistemas
eleitorais de diferentes paises, sdo mecanismos de alocacao de assentos num
corpo legislativo que procuram refletir proporcionalmente o voto dos eleitores.
Os sistemas de representacao proporcional garantem que os partidos ou can-
didatos recebem assentos em proporgao ao nimero de votos que obtiveram.
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Sistemas maioritarios

Sistema de
maioria simples

Sistema de
maioria absoluta

O candidato ou a proposta que recebe 0 maior numero de
votos numa unica ronda de votacao é declarado vencedor,
independentemente de ter obtido a maioria absoluta.

No sistema de maioria absoluta de duas voltas, se
nenhum candidato ou proposta obtiver a maioria absoluta
(mais de 50% dos votos) na primeira volta, realiza-se uma
segunda volta entre os dois candidatos mais votados.

A segunda volta garante que o vencedor obtenha a maioria
absoluta.

O sistema maioritario de mais de duas voltas é uma
variacao que envolve multiplas rondas de votacao. Se
nenhum candidato obtiver a maioria absoluta na primeira
volta, realizam-se rondas adicionais, eliminando-se
gradualmente os candidatos com menos votos até que um
candidato obtenha a maioria absoluta.

Sistemas preferenciais

Método da
pluralidade

Método de
eliminacao
run-off

Cada eleitor vota nos candidatos, indicando a sua
preferéncia.

Apoés a coleta de todos os boletins de voto, sdo contados
apenas os votos da 1.7 opcao de preferéncia. O candidato
que receber o maior nimero de votos é declarado o
vencedor.

Método de eliminacao run-off standard

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de
preferéncia. Inicialmente, sdo contados os votos de primeira
preferéncia de todos os eleitores. Se um candidato obtiver a
maioria absoluta desses votos, é declarado vencedor.

Caso contrario, eliminam-se todos os candidatos com o
menor nimero de votos de primeira preferéncia, com a
excecao dos dois candidatos mais votados.

Reorganiza-se a ordenacgao, atendendo a ordem relativa de
cada um dos candidatos nos diferentes votos. Contam-se
os votos dos dois candidatos em primeira preferéncia.

O candidato que obtenha a maioria absoluta dos votos
redistribuidos é declarado vencedor.
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Sistemas preferenciais

116

Método de
eliminacao
run-off

Método de Borda

Método de
Condorcet

Método de eliminagdo run-off sequencial

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de
preferéncia. Inicialmente, sdo contados os votos de primeira
preferéncia de todos os eleitores. Se um candidato obtiver a
maioria absoluta desses votos, é declarado vencedor.

Caso contrario, elimina-se o candidato com menor numero
de votos de primeira preferéncia.

Reorganizam-se as ordenacdes, atendendo a ordenacgao
relativa, e volta a fazer-se a contagem de primeiras
preferéncias.

O candidato que obtenha a maioria absoluta dos votos
redistribuidos é declarado vencedor.

Caso seja necessario, efetuam-se rondas sucessivas até
um dos candidatos obter maioria absoluta.

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de
preferéncia, sem empates.

A cada posicao na classificagado dos eleitores sao atribuidos
pontos decrescentes, comeg¢ando do numero total de
candidatos até 1.

Os pontos atribuidos a cada candidato por cada eleitor sao
somados para obter o total de pontos de cada candidato.

O candidato com o maior niumero de pontos totais é eleito
ou escolhido.

Cada eleitor classifica os candidatos por ordem de
preferéncia.

Para cada par de candidatos, contabiliza-se quantos
eleitores preferem um candidato sobre o outro.

Um candidato vence um confronto direto contra outro se ele
for preferido pela maioria dos eleitores.

O candidato que vence todos os confrontos diretos contra
todos os outros candidatos é o vencedor de Condorcet.
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Sistemas de aprovacao

Método de voto por aprovacao ou
método de aprovacao

Os eleitores podem selecionar todos
os candidatos que considerem
aceitaveis. O candidato com o maior
numero de aprovacdes € declarado
vencedor.

Sistemas de representacao proporcional

Método de Hondt
ou método de
D'Hondt

Método de
Sainte-Lagué

Método de
Hamilton ou
método de
maiores restos

Cada eleitor vota apenas num partido.

Dividem-se os votos de cada partido por nimeros inteiros
consecutivos, comecando em 1 até ao numero de
assentos a serem distribuidos.

Ordenam-se as fragdes resultantes, da maior até a menor.
Alocam-se os assentos de acordo com as maiores fracoes.

Cada eleitor vota apenas num partido.

Dividem-se os votos de cada partido por nimeros impares
consecutivos, comegando em 1 até realizar tantas divisdes
quanto o numero de assentos a serem distribuidos.
Ordenam-se as fragdes resultantes, da maior a menor.
Alocam-se os assentos de acordo com as maiores fracoes.

Cada eleitor vota apenas num partido.

Calcula-se o divisor-padréao (razdo entre o nimero total de
votos e o numero de assentos).

Calcula-se a quota-padrao de cada partido (razdo entre o
numero total de votos do partido e o divisor-padrao).
Distribuem-se os assentos inteiros, ou seja, cada partido
recebe um nimero de assentos igual a parte inteira do
quociente dos seus votos pela quota-padréo.
Distribuem-se os assentos que restam, com base nas
maiores fracdes restantes.
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Para cada uma das seguintes frases, indica as verdadeiras e corrige as falsas.

(A) No sistema de maioria absoluta se um candidato ou proposta obtiver
50% dos votos vence na primeira volta.

(B) Na eleicao para o cargo de Presidente da Republica, é eleito o candidato
que conseguir a maioria absoluta dos votos. O sistema de representacao
maioritario é sempre realizado a duas voltas.

(C) Os membros das assembleias municipais séo eleitos através do sistema
de representacao proporcional.

(D) Os sistemas preferenciais de votagcao permitem que os eleitores votem
apenas num candidato.

(E) No método de eliminacao run-off standard, se nenhum candidato obtiver
a maioria absoluta nos votos de primeira preferéncia, o candidato com o
menor nimero de votos é eliminado.

(F) Se numa eleicdo, um candidato vencer todos os confrontos diretos com
os outros candidatos, diz-que que é um vencedor de Borda.

Realizou-se uma assembleia, de uma associagao cultural e recreativa, para
eleger, entre quatro candidatos, o novo diretor da associacao. Apresentaram
a sua candidatura o Lopes (L), o Gomes (G), o Mendes (M) e o Tavares (T).

Segundo os estatutos da associacdo, cada associado vota nos candidatos
por ordem de preferéncia. Obtiveram-se os seguintes resultados:

Ordem de preferéncia Candidatos
1.2 L|T|M|G
A G/ M| L |T
3.2 M| G| G |L
4.2 T|L|T|M
N.° de votos 25 | 50 | 30 | 45

2.1. Indica o numero total de associados que votaram.

2.2. Determina, com aproximacao as décimas, a percentagem de primeiras
preferéncias que cada candidato obteve.

2.3. Indica o numero minimo de votos necessarios, na primeira preferéncia,
para um candidato ser eleito vencedor por maioria absoluta.

2.4. Determina qual o candidato vencedor, recorrendo ao método de
eliminagao run-off standard.

2.5. Determina qual o candidato vencedor utilizando o método de Borda.



2.1. Teoria matematica das elei¢coes

No Dia Internacional da Matematica, a escola da Joana organizou um concurso
em que os alunos podiam construir esculturas com formas originais.

Trés alunos, o Francisco, a Filomena e o Nélson, apresentaram-se a concurso.

A tabela seguinte apresenta as votacgdes, pelo sistema de aprovacgao,
realizadas pelos elementos do juri.

Elementos do juri
J1 J2 J3 J4 J5 J6 Candidatos
X X X Francisco
X X X X X Filomena
X X X X Nélson

3.1. Determina a percentagem de votos obtida por cada um dos concorrentes.

3.2. Quem vence a eleicao, considerando o método utilizado?

Observa os resultados obtidos numa votagao para escolher a cor para pintar
a sala de aula.

1.2 preferéncia | 2.7 preferéncia | 3.° preferéncia N.° de votos
Branco Amarelo Azul 14
Amarelo Azul Branco 12
Azul Branco Amarelo 10

4.1. Determina o vencedor aplicando o método da pluralidade.
4.2. Determina o vencedor aplicando um método de eliminacao run-off.

4.3. Quem vence nos “confrontos”

a) Branco / Amarelo? b) Azul/ Amarelo?
Na§ eleicdes legislativas de um pais, Partido N°de votos
obtiveram-se os resultados da tabela ao
lado para o circulo eleitoral Y. A 3500
5.1. Determina a percentagem de votos B 2800
obtida por cada partido. C 2000
5.2. Sabendo que o circulo eleitoral Y elege D 1200
12 deputados e que é utilizado o E 500
método de Hondt, distribui o nimero de
deputados pelos partidos. Total 10000

5.3. Se fosse utilizado o método de Hamilton, como ficaria a distribuicdo dos
cargos de deputados pelos partidos?
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2.2. Teoria da partilha equilibrada

A partilha de recursos é uma questao fundamental em muitas areas do conhecimento
humano, desde a economia até a sociologia, passando pela politica g, claro, pela ma-
tematica. A teoria da partilha equilibrada, ou justa, surge como uma area de estudo
que pretende encontrar formas de dividir recursos de forma que todas as partes en-
volvidas considerem a divisao justa. Este tema é particularmente relevante em con-
textos onde a justica e a equidade sédo essenciais, como na distribuicdo de herancas,
divisdo de bens entre socios, partilha de recursos naturais ou simplesmente numa
divisao justa entre amigos.

A preocupacao com a divisao justa de bens e recursos tem raizes profundas na His-
téria da Humanidade. Desde as civilizagbes antigas, que filésofos e legisladores se
tém debrucado sobre questdes de justica distributiva. Aristételes, por exemplo, nas
suas obras sobre ética, ja refletia sobre a equidade na distribuicdo. No século XX,
com o avanco da matematica e da economia, surgiram abordagens mais formais e
algoritmos (regras matematicas) especificos para resolver problemas de partilha.

Um dos marcos na formalizacdo matematica desta teoria foi o traba-
Iho de Hugo Steinhaus e dos seus colegas, na década de 40 do
século XX, que desenvolveram métodos para a divisao justa de
bens indivisiveis. Posteriormente, a teoria foi expandida para in-
cluir recursos divisiveis, levando ao desenvolvimento de algorit-
mos sofisticados aplicados em diversas areas.

Neste tema vamos explorar, compreender e aplicar diversos tipos
e métodos de partilha. Assim, estaras preparado para abordar uma

variedade de problemas de partilha, utilizando técnicas matematicas

para alcancgar solugdes justas e equilibradas. Este conhecimento ndo é s6 fundamen-
tal para a matematica aplicada, mas também te proporciona uma base soélida para
entender questdes mais amplas de justica social e econdmica.

2.2.1. Partilha discreta

A partilha discreta € um ramo da teoria da par-
tilha equilibrada que se dedica a divisdo de
bens entre varias partes de modo que a di-
visdo seja considerada justa por todos os
envolvidos. Este tipo de partilha é parti-
cularmente relevante quando os itens a
serem divididos nao podem ser fraciona-

dos sem perderem o seu valor ou utili-
dade, como, por exemplo, uma casa, um
relégio ou um carro, ou seja, sdo indivisiveis. ==
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A partilha discreta tem aplicagcdes praticas e histéricas que vao desde a divisao de he-
rancas até a alocacao de recursos limitados entre diferentes comunidades ou grupos.

Divisao do patriménio de Ronald e Nancy Reagan: Ap6s a morte de Ronald Reagan
em 2004, houve um interesse significativo na partilha do patriménio deixado pelo ex-
-presidente dos Estados Unidos. A divisao envolveu itens de grande valor histérico e
sentimental, incluindo cartas, fotografias e outros pertences pessoais, que tiveram
de ser distribuidos entre os filhos e outros beneficiarios.

Este exemplo ilustra a complexidade de partilhar bens indivisiveis de maneira justa.

Partilha de territérios ap6s a Segunda Guerra Mundial: A Conferéncia de Yalta em
1945, em que os lideres dos paises aliados se reuniram para decidir a reorganizacao
da Europa ap6s a guerra, € um exemplo
de partilha discreta num contexto geo-
politico. Os territérios foram divididos
entre as nacdes vencedoras e essa divi-
sao teve em conta consideragdes politi-
cas, étnicas e de sustentabilidade, in-
fluenciando significativamente a
cidadania e a estabilidade regional nas
décadas seguintes.

Também em muitas culturas africanas, a
divisdio de herancas €& uma pratica
comum que envolve a partilha de bens
indivisiveis, como terras, casas e gado,
entre 0s membros da familia. A pratica e
0s métodos de partilha variam de comu-
nidade para comunidade e podem incluir
procedimentos tradicionais e conselhos
de ancidos para assegurar que a divisao
sejajusta.

A partilha discreta, quando realizada de maneira justa e equitativa, pode promover a
cidadania ao assegurar que todos os membros de uma comunidade recebem uma
parte justa dos recursos disponiveis. Além disso, a sustentabilidade é promovida
quando a divisdo de recursos considera a utilizagcdo responsavel e a conservacao
dos bens indivisiveis a longo prazo, garantindo que as futuras geragdes também pos-
sam beneficiar deles.
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2. Métodos de apoio a decisdo

Neste subtema vamos estudar dois métodos de partilha discreta, em que a matematica
é fundamental:

* método do ajuste na partilha;
* método das licitacdes secretas.

2.2.1.1. Método do ajuste na partilha

O método do ajuste na partilha, também conhecido por método do vencedor ajus-
tado, foi patenteado em 1999 por Steven Brams e Alan Taylor.

O método do ajuste na partilha pode ser aplicado quando estao apenas envolvidos
dois intervenientes.

Procedimento de aplicacao: método do ajuste na partilha

1) Distribuicao de pontos
Cada interveniente distribui 100 pontos entre os bens (itens) a serem dividi-
dos, refletindo a importancia ou o valor percebido de cada bem.

2) Atribuicao dos itens

Cada item é atribuido, temporariamente, ao interveniente que alocou mais
pontos ao item.

3) Determinar pontuacgées

Determinar o total de pontos com que cada interveniente fica apés a atribui-
¢ao dos itens:
caso os dois intervenientes obtenham o mesmo nuimero de pontos, a parti-
lha esta ajustada e concluida;

caso os dois intervenientes ndo obtenham o mesmo nimero de pontos, a
partilha ainda ndo esta ajustada e continua a aplicar-se o método.

O interveniente que fica com mais pontos é considerado o vencedor inicial,
sendo o outro considerado o perdedor inicial.

4) Calcular o quociente de compensacao

Para cada item atribuido ao vencedor inicial, determina-se o quociente:

pontuacao atribuida pelo vencedor inicial
pontuacao atribuida pelo perdedor inicial
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5) Transferir itens

Por ordem crescente dos coeficientes de compensacao, inicia-se a transferén-
cia de itens do vencedor para o perdedor. Apés cada transferéncia verifica-se
a pontuacao:
caso os dois intervenientes obtenham o mesmo ntimero de pontos, a parti-
lha esté ajustada e concluida;

caso os dois intervenientes ndo obtenham o mesmo nimero de pontos, a
partilha ainda néo esta ajustada e continua a efetuar-se transferéncias até
gue o vencedor inicial obtenha menos pontos do que o perdedor inicial.

6) Equacionar a partilha do item final
Considera-se como x a parte do item que corresponde ao vencedor inicial.
Considera-se como 1 — x a parte do item que corresponde ao perdedor inicial.

Escreve-se a equacdo que traduza o equilibrio em que ambos os intervenien-
tes terminem com o mesmo numero de pontos.

7) Partilhar o item final

Resolve-se a equacao e obtém-se a fracdo (parte do item) correspondente ao
vencedor inicial. A restante parte corresponde ao perdedor inicial.

Escreve-se uma equacéo que traduza o equilibrio na partilha. Cada interve-
niente tem de terminar com o mesmo nimero de pontos.

Exemplo 23: Ajuste na partilha

O Pedro e a Luana formaram uma
equipa de voleibol de praia e
participaram num torneio interescolar.
Como obtiveram o primeiro lugar no
torneiro, a equipa foi premiada com
uma bola de voleibol de praia, uma
camisola, um par de sapatilhas e um
saco desportivo.

Para partilharem os prémios
resolveram utilizar o método da
partilha ajustada.
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Na tabela seguinte, temos os pontos atribuidos pelo Pedro e pela Luana a cada
um dos itens.

1) Distribuicao de pontos

Bola Camisola Sapatilhas Saco
Pedro 5 25 40 30
Luana 10 20 45 25

2) Atribuicao dos itens

O Pedro fica, temporariamente, com a camisola e com o saco desportivo.
A Luana fica, temporariamente, com a bola e com as sapatilhas.

3) Determinar pontuacoes

Pedro: 25+ 30=55
Luana: 10 + 45 =55

Como o Pedro e a Luana obtiveram o mesmo numero de pontos, a partilha esta
ajustada e concluida.

Exemplo 24: Ajuste na partilha

O av6 do Martin e do Joéao resolveu
fazer uma limpeza na sua garagem.

O av6 guardou muitas coisas na
garagem durante muitos anos.

Como os netos ajudaram, o avd deu-
-lhes, com a condic¢ao de efetuarem
uma partilha justa, um radio, um
reldgio, uns bindculos e um
cavaquinho que trouxe da ilha de Séo
Vicente.

O Martin e o Joao ficaram contentes
com as ofertas e com as histérias que
o avo lhes contou sobre cada uma
delas.

Resolveram partilhar os itens recorrendo ao método de ajuste na partilha.
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Na tabela seguinte, temos os pontos atribuidos a cada item pelo Martin e pelo Joao.

1) Distribuicao de pontos

Radio Relégio Binéculos | Cavaquinho
Martin 15 20 35 30
Jodo 25 15 28 32

2) Atribuicao dos itens

O Martin fica, temporariamente, com o relégio e com os bindculos.
O Joéo fica, temporariamente, com o radio e com o cavaquinho.

3) Determinar pontuacoes

Martin: 20+ 35 =55 «— perdedor inicial
Jodo: 25+ 32 =57 «— vencedor inicial

Como o Martin e o Jodo nao obtiveram o0 mesmo numero de pontos, a partilha
ainda nao esta ajustada e continua a aplicar-se o método.

4) Calcular o quociente de compensacao

Para cada item atribuido ao vencedor inicial, determina-se o quociente:

_ pontuagao atribuida pelo vencedor inicial 25
" pontuac3o atribuida pelo perdedor inicial 15

radio ~ 1,67

, _ pontuagdo atribuida pelo vencedor inicial 32
cavaquinho: pontuacao atribuida pelo perdedor inicial ~ 30 ™ 1.07

B) Transferir itens

Por ordem crescente dos coeficientes de compensacao, inicia-se a
transferéncia de itens do vencedor para o perdedor. Apds cada transferéncia
verifica-se a pontuacéo.

Vamos transferir o cavaquinho do Joao para o Martin e verificar novamente a
pontuacao.

Martin: 20+35+30=85

Joao: 25

Como o vencedor inicial ficou com menos pontos do que o perdedor inicial, é
necessario fracionar o ultimo item, o cavaquinho.

6) Equacionar a partilha do item final

Considera-se x como a parte do item que corresponde ao vencedor inicial.
Considera-se 1 —x como a parte do item que corresponde ao perdedor inicial.
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Escreve-se a equacao que traduza o equilibrio em que ambos os intervenientes
terminem com o0 mesmo ndmero de pontos.

25+32x=20+35+30(1 —x)

7) Partilhar o item final

Resolve-se a equacdo e obtém-se a fracao (parte do item) correspondente ao
vencedor inicial. A restante parte corresponde ao perdedor inicial.
Escreve-se uma equacgao que traduza o equilibrio na partilha. Cada
interveniente tem de terminar com o mesmo numero de pontos.
25+32x=20+35+30(1 —x) <

<& 32x+30x=20+35-25+30 =

& 62x=60 &

_60
= x—62

Como 60 ~ 0,97, 0 Jodo fica, aproximadamente, com 97% do cavaquinho e o

62
Martin com, aproximadamente, 3%.

Como o cavaquinho é um item indivisivel, o Martin e o Joao vao ter de partilhar
o item.

Distribuicao final

O Martin fica com o relégio, com os bindculos e com 3% do cavaquinho.

O Joéo ficacom o radio e com 97% do cavaquinho.

Exercicios

@ Dois irmaos, Manuel Gomes e Carlos Gomes, herdaram alguns bens de um tio que
nao tinha filhos: um carro, uma pequena casa e um terreno de cultivo. Os irmaos
decidiram dividir os bens utilizando o método de ajuste na partilha.

A tabela seguinte apresenta os pontos atribuidos pelos irmaos a cada item.

Carro Casa Terreno
Manuel 5 45 50
Carlos 6 66 28

Aplica o método de ajuste na partilha e indica a distribuicao final dos bens.

@ Dois paises, pais A e pais B, necessitam dividir de forma justa cinco itens
importantes para as suas economias e bem-estar. A divisao deve realizar-se por
aplicacao do método de partilha ajustada, de modo a maximizar a satisfagcao de
ambos os paises.
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Os itens que devem ser divididos entre os paises encontram-se pontuados na
tabela seguinte.

Item Pontuacao do pais A | Pontuacio do pais B et
Recurso energético 30 20 Video
Método das
Recurso hidrico 25 30 licitacGes
secretas
Produto agricola 15 25
Tecnologia 18 15
Recurso mineral 12 10

Como os paises acordaram realizar a divisdo através do método de ajuste na
partilha, aplica-o e apresenta a divisao final dos itens.

@ Com um colega ou uma colega simula a aplicagdo do método de ajuste na partilha
para dividirem os seguintes itens: um smartphone, uma bicicleta, um computador
\ e um CD original autografado pela cantora Cesaria Evora.

2.2.1.2. Método das licitacoes secretas

O método das licitagdes secretas, também conhecido por método das propostas
fechadas, foi proposto por Bronislak Knaster e por Hugo Steinhaus, em 1948. Neste
método, os participantes fazem licitacdes secretas (atribuem valores monetarios)
dos itens a serem partilhados. Cada item é atribuido ao licitante que oferece o maior
valor e o total das licitacdes é ajustado para garantir que todos recebem uma parte
justa do valor total dos bens.

Este método é util para assegurar a equidade quando os participantes atribuem valo-
res diferentes aos itens indivisiveis.

Procedimento de aplicacao: método das licitacoes secretas

1) Licitacoes secretas

Cada interveniente atribui secretamente um valor monetario a cada um os
bens (itens) a serem divididos, refletindo a importancia ou o valor percebido
de cada bem.

2) Valor justo

Determina-se, para cada um dos intervenientes, o quociente entre o valor
total que atribui aos bens e o nimero de intervenientes.

Exemplo do valor justo para o interveniente 1 (Int 1)

soma das licitacées do Int 1

valor justo (Int 1) n.° de intervenientes
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3) Atribuicao dos itens

Cadaitem é atribuido ao interveniente que ofereceu maior licitacdo pelo item.

4) Calcular o saldo dos intervenientes

Para cada interveniente determina-se a diferenca entre o valor justo e o valor
total dos itens que recebeu.

Exemplo do saldo para o interveniente 1 (Int 1)
saldo (Int 1) =valor justo (Int 1) — valor total dos itens recebidos (Int 1)
Caso o saldo seja positivo, o interveniente recebe esse valor.

Caso a saldo seja negativo, o interveniente paga esse valor.

5) Determinar o excedente monetario

Verifica-se se existe dinheiro disponivel através da diferenca entre a soma
dos valores a pagar e a soma dos valores a receber.

Se existir excedente monetario, divide-se de modo igual por todos os interve-
nientes.

6) Distribuicao
A cada interveniente corresponde o(s) item(ns) que recebeu, o saldo e a parte
do eventual excedente monetario.

Exemplo 25: Método das licitacoes secretas

Os dois irmaos, Manuel Gomes e Carlos Gomes, simularam a partilha, com o
método das licitagdes secretas, dos bens que herdaram do tio: um carro, uma
pequena casa e um terreno de cultivo.

A tabela seguinte apresenta as licitagdes secretas (em escudos) atribuidas por
cada um dos irmaos aos itens.

1) Licitacdes secretas

Carro Casa Terreno
Manuel 1200 000 escudos 5 000 000 escudos 3 000 000 escudos
Carlos 1 500 000 escudos 8 000 000 escudos 2 100 000 escudos

2) Valor justo
1200000+ 5000000+ 3000000

Valor justo (Manuel): 5 =4 600 000 escudos
Valor justo (Carlos): 1500000+8 00(2) 000+2100000 _ 5 800 000 escudos
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3) Atribuicao dos itens
Manuel: terreno 3 000 000 escudos
Carlos: carro e casa (1 500 000 + 8 000 000 =9 500 000 escudos)

4) Calcular o saldo dos intervenientes

Para cada interveniente determina-se a diferenca entre o valor justo e o valor
total dos itens que recebeu.

Exemplo do saldo para o interveniente 1 (Int 1)

saldo (Manuel) =4 600 000 — 3 000 000 =1 600 000 escudos

saldo (Carlos) =5 800 000 — 9 500 000 = — 3 700 000 escudos

O Manuel recebe 1600 000 escudos e o Carlos paga 3 700 000 escudos

5) Determinar o excedente monetario

3700000 - 1600000=2 100 000 escudos

2100000

5 =1 050 000 escudos

6) Distribuicao
Manuel: Fica com o terreno e recebe 2 650 000 escudos
(1 600 000 + 1 050 000)

Carlos: Ficacom o carro e coma casa e paga 2 650 000 escudos
(— 3700000+ 1050000)

Exercicios

@ Trés herdeiros, H1, H2 e H3, precisam dividir quatro itens de uma heranca
deixada por um parente muito rico. Os itens sao valiosos e cada herdeiro fara uma
licitacao secreta, indicando em escudos o valor que atribui a cada item.

Item Licitacdo de H1 | Licitacao de H2 | Licitagcdo de H3
Casa de praia 30 000 000 20800 000 30200 000
Carro de luxo 15 000 000 17 000 000 16 000 000
Colecéao de obras de arte 2200000 2500 000 2 300 000
Terreno agricola 10 000 000 12 000 000 11 000 000

Sabendo que os herdeiros aplicaram o método da licitagdo secreta, responde:
37.1. Que herdeiro fica com a casa na praia? Justifica a tua resposta.
37.2. Algum herdeiro ficou sem nenhum bem? Justifica a tua resposta.

37.3. Que itens sdo atribuidos ao herdeiro H2 ?
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@ Trés socios de uma empresa, o Arlindo, o Benvindo e a Celestina, decidiram
encerrar a sua atividade conjunta e dividir os principais ativos da empresa.

Os itens sao valiosos e cada sécio fard uma licitagado secreta, indicando em
escudos o valor que atribui a cada item, apresentados na seguinte tabela.

ltens Licitacdo do Licitacao do Licitacdo da
Arlindo Benvindo Celestina

Escritério central 50 000 000 48 000 000 52 000 000

Frota de veiculos 36 000 000 52 000 000 41 000 000

Equipamentos de Tl 15 000 000 17 000 000 16 000 000

Marca registada 30000 000 28 000 000 31000 000

Sabendo que os sécios efetuam a partilha aplicando o método das licitag6es
secretas, indica:

38.1. ositens com que fica cada soécio;
38.2. qual dos sécios recebe maior valor monetario no final da partilha.

@ Indica uma vantagem e uma desvantagem do método das licitagbes secretas em
\ relacdo ao método de ajuste na partilha.

2.2.2. Partilha continua

A partilha continua é um conceito da teoria da partilha equilibrada que se refere a di-
visdo de recursos que podem ser divididos infinitamente sem perderem o seu valor
ou utilidade. Diferente da partilha discreta, em que os itens sao indivisiveis, a partilha
continua lida com bens como dinheiro, terrenos, liquidos ou qualquer outro recurso
que possa ser fracionado em partes menores, garantindo que cada parte envolvida
na divisdo recebe uma por¢ao justa do total.
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Exemplos mundialmente famosos

Divisao de terras agricolas: Um exemplo notavel de parti-
Iha continua ocorreu no processo de reforma agraria em di-
versos paises, onde grandes extensdes de terras agricolas
foram redistribuidas entre agricultores. No Brasil, por exem-
plo, a reforma agraria tem como objetivo dividir grandes
propriedades de terra em parcelas menores para distribuir
entre familias, permitindo uma divisdo continua e justa do
recurso.

Alocacao da agua do rio Colorado: Nos Estados Unidos, a

alocacao da agua do rio Colorado entre sete estados e o0 México é outro exemplo de
partilha continua. A 4gua do rio € um recurso essencial e deve ser dividida de maneira
justa entre as partes envolvidas, levando em consideracao as necessidades de con-
sumo humano, agricultura e preservacao ambiental.

A partilha continua esté intrinsecamente ligada aos principios de cidadania e susten-
tabilidade. Ao dividir recursos de maneira justa, assegura-se que todos os membros
de uma comunidade tenham acesso equitativo aos bens essenciais, promovendo a
justica social e a inclusdo. Além disso, a divisdo sustentavel de recursos continuos,
como agua e terra, é crucial para a preservagao ambiental e o uso responsavel desses
recursos, garantindo que futuras geragcdes também possam usufruir desses bens.

Assim, vamos estudar dois métodos de partilha continua, onde a matematica é fun-
damental:

* método do divisor-selecionador
* método do divisor Unico

2.2.2.1. Método do divisor-selecionador

O método do divisor-selecionador envolve duas pessoas. Uma pessoa (o divisor)
que divide o recurso continuo em porcdes que acredita serem justas. O outro partici-
pante (o selecionador) escolhe, entdo, a sua porcao com base na divisao feita. Este
método incentiva o divisor a ser o mais justo possivel, pois ele fica com a parte que o
selecionador ndo escolheu.

Procedimento de aplicagao: método do divisor-selecionador

1) Atribuicao de funcgées

Escolher um divisor e um selecionador de modo aleatoério.

2) Divisao dos itens

O divisor divide os itens em por¢des que acredita serem justas.
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3) Distribuicao dos itens

O selecionador escolhe primeiro uma das porgdes. O divisor fica com a parte
Q Manual que o selecionador nio escolheu.

Interativo

Video
Método do
divisor-
-selecionador

O método do divisor-selecionador assegura equidade na divisao de bens ao incorpo-
rar uma abordagem que equaliza o poder de decisado entre as partes envolvidas. No
processo, um individuo (o "divisor") divide os bens em partes que considera justas,
enquanto o outro participante (o “selecionador") escolhe a sua parte preferidaentre a
divisao feita. Essa dinamica incentiva o divisor a ser o mais equitativo possivel ao
fazer as divisdes, pois qualquer percecao de injustica podera levar a uma escolha
desfavoravel para si mesmo.

Consequentemente, o método promove um equilibrio de interesses e garante que
cada participante recebe uma parte que, de acordo com o seu julgamento, € justa e
satisfatdria, mitigando o potencial de conflitos e ressentimentos.

Exercicios

@ Lé as afirmacdes seguintes sobre o método do divisor-selecionador e indica se

cada uma delas é verdadeira (V) ou falsa (F).

(A) O método do divisor-selecionador é usado apenas para dividir bens tangiveis,
como imdveis e objetos fisicos.

(B) No método do divisor-selecionador, o divisor tem a responsabilidade de fazer
uma divisao que ele considera justa.

(C) O selecionador escolhe a parte da divisdo que ele prefere apds o divisor fazer a
divisao.

(D) O método do divisor-selecionador é sempre justo, independentemente das
preferéncias individuais dos participantes.

(E) O método do divisor-selecionador pode ser aplicado em situacdes de divisdo de
recursos intangiveis, como tempo e direitos autorais.

(F) No método do divisor-selecionador, a pessoa que faz a divisdo também escolhe
a primeira parte.

de culinaria. Metade do bolo tem sabor a chocolate
e a outra metade tem sabor a cha verde. Decidiram
aplicar o método do divisor-selecionador para
partilhar o bolo.

m O Miguel e a Isabel ganharam um bolo num concurso W —

Sabendo que o Miguel e a Isabel desconhecem as
preferéncias um do outro, que divisdo consideras
ser mais equitativa?
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2.2.2.2. Método do divisor tnico

O método do divisor unico deriva do método do divisor-selecionador, mas procura
dar uma resposta mais equitativa para quando existe mais de dois intervenientes.

No método do divisor tinico, uma pessoa divide o recurso em porc¢des e cada parti-
cipante, incluindo o divisor, recebe uma parte. Para garantir que € justo, a divisao deve
ser feita de modo que todos considerem as suas porcdes aceitaveis.

Este método é simples e eficiente, especialmente em situacdes em que ha confianca
mutua entre os participantes.

Procedimento de aplicacao: método do divisor tnico (para trés participantes)

1) Atribuicao de funcgées
Escolhe-se um divisor de modo aleatério, sendo os restantes participantes
considerados os selecionadores.

2) Divisao dos itens

O divisor divide os itens em trés porc¢oes que acredita serem justas:
Parte 1 (P1), Parte 2 (P2) e Parte 3 (P3)

3) Licitacao secreta

Os selecionadores atribuem, secretamente, uma percentagem a cada uma das
partes conforme as suas preferéncias.

Como o divisor divide os itens em trés porcdes que acredita serem justas, a

1030% ~33,(3)%.

sua licitacdo é definida como

4) Distribuicao das partes

As partes sdo distribuidas pelos participantes de acordo com as suas prefe-
réncias. No minimo, cada participante devera receber 33,(3)% das suas prefe-
réncias.

Em caso de empate entre dois dos participantes, juntam-se as partes sobran-
tes e aplica-se o método do divisor-selecionador.

O método do divisor unico assegura equidade na divisdo de bens ao permitir que
uma unica pessoa, designada como o divisor, tenha a responsabilidade de criar uma
divisdo que seja justa e equilibrada, sabendo que os outros participantes terdo a li-
berdade de escolher as partes resultantes da divisdo. Este método incentiva o divisor
a ser 0 mais equitativo possivel, pois qualquer percecao de injustica ou parcialidade
pode resultar na sobra das partes menos desejaveis para o proprio divisor.
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2. Métodos de apoio a decisdo

Exemplo 26: Método do divisor tinico

O senhor José Tavares resolveu dar aos seus netos
muito do material de pesca que tinha em excesso.

Os netos do senhor José sdo a Ana, o Domingos € o
Francisco, e resolveram dividir o material através do
método do divisor unico.

Material a ser dividido:

* 3 canas de pesca grandes;

* 4 canas de pesca pequenas;

* 1 cadeira de pesca desdobravel;
* 50 anzois simples;

* 10 anzois especiais.

1) Atribuicdo de funcdes
Efetuaram um sorteio e a Ana ficou como divisora. O Domingos e o Francisco
ficaram como selecionadores.

2) Divisao dos itens
A Ana dividiu os itens em trés partes, que acredita serem justas:

Parte 1 Parte 2 Parte 3

1 cana de pesca grande
2 canas de pesca
pequenas

10 anzois simples

2 anzois especiais

1 cana de pesca grande

1 cana de pesca pequena
1 cadeira de pesca

10 anzois simples

2 anzois especiais

1 cana de pesca grande

1 cana de pesca pequena
30 anzois simples

6 anzois especiais

3) Licitacao secreta

O Domingos e o Francisco atribuiram, secretamente, uma percentagem a cada
uma das partes, conforme as suas preferéncias.

Parte 1 Parte 2 Parte 3

Ana 33.(3)% 33.(3)% 33.(3)%
Domingos 40% 35% 25%
Francisco 25% 45% 30%

4) Distribuicao das partes
As partes sao distribuidas pelos participantes de acordo com as suas

preferéncias.

Domingos: Parte 1
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Exercicios

@ A Margarida, a Maya e a Mariana participaram num
atelier de pintura, durante as férias escolares. No
final do atelier, sobrou algum material para ser

dividido pelas trés amigas.

Material a ser dividido:

* 4 conjuntos de pincéis grandes

* 2 cavaletes ajustaveis
* 10 tubos de tinta a 6leo

2.2, Teoria da partilha equilibrada

Manual
e Interativo
Atividade
Métodos de

partilha
equilibrada

* 5 conjuntos de pincéis pequenos

¢ 20 tubos de tinta acrilica

Como decidiram partilhar o material por aplicacdo do método do divisor tnico,
efetuaram um sorteio e a Maya ficou como divisora. As tabelas seguintes
apresentam a divisdo em partes efetuada pela Maya e as licitacdes secretas
efetuadas pela Margarida e pela Mariana.

1) Divisao das partes

Parte 1

Parte 2

Parte 3

1 conjunto de pincéis
grandes
2 conjuntos de pincéis
pequenos
1 cavalete ajustavel
5 tubos de tinta acrilica
3 tubos de tinta a 6leo

1

2) Licitacao secreta

1 conjunto de pincéis
grandes

2 conjuntos de pincéis

pequenos
0 tubos de tinta acrilica
5 tubos de tinta a 6leo

2 conjuntos de pincéis
grandes
1 conjunto de pincéis
pequenos
1 cavalete ajustavel
5 tubos de tinta acrilica
2 tubos de tinta a dleo

Parte 1 Parte 2 Parte 3

Maya 33.(3)% 33.(3)% 33.(3)%
Margarida 20% 40% 40%
Mariana 30% 45% 25%

42.1. Que parte deverd ser atribuida a cada amiga considerando a licitagéo secreta?

42.2, Consideras que a divisdo realizada pela Maya foi justa? Justifica a tua resposta.

42.3. Verifica-se algum empate que implique utilizar o método do divisor-
-selecionador para desempatar? Justifica a tua resposta.

divisdo dos seguintes itens:

Em grupos de trés colegas aplica o método do divisor Uinico para simularem a

* 2 pares de chinelos de dedo; .
e 2 6culos de sol;
e 3 porta-chaves; .
* 1 tabuleiro de xadrez;

1 par de brincos de argolas;

2 baralhos de cartas;

1 maquina de calcular simples;
2 tabuleiros de damas.
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2. Métodos de apoio a decisdo

Partilha discreta

Os métodos de partilha discreta aplicam-se na divisao de bens indivisiveis
entre varios envolvidos de modo que a divisao seja considerada justa por todos.
Este tipo de partilha é particularmente relevante quando os itens a serem dividi-
dos nao podem ser fracionados sem perderem o seu valor ou utilidade, como,
por exemplo, uma casa, um relégio ou um carro.

Método do ajuste na partilha ou método do vencedor ajustado

O método do ajuste na partilha pode ser aplicado quanto estdo apenas envolvi-
dos dois intervenientes.

Procedimento - método do ajuste na partilha

1) Distribuicdo de pontos
Cada interveniente distribui 100 pontos entre os bens (itens) a serem
divididos, refletindo a importancia ou o valor percebido de cada bem.

2) Atribuicao dos itens
E atribuido, temporariamente, o item ao interveniente que lhe alocou mais
pontos.

3) Determinar pontuacées

Determinar o total de pontos com que cada interveniente fica apds a
atribuicdo dos itens:

Caso os dois intervenientes obtenham o mesmo nimero de pontos, a
partilha esta ajustada e concluida.

Caso os dois intervenientes ndo obtenham o mesmo numero de pontos, a
partilha ainda ndo esta ajustada e continua a aplicar-se o método.

O interveniente que fica com mais pontos é considerado o vencedor inicial,
sendo o outro considerado o perdedor inicial.

4) Calcular o quociente de compensacao
Para cada item atribuido ao vencedor inicial, determina-se o quociente:

pontuacao atribuida pelo vencedor inicial
pontuacao atribuida pelo perdedor inicial

5) Transferir itens

Por ordem crescente dos coeficientes de compensacao, inicia-se a
transferéncia de itens do vencedor para o perdedor. Apés cada transferéncia
verifica-se a pontuacéo.
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2.2, Teoria da partilha equilibrada

Caso os dois intervenientes obtenham o mesmo nimero de pontos, a
partilha esté ajustada e concluida.

Caso os dois intervenientes ndo obtenham o mesmo nlimero de pontos, a
partilha ainda ndo esta ajustada e continua a efetuar-se transferéncias até
que o vencedor inicial obtenha menos pontos do que o perdedor inicial.
6) Equacionar a partilha do item final
Considera-se como x a parte do item que corresponde ao vencedor inicial.
Considera-se como 1 —x a parte do item que corresponde ao perdedor inicial.
Escreve-se a equagao que traduza o equilibrio em que ambos os
intervenientes terminem com o mesmo nimero de pontos.
7) Partilhar o item final

Resolve-se a equacao e obtém-se a fracao (parte do item) correspondente ao
vencedor inicial. A restante parte corresponde ao perdedor inicial.

Escreve-se uma equacao que traduza o equilibrio na partilha. Cada
interveniente tem de terminar com o mesmo ndmero de pontos.

Método das licitacoes secretas ou método das propostas
fechadas

No método das licitagdes secretas os participantes fazem licitacdes secretas
(atribuem valores monetarios) sobre os itens a serem partilhados. Cada item é
atribuido ao licitante que oferece o maior valor e o total das licitagdes é ajus-
tado para garantir que todos recebam uma parte justa do valor total dos bens.

Procedimento - método das licitagbes secretas

1) Licitagdes secretas
Cada interveniente atribui secretamente um valor monetario a cada um dos
bens (itens) a serem divididos, refletindo a importancia ou o valor percebido
de cada bem.

2) Valor justo

Determina-se, para cada um dos intervenientes, o quociente entre o valor
total que atribui aos bens e o nimero de intervenientes.

Exemplo do valor justo para o interveniente 1 (Int 1)

soma das licitagdes do Int 1
n.° de intervenientes

valor justo (Int 1) :
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2. Métodos de apoio a decisdo

3) Atribuicao dos itens
Cada item é atribuido ao interveniente que ofereceu maior licitacdo pelo item.
Determinam-se os itens atribuidos a cada interveniente.

4) Calcular o saldo dos intervenientes

Para cada interveniente determina-se a diferenca entre o valor justo e o valor
total dos itens que recebeu.

Exemplo do saldo para o interveniente 1 (Int 1)
saldo (Int 1) = valor justo (Int 1) — valor total dos itens recebidos (Int 1)

Caso o saldo seja positivo, o interveniente recebe esse valor.
Caso a saldo seja negativo, o interveniente paga esse valor.

5) Determinar o excedente monetario
Verifica-se se existe dinheiro disponivel através da diferenca entre a soma dos
valores a pagar e a soma dos valores a receber.

Se existir excedente monetario, divide-se de modo igual por todos os
intervenientes.

6) Distribuicao

A cada interveniente corresponde o(s) item(ns) que recebeu, o saldo e a parte
do eventual excedente monetario.

Partilha continua

A partilha continua é um conceito da teoria da partilha equilibrada que se refere
a divisdo de recursos que podem ser divididos infinitamente sem perderem o
seu valor ou utilidade. Diferente da partilha discreta, em que os itens séo indivi-
siveis, a partilha continua lida com bens como dinheiro, terrenos, liquidos ou
qualquer outro recurso que possa ser fracionado em partes menores, garan-
tindo que cada parte envolvida na divisdo recebe uma porc¢éo justa do total.

Método do divisor-selecionador

O método do divisor-selecionador envolve uma pessoa (o divisor) que divide o
recurso continuo em porcdes que acredita serem justas. O outro participante (o
selecionador) escolhe, entdo, a sua por¢do com base na divisao feita. Este mé-
todo incentiva o divisor a ser o mais justo possivel, pois ele fica com a parte que
o selecionador ndo escolheu.
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2.2, Teoria da partilha equilibrada

Procedimento - método do divisor-selecionador

1) Atribuicao de funcoes
Escolher um divisor e um selecionador de modo aleatdrio.
2) Divisao dos itens
O divisor divide os itens em por¢cdes que acredita serem justas.

3) Distribuicao dos itens

O selecionador escolhe primeiro uma das por¢des. O divisor fica com a parte
que o selecionador ndo escolheu.

Método do divisor tnico

No método do divisor unico uma pessoa divide o recurso em porcdes e cada
participante, incluindo o divisor, recebe uma parte. Para garantir que é justo, a
divisdo deve ser feita de modo que todos considerem as suas porcdes aceita-
veis. Este método é simples e eficiente, especialmente em situacdes em que ha
confianca mutua entre os participantes.

Procedimento - método do divisor tnico (para trés participantes)

1) Atribuicao de funcées
Escolhe-se um divisor de modo aleatdrio, sendo os restantes participantes
considerados os selecionadores.

2) Divisao dos itens
O divisor divide os itens em trés porgcdes que acredita serem justas:

Parte 1 (P1), Parte 2 (P2) e Parte 3 (P3)

3) Licitacao secreta

Os selecionadores atribuem, secretamente, uma percentagem a cada uma
das partes conforme as suas preferéncias.

Como o divisor divide os itens em trés por¢cdes que acredita serem justas, a

100% _ 33 (3)%.

sua licitacao é definida como 3

4) Distribuicao das partes

As partes sao distribuidas pelos participantes de acordo com as suas
preferéncias. No minimo, cada participante devera receber 33,(3)% das suas
preferéncias.

Em caso de empate entre dois dos participantes, juntam-se as partes
sobrantes e aplica-se o método do divisor-selecionador.
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A Joanaealara

atribuiram, secretamente,
acadaumdositens X, Y,

Z, apontuacao

apresentada no grafico ao

lado.

Sabendo que aJoanaea
lara vao partilhar os itens
utilizando o método de

ajuste na partilha:

1.1. Com que itens fica, inicialmente, cada uma das amigas?

1.2. No final da partilha, como ficam distribuidos os itens?

40
30

45

40

25

X Y

Joana mlLara

O Anténio, o Rodrigo e o Henrique receberam uma heranca que terao de
partilhar. A heranga é composta por um terreno urbano, um terreno rural,
uma casa, um apartamento e um automével.

Resolveram aplicar o método das licitacdes secretas para realizarem a

partilha.

A tabela seguinte apresenta as licitacdes realizadas por cada herdeiro a cada

item, em escudos.

ltem Licitagdo do Licitagcao do Licitacdo do
Anténio Rodrigo Henrique
Terreno urbano 7 500 000 7 500 000 9200 000
Terreno rural 6 000 000 7 000 000 6 000 000
Casa 18 200 000 16 500 000 15 000 000
Apartamento 12 000 000 14 000 000 11 000 000
Automovel 4 000 000 4200 000 4500 000

2.1. Quanto é o valor que cada um dos herdeiros considera que vale a

heranca?

2.2. Indica com que item fica cada um dos herdeiros.

2.3. Comenta a afirmacao: "O Henrique ira ficar com o terreno urbano e com o
automovel, mas ndo ird receber nenhum dinheiro”.

2.4. Efetua a distribuicao final da heranca.



Os primos Mario, Rita e Cristina foram almocar
a casa da tia Maria, que lhes preparou uma piza

deliciosa, com varios ingredientes.

3.1. Porque é que os primos ndao devem utilizar
0 método das licitacbes secretas na
divisdo da piza?

2.2, Teoria da partilha equilibrada

3.2. Os primos decidiram utilizar o método do divisor Unico para partilhar a
piza. O Mario foi destacado como divisor, tendo divido a piza em trés
partes: P1, P2 e P3.

Apbs o Mario dividir a piza, cada uma das primas atribui a cada uma das
partes as pontuacdes que se seguem.

Parte 1 Parte 2 Parte 3
Rita 40% 35% 25%
Cristina 20% 40% 30%

a) Com que parte ficou cada um dos primos?

b) Porque é importante para o Mario fazer uma boa divisdo?

Trés primos, o Rafael, o Diego e o Gabriel, herdaram um grande terreno que
pretendem partilhar através do método do divisor tinico. O Rafael foi
sorteado como divisor e dividiu o terreno em trés partes (P1, P2 e P3),

como esta ilustrado na figura seguinte.

A tabela seguinte apresenta a pontuacao atribuida por cada um dos primos a

cada uma das partes.

Parte 1 Parte 2 Parte 3
Diego 35% 25% 40%
Gabriel 25% 25% 50%
Rafael 33.(3)% 33.(3)% 33.(3)%

4.1. Indica como ficard, no final, a distribuicao das partes pelos primos.

4.2. Consideras que o Rafael efetuou uma divisao justa? Justifica a tua resposta.
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Teste

Num processo eleitoral estavam

registados 7000 eleitores para eleger

quatro candidatos (candidato A,

candidato B, candidato C e 1250 821
. 637

candidato D).

Os resultados obtidos estao ilustrados A B c D
no grafico ao lado.

Numero de votos obtido por cada candidato

2502

1.1. Num sistema eleitoral maioritario simples o que sucederia?
(A) O candidato A era eliminado e os seus votos distribuidos.
(B) O candidato B vencia as eleigoes.
(C) Os candidatos B e C realizariam uma segunda volta.
(D) Os candidatos A e D eram eliminados e os seus votos distribuidos.

1.2. Sabendo que os votos de todos os eleitores foram validos, qual é a taxa
de abstencao?

(A) 85% (B) 15% (C) 75% (D) 25%

Num determinado método de eleicao:
Cada eleitor classifica os candidatos em ordem de preferéncia.
Sao contados os votos de primeira preferéncia de todos os eleitores.

— Se um candidato obtiver a maioria absoluta desses votos, é declarado
vencedor.

- Caso contrario, elimina-se o candidato com menor nimero de votos de
primeira preferéncia. Os votos do candidato eliminado sao redistribuidos
para os candidatos restantes com base na segunda preferéncia indicada
dos eleitores.

Os procedimentos apresentados referem-se ao:
(A) Método de eliminagao run-off standard

(B) Método de eliminagao run-off sequencial

(C) Método de Borda

(D) Método de Condorcet

Em Cabo Verde, nas elei¢cées autarquicas, os membros da Assembleia
Municipal sao eleitos através de um:

(A) sistema de representagao proporcional
(B) sistema de maioria simples

(C) sistema de maioria absoluta

(D) sistema de aprovacao



A tabela ao lado representa as
preferéncias da votacao para
presidente nacional da
confederacao de associacgdes de 2.2 preferéncia B
desenvolvimento sustentavel.

N.° de votos 55 41 34

1.2 preferéncia A C B

3.2 preferéncia C B A

4.1. Pelo método de Condorcet,
nesta eleicao vence:

(A) O candidato A. (B) O candidato B.
(C) O candidato C.

4.2. Pelo método de eliminagao run-off standard, nesta eleicao vence:
(A) O candidato A. (B) O candidato B.
(C) O candidato C.

Um municipio elege para o parlamento nacional do seu pais sete deputados.

Concorreram trés partidos (partido A, partido B e partido C) para eleger
representantes pelo municipio.

Os resultados obtidos apresentam-se na seguinte tabela:
Partido | A | B | C | Total
N devotos | 7080 | 1770 | 6573 | 15423

Sabendo que se aplica o método de Hondt, o nimero de representantes
eleitos por partido é:

(A) O partido A elege 3. O partido B elege 2. O partido C elege 2.
(B) O partido A elege 4. O partido B elege 1. O partido C elege 2.
(C) O partido A elege 3. O partido B elege 1. O partido C elege 3.
(D) O partido A elege 4. O partido B elege 0. O partido C elege 3.

0O método adequado para se dividir um bem divisivel por trés pessoas é:
(A) Método do ajuste na partilha (C) Método do divisor-selecionador
(B) Método das licitacdes secretas (D) Método do divisor Unico

Em que método matematico de partilha pode acontecer um interveniente
ficar, por exemplo, com 30% de um carro e outro interveniente com 70%
do carro?

(A) Método do ajuste na partilha (C) Método do divisor-selecionador
(B) Método das licitacdes secretas (D) Método do divisor Unico
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Teste

Considera o procedimento para um processo eleitoral de maioria absoluta:
1.° Cada eleitor vota num sé candidato.

2.° Ordenam-se os candidatos por ordem decrescente das suas
percentagens de votacao.

3.° Se um candidato obtiver maioria absoluta vence a eleigao.

4.° Se nenhum candidato obtiver maioria absoluta, eliminam-se os candidatos
que obtiveram menos de 25% na votagao e realiza-se uma segunda volta,
que ird garantir que um dos candidatos obtenha a maioria absoluta.

8.1. O procedimento esta correto? Justifica a tua resposta.

8.2. Considerando o procedimento apresentado, é garantido que apenas
dois candidatos disputem a segunda volta? Justifica a tua resposta.

Na final de um concurso televisivo de artistas musicais, os telespectadores
votam considerando as suas preferéncias.

A tabela seguinte apresenta os resultados da votacao obtidos por cada um
dos artistas: Amadeu (A), Bianca (B), Naira (N), Milene (M).

N.° de votos 405 250 103 86 51
1.2 preferéncia A B N M N
2.2 preferéncia B A M N A
3.7 preferéncia N N A B B
4.2 preferéncia M M B A M

9.1. Ordena os candidatos pelo niimero de pontos obtidos, sabendo que no
concurso se aplica o método de Borda.

9.2. Se o método utilizado fosse o método da pluralidade, os resultados
seriam os mesmos? Justifica a tua resposta.

Um restaurante de cozinha tradicional auscultou as opinides dos seus
clientes para identificar qual o prato mais apreciado.

As opinides recolhidas foram as seguintes:
16 clientes votaram na cachupa.
12 clientes votaram na feijoada de polvo.
10 clientes votaram na feijoada de polvo e nas papas de milho.
5 clientes votaram na cachupa e na moreia de cebolada.
4 clientes votaram nas papas de milho e na cachupa.
4 clientes votaram na moreia de cebolada e na feijoada de polvo.



10.1. Qual foi o prato que venceu a votacao, pelo método de aprovacao?

10.2. Sera que se fosse apenas possivel escolher um prato, o prato
vencedor seria sempre o mesmo? Justifica a tua resposta.

Trés irmaos, a Beatriz, a Daniela e o Tiago, dividiram uma heranca composta
por: uma casa grande, uma casa pequena, uma motorizada e um cavalo.

Os resultados finais da divisdo foram:

Beatriz: recebeu 15 000 000 escudos.

Daniela: casa pequena, motorizada, cavalo e pagou 1 500 000 escudos.
Tiago: casa grande e pagou x escudos.

Sabendo que os irmaos utilizaram o método das licitagcdes secretas,
responde as seguintes questodes.

11.1. Porque é que a Beatriz ndo ficou com nenhum item?

11.2. Quantos escudos pagou o Tiago?

11.3. Quem ofereceu a maior licitacdo pelo cavalo? Justifica a tua resposta.

As equipas de andebol, basquetebol e de voleibol de um clube desportivo
tém de partilhar o pavilhao para realizarem os treinos semanais.

Os treinadores das trés modalidades efetuaram um sorteio para escolherem
um divisor e aplicarem o método do divisor unico na partilha do pavilhao.

O senhor Pereira, treinador de andebol, ficou com a tarefa de ser o divisor.
Como sentia que era uma tarefa de muita responsabilidade, procurou ser
justo e equitativo na divisao dos horarios pelos dias da semana. Dividiu o
horario de utilizagdo em trés horarios (H1, H2 e H3).

12.1. Sabendo que o voleibol ficou com o horario H2, completa a tabela
com as percentagens correspondentes as licitacdes dos treinadores.

H1 H2 H3
Andebol
Basquetebol 35% 25%
Voleibol 30%

12.2. Ao verificar os trés horarios disponiveis, a professora Inés, treinadora
de voleibol, verificou que o horario H1 é muito inconveniente para a
sua equipa. Sera que a treinadora pode ter alguma estratégia durante
as licitacdes para evitar o horario H1 ? Justifica a tua resposta.
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Estatistica

3.1. Organizacao e interpretacao de
caracteres estatisticos

3.2. Distribuicoes bidimensionais




_— Variavel estatistica € uma caracteristica que admite diferentes valores (um nimero
anual .
e lolerativg ou uma modalidade), um por cada unidade estatistica.

Atividade .
Classificagdo de discretas

variaveis ) )
estatisticas quantitativas AC
continuas
nominais
qualitativas

ordinais

Frequéncia absoluta (f,) representa o nimero total de vezes que um determinado
valor ou categoria ocorre num conjunto de dados. Ou seja, € uma contagem direta de
ocorréncias de um dado especifico num conjunto de observacoes.

Frequéncia relativa (f,) indica a proporgao de vezes que um determinado valor ou
categoria aparece num conjunto de dados em relagdo ao total de observacgoes. E
geralmente expressa como uma fracdo, um numero decimal ou uma percentagem.

_ Frequéncia absoluta
"~ Total de observacdes

Agrupar os dados em classes

Num estudo estatistico, quando os dados estatisticos quantitativos (discretos ou conti-
nuos) sdo em numero elevado e variados, € util agrupé-los em classes. As classes cor-
respondem a intervalos de nimeros reais, fechados a esquerda e abertos a direita.

Tabelas de frequéncias sao ferramentas usadas na estatistica para organizar e resu-
mir um conjunto de dados, apresentando o nimero de vezes (frequéncia) que cada
valor ou grupo de valores ocorre. Permitem identificar padrdes, tendéncias e distri-
buicdes de dados de forma clara e estruturada.

Exemplos:
Tabela das leituras realizadas por 10 alunos nas férias
N.° de Frequéncia Frequéncia relativa Frequéncia relativa
livros lidos absoluta (Decimal) (%)
0 4 % -04 40%
1 3 3-03 30%
2 2 % =0,2 20%
3 1 11—0 =0,1 10%
Total 10 1 100%
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Manual
Interativo

Grafico de barras representa dados qualitativos ou quantitativos discretos, em que @
se utiliza barras retangulares cuja altura ou comprimento é proporcional ao valor que
representam. Atividade

Classificagdo

de variaveis

Distribui¢cdo do nimero de livros lidos pelos estatisticas
alunos nas férias

1 2 3
NiUmero de livros lidos

Histograma

E um gréfico de barras retangulares justapostas, sendo a &rea dos retangulos direta-
mente proporcional a frequéncia absoluta.

Resultados da prova de Matematica
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Grafico circular apresenta dados em forma de setores circulares.

Cada setor representa uma categoria e a amplitude o setor é proporcional a frequéncia
absoluta ou relativa da categoria no conjunto de dados.

Percentagem de alunos relativamente ao
namero de livros lidos nas férias

@

0 m1 =2 3
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Grafico de linhas representa dados continuos ao longo de um intervalo de tempo.

Exportacao de bens e servicos
(% do PIB) Cabo Verde

46,71 —

13,26 : : . : : : : : : :
1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004 2008 2012 2016 2023

Fonte: https://pt.theglobaleconomy.com/Cape-Verde/exports/

Medidas de tendéncia central

Média: Valor igual ao quociente entre a soma de todos os dados e a quantidade deles.

Mediana: Valor central num conjunto ordenado de dados.

Moda: Valor mais frequente no conjunto de dados.

Exemplo:

A média de livros lidos pelos alunos foide 1, pois

10

A moda é 0, ouseja, a maioria dos alunos leu 0O livros.

A mediana relativamente ao nimero de livros lidos pelos alunos é de

Dadosordenados: 0000111223
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Distribuicdo do nimero de livros lidos pelos
alunos nas férias

al

D

Frequéncia absoluta
O =N W

Ndmero de livros lidos
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Nocao de quartil

Os quartis, num conjunto de dados numéricos ordenados, sao valores que dividem
os dados em quatro partes de igual percentagem de ocorréncia. Como medidas de
localizacao, os quartis permitem obter a indicacdo da variabilidade e a distribuicéo
dos dados.

« O02.°quartil (Q,), igual a mediana (M,), é o valor que divide o conjunto em
duas partes com o mesmo namero de elementos:

—quando o nimero de dados é impar, a mediana (ou 2.° quartil) é o dado que

n+1.
2 ?
— quando o nimero de dados é par, a mediana (ou 2.° quartil) é a média dos dois

ocupa a posicao central: valor de ordem

dados centrais: valores de ordem % e %+ 1.

« O1.°quartil (Q,) éamediana dos dados que ficam a esquerda do 2.° quartil.
« 03.°quartil (Q,;) éamediana dos dados que ficam a direita do 2.° quartil.

Nota: Quando o niimero de dados é impar, a mediana é um dos dados. Esse dado é rejei-
tado para se determinar o Q; aesquerdadeleeo Q; adireita dele. Quando o nimero de
dados é par, a mediana é a média aritmética dos dois valores centrais. Esses valores ndo
sdo rejeitados, para a determinacdode Q, e Qs.

Diagramas de extremos e quartis

O diagrama de extremos e quartis, ou boxplot, € uma representacao grafica que per-
mite a interpretacao da distribuicdo de dados numéricos.

O diagrama de extremos e quartis divide os dados em partes iguais, cada uma con-
tendo aproximadamente 25% dos dados do conjunto.

mE

min Q, @, Q; max

Amplitude interquartil é a diferenca entre 0 3.° e 0 1.° quartis de um conjunto de dados.

Amplitude ¢ a diferenca entre o valor maximo e o valor minimo de um conjunto de dados.
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Antes de comecar

0 A professora de Matematica questionou os alunos da sua turma sobre o
nimero de horas que eles dedicam a atividades extracurriculares por
semana. Os dados recolhidos foram os seguintes:

2,3,2,4,5,5,3,0,2,4,3,2,1,4,5,3,3,2,4,0,3,1
1.1. Identifica a variavel estatistica presente neste estudo.
1.2. A variavel é quantitativa ou qualitativa? Justifica.
1.3. Quantos alunos tem a turma?

1.4. Constréi uma tabela de frequéncias que inclua a frequéncia absoluta e a
frequéncia relativa em percentagem.

e Numa outra turma, a professora questionou os alunos sobre o nimero de
minutos semanais de leitura. Os resultados obtidos foram os seguintes:

30, 10, 25, 75, 40, 50, 60, 15, 20, 45, 70, 35, 40, 55, 60, 30,
25, 45, 55, 65

2.1. Quantos alunos tem a turma?
2.2. Agrupa os dados em classes com amplitude 10.
2.3. Constréi um histograma para representar os dados agrupados.

2.4. Calcula a frequéncia relativa para cada classe e constréi um grafico
circular com as frequéncias relativas (em percentagem).

e Os niimeros de livros lidos por um grupo de alunos durante um ano foram
registados da seguinte forma:

0,4,2,1,0,1,1,2,4,3,3
3.1. Calcula a média do ndmero de livros lidos.
3.2. Determina a mediana do conjunto de dados.
3.3. Identifica a moda.

3.4. Qual é a amplitude dos dados?

o Os resultados de um teste de Matematica foram:
12, 14, 15, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 28, 30, 32

4.1. Determinao Q,, Q,(mediana)e Q3.
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4.2. Calcula a amplitude interquartil.

4.3. O seguinte diagrama é o digrama de extremos e quartis relativo aos
dados recolhidos? Justifica.

T

i i i i i
: : : : :

15 20 25 30 35

e A seguinte tabela mostra o peso, em percentagem, da exportacao de bens e
servicos, no PIB de Cabo Verde, ao longo dos ultimos cinco anos.

Ano | Exportacao (% do PIB)
2018 28,0
2019 26,5
2020 16,4
2021 18,3
2022 22,7

5.1. Calcula a média dos pesos, no PIB, em percentagem, das exportacdes,
nos cinco anos indicados.

5.2. Determina o0 ano em que a exportacdo atingiu o valor, em percentagem
do PIB, mais baixo e o valor mais alto. Qual é a amplitude desses dados?

5.3. Com base no seguinte grafico de linhas, analisa a tendéncia dos dados e
sugere possiveis fatores que expliquem a variagao.

Exportacao (% do PIB) de Cabo Verde
(2018-2022)

» o @

it

Exportacao (% do PIB)
= = N B N NN

2018 2019 2020 2021 2022
Ano
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3.1. Organizacao e interpretacao de caracteres
estatisticos

3.1.1. Aimportancia da estatistica na sociedade atual

A estatistica € uma ciéncia fundamental na sociedade moderna, desempenhando um
papel indispensavel na analise e compreensao de dados que afetam a vida quoti-
diana.

A estatistica oferece ferramentas cruciais para a recolha, analise e interpretacao de
dados. Num mundo cada vez mais regido pela informacéo, a capacidade de transfor-
mar numeros e dados em conhecimento acionavel é essencial para a tomada de de-
cisdes informadas em diversos setores, como economia, saude, educagao, tecnologia,
politica e meio ambiente.

No campo da saude, a es-
tatistica auxilia na andlise

de dados epidemiolégi- EPIDEMIA PODE TER-SE
cos, permitindo o controlo ESTABILIZADO
de pandemias e a elabora- nimero de confirmagdes didrias de casos do

Qéo de po“’tlcas pL'Jb|ICEIS coronavirus para de crescer

de prevencao e trata- OMS vé reducdo em casos |
mento. reportados por dia, mas diz |
ser cedo para comemorar

Na economia, é funda- 4000 . 3924 |
mental para a avaliagcdo de
mercados, previsdes eco- ]
némicas, politicas fiscais ************************************************

e monetdrias. |
: - | 2127
O impacto da estatistica 2000 * ,,,,,,,, mBEEEERRERER

pode ser observado, por
exemplo, na educacdao,
quando se avalia o de- 10002 * ffffffff ‘A EEEEEEER
sempenho escolar, e no
meio ambiente, ao medir
as mudancas climaticas e

21jan. 1 few. 5 fev. 9 fev.

0S seus impactos. ii{
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Indicadores de confianca e procura turistica
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Além disso, num contexto de globalizacdo, no qual existem disponiveis grandes volu-
mes de dados, conhecido como Big Data, a estatistica é a chave para compreender
padrdes, tendéncias e fazer previsoes.

As empresas utilizam a andlise estatistica para otimizar operacdes e desenvolver es-
tratégias de mercado, enquanto os governos aplicam-na para incrementar politicas
publicas, baseadas em dados concretos. Nesse sentido, a importancia da estatistica
vai além dos numeros, ela molda a sociedade, orientando decisdes que afetam dire-
tamente a vida das pessoas.

Os dois graficos anteriores, apresentam dados sobre a procura turistica em Cabo
Verde, permitindo assim ao setor privado e publico tomar decisdes em relacdo ao
turismo com base em informacao estatistica.

Historia da estatistica no mundo

A historia da estatistica remonta a civilizagdes antigas, em que 0s primeiros registos
de atividades estatisticas podem ser observados no Egito e na Babildnia, por volta de
3000 a. C.. Nessa época, as sociedades contabilizavam colheitas, impostos e pro-
priedades.

Na China, o Governo também realizava censos regulares para quantificar a populagcao
e 0s recursos disponiveis.

A palavra "estatistica" deriva do termo latino status, que se referia a dados do Estado,
um reflexo da sua aplicacdo inicial na gestao de governos e populacdes.

Durante a ldade Média, a estatistica avancou lentamente, mas ganhou um impulso
significativo no século XVII, com o surgimento da Probabilidade como uma disciplina
formal. Este periodo foi marcado pelo trabalho de estudiosos como Blaise Pascal e
Pierre de Fermat, que desenvolveram as bases da teoria das probabilidades. No sé-
culo XVIlI, a estatistica moderna comecou a consolidar-se com a introducao de téc-
nicas como o recurso ao calculo da média aritmética, bem como fazendo-se os pri-
meiros estudos demograficos, como o trabalho de John Graunt, que analisou dados
sobre a mortalidade em Londres.
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No século XIX, a estatistica passou por uma revolu¢gdo com o desenvolvimento de
métodos mais robustos para andlise de dados. Personagens como Karl Pearson e
Francis Galton foram cruciais para 0 avango da estatistica, estabelecendo a correlagao
e o conceito de regressao e introduzindo a distribuicdo normal. A criacdo do conceito
de amostragem e a introducdo de métodos inferenciais, desenvolvidos por Ronald
Fisher noinicio do século XX, também foram passos fundamentais para o crescimento
da estatistica como ciéncia.

No século XXI, a estatistica continua a evoluir rapidamente gracas a parceria com a
ciéncia da computacao, permitindo a analise de grandes volumes de dados (Big
Data). Esses avan¢os ampliam ainda mais o impacto da estatistica em praticamente
todos os dominios da vida humana.

A estatistica em Cabo Verde

Em Cabo Verde, como em outros paises, a estatistica desempenha um papel crucial na
formulacao de politicas publicas e no desenvolvimento socioeconémico do pais. As
informacdes estatisticas sdo vitais para o0 governo, instituicdes e organizagdes interna-
cionais avaliarem o progresso em diversas areas, incluindo a saude, educacao, infraes-
truturas e desenvolvimento humano. A realizacdo de censos periddicos e pesquisas
estatisticas ajudam a desenhar um retrato detalhado da populacao, das suas condi-
cdes de vida e dos desafios que enfrentam, contribuindo para a implementacao de
politicas mais eficazes e alinhadas com as necessidades reais da populacao, como, por
exemplo, o planeamento de infraestruturas, como escolas e hospitais.

Espécies terrestres conhecidas, por ilha (2016)

Fungos Liquenes Plantas | Animais | Total
Nuamero (N.°)

Santo Antao 26 158 617 794 1595

Sao Vicente 26 81 328 569 1004
Santa Luzia 0 1 79 65 145
Ilhéu Branco 0 2 64 22 88
llhéu Raso 2 2 65 31 100

Sao Nicolau 16 113 405 560 1094
Sal 7 32 146 355 540
Boavista 1 28 222 360 611
Maio 0 13 229 260 502

Santiago 60 132 519 1204 1915

Fogo 5 105 451 519 1080
Brava 2 59 276 371 708

Fonte: INIDA
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O primeiro censo oficial em Cabo Verde ocorreu em 1940, ainda sob a administracéo
colonial portuguesa, e, desde entdo, os censos tém sido realizados regularmente.
O mais recente aconteceu em 2021.

Os censos tém como objetivo recolher
dados fundamentais sobre a populacao,

Populacao residente por grupo
etario, 2011 - 2021 (%)

Homens 100+ Mulheres
como o numero de habitantes, estrutura 12599
etéria, nivel de educacao, situacao pro- S 8—
fissional e condigdes habitacionais. e
Além dos censos, o Instituto Nacional de 60-64
Estatistica (INE) de Cabo Verde, fundado 20-24
s . . . . .~ /10 44
em 1996, € a principal instituicdo res- 35-39
. ~ . , 30-34
ponsavel pela producao, analise e divul- 25-29
gacdo de dados estatisticos no pais. 15-19
. L. . 5-9
O INE conduz inquéritos de diversos 0-4
4% 3% 2% 1% 0% 0% 1% 2% 3% 4%

tipos, como o Inquérito Demografico e
de Saude Reprodutiva (IDSR), o Inquérito Multiobjetivo Continuo (IMC) e o Inquérito as
Despesas e Receitas Familiares (IDRF). Estes inquéritos permitem obter uma visao
ampla das condi¢cdes socioecondémicas do pais e oferecem informacdes valiosas
para, como ja referido, a formulacdo de politicas publicas e o desenvolvimento de
estratégias de combate a pobreza e a desigualdade social.

A producéo e disseminacao de estatisticas confidveis sdo também essenciais para a
monitorizacdo dos Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel (ODS) das Nagdes Uni-
das, com os quais Cabo Verde esta comprometido. Assim, o pais pode monitorizar
indicadores essenciais relacionados com a saude, educacao, igualdade de género,
meio ambiente e outros aspetos importantes para o desenvolvimento sustentavel.

Proporcao (%) da populagao abrangida por:

Protecao social Regime contributivo ::r?ti:in:urt‘slz
(INPS+CNPS) (INPS) (CNPS)
Total 48,0 43,9 41
Feminino 49,6 43,8 5.8
Masculino 46,6 441 25

Fonte: Instituto Nacional de Previdéncia Social e Centro Nacional de Pensao Social

Tomar decisdes informadas e resolver problemas de maneira eficaz depende da capaci-
dade de analisar dados de forma critica e estruturada. Para isso, é essencial desenvolver
habilidades de matematizacao, isto €, de organizar e representar dados usando concei-
tos matematicos, para entao tirar conclusdes que nos ajudem a entender melhor a
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realidade. Este processo envolve ndao apenas a manipulagcdo de numeros e graficos,
mas também a consciéncia dos limites dessa matematizacao, para que possamos inter-
pretar as conclusdes com responsabilidade.

3.1.2. Recolha e organizacao de dados de natureza
quantitativa e qualitativa, variaveis discretas e
continuas

Neste capitulo, vamos analisar aspetos relacionados com a formulacdo de questdes
pertinentes para a realizacao de um estudo estatistico, com a organizacao e represen-
tacdo dos dados de forma eficaz e como devem ser tratados esses dados de forma
critica, reconhecendo as limitacdes que podem existir durante todo o processo.

Recorda que a recolha de dados, a sua organizacao e tratamento, assim como a ana-
lise e interpretacdo dos mesmos, fazem parte de qualquer estudo estatistico.

Todos os dias sao publicadas noticias baseadas em estudos estatisticos de maior ou
menor relevancia, as quais pretendem transmitir informacées em diferentes domi-
nios da atualidade.

Formular questoes relevantes

O primeiro passo para analisar uma situacao é definir o que queremos saber ou estu-
dar. A formulacédo de questdes claras e bem definidas € fundamental para guiar o
processo de investigacao e analise.

Exemplos de questdes relevantes:

* Como tem evoluido a taxa de alfabetizacao nas diferentes ilhas ao longo dos
anos?

* Qual é a distribuicdo da populacdo em idade ativa nas zonas urbanas e rurais de
Cabo Verde?

* Quais sdo os impactos das mudancas climaticas na agricultura local?

Ao formular questodes, lembra-te de que elas devem ser:
* claramente definidas;

* especificas, pois quanto mais precisa for a pergunta, mais facil sera proceder a
sua andlise;

* relevantes, ou seja, as perguntas devem ser importantes para o contexto local e
para a realidade.
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CExemplo 1 )

Em vez de se perguntar “Como esté o turismo de Cabo Verde?", uma pergunta
mais pertinente seria “Como a pandemia afetou o turismo em Cabo Verde nos
ultimos dois anos?".

' Exercicio

a Estabelece a associacao entre as diferentes situacdes a ser estudadas e a
questado estatistica mais adequada.

Situacao Questao estatistica
Uma escola quer avaliar o desempenho Quantos turistas visitaram
dos seus alunos no exame nacionalde - * cadailha de Cabo Verde no
Matemética. ultimo ano?
Uma empresa de transportes Qual é a média das notas dos
maritimos em Cabo Verde deseja saber . . alunos no exame nacional de
a satisfacdo dos passageiros com os Matematica?
servicos oferecidos.
Uma operadora turistica quer avaliar a Qual é a proporcgéao da
distribuicdo de turistas entre as . * populagcédo vacinada contraa
diferentes ilhas do arquipélago. doenca em cada ilha?
O Ministério da Saude de Cabo Verde Qual é a percentagem de
quer estudar a taxa de vacinacao . . Passageiros que classificam
completa contra uma doenca 0 servico como "muito bom"
especifica em diferentes ilhas. ou "excelente"?
Uma organizacao ambiental quer Qual é a tendéncia na
analisar a quantidade de residuos . . quantidade de residuos
reciclados em diferentes municipios ao reciclados nos ultimos cinco
longo dos ultimos cinco anos. anos em cada municipio?

—

Definir a amostra

Durante a realizacdo de um estudo estatistico é necessario definir a populacao sobre
a qual realizamos esse estudo. Essa populagcdo néo corresponde necessariamente a
populacao de um pais, pois podemos realizar estudos sobre parte de uma populacao
ou ainda sobre instituicdes ou objetos.

Assim, consideramos populac¢ao, ou universo, uma colecao de objetos com uma ca-
rateristica comum.

A cada elemento da populacdo damos o nome de individuo ou unidade estatistica.
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CExempIo 2)

Numa pesquisa realizada numa escola secundaria com 800 alunos sobre
continuar os estudos no ensino superior, teremos como populacdo estatistica
todos os alunos dessa escola secundaria, ou seja, os 800 alunos, e como
individuo cada aluno dessa escola.

Um censo ou recenseamento é um estudo estatistico que implica a observacao de
todos os elementos da populacéo.

A realizacao de censos €, por vezes, muito dispendiosa pelo facto de terem de ser
recolhidos dados de todos os individuos da populacdo. Noutras situacdes, nem é
possivel estudar toda a populagéo.

CExempIo 3)

Uma empresa quer determinar o tempo médio de vida util de lampadas LED
que produz. Para isso, tera de realizar testes para descobrir o nimero de horas
que cada lampada funciona antes de fundir.

Repara que nado é possivel estudar toda a populagao, neste caso todas as
ldmpadas LED produzidas pela empresa, pois:

* testar todas as lampadas seria inviavel, pois isso exigiria destruir todas as
ldmpadas durante os testes, nao restando nada para ser vendido;

* 0 numero total de ldmpadas produzidas € muito grande, tornando o estudo de
toda a populacao inviavel em termos de tempo e custo.

Assim, muitos estudos estatisticos sao realizados observando s6 uma parte da po-
pulacdo. Um estudo estatistico deste tipo € uma sondagem.

Uma amostra é um subconjunto de elementos extraidos da populacdo em estudo
utilizando uma metodologia adequada. O processo ou técnica usada para selecionar
a amostra designa-se amostragem.

Uma sondagem é um estudo estatistico de uma populacéao a partir de uma amostra.

' Exercicio
e Para cada uma das seguintes situa¢des indica a populacao, o individuo e se o
estudo é, ou nao, uma sondagem.

Situacao 1: Uma fabrica de smartphones pretende saber o nimero médio de
defeitos encontrados nos seus produtos numa linha de producéao. Para isso, a
fabrica recolhe dados sobre a quantidade de defeitos por dispositivo fabricado.
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Situacao 2: Uma pesquisa pretende avaliar o consumo mensal de energia elétrica
de diversas casas num bairro. Os dados sao coletados de todas as residéncias do
bairro, com a quantidade de kWh consumidos por més.

Situacao 3: Uma universidade realiza um estudo sobre a producéo de pesquisas
cientificas nas suas faculdades. A analise concentra-se no nimero de artigos
cientificos publicados por cada faculdade nos (ltimos cinco anos.

Situacao 4: Esta a ser feita uma analise de mercado sobre o preco médio de um
produto em varias lojas de uma cidade. A pesquisa recolhe dados de pregcos de um
produto especifico em diferentes pontos de venda.

Situacao 5: Uma empresa agricola quer estudar o “peso” médio das mangas
produzidas na sua plantacao. A empresa recolhe dados de “peso” de todas as
mangas colhidas numa safra.

—

A fiabilidade de uma sondagem depende das metodologias usadas para construir a
amostra. A este procedimento de selegcao chama-se amostragem.

Processos de amostragem

A amostragem é usada para selecionar uma parte da populacdo que representara o
todo, otimizando recursos e tempo.

As amostragens mais usuais sao:

a) Amostragem aleatéria simples

Na amostragem aleatéria simples cada elemento da populagédo tem a mesma proba-
bilidade de ser selecionado, € um processo ideal para ser utilizado em populacdes
homogéneas.

CExemplo 4)

Uma escola com 500 alunos quer saber qual é a média de horas que eles
gastam a estudar em casa por semana. Para isso, a escola decide realizar uma
pesquisa, mas, em vez de perguntar a todos os 500 alunos, escolhe uma
amostra aleatdria, de 50 alunos, para fazer o levantamento.

Como na amostragem aleatoéria simples, cada aluno tem a mesma
probabilidade de ser escolhido para participar na pesquisa. A sele¢céo dos
alunos é feita de forma completamente aleatdria, sem que haja qualquer tipo
de critério para escolher quem sera incluido.

Para o processo de selecao é dado um numero de identificagdo (ID) a cada
aluno (de 1 a 500) e, posteriormente, sao escolhidos os 50 alunos através de
um sorteio aleatoério, ou seja, qualquer alunode 1 a 500 tem a mesma
possibilidade de ser selecionado.
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Vantagens da amostragem aleatéria simples:

* Imparcialidade: Todos os individuos tém a mesma possibilidade de serem
Q Manual selecionados, o que elimina qualquer viés na amostra.

Interativo

Videos * Simplicidade: A técnica é facil de implementar e pode ser aplicada de maneira
Como selecionar eficiente.

uma amostra?

T * Representatividade: Quando bem realizada, a amostra tende a ser representativa

da populacao, permitindo generalizacdes confiaveis.

Técnicas de

e Desvantagens da amostragem aleatdria simples:

aleatéria

* Dificuldade na obteng¢&o de uma lista completa da populagéo: Para realizar a
selecao aleatdria, é necessario ter uma lista completa de todos os elementos da
populacao, o que pode ser invidvel em populagdes grandes ou dispersas.

b2 5]
¥

* Custos elevados e tempo: O processo pode ser caro e demorado, especialmente
quando envolve populacdes extensas ou geograficamente distribuidas, exigindo
muitos recursos para recolher dados de diferentes locais.

' Exercicio

e Uma empresa quer saber a preferéncia dos seus funcionarios em relacao ao tipo
de transporte que utilizam para chegar ao trabalho. Para isso, decide realizar uma
pesquisa com todos os trabalhadores.

3.1. Identifica:
a) a populacao estatistica;
b) o individuo ou a unidade estatistica.

3.2. Supde que a empresa tem 500 funcionarios, mas decide entrevistar apenas
100. Este estudo trata-se de um censo ou de uma sondagem?

3.3. Explica como aplicarias uma amostragem aleatéria simples nesta situagao.

—

b) Amostragem estratificada

Na amostragem estratificada, a populacao é dividida em diferentes estratos, devendo
a proporc¢ao de individuos escolhidos em cada estrato ser aproximadamente igual a
proporcdo do estrato no total da populagdo. E bastante util quando h& subgrupos
com caracteristicas diferentes.

CExempIo 5)

Uma universidade pretende saber a opinidao dos estudantes sobre a qualidade
das instalacdes do campus.
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A populacao total é composta por 10 000 estudantes, divididos em quatro grupos:

* Curso de Engenharia: 4000 estudantes * Curso de Economia: 2500 estudantes
* Curso de Letras: 2000 estudantes * Curso de Artes: 1500 estudantes
Como esses grupos tém tamanhos diferentes, a universidade decide usar

amostragem estratificada, de 1000 estudantes, para garantir que cada grupo
seja proporcionalmente representado na amostra.

Assim, procede-se da seguinte forma:

1) Dividir a populag¢ao em estratos.
Neste caso os estratos sdo os cursos: Engenharia, Economia, Letras e Artes.

2) Calcular a proporc¢ao de cada estrato na populacéo.

. ia: ~4000 _ 409 . ia: 2900 _ 5y
Engenharia: 10000~ 40% Economia: 10000~ 25%

. . 2000 _ 5no . . 1500 _ ..o
Letras: 10000 - 20% Artes: 10000 " 15%

3) Distribuir a amostra proporcionalmente para cada estrato.
* Engenharia: 1000 x 40% =400 * Economia: 1000 x 25% =250
* Letras: 1000 x 20% =200 * Artes: 1000 x 15% =150

4) Selecionar os individuos.

Dentro de cada estrato (curso), sédo escolhidos os 400, 250, 200 e 150
estudantes, recorrendo ao método de amostragem aleatoria (ex. : sorteio ou
numeros aleatorios).

A amostra total de 1000 estudantes serd composta por:
* 400 estudantes de Engenharia * 250 estudantes de Economia
* 200 estudantes de Letras * 150 estudantes de Artes

Assim, a amostra é proporcional aos tamanhos dos estratos, garantindo que as
opinides de cada curso sejam representadas de forma justa.

Vantagens da amostragem estratificada:

* Representatividade garantida: grupos menores sao incluidos de forma
proporcional, 0 que ndo aconteceria numa amostragem simples.

* Reducao de vieses: cada estrato é representado de acordo com a sua
importancia na populacgao total.

Desvantagem da amostragem estratificada:

* Requer conhecimento prévio da populacao, bem como da estratificagdo que se
pretende realizar, tornando o processo mais trabalhoso.
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' Exercicio

° Uma empresa quer avaliar a satisfacao dos seus clientes em relagéo aos servigos
oferecidos. A empresa possui uma base de 6000 clientes, distribuidos por duas
regioes:

* Barlavento: 4000 clientes
» Sotavento: 2000 clientes
A empresa decide entrevistar uma amostra de 600 clientes, utilizando o método

de amostragem estratificada proporcional para garantir que cada regiao esteja
devidamente representada na amostra.

4.1. Quantos clientes devem ser selecionados de cada regidao?

4.2. Explica por que a amostragem estratificada proporcional € uma boa escolha
para esse estudo.

4.3. Se a empresa, por questdes de praticidade, decidir entrevistar apenas 50% dos
clientes sorteados no Barlavento, mas mantiver os nimeros exatos do
Sotavento, qual seria o total de clientes entrevistados?

4.4. Analisa os riscos de alterar o tamanho da amostra de apenas uma regiao na
representatividade dos resultados gerais.

—

c) Amostragem sistematica

Na amostragem sistematica, os elementos da populacao sdo escolhidos a partir de
uma regra previamente definida. E um processo simples e rapido, mas pode ser en-
viesado se houver padrdes na populacao.

CExemplo 6)

Uma empresa de pesquisas quer avaliar a satisfacédo dos clientes em relacéo a
um novo produto langado. A empresa tem uma lista de 1000 clientes e decide
selecionar uma amostra de 100 clientes para responder a pesquisa, sendo
que a selecao decorrera através de uma amostragem sistematica.

Assim, procede-se da seguinte forma:

1) Identificar o tamanho da amostra.
A empresa quer entrevistar 100 clientes a partir de uma lista de 1000 clientes.

2) Calcular o intervalo de amostragem.

O intervalo de amostragem é o numero de elementos entre cada amostra. Para
calcular, dividimos o tamanho da populacdo pelo tamanho da amostra:
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Populacéao _ 1000 _

Tamanho daamostra 100 10

Intervalo de amostragem =

Isto significa que, para selecionar a amostra, os clientes da lista serao

escolhidosde 10 em 10.

3) Escolher um ponto de partida aleatorio.

O préximo passo € escolher aleatoriamente o primeiro cliente da lista entre os

primeiros 10. Suponhamos que o nimero sorteado sejao 6.

4) Selecionar os clientes.

A partir do numero sorteado, a sele¢éo é feita sistematicamente, de 10 em 10:

* primeiro cliente sorteado: 6.° da lista;

* depois serdo os clientes nas posicdes 16.°, 26.%, 36.°, 46.°, ..., até se definirem os
100 clientes para a amostra.

5) Resultado da amostra.

A amostra serd composta pelos clientes nas posicdes 6, 16, 26, 36, 46 ....,
996 na lista de 1000 clientes.

Vantagens da amostragem sistematica:

* Simplicidade: O processo é facil de aplicar, especialmente quando os dados
estdo organizados numa lista ordenada.

Desvantagens da amostragem sistematica:

* Risco de viés: Se a lista tiver algum padrao (como clientes em ordem de
frequéncia de compras), a amostragem pode ser enviesada. Por exemplo, se a
lista estiver ordenada por data de compra, e houver um padrao de compras que
se repete a cada 10 clientes, a amostra pode nao ser representativa.

' Exercicio

e Uma empresa de telefones quer avaliar a qualidade do atendimento ao cliente na
sua central de suporte. Para isso, decide entrevistar 500 clientes a partir de uma
lista ordenada de 10 000 clientes atendidos no tltimo més. Sera realizada uma
amostragem sistematica.

5.1. Qual seré o intervalo de amostragem?

5.2. Se o ponto de partida aleatdrio sorteado for o cliente nimero 8, quais seréo os
primeiros cinco clientes selecionados?

5.3. Explica por que a amostragem sistematica pode ser uma boa escolha para este
estudo.

5.4. Quais sdo os potenciais riscos de usar a lista fornecida pela empresa para
aplicar a amostragem sisteméatica?
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d) Amostragem por conglomerados

A amostragem por conglomerados é um método em que a populacéo é dividida em
clusters (grupos) e alguns clusters sao selecionados aleatoriamente para andlise
completa. Revela-se muito Util em populacdes geograficamente dispersas.

CExempIo 7)

O Ministério da Educacao quer avaliar a qualidade do ensino nas escolas
publicas de todo o pais. Como o pais tem varias ilhas e muitas escolas, seria
impraticavel entrevistar alunos de todas as escolas de todas as ilhas. Assim, o
Ministério decide usar uma amostragem por conglomerados.

Procede-se da seguinte forma:

1) Definir os conglomerados.

Neste caso, as escolas publicas de uma ilha sdo os conglomerados. Cada
escola de uma ilha pode ser considerada um conglomerado.

2) Selecao dos conglomerados.

O Ministério decide selecionar quatro ilhas de forma aleat6ria entre as nove
ilhas que tém escolas.

3) Selecédo dentro dos conglomerados.

O Ministério decide entrevistar todos os alunos de todas as escolas das quatro
ilhas selecionadas. Ou seja, dentro de cada ilha, todos os alunos, de todas as
escolas publicas, serdo entrevistados sobre a qualidade do ensino.

Vantagens da amostragem por conglomerados:

« Eficiéncia: E mais pratico do que realizar uma amostragem aleatéria simples em
toda a populacéo, especialmente se os dados estao agrupados de forma natural
(como neste caso, em escolas).

* Economia de tempo e custo: Selecionar grupos inteiros (escolas) e estudar
todos os individuos dentro desses grupos pode ser mais rapido e barato, pois
evita deslocamentos para entrevistar pessoas dispersas geograficamente.

Desvantagens da amostragem por conglomerados:

* Maior variacao dentro dos conglomerados: Se os conglomerados nao sao
homogéneos entre si (ou seja, se dentro de uma mesma escola as opinides dos
alunos variam muito), a amostra pode nao ser representativa da populacao
inteira.
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* Possivel viés: Se as escolas selecionadas nao forem representativas das

diferentes caracteristicas da cidade (por exemplo, escolas de bairros mais ricos
ou mais pobres), os resultados podem ser enviesados.

' Exercicio

e O Ministério do Turismo de Cabo Verde deseja realizar uma pesquisa para avaliar a

—

satisfacédo dos turistas com os servicos de transporte entre as ilhas, como os
ferries e voos domésticos. Existem nove ilhas habitadas em Cabo Verde e o
Ministério tem dados sobre as condi¢bes de transporte em todas elas.

Como seria invidvel entrevistar todos os turistas de todas as ilhas, a pesquisa sera
feita usando uma amostragem por conglomerados. O Ministério decide selecionar
algumas ilhas como conglomerados e entrevistar todos os turistas que estiverem
nessas ilhas no momento da pesquisa.

A populagédo deste estudo corresponde ao total de 200 000 turistas que visitaram
as ilhas no ultimo ano, e as principais ilhas turisticas sdo: Santiago, Sal, Boa Vista,
Sao Vicente e Santo Antao.

O Ministério decide selecionar trés ilhas aleatoriamente e, dentro dessas ilhas,
entrevistar todos os turistas.

6.1. Quantos conglomerados foram selecionados para a amostra?

6.2. Supondo que as trés ilhas selecionadas sejam Santiago, Sal e Boa Vista, e que o
numero de turistas em cada ilha seja o seguinte:

Santiago: 70 000 turistas

Sal: 50 000 turistas

Boa Vista: 30 000 turistas

Quantos turistas serao entrevistados no total?

6.3. Explica por que a amostragem por conglomerados foi uma boa escolha para
esse estudo em Cabo Verde.

6.4. Quais sao os potenciais riscos ou limitagdes ao usar a amostragem por
conglomerados para avaliar a satisfacado dos turistas nas ilhas de Cabo Verde?

e) Amostragem por conveniéncia

A amostragem por conveniéncia € um método em que a amostra é escolhida com
base na facilidade de acesso aos elementos, sem um critério aleatério ou sistema-
tico. Embora seja pratica e econdmica, pode nao ser representativa da populacao,
resultando em possiveis vieses.
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CExempIo 8)

A Camara Municipal da Boa Vista deseja saber a opinido dos moradores sobre
a construcao de uma nova praca publica. Por limitagcdes de tempo e de
recursos, decide entrevistar apenas as pessoas que estdo a passear no parque
central da cidade quando se realiza a pesquisa.

Assim, ndo existe um processo propriamente dito.

A populagédo em estudo sao todos os moradores da cidade.

A amostra corresponde apenas as pessoas que estavam presentes no parque
central no momento da pesquisa e a escolha dos entrevistados é baseada na

facilidade de acesso (as pessoas disponiveis no local), sem considerar se a
amostra é representativa da populacao geral.

Vantagens da amostragem por conveniéncia:
« Rapidez e facilidade: E um método simples, ideal para quando ha restricdes de
tempo, recursos ou acesso.

* Baixo custo: Nao requer planeamentos ou métodos elaborados para selecionar a
amostra.

Desvantagens da amostragem por conveniéncia:

* Falta de representatividade: As opinides das pessoas podem nao refletir as
opinides de toda a populacao, ja que quem é escolhido pode ter caracteristicas
ou interesses diferentes dos restantes moradores.

* Vieses: O método pode resultar numa amostra enviesada, influenciando a
validade dos resultados.

. Exercicio

o Um pesquisador esta a desenvolver um estudo sobre as preferéncias
gastrondémicas dos turistas que visitam Cabo Verde. Como o estudo precisa de ser
realizado rapidamente, o pesquisador decide aplicar um método de amostragem
por conveniéncia.

Ele escolhe realizar as entrevistas nos restaurantes do centro turistico de Santa
Maria, na ilha do Sal, durante um Unico dia de trabalho. No total, ele entrevista 150
turistas que estavam a almocar ou a jantar nos restaurantes, durante o periodo da
pesquisa.

7.1. Qual é a populagao que é o alvo deste estudo?

7.2. Aamostrade 150 turistas obtida neste estudo é representativa de todos os
turistas que visitam Cabo Verde? Justifica.

7.3. Quais sao as principais vantagens da amostragem por conveniéncia neste caso?
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7.4. Quais sao os riscos de usar a amostragem por conveniéncia para um estudo que
pretende representar as preferéncias gastrondmicas de todos os turistas em
Cabo Verde?

7.5. Como o pesquisador poderia melhorar a representatividade do estudo?

De uma forma genérica, considerando as caracteristicas da populacdo, podemos
dizer que:
* Para uma populacdo grande e homogénea, a amostragem aleatéria simples sera
o0 método mais adequado.

* Para uma populacao heterogénea, sera melhor optar por uma amostragem
estratificada.

* No caso da populagéo ser dispersa ou agrupada, a amostragem por
conglomerados serd uma boa opc¢ao.

* No caso de um estudo exploratério inicial, sera mais facil utilizar uma
amostragem por conveniéncia.

Repara que estes métodos garantem analises estatisticas confiaveis, permitindo in-
feréncias robustas e representativas dos dados populacionais.

' Exercicios

e O INE - Instituto Nacional de Estatistica deseja realizar diferentes estudos
estatisticos para recolher dados sobre varias situacdes. Para cada caso, indica
qual o tipo de amostragem que consideras mais adequado. Justifica a tua escolha.

8.1. Pretende-se avaliar a satisfacdo dos turistas que visitaram todas as ilhas de
Cabo Verde durante o ano, desejando obter-se dados representativos de todas
as ilhas, mas existe um orcamento limitado para a realizacdo da pesquisa e s6 se
podem visitar trés ilhas para recolher os dados.

8.2. Pretende-se investigar a salde mental dos alunos, sendo que possuem 0s
dados dos estudantes divididos por faculdades (Ciéncias, Engenharia, Direito,
Medicina, etc.). Deseja-se garantir que a amostra represente proporcionalmente
os alunos de cada faculdade.

8.3. Pretende-se medir a satisfacdo dos passageiros que utilizam os ferries para se
deslocarem de uma ilha para outra. Entao, decide-se entrevistar passageiros em
diferentes pontos de recolha de passageiros, durante um Unico dia de pesquisa.

8.4. Pretende-se avaliar a satisfacdo dos clientes que utilizam servigcos de
fornecimento de energia de diferentes empresas. Entéo, selecionaram-se
aleatoriamente 5000 clientes de uma lista de 50 000 clientes registados.

8.5. Pretende-se avaliar o nivel de poluicao do ar em diferentes bairros de uma
cidade. Entao, selecionaram-se cinco bairros ao acaso e mediu-se a qualidade
do ar em todos eles.
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e Justifica, em cada uma das seguintes situagdes, porque é que a amostra escolhida
nao é aquela que conduz a resultados mais fiaveis.

9.1. Para saber qual o candidato mais votado para as elei¢des de Primeiro-Ministro
em Cabo Verde, ouviu-se a opinidao dos simpatizantes de determinado partido
politico.

9.2. Para avaliar a qualidade dos fésforos produzidos numa fabrica, acenderam-se
todos os fésforos fabricados num dia.

9.3. Para saber a opinido das pessoas sobre musica rock, questionou-se um grupo
de pessoas que saiam de um concerto de musica rock.

—

Organizar dados

Depois de formular a questao, o préximo passo é recolher dados que ajudem a res-
ponder a mesma. Os resultados obtidos, sejam quantitativos ou qualitativos,
chamam-se dados estatisticos.

A organizacgao desses dados de forma estruturada facilita a sua analise posterior.

Os dados podem ser organizados de diferentes formas, dependendo do tipo de in-
formacao recolhida. Contudo, normalmente, sdo organizados em tabelas.

Exemplo:

Numero de turistas que visitaram Cabo Verde ao longo dos ultimos anos

Ano Total de llha do Sal llha da Boa llha de Ilha de Sao
turistas Vista Santiago Vicente
2022 705 555 59,1% 34,5% 2.3% 2,1%
2021 302 957 61,2% 33,6% 2.2% 1,.9%
2020 85897 74,3% 20,0% 3.9% 1,0%
2019 819 308 40,2% 39.9% 11.,7% 5.1%

Fonte: Instituto Nacional de Estatistica (INE), 2022

Analisando a tabela anterior, podemos dizer que:

* allha do Sal continua a ser a mais visitada, com a maioria dos turistas
escolhendo esta ilha para a sua estadia;

* 0 numero de turistas diminuiu significativamente em 2020, com um total de
85 897 turistas;

* 0 numero de turistas aumentou significativamente em 2022, com um total de
705 555 turistas, mas ndo alcangcando os valores anteriores a 2020.
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Tabelas de frequéncias

Como ja foi referido, quando se recolhem dados estatisticos é essencial organiza-los
de forma a facilitar a sua leitura e interpretacao, por exemplo, recorrendo a tabelas.

Uma das questdes mais importantes é que a variavel estatistica em estudo seja defi-
nida de forma clara, bem como a populacdo ou a amostra sobre a qual incidem os
dados.

Sempre que se conhece o valor da variavel estatistica para cada individuo ou ele-
mento da populacdo ou da amostra em estudo dizemos que temos uma distribuicao
estatistica.

Designam-se por x,, X,, X3, ..., X, 0s diferentes valores que a variavel estatistica x
pode assumir.

No caso da variavel estatistica x ser quantitativa e assumir apenas um numero limi-
tado de valores x,, x,, X5, ..., X,, € necessario ordenar os valores que a variavel
assume por ordem crescente.

CExemplo 9)

Na turma do 10.° ano de uma determinada escola, realizou-se um estudo sobre
as idades dos alunos da turma. Os dados obtidos estéo registados na seguinte
tabela:

16 17 17 16 18 16 16 15 16 17
15 16 17 18 19 17 16 17 16 18
17 17 16 15 18 16 16 16 17 18

A variavel estatistica em estudo é a "Idade”, sendo que a populacao em estudo
é uma turma do 10.° ano.

Neste caso, a variavel estatistica pode assumir os valores:
15, 16, 17, 18, 19

Quando se pretende organizar os dados numa tabela, na coluna da esquerda
colocam-se os diferentes valores x; que a varidvel em estudo pode assumir e
na coluna seguinte regista-se o nimero de vezes que cada valor x; da variavel
aparece na amostra estudada.

171




3. Estatistica

( Exemplo 10 )

Considerando a situacao do estudo da idade dos alunos de uma turma do
10.° ano, teriamos:

Idade N.° de alunos
15 3
16 12
17 9
18 5
19 1

A frequéncia absoluta de um dado estatistico é o nimero de vezes que este
se repete e representa-se por f;.

A tabela do exemplo é entdo representada da seguinte forma:

X, fi
15 3
16 12
17 9
18 5
19 1
Total 30

( Exemplo 11 )

Supde que precisavamos de comparar as idades dos alunos da turma do
10.°ano com as idades dos alunos da turma do 11.° ano da mesma escola, e
sabiamos que 8 alunos do 11.°ano tinham 17 anos.

Estainformacao, por si s6, ndo nos permite fazer uma comparagao, pois nao

sabemos o "peso” dos 8 alunos no total dos alunos do 11.° ano.
8

Imagina que o nimero total de alunos do 11.°ano é de 32, entédo 35" 25%
tém 17 anos.
Mas se forem apenas 20 alunos, entdo 2% =40% dos alunos do 11.°ano tém

17 anos.

A razao entre a frequéncia absoluta e o total de observacdes permite-nos
comparar melhor as duas distribuicdes.
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A frequéncia relativa de um dado estatistico corresponde ao quociente entre a fre-
guéncia absoluta (f;) e o nimero total de dados observados (n) e representa-se por:

A frequéncia relativa pode ser apresentada na forma de fracdo, numero decimal ou
percentagem.

CExemplo 12)

Assim, na turma do 10.° ano, teriamos a seguinte tabela de frequéncias
absolutas e relativas:

X f, fl',-
15 3 3 _01=10%
30
12 _q4a— 400
16 12 12 _04=40%
17 9 9 _0.3=30%
30
18 5 2 _0,1(6)=17%
30 0 10)=
i— ~ 0
19 1 5=00(3)=3%
Total | 30 100%

E, agora, supondo que os alunos do 11.°ano eram 24, ja poderiamos
comparar a propor¢ao de alunos com 17 anos.
i ~/ 0

Logo, apesar de no 10.° ano existirem mais alunos com 17 anos,no 11.°a
proporcao de alunos com 17 anos & maior.

Suponhamos agora que nos questionavam quantos alunos do 10.° ano tém
17 anos ou menos.

Para responder a questao, teriamos de somar as frequéncias absolutas ou
relativas para os 15 anos, 16 anose 17 anos, ou seja:

* 3+12+9=24 alunostém 17 anos ou menos;

* 10% + 40% + 30% = 80% dos alunos tém 17 anos ou menos.

Para responder a este tipo de questdes é util determinarmos e indicar na tabela as
frequéncias absolutas acumuladas e as frequéncias relativas acumuladas.
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CExempIo 13)
gManud x,' f, fl‘, Fi FI‘,
Interativo

video 15 3 33—0 =0,1=10% 3 10%
Tabela de
frequéncias
acumuladas 16 12 % =0,4=40% 3+12=15 10% + 40% = 50%

HLHE]

B 17 9 3?—0 =0,3=30% 15+9=24 50% + 30% = 80%
Gonstru uma 18 5 S _01(6)217% 24 +5=29 80% +17% = 97%
tabela de 30
frequéncias
absolutas e 19 1 L 0,0(3)~3% 29+1=30 97% + 3% = 100%
relativas 30

Total 30 100%

Chama-se frequéncia absoluta acumulada do valor x; a soma das frequéncias
absolutas de todos os valores da variavel até x; (inclusive) e representa-se por
F,.

Chama-se frequéncia relativa acumulada do valor x; a soma das frequéncias
relativas de todos os valores da variavel até x; (inclusive) e representa-se por
Fr;.

. Exercicio
@ Registou-se o0 numero de crias nascidas por ninhada de um casal de coelhos,
obtendo-se os seguintes dados:

52325341355241551244
23342354354435445442

Constréi uma tabela de frequéncias absolutas simples, relativas simples e
\ absolutas e acumuladas.

Representar dados

Uma vez organizados, os dados precisam de ser apresentados a sociedade de forma
precisa, clara, confortavel e apelativa. Na maioria das vezes, essa informacao
apresenta-se recorrendo a representacdes graficas, que podem assumir diferentes
formas, e que irdo facilitar a compreensao dos dados recolhidos.
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Independentemente do tipo de gréfico utilizado, estes devem conter informacgdes
basicas, tais como:

* titulo: indicam o tema principal da tabela ou gréfico;
* eixos (em graficos): o eixo x e 0 eixo y mostram as variaveis representadas;

* legendas: ajudam a identificar o que cada elemento visual (cores, linhas, barras)
representa;

* escalas: identificam unidades e intervalos, garantindo que os dados sejam
comparaveis.

Graficos de barras

Os graficos de barras sédo ferramentas visuais amplamente utilizados em estatistica
e em anadlises de dados para comparar e representar dados qualitativos ou quantita-
tivos discretos de forma clara, permitindo identificar padrdes, tendéncias ou discre-
pancias nos dados.

Esta é uma das representacdes graficas mais usuais.

As categorias sao dispostas no eixo horizontal (eixo do x) se as barras forem verti-
cais, no eixo vertical (eixo do y) se as barras forem horizontais.

A altura (ou comprimento) da barra reflete o valor ou a frequéncia da categoria cor-
respondente, ou seja, é proporcional a frequéncia que lhe corresponde.

Os graficos de barras sao de facil leitura, por serem simples e intuitivos, mesmo
para qguem nao tem conhecimentos estatisticos avancados. Além disso, sao flexi-
veis, uma vez que podem ser usados para dados quantitativos ou qualitativos, e ver-
sateis, funcionam bem para pequenas ou grandes quantidades de categorias.

Contudo, pode-se tornar confuso se houver muitas categorias ou subcategorias e
uma escolha inadequada da escala do gréafico pode distorcer a interpretacao.

CExemplo 14)
I Distribuicao do nimero de turistas por diferentes ilhas
Um g.raflco de barras (2019 a 2022)
permite-nos colmparar, 45 000
neste caso, o numero 40 000
de turistas em cada 35000
uma das ilhas ao longo 30000
9 25 000
de quatro anos. 20 000
15 000
10000
5000
o i
2019 2020 2021 2022
B |lha do Sal ® llha da Boa Vista M llha de Santiago I llha de S&o Vicente
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3. Estatistica

Neste caso, podemos dizer que:

* 0 numero de turistas baixou drasticamente em 2020, provavelmente devido a
pandemia do Covid-19;

* em 2022, o numero total de turistas aproximou-se dos valores de 2019, sendo
que na ilha do Sal receberam mais turistas do que em 2019.

. Exercicio

0 Numa turma com 20 alunos, recolheram-se dados sobre o nimero de calgcado de
cadaum.

Os resultados obtidos foram os seguintes:

4342 4139 4137 4043 4440 3939 3841 4039 3839 3940

11.1. Constréi uma tabela de frequéncias absolutas simples e de frequéncias relativas.

\__M.2. Constrdium gréfico de barras que traduza as frequéncias absolutas da distribuigao.

Gréaficos circulares

Este tipo de representacdo pode ser utilizado em dados quantitativos e qualitativos.
E uma ferramenta visual usada em estatistica e em anélise de dados para representar
proporcdes ou percentagens de categorias num conjunto de dados.

Num grafico circular, representamos cada uma das categorias de dados por um setor
circular cuja amplitude é proporcional a frequéncia relativa. Assim, para obter a ampli-
tude de cada setor é suficiente multiplicar a respetiva frequéncia relativa, expressa
em numeral decimal, por 360°.

Normalmente, é utilizado para destacar a contribuicao relativa de cada categoria em re-
lagcdo ao todo, sendo ideal para comparar visualmente as propor¢cdes entre categorias.

E facil de entender e interpretar, mas ndo é adequado para conjuntos de dados com
muitas categorias, pois pode-se tornar confuso e pode ser menos preciso do que
outros graficos (como o de barras) para comparar valores préximos.

CExemplo 15)
Imagina que foi realizada uma Disciplina favorita N.° de alunos
pesquisa com 100 alunos sobre as Matematica 40
suas disciplinas favoritas e os ——
resultados foram: Ciéncias 30
Historia 20
Arte 10
Total 100
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Ao criar um gréfico circular, os setores terdo as seguintes amplitudes:

- Matemética: %x360°- 144°
* Ciéncias: %XSGO" 108°

* Histoéria: %x 360°=72°

- Arte: 11000 x 360° = 36°

Assim, obteriamos o seguinte gréfico circular:

Disciplinas favoritas

Arte

10% \

Historia Matematica
20% T A0%

(]

Ciéncias—~
30%

( Exemplo 16 )

Considera o seguinte grafico circular relativo a distribuicdo da populacéao de
Cabo Verde, em 2010.

Brava Santo Antao

‘ Sao Nlcolau
/ Sal

5%

Fogo
79

Yo

/ Boa Vista

2%
\Malo
1%

Fonte: Fernandes, Nélida & Carvalho, Paulo. (2014). Territério, populagao e desenvolvimento em Cabo
Verde. DELOS. 7 (19). 12 pp.

Neste caso, podemos dizer que:

* em 2010, a maioria da populagéo cabo-verdiana estava concentrada nailha de
Santiago;

* em 2010, as ilhas de Maio e Brava eram as ilhas com menor nUmero de habitantes.
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' Exercicio

@ Considera a situagao do exercicio anterior:

Numa turma com 20 alunos, recolheram-se dados sobre o nimero de calcado de
cadaum.

Os resultados obtidos foram os seguintes:

4342 4139 4137 4043 4440 3939 3841 4039 3839 3940

Constréi um grafico circular que traduza a distribuicao.

Gréficos de linhas

Os graficos de linhas sdo ferramentas visuais usadas para mostrar tendéncias, va-
riacdes ou padrées em dados continuos ao longo de um intervalo (como tempo, dis-
tancia ou qualquer outra variavel ordenada). Eles utilizam pontos conectados por li-
nhas para representar os dados.

Por norma, no eixo do x (horizontal) surge a variavel independente, como anos,
meses, ou dias e no eixo do y (vertical) a variavel dependente, como valores ou me-
di¢cdes. Os pontos sdo marcados em coordenadas no plano cartesiano e conectados
por linhas.

Este tipo de grafico permite mostrar como os valores variam ou evoluem ao longo do
tempo e identificar padrées como aumento, reducao ou ciclos nos dados.
Os graficos de linhas podem ser:

* simples: representa uma Unica série de dados;

* multiplo: representa varias séries de dados num Unico grafico para

comparagoes.

Estes graficos sdo faceis de interpretar visualmente para identificar picos, quedas ou
estabilidade, sdo excelentes para mostrar tendéncias e mudancas ao longo do tempo
e permitem comparar varias séries num mesmo grafico.

Contudo, ndo sao adequados para dados sem uma ordem ldgica e pode ser confuso
representar diferentes distribuicdes em simulténeo.

Devem ser utilizados para mostrar como os valores mudam ao longo do tempo, para
destacar padrdes e tendéncias, como crescimento, declinio ou sazonalidade, e para
comparar o desempenho de diferentes séries temporais num unico grafico.
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( Exemplo 17 )
A evolugéo da taxa de Taxa de ocupagéo média dos hotéis em Cabo Verde
ocupacao dos hotéis (%)
ao longo do tempo 70%
60% —
pode ser melhor 50% ~——

visualizada num grafico | 40%

; 30%
de linhas. 50%
10%

0%

2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

Neste caso, podemos dizer que:

* ataxa de ocupacao média de hotéis, em Cabo Verde, decaiu de 2019 para 2020;

* apartir de 2020 tem vindo a aumentar, sendo que ainda ndo alcangou os

valores de 2015.

. Exercicio

@ A seguinte tabela apresenta o crescimento de uma crianga, considerando variaveis
comuns como idade (anos), altura (em cm) e “peso” (em kg) durante 15 anos.

Idade (anos) | Altura(cm) "Peso” (kg)
1 75 9,5
2 88 11,0
3 95 12,5
4 102 14,0
5 108 15,5
6 115 17.0
7 122 18,5
8 130 20,0
9 137 22,0
10 143 24,0
11 150 26,0
12 157 28,0
13 163 30,5
14 168 32,0
15 172 34,0

Constréi os graficos de linhas relativos a variagcado da altura e a variacao do “peso”,

em funcao da idade.
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Pictograma

Um pictograma é um tipo de grafico que utiliza icones ou imagens para representar
dados quantitativos de forma visual e acessivel. Cada icone ou figura no gréfico corres-
ponde a um valor ou quantidade especificos e o nimero de icones reflete a frequéncia
do dado.

Um pictograma também torna a apresentacao de dados intuitiva e visualmente atraente,
simplificando a compreenséao de quantidades e proporg¢des e facilitando a comparagcao
entre categorias de forma direta e visual.

Contudo, pode ser pouco preciso, principalmente se os icones forem divididos.

( Exemplo 18 )

Distribuicao de idades dos alunos de
um curso profissional de uma escola 14anosmﬂE

Neste caso, podemos dizer que: 153n°$ﬂﬂﬂmﬁ

* amaioria dos alunos tem 15 anos e

desses 20 sdorapazese 16 sao 16anosmﬂm

raparigas; .
, . 17 anosmE I
* h4 8 alunoscom 14 anos e seis T

alunas com 14 anos.

H =4 rapazes
)
* =4 raparigas

. Exercicio

@ Uma escola realizou uma pesquisa sobre os estilos musicais preferidos de 30
alunos. Os resultados da pesquisa estao organizados na tabela seguinte.

Estilo musical Frequéncia absoluta
(n.° de alunos)

Pop 8
Hip-Hop 6
Kizomba 5
Rock 4
Misica classica 3
Reggae 4

Constréi um pictograma para representar estes dados.

Sugestao: Escolhe um simbolo, por exemplo, um circulo, que pode representar
dois alunos.
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Histograma

Um histograma é um tipo de grafico usado para representar dados quantitativos de
forma visual, mostrando a distribuicdo de frequéncias de um conjunto de dados. E
muito usado em estatistica para analisar dados numéricos continuos ou discretos
organizados em intervalos, ou seja, dados agrupados em classes.

O gréfico é formado por uma sucessao de retangulos adjacentes, ou seja, ndo existe
espaco entre eles. Isso indica que os dados sao continuos, tendo cada um por base
um intervalo de classe e por altura a frequéncia relativa ou absoluta.

( Exemplo 18 )

Numa associacao, perguntou-se a um grupo de criangas quantos cromos de
uma determinada colecédo tinham. As respostas foram:

170; 220; 100; 150; 50; 24; 118; 181

Organizaram-se os dados em classes e construiu-se a tabela de frequéncias

absolutas:
Quantidade de cromos na colecao frequéncia absoluta
[0, 50[ 1

[50, 100[ 1

[100, 150[ 2

[150, 200[ 3

1

8

[200, 250[
Total

Por fim, construiu-se um histograma para representar a distribuigao:

Colecao de cromos das criancas
da associacao

N.° de criangas

50 100 150 200 250
Quantia de cromos
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3. Estatistica

' Exercicio

@ Uma turma de 30 alunos do 10.° ano foi questionada sobre o niimero de horas que
dedicam ao estudo diario.

Os resultados obtidos foram agrupados na tabela a seguir.

Horas de estudo | Frequéncia
por dia absoluta
[0, 1] 5
[1.2[ 8
[2, 3[ 9
[3. 4 5
[4. 5[ 3

\ Constréi um histograma que represente estes dados.

E importante ter sempre em consideracdo que a escolha da representacado grafica
deve ser feita com base no tipo de dados e na pergunta a que se quer responder.

Atualmente, a construcao de graficos estatisticos manualmente tem-se tornado ob-
soleta devido ao avanco tecnolégico e ao surgimento de diversas ferramentas digi-
tais especializadas. Estas ferramentas sao mais eficientes, precisas e rapidas, pois
automatizam o processo de criacao e analise de graficos, eliminando erros humanos
comuns na elaboragéo manual.

Com o uso de software como Excel, Google Sheets, SPSS, Tableau ou outros pro-
gramas estatisticos, é possivel criar graficos de forma rapida e interativa, o que faci-
lita a analise visual de dados. Além disso, esses recursos permitem ajustes automati-
cos, atualizacbes em tempo real e acesso a recursos avancados de visualizacédo de
dados.

Portanto, ao invés de recorrer a elaboracao manual de tabelas e representacdes gra-
ficas, as ferramentas digitais oferecem maior praticidade, confiabilidade e produtivi-
dade para estudantes, pesquisadores e profissionais na analise e interpretacédo de
informacdes estatisticas.
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J" Tarefa ¥

o Construcao de tabelas e graficos com recurso ao

1. Abrir o Excel.

Excel

No teu computador abre o programa Excel. O aspeto visual assemelha-se a uma
tabela (folha de calculo), sendo que os diferentes separadores se assemelham

aos separadores que surgem no Word.

(
i Nome do documento
ket Gme Seew Oessher  Gwpmes debiges fesuin  Omdes Seer Ve Seplewsiey dpde e Fest  Teas P Ogess & O
i — s = - i ] B Separador Base
g L L L R com ferramentas
el e e A [ J— de formatagao
Lo T i L e =
&l £
Assistente de
P | ] [ ° 5 [ & - ' ' " L - ™ . fungbesebarra
 — de férmulas
L ]
]
L]
]
.
%
]
" _ :
= [% v M= 6C o)
g Folha ativa Zoom (ver maior ou mais pequena) )
2. Insere os dados.
Na folha de célculo insere os seguintes dados. Tem em atencao que em cada
célula deves colocar a informacgao correspondente.
. (e \
- Numero de a
Atividade e : :
alunos icheiro E Inserir  Esquema da Pigina Formulas Dados Rever Ver Aj
. I:\I'j A ] Aptos Narmow “in A AT - !E.
Leitura 8 Colo ®:s-@-|a-A- =g
Futebol 6 Area de Transferénca 5 Tipo de Letra 1] Alnhamento
B2 v i Je - Aividade
Musica 7 A B c D E ; G
1
Cinema/TV 5 : e
4 Futebol 6
Natacdo 3 2 S 3
. 7 Natagio 3
Videogame 1 ; T R
10
1
12
A y
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3. Construir graficos.
Depois de inserirmos os dados, podemos construir diferentes tipos de graficos.

Selecionar todas as células que contém informacao

~
)  Guardar aoraticamense (@ ) B X~ 0 5 Liviod - Excel
Ficheiro Base Inserir Esquema da Pagina Formulas Dados  Rever
ﬁl & | Aptos Narrow =111 - A A"
-~
Claz# [Wlf EvaG‘-,ﬂ,v
Area de Transferdncia 15 Tipo de Leira [ Ailir)
B2 N E fr o Atvidade
A B C D E F

1

2 Atividade | Mimero de Alunos.

3 Leitura 8

4 Futebol 8|

5 Musica 7|

6 CinemalTV 5|

7 Natagéo 3|

8 [Videogame 1]

9

10

11

12

13
A A

Clicar em "Inserir”.

Escolher o tipo e estilo de grafico pretendido, por exemplo, Grafico
Circular >>Circular 2D.

[ ®-R-A@ |
auncos P v e, -
R camianciitos: | il ~ L_ - =
| Ceutar 20 -
O
| [ A e
O LEloy esa e e gl Do s
(a 3 § [ y LT praporpfa T S g e
| ‘ _-|-'J. -.-,_..-_-- .
? O & ]
Gréficos | 9?" i_v ' (,) . !_ -
Recomendados | OT}L ¥ _— i
; 'm M an Gratoon Ceolares i
k J L .-._ - j
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O gréfico surgira na folha de calculo.

l. Y
a
Nchsing Bits  ieaarlr  Diguesms de Phging  Foemslsr  Dados  Raver Vo Muds
o - -] = = w- o - r B> - H- - e == 4
| i ] 23] : Rt i iiouiaion 40 A /l i ":. - M 0 !: e:i F W =
ks Tntwi Demdeeacas Taein | N0 FOPRRS A Samarier fo— s P B B o G Linkas ol Gashay' e
Dinireien +  Amcovessdeion W ko ol Cahuedefod- | Verkeachs  erommdsdes g [ - ¢ o
T Fortim e [T . & F—
E7) o | ¥
A 1 € r | K L M

M e Aluns

flemes | [
[ramems | |
(Mimea | :lI
F [Fe— [
y :m-. ‘. a
5 Vibungarast | [
15
n
"
i
I
o s - - avhiey
1
I
A2 y

Atencao: Podes alterar o aspeto visual do grafico incluindo o titulo clicando
sobre as diferentes caixas que surgem.

é N

O O O
INL’lmero de AlunosI

® Leitura = Futebol wMuisica =Cinema/TV = Natacdo = Videogame

o O O
\ 4

4. Explora o programa e constréi agora um grafico de barras.
e Considera todos os graficos que construiste nesta secao.

Utilizando o Excel ou outro software de estudo estatistico e constroi
novamente, agora em formato digital, esses graficos.
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Interpretacao de tabelas e graficos

Em qualquer estudo estatistico, apds a recolha, organizacao e representacao dos
dados, é fundamental realizar a analise e reflexdo sobre os resultados obtidos. Isso
significa que apenas apresentar os dados de forma visual ou numérica nao é sufi-
ciente. E necessério interpreta-los de maneira critica para identificar padrdes, ten-
déncias, correlacdes ou problemas relevantes.

O tratamento e a analise dos dados envolvem examinar as informacgdes para respon-
der as perguntas do estudo, validar hipéteses ou identificar oportunidades de acao.
A reflexdo permite compreender o significado dos dados no contexto da situacao
analisada, ajudando na tomada de decisdes fundamentadas.

Portanto, ap6s a representacao visual (graficos, tabelas, histograma, etc.) ou numé-
rica dos dados, é essencial ndo apenas observar, mas analisar, interpretar e refletir
sobre esses resultados para implementar acdes eficazes e orientadas pela realidade
dos dados.

Essa abordagem transforma a informacdo em conhecimento pratico, que pode ser
aplicado para resolver problemas, planear estratégias e tomar decisdes mais preci-
sas e fundamentadas.

Vejamos, entdo, essas etapas.

Tratar dados e realizar conclusoes

ApOs a representacao, € necessario tratar os dados. Isso envolve calculos, analises e
a interpretacdo critica dos resultados.
Outras técnicas podem ajudar a tirar conclusdes a partir dos dados, como:

* média, mediana e moda, para descrever caracteristicas da distribuicao;

* calculos de crescimento ou variacao, para entender tendéncias.

(Na seccéo seguinte proceder-se-a ao estudo destas medidas de localizagao e dis-
persao.)

No entanto, € importante ter consciéncia dos limites dessa matematizagéo. As con-
clusdes tiradas a partir dos dados podem ser influenciadas por diversos fatores ex-
ternos, como erros na recolha dos dados, limitacdes nas fontes ou até mesmo na
amostra considerada para aplicar o estudo estatistico. Por isso, ao concluires as tuas
analises, reflete sempre sobre as possiveis incertezas e limitagcdes do processo.

Reflexao critica e conclusao

Por fim, a analise critica dos dados implica questionar as conclusdes tiradas. Nao se
deve confiar cegamente nos resultados obtidos, mas sim refletir sobre as implica-
coes desses dados para a sociedade, para a politica e para o futuro.

186



3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

CExemplo 20)

Considera o seguinte grafico de linhas no qual se apresenta a taxa de
mortalidade, desde 1960 a 2022, em Cabo Verde.

A taxa de mortalidade é expressa como “numero de mortes por mil habitantes
por ano”.

Taxa de mortalidade em Cabo Verde
18,47

4,87 — 1 1 1 1 1 1 1 1 ! ' '
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Considerando o grafico, podemos concluir que:

* em 2022, Cabo Verde teve uma taxa de mortalidade de cerca de 5 mortes por
cada 1000 habitantes;

* 0 valor minimo foi de 4,87 mortes por 1000 habitantes, entre 2015 e 2020, e 0
maximo foide 18,47 em 1960;

* o gréafico indica que a taxa de mortalidade tem diminuido desde 1960. Contudo,
a taxa de mortalidade sofreu ligeiros aumentos por volta de 2005 e, novamente,
por volta de 2019.

Refletindo sobre os dados apresentados, podemos dizer que:
* 0 aumento da taxa de mortalidade, em 2020, é justificado pela pandemia Covid-19;

* refletindo criticamente sobre mudancas em politicas publicas para reduzir a
taxa de mortalidade, poderiam ser priorizadas as seguintes acdes:

* melhoria no acesso aos servi¢os de saude: garantir acesso a hospitais,
clinicas e programas de vacinacao;

* programas de prevencao de doencas: campanhas de consciencializagao
sobre doencas cronicas e transmissiveis;

* investimentos em saneamento basico e agua potavel: evitando doencas
causadas por falta de infraestruturas;

* educacao em saude materna e infantil: reduzir a mortalidade neonatal e a
materna com acompanhamento pré-natal;

* atencdo a grupos vulneraveis: apoio a idosos e a populacdes de risco com
programas especificos.
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Atencao: Ha alguns erros comuns que se cometem na analise de dados e tabelas,
tais como:

* ndo compreender as escalas dos eixos;
* ignorar os rétulos ou titulos;
* assumir tendéncias sem base nos dados apresentados.

' Exercicios

@ A seguinte tabela apresenta a proporg¢ao da populacao pobre, por sexo, grupo
etario e populacdao empregada.

Proporcao de populagao pobre (%)

Cabo Verde 35,2
Sexo

Masculino 34,5

Feminino 35,9

Grupo etario

0-4 anos 44,4

5-14 anos 43,1
15-24 anos 38,4
25-34 anos 27,7
35-64 anos 29,0

65 anos ou mais 27,2
Populacao empregada 27,2
Masculino 27,1
Feminino 27,4

Nota: Proporgédo da populagdo pobre = Incidéncia da pobreza
Fonte: INE - Inquérito as Despesas e Receitas Familiares (DIRF), 2015.

16.1. Qual é a proporc¢ao total da populacao pobre em Cabo Verde, de acordo com
os dados fornecidos?

16.2. A tabela mostra diferencas na proporcao de pobreza entre homens e mulheres.
a) Qual dos dois sexos tem uma maior incidéncia de pobreza?
b) Qual é a diferenca percentual entre eles?

16.3. De acordo com a tabela, que grupo etario apresenta a maior proporcao de
populacao pobre? Que grupo apresenta a menor?
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16.4. Aincidéncia de pobreza também é analisada entre a populagdo empregue.

a) Qual é a proporcao de pobreza entre os homens empregados e as mulheres
empregadas?

b) Ha diferenca significativa entre os dois?

Considera o seguinte grafico de barras em que se apresenta a taxa de
alfabetizacdo em Cabo Verde em diferentes anos.

Taxa de alfabetizagcao em Cabo Verde

8533 86,79 91.00

76,11
B I I I

1990 2000 2012 2015 2022

Fonte: https://pt.theglobaleconomy.com/Cape-Verde/Literacy_rate/

17.1. Qual era a taxa de alfabetizacdo em Cabo Verde em 19907?
17.2. Qual foi a taxa de alfabetizagcdo em 20007?
17.3. Qual foi 0 aumento da taxa de alfabetizacao entre 1990 e 20007?

17.4. Compara a taxa de alfabetizagdo entre os anos de 2012, 2015 e 2022. Houve
algum aumento significativo durante esse periodo?

17.5. Qual foi 0 ano em que a taxa de alfabetizacdo apresentou o maior valor?
17.6. Calcula a diferenca entre a taxa de alfabetizagdo em 2012 e a taxa em 2015.

17.7. Considerando a taxa de alfabetizacdo em 2022, qual é o percentual de aumento
em relacao a 19907

17.8. Que fatores acreditas que contribuiram para o aumento da taxa de
alfabetizacdo em Cabo Verde desde 1990 até 2022?

17.9. De acordo com os dados apresentados, € possivel identificar uma tendéncia de
crescimento na taxa de alfabetizacdo em Cabo Verde?
Justifica a tua resposta.

17.10. Com base nos dados histéricos do grafico, que acdes poderiam ser
implementadas para continuar o progresso na taxa de alfabetizacdo no futuro?
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@ Considera o seguinte grafico em que se apresentam as temperaturas médias

anuais, maxima e minima, bem como a precipitacdo média anual, na Cidade da

Praia.

Grafico de temperatura e precipitacao anual na estacido meteorolégica da

Cidade da Praia

£1007 355
g 90T 07 o7 28 28 P82 30 &
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Fonte: https://www.destinoseviagens.com/clima-cabo-verde-quando-ir/#google_vignette

18.1. Quais sao as variaveis em estudo?

18.2. Qual é a temperatura maxima média no més de setembro?
18.3. Em que més ocorre o maior nivel de precipitacdo?

18.4. Qual é a temperatura minima média no més de fevereiro?
18.5. Como varia a temperatura maxima média durante o ano?

18.6. Observa as variacdes da precipitacdo no periodo de julho a setembro. O que se
nota acerca desses meses?

18.7. Considerando o padrao da precipitacédo nos meses de agosto e setembro, qual
pode ser a explicacdo para o aumento observado?

18.8. Ha alguma relacao aparente entre a precipitacao e as variacdes de
temperatura?

Justifica a tua resposta.
18.9. Qual foi a diferenga da temperatura maxima média entre janeiro e setembro?

18.10. Se tivesses de prever as condi¢cdes climaticas para o més de outubro, com
base neste grafico, como farias?

Que fatores considerarias?
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

@ Foi realizada uma pesquisa com 50 estudantes do 10.° ano para avaliar o niimero
de horas que eles estudam por semana. Os resultados estado apresentados na
tabela seguinte.

Horas de estudo Frequéncia absoluta
por semana (nimero de estudantes)
[0, 5[ 10
(5, 10[ 15
[10, 15] 12
[15, 20[ 8
[20, 25] 5

19.1. Calcula a frequéncia relativa em percentagem de cada classe de horas de
estudo por semana.

19.2. Apresenta os resultados numa tabela com as frequéncias relativas.
19.3. Constrdi um histograma para representar esses dados.

19.4. Constrdi um grafico circular para visualizar as frequéncias relativas calculadas
na questao anterior.

19.5. O que podes concluir com este estudo?

@ Uma pizaria faz entregas ao domicilio. Para avaliar a qualidade do seu servico,
durante uma semana, registaram a duracao de cada entrega, desde 0 momento em
que o funciondrio sai da pizaria até a entrega em casa do cliente.

.o del Tempo de duracdo de entrega de pizas

entregas
40+

35t

30t

257

207

157

10

5

0,

35

3 5 7 9 11 13 tempo
(minutos)

20.1. Qual é a variavel em estudo?
20.2. Que tipo de gréfico foi utilizado para representar os dados obtidos?
20.3. Consideras que o grafico foi bem escolhido? Porqué?

20.4. Qual a classe de tempos mais habitual nas entregas de pizas?
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Medidas de
localizagao

3. Estatistica

3.1.3. Medidas de localizacao de uma amostra (moda, média,
mediana, quartis e percentis) e medidas de dispersao
(amplitude interquartil, variancia, desvio-padrao)

Medidas de localizacao e de dispersao

Os graficos, como histogramas, graficos de linhas ou graficos de dispersao, sao repre-
sentacdes visuais que ajudam a identificar padrdes, tendéncias e a estrutura geral dos
dados de forma empirica e rapida, oferecendo uma visdo panoramica e intuitiva da dis-
tribuicdo dos dados, mas existem outros elementos estatisticos que nos permitem,
também, compreender os dados recolhidos: as medidas de localizacao e dispersao.

As medidas de localizagao e dispersao sao valores numéricos que resumem aspetos
especificos da distribuicdo dos dados, fornecendo precisdo e detalhe quantitativo
sobre as caracteristicas desses dados. Sdo fundamentais em estatistica, permitindo
a compreensao da sua variabilidade e tendéncia.

Enquanto as medidas de localizacdo, como média, mediana e moda, indicam onde os
dados estdo concentrados, as medidas de dispersao, como variancia, desvio-padrao
e amplitude, quantificam o grau de variacao ou afastamento em torno dessa concen-
tragcdo. Juntas, sdo essenciais para analises comparativas, previsdes e tomadas de
decisao informadas, pois ajudam a capturar tanto a esséncia geral, quanto as pecu-
liaridades dos dados analisados.

Em conjunto, graficos e medidas de localizacao e de dispersao permitem uma analise
estatistica mais completa, uma vez que se complementam.

Medidas de localizacao

As medidas de localizacdo, como média, mediana e moda, identificam os valores
centrais ou mais frequentes, servindo como pontos de referéncia que resumem o
conjunto de dados.

Média
A média, também conhecida como média aritmética, é a medida de localizacdo mais

utilizada.

Representa-se por x e determina-se da seguinte forma:
* somam-se todos os valores;
¢ divide-se a soma pelo numero total de elementos.

Exemplo
Registaram-se as classificagcdes de um aluno:

8,8,8,12,12, 15
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Assim, a média das suas classificacdes é dada por:

8+8+8+12+12+15
6

Mas também poderia ser feito de forma mais simples e rapida:

)f: =10,5

3x8+2x12+15

X = 6

=105

Dada uma amostra ou uma populacao com n elementos, sejam x,, x;, X3, ...
X, os dados recolhidos e seja X a média, tem-se que:
X1+ X+ X3+ ...+ X,

n
Em geral, dada uma amostra ou populacdo com n elementos, onde cada variavel
x; assume k valores diferentes, sendo f; e fr; a frequéncia absoluta e relativa de
X;, tem-se que:

X=

fixx;+ XX+ F3X X5+ ...+ fie X X
n

X=

X=fry XX, +fry XX, + frs X X3+ ... + fre X X

CExemplo 21 )

Consideremos a situa¢ao da pesquisa da idade dos alunos numa turma do
10.°ano, em que obtivemos a distribuicdo de dados representada na tabela de
frequéncias seguinte:

X; f; fr;
15 3 0.1
16 12 04
17 9 0.3
18 5 0,17
19 1 0.03
Total 30 1

Neste caso, a média é dada por:

_3x15+12x16+9%x17+5%x18+1x19
a 30

Oux=01%x15+04%x16+0,3%x17+0,177x18+0,03x19=16,6(3)~ 17

Ou seja, em média, os alunos, nesta turma, tém aproximadamente 17 anos de
idade.

=<

=16,6(3)~ 17
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3. Estatistica

( Exemplo 22 )
_— A Mayra decidiu registar o nimerode  ©12
anual i . [3)
Q Interativo horas que dormiu durante 50 dias. 10
Video Depois construiu o histograma ao o
Média de dados o 8
discretos e de lado. L
dad
agr::ados em Como os dados estdo agrupados em 6
classes classe, para determinar o nimero 4
T médio de horas que dormiu, ela
precisa de determinar a marca de 2
- . oy 0
Calcular a média cada classe, ou seja, a media dos 6 65 7 75 8 85 9 95 10
para dados extremos da classe. Horas de sono
agrupados em
classes Assim:
Classe Marca da classe f;
[6: 6,5 °5+8 625 2
165; 7[ 7405 675 9
[7: 750 1547 725 12
[7,5; 8l 8+27'5 =775 12
[8; 85I 8'52+8 =825 11
8,5 9l 9485 _g75 2
[9; 9,50 2549 925 2
Total 50

E a média sera dada por:

_2%x6,25+9%x6,75+12x7,25+12%x7,75+11%x8,25+2x8,75+2x%x9,25 _
= =5 =

=

=76~8

Ou seja, em média, a Mayra dormiu aproximadamente 8 horas por noite.

Atencao, embora a média seja facil de calcular e interpretar, ela pode ser sensivel a
valores extremos (outliers).

Por exemplo, num conjunto de salarios em que a maioria das pessoas ganha 18 000
escudos cabo-verdianos e uma unica pessoa ganha 100 000 escudos cabo-
-verdianos, a média sera influenciada pelo valor mais alto e podera nao representar
com precisao a maioria dos casos.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

' Exercicios

@ As temperaturas observadas na cidade da Praia foram registadas durante 30 dias
de um determinado més.

26 27 26 29 30 31 27 31 29 30
26 29 27 30 31 26 27 29 29 30
31 32 29 28 30 31 30 29 31 30

Determina a média das temperaturas registadas nesses 30 dias.

@ Considera a seguinte distribuicdo de idades:

X; f;
26 6
28 7
30 4
32 3

Determina a média da distribuicao dada.

@ O seguinte grafico de barras apresenta a frequéncia relativa em relagdo ao niimero
de irmaos dos alunos de uma turma do 10.° ano.

Nimero de irmaos dos alunos de uma turma do 10.° ano

8l

6|

4t

ol

0-— : : : : . :
1 2 3 4

5 ou mais

-— -— -—
iy
T

Frequéncia absoluta

NUmero de irmaos

Determina a média do nimero de irmaos.
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3. Estatistica

@ Um servico telefénico recolheu informacgdes sobre o tempo de espera, em
minutos, até a chamada ser reencaminhada para um assistente.

Os dados obtidos, depois de agrupados em classes, foram os seguintes:

Tempo de N.°
atendimento (min) | de pessoas

[0, 2[ 54

[2, 4] 80

(4, 6[ 32

(6, 8[ 16

(8, 10[ 12

[10, 12] 6

Em média, quanto tempo demora até que uma chamada seja reencaminhada para
\ um assistente?

Mediana

A mediana € uma medida de localizagéo que indica o valor central de um conjunto de
dados, dividindo-o em duas metades iguais, quando os valores estdo organizados
por ordem crescente ou decrescente.

A mediana, ao contrario da média, ndo é influenciada por valores extremos (outliers),
pelo que é ideal para representar dados que possuem distribuicao assimétrica, ou
seja, muito dispar.
Representa-se por X e determina-se da seguinte forma:
* Organiza-se o conjunto de dados por ordem:
* se 0 numero de elementos for impar, a mediana sera o valor no meio da
sequéncia;
* se 0 numero for par, a mediana sera a média dos dois valores centrais.

CExempIo 23)

* No seguinte conjunto de dados impar: 3, 7, 9, 12, 15.

O valor central ¢ 9, logoamedianaé 9.

* No seguinte conjunto de dados par: 2, 4, 6, 8, 9, 9.

A mediana serd a média dos dois valores centrais: X = % =7.

A mediana é o valor (pertencente ou ndo ao conjunto de dados) que divide esse con-
junto ordenado ao meio, ou seja, 50% dos elementos da amostra sdo inferiores ou
iguais a mediana e os outros 50% sao superiores ou iguais a mediana.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Para determinar a mediana de uma amostra de n elementos, primeiro ordenam-se
0s elementos da amostra e:

* se n éimpar: a mediana é o elemento que ocupa a posicao n-; L ;
* se n é par: a mediana é a média dos elementos que ocupam as posicdes
n_n
> e 5 +1.
( Exemplo 24 )
Registou-se o numero de crias nascidas por ninhada de um casal de coelhos:
N.° de crias Frequéncia Frequéncia absoluta
absoluta acumulada
2 2 3
3 24 27
4 30 57
5 13 70
6 7 77
Total 77

O numero total de crias € 77 (impar), a mediana é o valor que ocupa a posi¢ao:

77+1 _78
2 2

Observando a coluna das frequéncias absolutas, podemos concluir:

=39.

Os elementos x,, x,, x; sdotodosiguaisa 2, do x, até x,;, sdo todos iguais
a 3 e assim sucessivamente. Logo, a mediana é X =x;,=4.

Em 50% das ninhadas nasceram quatro crias ou menos.

Considerando que houve mais algumas ninhadas, tem-se agora a seguinte
distribuicdo, com um nuamero total de crias de 114 (par).

N° de crias Frequéncia Frequéncia absoluta
absoluta acumulada
2 3 3
3 24 27
4 30 57
5 30 87
6 27 114
Total 114
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3. Estatistica

Como o numero de dados é par, entdao a mediana é dada pelos valores que se
114 114

encontram nas posicoes — = 57 e 5t 1=58.

x57+x58:4+5:
2 2

Assim, X = 4,5

' Exercicios

@ Considera a seguinte distribuicdo de idades:

X; f;
26 6
28 7
30 4
32 3

Determina a mediana das idades.

@ Considera o grafico de barras relativo ao nimero de irmaos dos alunos de uma
turma do 10.° ano.

Nimero de irmaos dos alunos de uma turma do 10.° ano

Frequéncia absoluta

— — —

eM H P @O M A
T T T 1

1 2 3 4 5 ou mais
NUmero de irmaos

Determina a mediana do niimero de irm3os.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

@ Um servico telefénico recolheu informacgdes sobre o tempo de espera, em minutos
até a chamada ser reencaminhada para um assistente. Os dados obtidos, depois
de agrupados em classes, foram os seguintes:

Tempo de atendimento (min) N.° de pessoas
[0, 2[ 54
[2, 4] 80
(4, 6] 32
(6, 8[ 16
(8, 10[ 12
[10, 12[ 6

\ Determina a classe onde se encontra a mediana dos tempos de atendimento.

Moda

A moda é uma medida de localizacao em estatistica que indica o valor ou categoria
que ocorre com maior frequéncia num conjunto de dados. E especialmente util para
identificar tendéncias em dados qualitativos (como cores ou marcas) ou quantitati-
vos, destacando o elemento mais comum dentro de um grupo.

CExempIo 25)

Numa pesquisa sobre as cores preferidas de um grupo de pessoas, se a cor
"azul" foi a mais escolhida, a moda sera "azul".

No conjunto de nimeroscomo 2, 3, 3,4, 5, amodaé 3, porqueéo
namero que aparece mais vezes.

Sendo x,, x,, x5, ..., X, 0S k valores distintos de uma variavel estatistica, a
moda corresponde ao valor que apresenta maior frequéncia absoluta (ou
relativa) e representa-se por Mo.

CExemplo 26)

No seguinte conjuntode dados 3; 4; 3;6; 2;3;6;5; 3.
Amodaé 3.

CExemplo 27)

No seguinte conjunto de dados 3; 4; 3;6; 2;3;6;5; 6.
Existem dois valores que apresentam a mesma frequéncia (3 e 6).
Assim, dizemos que a distribuicdo é bimodal e as modas sdo 3 e 6.
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3. Estatistica

( Exemplo 28 )

No seguinte conjunto de dados: 4, 3,5, 7,1, 2
Nenhum valor se repete, logo, dizemos que ndo existe moda.

Assim, relativamente a um conjunto de dados ou distribui¢do, podemos dizer que:
* A moda pode ser unica — unimodal
* Pode haver mais do que uma —bimodal ou multimodal
* Pode nao existir, caso nenhum valor se repita —amodal

' Exercicio

@ Considera a seguinte distribuicdo de idades:

X; f;
26 6
28 7
30 4
32 3

Indica a moda das idades.

No caso de os dados estarem agrupados em classes, a classe com maior frequéncia
absoluta d4-se o nome de classe modal.

. Exercicio

@ Considerando a distribuicao do nimero de irmaos dos alunos de uma turma do
10.° ano, representada no grafico de barras abaixo, qual é a moda do nimero de

irmaos?
NiUmero de irmaos dos alunos de uma turma
do 10.° ano
8147
=
o 12+
Ko

Frequéncia
N D OO ©

o

< 10T I
: I : : I : I : . :
1 2 3

4 5 oumais
NUmero de irmaos
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Se representamos o0s dados
agrupados em classes por um
histograma é possivel fazer uma
estimativa geométrica para a 81
moda, procedendo da seguinte 6+

forma: 4t
* representar os dados num 2+
histograma; . | . .

. 0 25 Mg 135 19 245 30
e determinar a classe modal;

* unir os vértices superiores do retangulo da classe modal com os vértices
superiores das classes contiguas;

* tracar uma perpendicular ao eixo das abcissas, partindo do ponto de intersecao
das linhas obtidas anteriormente;

* indicar a localizacao grafica da moda.

. Exercicio

@ Considera os dados obtidos, depois de
agrupados em classes, relativamente a um
servico telefénico que recolheu

Tempo de N.°
atendimento (min) | de pessoas

informacodes sobre o tempo de espera, em [0, 2 54
minutos, até a chamada ser reencaminhada [2, 4] 80
para um assistente. [4, 6] 32
30.1. Qual é a classe modal? (6, 8] 16
30.2. Representa os dados num histograma. [8, 10[ 12
30.3. Determina geometricamente a moda (10, 12 6

deste conjunto de dados.

Quartis e percentis

Em muitos estudos estatisticos, com populacdes ou amostras de grande dimensao,
€ interessante conhecer a maior ou menor concentracao de dados ao longo do inter-
valo de variacdo dos seus valores, ou seja, entre o maior € o menor valor que a distri-
buicdo toma.

Os quartis e percentis sdo medidas de posi¢cdo que ajudam a dividir um conjunto de
dados ordenado em partes iguais, permitindo analisar a dispersao e distribuicdo dos
valores.
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3. Estatistica

* Quartis

Os quartis dividem o conjunto ordenado de dados em quatro partes com a mesma
Q Hapia’ quantidade de dados, cada uma representando 25% dos valores:

Interativo

Video * 1.° quartil (Q,): é o valor da variavel, tal que 25% dos dados sdo menores ou
Quarti o ~ . o
verte iguais e 75% sdo maiores ou iguais;

* 2.° quartil (Q,): é o valor da varidvel que coincide com a mediana;

* 3.° quartil (Q;): é o valor da variavel tal que 75% dos dados s&@o menores ou
iguais e 25% s&o maiores ou iguais.

CExempIo 29)

Foi registado o numero de mensagens SMS recebidas num telemével durante
11 dias.

12 12 6 6 5 8 7 10 9 10 M

* Primeiro ordenamos os elementos da distribui¢ao:
5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12

* Depois, determina-se a mediana.

O numero de dados é impar (11), logo, a mediana corresponde ao valor na
11+1_4

2 T

5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12

posicao

* De seguida, determina-se o 1.° quartil.
Neste caso, teremos de determinar a mediana entre o 1.° e 0 5.° valores.

5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12
Q, Q,
* Por fim, determina-se o 3.° quartil.
Neste caso, a mediana entre 0 7.° e 0 11.° valores.
5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12
Q1 Q2 QS
Para este conjunto temos:
Q1=6;Q2:£:9;Q3:11

Como o menor valor deste conjunto de dados é 5 e o maior é 12, é possivel
construir o diagrama de extremos e quartis.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

I Tarefa

e Na Folha de Calculo é possivel construir rapidamente o diagrama de
extremos e quartis:

1) Abre a Folha de Célculo.

2) Insere os dados recolhidos.

3) Seleciona 0s dados. [ s wer o it e

EJl [ S N—_—

By e e T e B &
- & - - 3 - a8 I xton e Crvuta - o -
walic vl S |:I - .
‘.Il“ onc.u.t".r\.’un . |‘ ‘El ] N
Apmie !:m%l..‘.,m. ...:‘-ﬁ.-.-:- [ LI D W]
4) Seleciona [
Inserir > Gréaficos 0 4
Recomendados. i),
Ao "'ﬂ"‘:w na..-.-v:-:-.-ll comwil o W B - + - x;/
B) Seleciona o (a : = s T
separador Todos os me D K rEz— B -
£ci |l =SS
Gréficos e escolhe a i =3
~ . a -lt e 12 oy
opcgao Diagrama de |ttt o
Bigodes.

6) ClicaemOKeo
diagrama de extremos
e quartis surge na area
de trabalho.

. "

v

.

" o ]
2 s

2 .

2

5

Do z—%—-.—— ke PR e smaw (@ @ E - n - -.\:)
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3. Estatistica

e Sen=13
HK_J HK_J
Q,=Médiado 3.°e4.° Q,=7° Q;=Médiado 10.°e 11.°
e Sen=14
. T :
Q,=4r° Q,=Médiado7.°e8.° Q=110
e Sen=16
- —— —

Q,=Médiado4.°eb5° Q,=Médiado8.°e9.° Q,=Médiado12.°e 13.°

. Exercicio

@ A tabela seguinte apresenta os "pesos” (em kg) de 20 atletas.

“Peso”(kg) | 55 | 57 | 60 | 62 | 65 | 68 | 70 | 72 | 75 | 78
Frequéncia | 2 | 1 | 3 [ 2 [ 4 | 2 |3 | 1| 1]

31.1. Constréi a tabela de frequéncias relativas acumuladas.

31.2. Determina a mediana do conjunto de dados.

\__31.3. Calcula o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;).

* Percentis

Os percentis sao medidas que dividem a amostra (por ordem crescente dos dados)
em 100 partes, cada uma com uma percentagem de dados aproximadamente igual.

O k-ésimo percentil P, é o valor x (x,) que corresponde a frequéncia cumulativa e

n.%, onde n é otamanho amostral.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Portanto:
* 0 1.° percentil (P,) determinao 1% menor dos dados;
* 098.° percentil (Pys) determina os 98% menores dos dados;
* 0 25.° percentil (P,5) corresponde ao 1.° quartil;
* 0 50.° percentil (Ps,) corresponde a mediana;
* 0 75.° percentil (P,5) corresponde ao 3.° quartil.

Percentis sdo amplamente usados em &reas como avaliacao de desempenho (como
em testes padronizados, em que um aluno no 90.° percentil superou 90% dos ou-
tros) e saude (analise de crescimento infantil ou niveis de colesterol).

CExempIo 30)

Numa prova de acesso a um emprego candidataram-se 40 pessoas.

Decidiu-se que todos os candidatos com classificagdes acima do percentil 70
passariam a uma fase de entrevista.

As classificacdes obtidas pelos candidatos foram (numa escalade 0 a 150):

78 83 100 93 35 99 28 99
102 95 102 89 38 108 89 140
110 93 109 50 41 140 111 77
150 70 35 148 84 84 106 85
141 46 149 137 96 78 95 86

Para determinar a classificacao que corresponde ao percentil 70, temos de

perceber em que posicao estard, na lista das classificacdes organizadas.
Assim, sendo 40 classificagdes, o percentil 70 esta na posicao
k 70

n'm:4o>(m:28

Entdo, vamos procurar a 28.° classificagao, na lista de dados ordenados

28:;35;35;38;41;46;50; 70; 77;78;78;83;84;84;85; 86; 89;
89;93;93;95;95;96; 99;99; 100; 102; 102; 106; 108; 109; 110;
111; 137; 140; 140; 141; 148; 149; 150

Assim, serado entrevistados os candidatos que obtiveram uma classificacao
superiora 102.
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3. Estatistica

' Exercicio

@ Numa prova, 650 alunos foram aprovados com nota igual ou superiora 10.
A distribuicdo das notas foram de acordo com a seguinte tabela:
Notas | 10 | 11 | 12| 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
N.° de alunos | 125 | 106 | 58 | 100 | 60 | 151 | 0 | 25 | 18 | 5 | 2

Os alunos com classificacao inferior ou igual ao percentil 60 terdo de realizar uma
prova pratica. Determinar as notas dos alunos que terao de realizar essa prova.

( Exemplo 31 )

Observa o gréafico de percentis, ao 515 95
lado, que serve para analisar uma 5 14 /5/ 90
crianga num dado momento da sua 213 P
evolugéo, relacionando a idade com o & lf A1 A 88
“peso”. 10 /:/// /;; L~ })0
No grafico podes observar varias 9 ééi =
curvas (os percentis 5, 10, 25, 50, 3 L2
75, 90 e 95) e o valor de 6. VA
“normalidade” geralmente encontra- 7/
-seentreo 5% e o 95%. 4
O gréfico de percentis serve tanto 3
para analisar a crianga num dado 1
momento como perspetivar a sua 0

0 5 12 18 24

evolucao.
¢ Idade (meses)

Ha um grafico para cada parametro e

intervalo de tempo. Por exemplo, o

grafico de "peso” para aidade de 0 a 24 meses. Para exemplificar, vamos
dizer que existe uma crianca de 1 ano de idade (12 meses)com 10kg.

Em que parte do grafico estaria essa crianca?

Podemos ver entdo que, cruzando os eixos idade e “peso”, uma crianga com
1 ano deidade (12 meses) e 10 kg encontra-se entre os percentis 50 e 75
(ponto vermelho), estando dentro da faixa de normalidade.

Ja uma crianca com a mesma idade e 7 kg (ponto verde), estaria abaixo do
percentil 5, sendo um sinal de alerta para desnutri¢cao, por exemplo.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Consulta o gréfico e repara:
* em que linha se posiciona uma criangca com 22 meses e com 10 kg ?
Esta precisamente na curva de percentil 5. Isso quer dizer que, para a idade de
22 meses, 5% das criancas tém 10 kg ou menos.
* e se considerarmos uma crianga com 14 meses, que pese 11 kg, percebemos
que esta na linha do percentil 75.

Isso significa que, 75% das criancas nessa idade tém esse “peso” ou menos, e
apenas 25% delas terdo maisde 10kg.

. Exercicio

95
2 95
: . : =90 190
@ Considera o grafico de percentis ao ? a5 P 75
Iac_io que relaciona a idade de uma EQL) 20 A //f/gg
criangca com a sua altura. 1T +—T—113
75 A 15
O que poderas dizer sobre uma 70 ,/f/ = — .
crianca que tenha 12 mesese 65 /;,//
70 cm de altura? 60 7 4
55
50
45
40
0 5 12 18 24

Idade (meses)
—

Medidas de dispersao

Jé as medidas de dispersao, como desvio-padrao, variancia e amplitude, quantificam
0 grau de afastamento dos dados ao redor da localizacao central, indicando a consis-
téncia ou heterogeneidade do conjunto.

Amplitude Interquartil € uma medida de disperséo que indica a extensao dos dados
dentro do intervalo compreendido entre o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;).
Amplitude interquartil=Q; — Q,

Recorda que:
* Q, (1.° quartil): é o valor que separa os 25% menores dados do conjunto;
* Q; (3.° quartil): € o valor que separa os 25% maiores dados do conjunto.

Logo, a amplitude interquartil mostra onde esté concentrada a metade central dos
dados (entre Q, e Q,), ignorando os valores mais extremos.

Esta medida é util para comparar a dispersao, uma vez que conjuntos de dados com
maior amplitude interquartil tém uma maior variacdo na metade central dos valores.
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3. Estatistica

CExempIo 32)

Dados: 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40
* Q,=15 (25% dos dados estao abaixo).
* Q;=35 (25% dos dados estdo acima).

Amplitude interquartil é Q; — Q,=35-15=20.

A metade central dos dados estd concentrada no intervalo de 20 unidades,
entre 15 e 35.
' Exercicio

@ A tabela abaixo apresenta os “pesos” (em kg) de 20 atletas.

“Peso”(kg) | 55 | 57 | 60 | 62 | 65 | 68 | 70 | 72 | 75 | 78

Frequéncia|2|1|3|2|4|2|3|1|1|1

Determina o intervalo interquartil.
(Nota: Ja determinaste, anteriormente, os quartis para este conjunto de dados.)

Variancia e desvio-padrao
A medida de localizagao central mais utilizada € a média. O desvio-padrdo € uma me-
dida de dispersao associada a média. Vejamos:

* Variancia

A variancia é a medida que se obtém dividindo a soma dos quadrados dos desvios
das observacoes relativamente & média pelo numero de observacgdes e representa-
-se por s°.

K —\2
2_ 2iea(—X)

s =
n

Caso os dados sejam discretos e tenhamos a frequéncia absoluta de cada valor,
temos que:

—\2
2 _ i filx = X)
n

Portanto, a variancia € uma medida estatistica que descreve o grau de dispersao dos
dados em relacao a média. Por outras palavras, indica o quao espalhados ou concen-
trados estao os valores de um conjunto de dados, respondendo a questao:

"Em média, quanto se afastam os dados da média do conjunto?"
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Assim:

* valores pequenos de variancia indicam que os dados estdo muito proximos da
média, ou seja, ha baixa variabilidade;

* valores grandes de variancia indicam que os dados estdo mais espalhados, ou
seja, ha alta variabilidade.

( Exemplo 33 )

Considera a tabela ao lado onde se apresenta o N.° de golos | N.°de jogos
numero de golos marcados por um clube em
cada uma das 20 primeiras jornadas de um
campeonato.

Para determinar a variancia:

a| W IN|=|O
= fwlo|bjOoT N

* Determinamos a média:

2Xx0+5x1+4x2+5%x3+3%x4+1x%x5
20

¢ Construimos uma tabela com os valores envolvidos no célculo da variancia, o
que facilitara a organizacao dos dados.

X= =2,25

X; f; X;—X (x,-—y?)2 f; (x,-—:?)2

0 2 0-225=-2,25 (- 2,25)°=5,0625 2x5,0625= 10,125
1 5 1-225=-1,25 (- 1,25)*=1,5625 5x 1,5625=7,8125
2 4 2-225=-0,25 (- 0,25)°=0,0625 4x0,0625=0,25
3 5 3-2,25=0,75 0,75°=0,5625 5x0,5625=2,8125
4 3 4-225=175 1,75°=3,0625 3x3,0625=9,1875
5 1 5-2725=275 2,75°=7,5625 1x7,5625=7,5625

Total 20

5
Assim, S/f(x;—X)°=10,125+7,8125+0,25 + 2,8125 +9,1875 + 7,5625 = 37,75
i=1
, Shaf-X)° 3775
B n 20
A variancia calculada é 1,8875, o que indica o grau de dispersao dos niumeros
de golos marcados em relacao a média (2,25 golos).

€es

=1,8875.

Nota: No caso de dados continuos, agrupados em classes, determina-se a
variancia usando a marca da classe.
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3. Estatistica

' Exercicio

Q Manual @ Realizou-se um controlo de qualidade a um fio elétrico produzido por uma
empresa, medindo-se o comprimento de 10 fios.
Exercicio
Determinar o Obtiveram-se os seguintes resultados:
desvio-padréao
de uma amostra
- 10,4 10,3 9.8 10,2 10 10,2
Atividade
Propriedades do
doavio-padiio 10,2 10,1 9,8 9,9 10 9,7

35.1. Determina a média do comprimento do fio.

35.2. Determina a variancia da distribuicado e indica se ha uma grande variabilidade
\___ dos dados, justificando a tua resposta.

* Desvio-padrao

A variancia permite-nos comparar diferentes distribuicées, pois quanto maior forem
0s quadrados dos desvios em relacdo a média, maior sera a variancia. Nao €, no en-
tanto, reveladora em relacao aos dados da distribuicao, pois a ordem de grandeza é
diferente da dos desvios.

Por este motivo, em vez de usar a variancia como medida de dispersao relativa a
média, usamos a sua raiz quadrada a que chamamos desvio-padrao.

ooVe? o S fi = X)°

n

CExempIo 34)

Sabendo que:

s?=1,8875

temos que:

o=Vs?=+1/18875 ~ 1,37 (2 cd)

De forma anéaloga a variancia, relativamente ao desvio-padrao podemos dizer que:

* um desvio-padrao pequeno indica que os dados estdao muito préximos da média,
ou seja, ha uma baixa variabilidade e os dados sao consistentes;

* um desvio-padrao grande indica que os dados estao espalhados em relagéo a
média, ou seja, hd uma alta variabilidade e uma maior diversidade entre os dados.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

CExemplo 35)

Considera que duas turmas fizeram a mesma prova e os resultados foram os
seguintes:

e Turma A (Notas): 50, 52, 54, 51, 53 — Média: 52

* O desvio-padrao sera pequeno, pois as notas estao todas proximas de 52.

=~ 1,41

o \/(50 —52)%+ (52 — 52)° + (54 — 52)* + (51 — 52)* + (53 — 52)°
B 5

* Turma B (Notas): 30, 60, 90, 20, 100 — Média: 60

* O desvio-padrao sera grande, pois as notas variam bastante emrelacédo a 60.

~ 31,62

oo \/(30 —60)° + (60 — 60)” + (90 — 60)° + (20 — 60)* + (100 — 60)°
B 5

A turma B tem maior dispersao dos dados em relacdo a sua média, quando
comparativamente com a disperséao existente nos dados da turma A.

Repara que a variancia mede a dispersao, mas a sua unidade é ao quadrado (por
exemplo, se os dados sdo em metros, a variancia serd em metros quadrados), en-
quanto o desvio-padrao, sendo a raiz quadrada da variancia, tem a mesma unidade
dos dados originais, o que facilita a interpretacéo.

. Exercicio

@ Num viveiro de peixes foi medido o comprimento de cada peixe, de uma amostra,
para estudar o impacto de uma nova alimentacao no seu crescimento. Obtiveram-
-se 0s seguintes dados, em cm.

299 40,2 37,8 19,7 30,0 29,7 19,4 392 24,7 204 19,1 34,7 33,5 183
19,4 27,3 382 16,2 36,8 33,1 414 13,6 32,2 24,3 19,1 374 23,6 333
31,6 20,1 17,2 13,3 37,7 12,6 39,6 24,6 186 180 33,7 38,2

36.1. Agrupa os dados em classes, construindo uma tabela de frequéncias.
36.2. Determina o desvio-padrao.

36.3. O que podes dizer relativamente a variabilidade dos dados recolhidos? Justifica
a tua resposta.
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3. Estatistica

Populacao, ou universo, corresponde a uma colecdo de objetos com uma ca-
racteristica comum.

A cada elemento da populacdo damos o nome de individuo ou unidade esta-
tistica.

Um censo ou recenseamento € um estudo estatistico que implica a observa-
cao de todos os elementos da populagéo.

Uma amostra é um subconjunto de elementos extraidos da populacdo em es-
tudo utilizando uma metodologia adequada.

Uma sondagem é um estudo estatistico de uma populacédo a partir de uma
amostra.

Processos de amostragem

a) Amostragem aleatdria simples
 Cada elemento da populagao tem a mesma probabilidade de ser selecionado.
* |deal para populagcdes homogéneas.

b) Amostragem estratificada

* Seleciona elementos de diferentes estratos da populacdo, em numero
proporcional ao existente na populagéo.

* Representatividade de todos os estratos da populacdo assegurada, em
proporcao igual a existente na populacéao, salientando a influéncia de cada
um para o todo.

c) Amostragem sistematica
* Seleciona elementos a partir de uma regra previamente definida.
» Simples e rapida, mas pode ser enviesada se houver padrdes na populagao.

d) Amostragem por conglomerados

* A populacao é dividida em clusters (grupos) e alguns clusters sao
selecionados aleatoriamente para andlise completa.

« Util para populacdes geograficamente dispersas.

e) Amostragem por conveniéncia
* Baseia-se na facilidade de acesso aos participantes.
* Rapida e econdmica, mas menos representativa.

Uma distribuicao estatistica corresponde ao valor da varidvel estatistica para
cada individuo ou elemento da populagdo ou amostra em estudo.

Designam-se por x,, x,, X3, ..., X, 0s diferentes valores que a variavel esta-
tistica x pode assumir.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

A frequéncia absoluta de um dado estatistico € o nimero de vezes que este se
repete e representa-se por f;.

A frequéncia relativa de um dado estatistico corresponde ao quociente entre
a frequéncia absoluta (f) e o nimero total de dados observados (n) e

f;
representa-se por fr,= El .
A frequéncia relativa por ser apresentada na forma de uma fracao, numero de-
cimal ou percentagem.

A frequéncia absoluta acumulada do valor x; corresponde a soma das frequén-
cias absolutas correspondentes a todos os valores da variavel até x; (inclusive)
e representa-se por F;.

A frequéncia relativa acumulada do valor x; corresponde a soma das frequén-
cias relativas correspondentes a todos os valores da variavel até x; (inclusive) e
representa-se por Fr;.

Representacoes graficas

Gréfico de barras Gréfico circular Gréfico de linhas
Cores favoritas dos Tempo de estudo dos Nota no teste dos 5
f, , meus amigos alunos da minha turma ¢ A primeiros alunos
16 o
13 2 horas 5% =
18 6 horas 3 Qg(;as 1
6 45% ’ o]
‘2‘ 4 horas o
0 b 20% o
g . 1 2 3 4 5
© 5 horas 20% n.° de aluno
. ) Diagrama de extremos
Pictograma Histograma 9 .
e quartis
Notas dos alunos de
Fungdes desempenhadas umaescola num teste
pelos funcionarios f,
S 60
e 50 i i
e 40 R 1
e e 39 14 161718 22
o, S o 10
° Administrativos 0 25 50 751 00
notas
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A média representa o valor médio de um conjunto de dados.
Dada uma amostra ou uma populagdo com n elementos, sejam x;, xX,, X3, ..., X,
os dados recolhidos e seja X a média, tem-se que:

X+ Xo+ Xg+ .o+ X,
n

X=
Sendo f; e fr; afrequéncia absoluta e relativa de x;, tem-se que:

fixx,+HLXx,+ XX+, + XX,
n

X=

X=1r XX, +fry XX, + fryxXxg+ ...+ fryx x,

A mediana € uma medida de localizacdo que indica o valor central de um con-
junto ordenado de dados, dividindo-o em duas metades de igual dimensao.

n+1
S

* Se n é par: a mediana é a média dos elementos que ocupam as

* Se n éimpar: a mediana é o elemento que ocupa a posi¢ao

x N _n
posigcoes 5 e §+ 1.

Sendo x,, x,, x5, ..., X, 0s k valores distintos de uma variavel estatistica, a
moda corresponde ao valor que apresenta maior frequéncia absoluta (ou rela-
tiva) e representa-se por Mo.

* A moda pode ser unica —unimodal
* Pode haver mais de uma - bimodal ou multimodal
* Pode nao existir, caso nenhum valor se repita —amodal

Os quartis dividem o conjunto ordenado de dados em quatro partes de iguais
dimensdes, cada uma representando 25% dos valores.

* 1.° quartil (Q,): é o valor da variavel, tal que 25% dos dados sdo menores
ouiguais e 75% sao maiores ou iguais.

* 2.° quartil (Q,): é o valor da variavel que coincide com a mediana.

* 3.° quartil (Q,): € o valor da variavel tal que 75% dos dados sdo menores
ouiguais e 25% s&o maiores ou iguais.
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Se n é par: Se n éimpar:
Quartil Localizacao Quartil Localizacao
Q,=x, k=112 Q,=x, =21
Q=% k=" Q=% | k=0t
Q,=x, k=30x2 Q,=x, k=30%1

Os percentis sao medidas que dividem a amostra (por ordem crescente dos

dados) em 100 partes, cada uma com uma percentagem de dados aproxima-
damente igual.

* O 1.° percentil (P;) determinao 1% menor dos dados.

* 098° percentil (Pyg) determina os 98% menores dos dados.
* O 25.° percentil (P,5) corresponde ao 1.° quartil.

* 0 50.° percentil (Ps,) corresponde a mediana.

Amplitude interquartil indica a extensédo dos dados dentro do intervalo com-
preendido entre o 1.° quartil (Q1) e o 3.° quartil (Q3).

Amplitude interquartil=Q; — Q,
Variancia

s (%= f)z

S =
n

Desvio-padrao

n —\2
Sz > filx = X)
o=Vs" = P
* Um desvio-padrao pequeno indica que os dados estdao muito préximos da

média, ou seja, ha uma baixa variabilidade e os dados sao consistentes.

* Um desvio-padrao grande indica que os dados estao espalhados em

relacdo a média, ou seja, hd uma alta variabilidade e uma maior diversidade
entre os dados.
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Uma universidade deseja realizar uma pesquisa sobre a satisfacdo dos
alunos com os servicos de apoio académico, como orientacao académica,
biblioteca e apoio psicoldgico. A universidade possui um total de 10 000
alunos matriculados, distribuidos por cinco faculdades (Faculdade de
Ciéncias, Faculdade de Engenharia, Faculdade de Direito, Faculdade de
Medicina e Faculdade de Economia).

A pesquisa deve ser feita com uma amostra de 500 alunos e a universidade
quer usar diferentes métodos de amostragem para selecionar essa amostra.

1.1. Se a universidade utilizar amostragem aleatéria simples, como deve
proceder para selecionar a amostra de 500 alunos?

Explica como a amostra sera escolhida de forma aleatéria.

1.2. Se a universidade optar por amostragem estratificada, como deve dividir
os alunos e como serao os alunos selecionados de cada estrato?

1.3. Se a universidade decidir usar amostragem sistematica, qual seria o
intervalo de amostragem para selecionar 500 alunos a partir dos alunos
matriculados?

Calcula o intervalo de amostragem e explica como seria utilizado.
1.4. Se a universidade escolher a amostragem por conglomerados, como

poderia selecionar os conglomerados e quais seriam os alunos incluidos
na amostra?

1.5. Se a universidade optasse por amostragem por conveniéncia, onde

poderia selecionar os alunos e como seria obtida a amostra?

A tabela ao lado apresenta os resultados obtidos por 20 alunos numa prova
de Matematica.

2.1. Calcula a média, a mediana e a moda Nota (%) Frequéncia
dos resultados.
0-10 2
2.2. Determina a variancia e o desvio- 11-20 3
-padrao.
21-30 5
31-40 4
41-50 3
51-60 2
61-70 1
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O gréafico de barras ao lado mostra o niumero de livros lidos por més por um
grupo de estudantes.

o -
o
C
E,-
<
O |
©
31 8
S 6
=N
= 5
o |
a1
o 1 2 3

NUmero de livros lidos

3.1. Qual é o numero médio de livros lidos por més?
3.2. Calcula a amplitude interquartil, considerando os dados do gréfico.

3.3. Determina e explica aimportancia do desvio-padrao para estes dados.

Os dados a seguir representam as idades (em anos) de 15 pessoas que
participaram de uma pesquisa:

21, 25, 30, 35, 28, 40, 20, 22, 32, 31, 33, 27, 29, 23, 34
4.1. Organiza os dados por ordem crescente.
4.2. Calcula a mediana, o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;).

4.3. Calcula a variancia e o desvio-padrao dos dados.

A tabela a seguir apresenta as notas médias de dois grupos de estudantes
em dois exames diferentes.

Grupo Exame 1 Exame 2
Grupo A 14 16
Grupo B 12 15

5.1. Compara as notas médias dos dois grupos nos dois exames.
5.2, Calcula o desvio-padrao de cada grupo para os dois exames.

5.3. Com base nos resultados, qual o grupo que teve uma performance mais
consistente? Justifica a tua resposta.
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A tabela a seguir mostra o nimero de vendas mensais de um produto
durante seis meses.

Més Vendas
Janeiro 50
Fevereiro 70
Marco 60
Abril 80
Maio 75
Junho 90

6.1. Constréi um grafico de linhas para representar a evolucao das vendas ao
longo dos meses.

6.2. Calcula a média de vendas durante os seis meses.

6.3. Que més teve 0 maior aumento nas vendas em relagao ao més anterior?

Considera as seguintes afirmacdes e classifica-as de Verdadeira (V) ou
Falsa (F), justificando as respostas.

(A) O 1.° quartil (Q,) é o percentil que separa os 25% menores dados do
conjunto de dados.

(B) O percentil 90 (Pg) indica que 90% dos dados estéo abaixo do valor
correspondente a esse percentil.

(C) A mediana de um conjunto de dados é sempre igual ao 2.° quartil (Q,).
(D) O percentil 50 (Ps,) corresponde a mediana de um conjunto de dados.

(E) O 3.° quartil (Q;) é o percentil que separa os 25% maiores dados de um
conjunto.

(F) Ointervalo entre o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;) é chamado de
amplitude interquartil e mede a dispersao dos dados no meio da
distribuicao.



3.2. Distribui¢des bidimensionais

3.2. Distribuicoes bidimensionais

3.2.1. Dados bidimensionais

Introducao as distribuicdoes bidimensionais

As distribuicoes bidimensionais explo-
ram a relagcdo entre duas varidveis e
ajudam-nos a compreender como elas
se relacionam. No nosso dia a dia, en-
contramos situacdes em que duas varia-
veis estdo relacionadas. Por exemplo:

* Sera que ha relacao entre o numero
de horas de estudo e o desempenho
escolar?

* Atemperatura e o consumo de
energia stardo relacionados?

Por meio do estudo das distribuicdes bidimensionais, poderemos analisar essas re-
lacdes e tirar conclusdes importantes.

Neste subtema, comegaremos por perceber que dados bidimensionais se relacio-
nam com observacoes de valores de duas variaveis.

Compreenderemos como esses dados sdo organizados e apresentados, formando a
base para as analises subsequentes. A partir de representagdes visuais, com uma
abordagem grafica e intuitiva, aprenderemos a interpretar e identificar padroes em
distribuicoes bidimensionais, o que nos permitird perceber como duas variaveis se
relacionam entre si.

O diagrama de dispersao é uma ferramenta grafica muito util que nos ajuda a vi-
sualizar a correlacdo entre duas varidveis. Também estudaremos a reta de regres-
sao, que nos permite descrever, de forma aproximada, a relacao entre as variaveis
em estudo. Por fim, trataremos com o coeficiente de correlacao, uma medida
numérica que expressa a forca e a direcao da relacao entre duas variaveis. Este
conceito sera essencial para uma anélise quantitativa mais rigorosa das distribui-
¢bes bidimensionais.

Distribui¢coes bidimensionais

Os dados bivariados consistem em pares ordenados de valores associados a duas va-
riaveis. Normalmente, para uma populagédo de n elementos, representam-se por:

(10 Y1) (20 ¥2) s (X530 Ya) s ooe s (X0 Vi)
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3. Estatistica

Cada par ordenado representa uma observagao em que os valores de duas variaveis

sao registados simultaneamente. Por exemplo, num estudo sobre a altura e o “peso’

4

de atletas de uma equipa, cada atleta fornece um par de valores: a altura (em centi-
metros) e 0 “peso” (em quilogramas).

- Peso” (em quilogramas) Altura (em metros)
) )

Atleta 1 84 (x,) 1.87 (v1)

Atleta 2 78 (x,) 1.82 (y,)

Atleta n 79 (x,) 190 (v»)

A distribuicao bidimensional refere-se a distribuicdo conjunta de duas variaveis.
E representada por tabelas ou graficos que mostram como os valores de uma varia-
vel se associam a outra. Esta abordagem é essencial para compreender a interacao e
a interdependéncia entre variaveis.

Diagrama de dispersao

64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84"Peso”

-

"Peso” Altura
84 187
Altural
78 182 190 |
74 180 1887
64 170 1861
18471
79 183 1804
17871
77 179 1767
76 185 1741 ¢
1727
64 175 1701 .
83 187
73 176
79 190

Quando duas varidveis exibem uma relagao préoxima a linear, dizemos que ha uma
correlacao entre elas. A correlagao € uma medida estatistica que avalia a forca e a
direcéo dessa relacao linear.
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

3.2.2. Abordagem grafica e intuitiva de distribuicoes
bidimensionais

Um diagrama de dispersao, também chamado de nuvem de pontos, € o grafico uti-
lizado para representar visualmente a relacdo entre duas varidveis quantitativas.
Cada ponto no grafico corresponde a uma observacao dos dados, com a coorde-
nada horizontal (x;) que representa o valor de uma varidvel e a coordenada vertical (
y;) o valor da outra variavel.

(' Exemplo 36 )

Um grafico de dispersdo mostra a relagdo, neste caso, entre o niumero de
turistas e o gasto médio diario em Cabo Verde, entre os anos 2015 e 2022.

Relacdo entre nimero de turistas e gasto médio diario (Cabo Verde, 2015-2022)

2022
S 6500 .
&
o 2019
o .
5 6000 -+ 5618
© )
= 2017
~§ 5500 |- .
E 2016
% 2015
& 5000 )
4500 |-
2020
[ ]

200000 300000 400000 500000 600000 700 000 800000
Numero de turistas (em milhares)

Cada ponto representa um ano, com os valores do nimero de turistas no eixo
do X e o gasto médio diariono eixodo Y.

Assim, por exemplo, em 2017, um numero de cerca de 650 000 turistas
conduziu a um gasto diario médio de 5500 escudos.

Esse grafico é utilizado em estatistica para analisar padrdes, tendéncias e relacdes
entre as variaveis, sendo uma ferramenta fundamental na analise de correlacao e re-

gressao.
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3. Estatistica

Podemos analisar as distribuicdes bidimensionais através da abordagem grafica e
intuitiva de distribui¢cdes bidimensionais:

Positiva Negativa Nula
A A A
y y y
[ ] °
[ ] i i [ ]
o o ° ° L4 ° . .

e ® o -

° i L] ° N x

° ° ° [ °
° ° ©
[ ] ° °
x x

* Correlagao positiva: Os pontos formam uma tendéncia ascendente, ou seja,
conforme x aumenta, y também aumenta.

* Correlacao negativa: Os pontos formam uma tendéncia descendente, ou seja,
conforme x aumenta, y diminui.

* Sem correlacao: Os pontos estao distribuidos de forma aleatéria, sem um
padrao aparente.

' Exercicio

@ Interpreta a correlacdo de cada um dos seguintes diagramas de dispersao (A, B, C
e D).

\j

—

Num diagrama de dispersao é comum representar-se o centro de gravidade da distri-
buicao.

O centro de gravidade de uma distribuicdo bidimensional ou ponto médio da nuvem
de pontos é o ponto (X, ).

( Exemplo 37 )

No caso dos atletas aos quais se recolheu as medidas do “peso” e da altura, a
distribuicao bidimensional dos valores (x, y), onde x € o peso e y é aaltura, o centro
de gravidade é, aproximadamente, o ponto de coordenadas (x, y)=(76, 182).
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' Exercicios

@ Em diferentes dias, foram
registados as
temperaturas médias e o
consumo de energia
elétrica (em kWh).

Representa os dados num
grafico, de modo a obteres
um diagrama de dispersao.

Temperatura (°C)

3.2. Distribui¢des bidimensionais

Consumo de energia (kWh)

20 300
22 320
25 360
28 400
30 420

38.1. Determina e marca o centro de gravidade da distribui¢cdo bidimensional.

38.2. Interpreta a relacao das variaveis.

@ Constréi um grafico e analisa a relacao entre a temperatura média mensal (em °C)
e o consumo médio de energia elétrica (em kWh), por residéncia. No grafico marca
o centro de gravidade da distribuicao.

Més | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov
(°C) 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 30 | 28 | 25
(kWh) | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200 | 210 | 220 | 210 | 190 | 160

—

Reta de regressao

Quando verificamos que existe correlagao linear entre as variaveis, em estudos de
distribuicdes bidimensionais, é possivel prever o valor de uma das variaveis conhe-
cido o valor da outra variavel correspondente. Para isso, necessitamos de determinar
areta de regressédo para o nosso conjunto de dados.

Areta deregressao linear de um conjunto de dados bidimensionais € a reta que passa
pelo centro de gravidade da distribuicdo e que melhor se ajusta a nuvem de pontos.

Os gréficos seguintes sdo exemplos de uma distribuicao de bidimensional linear e de
uma distribuicdo de bidimensional ndo linear.

yﬂ

Linear

\J

N3ao linear

\J
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3. Estatistica

Para exemplificar como podemos obter a equacdo da reta de regresséao linear e
representa-la no grafico de modo adequado, vamos recorrer ao seguinte exemplo.

Manual
Interativo

Video

video ( Exemplo38 )

regressao ou

;ﬁ};ﬁs Equacao da reta de regressao linear e representacao grafica
quadrados

O seguinte conjunto de dados corresponde a relacao entre o nimero de horas
de trabalho e venda de um determinado artigo.

X (horas de y (nimero de
trabalho) artigos vendidos)
2 60
g 65
4 70
5 75
6 80
Relacdo entre horas de trabalho e niimero de
artigos vendidos
® 90
380 | .
T 70 y o
o 60 °
50
8 20
= 30
@ 20
g10
Z 0 1 2 3 4 5 6 7
Tempo (horas)

Como visualmente verificamos que existe correlacado entre as duas variaveis,
podemos determinar a equacao da reta de regressao.

A equacao da reta de regressao é do tipo y=mx + b e passa no ponto de
coordenadas (X, ¥), em que m é o coeficiente angular (o declive da reta).

Ex: 2+3+4+5+6 _20_

*="n 5 5 - °
j—2Y_60+65+70+75+80 _350_-q
n 5 5

(x, ¥)=(470)
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

Para determinar o coeficiente angular m, precisamos dos seguintes
somatorios:

Xx=2+3+4+5+6=20

Xy=60+65+70+75+80=350

Y (xy)=(2%x60)+(3x65)+(4%x70)+(5x75)+(6x80)=1450
Y(x?)=22+32+42+524+62=90

_MZ(xy) - XxTy _ 5x 1450 — 20 x 350 _ 7250 — 7000 _ 250 _ .
nx (x?) — (2x)* 5% 90 — 20° 450-400 ~ 50

Entdo, aretaseradotipo y=5x+b.

Para determinar b (coeficiente linear), como (4, 70) pertence areta,
resolvemos a equagao:

70=5%x4+b & b=70-20 < b=50

Logo, a equagéao da reta de regressao é y=5x+50.

Relacdo entre horas de trabalho e nimero de
artigos vendidos

® 90
3 80 T
'g 70 JPerTE ox-mmtt y =5x + 50
g 60 onmnntl

50
8 40
+= 30
@ 20
g 10
Z 0 1 2 3 4 5 6 7

Tempo (horas)

Assim, podemos representar a equacao da reta de regressao de modo rigoroso.

Para prevermos o valor de uma das variaveis conhecido o valor da outra
variavel correspondente, utilizamos a visualizagéo grafica ou a equacao da reta
de regressao.

Qual sera o numero estimado de artigos vendidos em oito horas de trabalho?
y=5x8+50=90

Em oito horas de trabalho, prevé-se que sejam vendidos 90 artigos.
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3. Estatistica

' Exercicios

@ Para o conjunto de dados bivariados ao lado: ¥ y
40.1. Representa o diagrama de disperséo. 5 50
40.2, Determina a equacdao da reta de regresséo linear. 10 40
40.3. Qual é o valor estimado de y se x=127? 15 30

i _ 20 20
40.4. Qual é o valor estimado de x se y=127?
25 10

m A tabela seguinte apresenta a relagao entre a precipitagcdo média anual (x, em
mm) e a producao de milho (y, em toneladas).

Ano 2010 [ 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019

x (mm) | 200 | 220 | 240 | 260 | 280 | 300 | 320 | 340 | 360 | 380

y (t) 150 [ 170 | 190 | 210 | 230 | 250 | 270 | 290 | 310 | 330

41.1. Representa o diagrama de disperséo.

41.2. Consideras que existe uma correlacdo entre a precipitacdo média anual e a
producao de milho? Justifica a tua resposta.

41.3. Determina a equacédo da reta de regressao linear e indica a previséo de

toneladas produzidas se a precipitacdao média anual for de 250 mm.

@ Em diferentes dias, foram registadas temperaturas médias (em °C) e os consumos
de energia elétrica (em kWh).

Temperatura (°C) | Consumo de energia (kWh)
20 300
22 320
25 360
28 400
30 420

42.1. Representa os dados num grafico e determina a reta de regressao.
42.2. Prevé o consumo de energia para um dia de temperatura média de 32 °C.

42.3. Comenta a afirmacao: "Nao existe relacdo entre as temperaturas médias e o
consumo de energia elétrica”.
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

3.2.3. Coeficiente de correlacao

O coeficiente de correlagdao é uma medida estatistica que permite estabelecer o
grau de correlacao entre duas variaveis. Geralmente, dizemos que o coeficiente de
correlacdo mede a forca e a direcao da relacao linear entre duas variaveis e usual-
mente é representado pelaletra r.

A férmula para o célculo do coeficiente de correlacao, para duas variaveis quantitativas,
é dada por:
r= (5 —-X) (vi—Y))
\/E (x;—X)2 x \/Z (Vi—y)?

Em que:
X e y sao, respetivamente, as médias das variaveis x e y;
X representa a soma de todos os valores.

O valor do coeficiente de correlagcao variaentre —1 e 1, emque:

* se r<0, acorrelacao é negativa e significa que a variacdo das variaveis é feita
em sentidos opostos, quando uma aumenta a outra diminui;

* se r>0, acorrelagao é positiva e significa que a variagdo das variaveis é feita
no mesmo sentido, quando uma aumenta a outra também aumenta;

* se r=0, acorrelacao é nula e significa que ndo ha correlacao entre as variaveis.

CORRELACAO NEGATIVA CORRELACAO POSITIVA
FORTE FRACA FRACA FORTE

-1 0 1

* Quando r=1 indica uma correlacao positiva perfeita.

* Quando r=-1 indica uma correlagao negativa perfeita.

CExempIo 39)

Interpretacoes do coeficiente de correlacao linear

Se r=0,85, existe uma correlacao positiva forte entre as variaveis.

Se r=0,15, existe uma correlacdo positiva fraca entre as variaveis.

Se r=-0,91, existe uma correlagado negativa forte entre as variaveis.
Se r=-0,12, existe uma correlacao negativa fraca entre as variaveis.
Se r=0,51, existe uma correlacdo positiva moderada entre as variaveis.
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3. Estatistica

( Exemplo 40 )

Determinar e interpretar o coeficiente de correlagao

(o Jr
PR (x) %) Para os 13 estudantes de umaturma, a
ntetpretaro 5 16 tabela apresenta o tempo de estudo
correlagéo 7 19 médio realizado por semana para a
4 11 disciplina A por cada estudante, em
6 16 horas (x), e a correspondente
5 1 classificacdo obtida no final do ano
3 14 letivo a mesma disciplina A (y).
1 8
4 10
6 17
4 13
3 13
2 10
2 11
Para determinarmos o coeficiente de correlagéo, vamos comecar por determinar
xey.
y=o+8+4+.. . +3+2+2_52_,
13 13
7= 16+19+...T313+10+11 _ 11639:13
X; Yi |xi—-Xx|yi-Yy (x5 =X) (v;i—¥) (xi_)?)2 (yl‘—y)z
B 16 1 & & 1 9
7 19 3 6 18 9 36
4 11 0 -2 0 0 4
6 16 2 3 6 4 9
5 11 1 -2 -2 1 4
& 14 | -1 1 -1 1 1
1 8 -3 -5 15 9 25
4 10 0 -3 0 0 9
6 17 2 4 8 4 16
4 13 0 0 0 0 0
3 | 13| -1 0 0 1 0
2 10 | -2 -3 6 4 9
2 11 -2 -2 4 4 4
Z((-%) (v;—y)) =57 | Z(x-X)'=38 | Z(y;-¥) =126
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

2((=X) (vi-¥)) 57

r= = ~0,823754
VE-X)2x/Z(y-y)? V38xV126

Com este valor para o coeficiente de correlagdo, podemos afirmar que existe
uma correlacao positiva forte entre o tempo de estudo médio realizado por
semana para a disciplina A e a classificagao obtida no final do ano letivo a
disciplina.

' Exercicios

@ Para cada conjunto de dados seguinte, determina e interpreta o coeficiente de

correlacao.

43.1. 43.2,
X y X y
1 9 5 50
3 7 10 40
5 5 15 30
7 3 20 20
9 1 25 10

@ Numa determinada regido de um pais, a relagao entre a populagcdo de um
municipio (x, em milhares) e o nimero de escolas (y) pode ser verificada na
seguinte tabela.

Municipio A B C D E F G H | J
(n)fil) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
y 3 5 7 o | 11| 13| 15 | 17 | 19 | 21
(escolas)

44.1. Existe uma correlacado entre o niumero de habitantes e o nimero de escolas por
municipio existentes naquele pais?

44.2. Se um municipio tiver 135 890 habitantes, qual serd o nimero previsivel de
escolas?

44.3. Se um municipio tem duas escolas, qual sera o nimero previsivel de
habitantes?
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3. Estatistica

3.2.4. Distribuicoes bidimensionais com folha de calculo
bidimensional

Diagrama de dispersao e reta de regressao

A anélise de distribui¢cdes bidimensionais, em particular a determinacdo do coefi-
ciente de correlacao e a construcao grafica do diagrama de dispersao e da reta de
regressao, € um processo demorado e que exige muitos calculos.

Fagralnical (TR

i Ii [Cotitcepe  -[3 -[8 & | = = _ I B B .| me 2
. NIE- L == E e W o B vt || o s';“:"ai'&f_ Sobver
deni o Brarafingia Forts [ Alinhaments ai W Edtiled Cilulay Edigin Setuer
Ml =1 fo -
e e ] L3 S i e e R o R R o NN Y ] N O VS RN B 1 SERUEEE
: C°’“P"m°{:::n‘:° otslitos | . . | 5,9] 73|78 ‘ 8,2 I 8,3 {9,1 ‘ 9,2 [9,4 10,2
4 Massa do peixe, (q) gs | 92 | 71 | 74 | 185 | es | 201 | 283 chss 222
5 ;CCIITIpl'imEI'ILCI d | Massa do peixe . i TR0 ol Dfu::l:‘:gi'.&; ]
« | & otélitos {mm) (a} Cormetacia [lng 400 = : [0:]
5 ! 6,6 &6 CORREL !250 .. |
: 6,9 a2 .
: 7.3 71 |20 2
u 75 74 2150 c
8 82 185 |
= 8,3 85 il LT T ®
| 9,1 201 | 50
= 9,2 283 0 [
7 a4 255 | & 7 8 9 10 11 |
al 10,2 222 il g i I T ; T T ™ L
.| vaniar | Planihas [ iamhan | @ i T |
- | 1 - P

Para tornar a analise de distribuicdes bidimensionais mais eficaz, podemos realiza-la
com o auxilio de folhas de céalculo como Excel ou Google Sheets. Este tipo de andlise
permite estudar a relacdo entre duas variaveis, representadas como pares ordenados,
para identificar padrdes, correlagdes ou tendéncias.

Numa folha de célculo, é possivel organizar os dados em tabelas, calcular medidas
estatisticas como média, desvio-padrdo e correlacdo, além de visualizar a relacéo
entre as varidveis por meio de graficos de dispersao e retas de regressao. Essa abor-
dagem pratica e visual facilita a interpretacao dos dados e o entendimento das inte-
racdes entre variaveis, sendo amplamente utilizada em diversas areas, como econo-
mia, ciéncia e engenharia.
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

( Exemplo 41 )

Determinar o coeficiente de correlacao e efetuar representacdes graficas com
uma folha de calculo.

y
16

19
11
16
11
14
8
10
17
13
18
10
11

NIV WO |IN| O =

Neste exemplo vamos recorrer a um outro ja realizado, mas agora com uma
folha de célculo.

Para os 13 estudantes de uma turma, a tabela apresenta o tempo de estudo
médio realizado por semana para a disciplina A por cada estudante, em horas
(x), e acorrespondente classificagdo obtida no final do ano letivo a mesma
disciplina A (y).

Procedimentos

1) Abre o Excel ou Google Sheets.

2) Insere as variaveis e os dados fornecidos.

N\

A B = D
Por exemplo, a variavel x na célula A1 e os dados B~ | »
nacolunaAeavariavel y nacélulaBleosdados % +
na coluna B. | 4 1
5 ] 16
6 5 11
7 3 14
8 1 8
9 4 10
10 6 17
1 4 13
12 3 13
12 2 10
14 2 1
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3. Estatistica

“

Para determinar o coeficiente de correlagcao fe~ | =CORREL(A

D2 v
3) Numa célula vazia (por exemplo, D1), insere o : f L £ - DI :
7 n ~ x ¥ orre o
titulo "Correlagao”. 2] s 16 (0823754
3 7 19
4) Na célula abaixo (por exemplo, D2), insere a 4 ; :;
p . . ~ 5
formula para calcular o coeficiente de correlagao: 6| s 1
7 T 3 14
—No Excel: Usa aféormula el 1 8
=CORREL (A2:A14;B2:B14). '-‘D ; ig
—No Google Sheets: Usa a férmula ! ; :g
=CORREL (A2:A14, B2:B14). 3| 2 10
4 2 11
5) Pressiona Enter para obteres o valor do .
coeficiente de correlagao.
Representacgédo grafica — Grafico de dispersao [ A g c Dl
. 1 x ¥ Corre
6) Seleciona os dados. + = e
Clica e arrasta para selecionares as colunas x e a : E
. . 4
y (incluindo os cabecalhos). s e 15
e 6| & 1
7) Insere o grafico. | s 14
- Vai até a aba Inserir. gl 1 8
§ |0 10
— Escolhe o Grafico Dispersao (XY). w| & 17
11 4 1
r 3 3 " R 12 3 13
h? 8% @ [ = & sl 2w
Graficos U NIE Y Mapas  Grifico Linhas Cals 14 2 11
Recomendados £ ~  Dindmica « \ 1%
[F] Gréaficos
Inserir Grafico de Dispersdo (X, ¥) ou de Bolhas
Utilize este tipo de grafico para mostrar a
J K relacdo entre conjuntos de valores. =)
Clique na seta para ver os diferentes tipos de
graficos de disperido & de bolhas disponiveis e
pare Gp\'}ntﬂ[ﬂ sobre o5 iCones para ver uma
pré-visualizacdo no seu documento.
(erri:ol v i b3
A B c [} E F <] H 1 ]
1 x ¥ Comelagio
2 ] 16 023754
3 7 19 o O 0
4 4 11 ¥
5 B 16
[ L 11 5 -
o [ 1 I .
8 i 8 16 - -
SR | ¢ .
0, 6 17 2 . .
11 4 13 w - -
12 3 13 [ -
13 2 10 B
14 2 11 4
15
& o
17 [ i 2 3 4 L3 & &
\1_3 L&} 0
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8) Adiciona a Reta de regressao linear.

3.2. Distribui¢des bidimensionais

Seleciona os pontos do grafico, clicando num dos pontos.

Seleciona as opcdes: Adicionar Linha de Tendéncia... e Linear.

f A B
1« | ¥
2 5 16
3 7 19
4 4 1
5 6 16
6 5 1
7 F] 14
8 1 ]
9 4 10
10 6 17
11 4 13
12 3 13
13 2 10
14 2 11

-

U

E

F G H T T

T

Correlagio
0,6823754
o
Relagao entre as horas de estudo semanale a E
classificacdo final da disciplina A 'Z|
20 -
. 2
:: & — 2 Série "y “i
Presnchiments Contoma
14 §
)12 % [e)
10 % ¥ Eliminar

o ma@

B selegionar Dados...

o 10

Adicionar Eétulos de Dados

O) Formatar Série de Dados...

B Repor para Corresponder Estilo

dll Atterar Tipo de Grifico de Série...

| |
e Adicionar Linha de Tendéncia... -

¥

diagrama de dispersao.

M © Linear

Deste modo, obténs o tracado da reta de regressao linear juntamente com o

Classificacao final

SN

oOM-hCDmOM-hO’mO

Relacao entre as horas de estudo semanal e a

classificacao final da disciplina A

""-

-
-

o __.o®

Fa
-
-

2 3 4 5

6

Tempo de estudo (horas)

7 8

' Exercicio

@ Para cada conjunto de dados seguinte, e recorrendo a uma folha de calculo,

determina e interpreta o coeficiente de correlacao e representa graficamente o
diagrama de dispersao e a reta de regressao.

45.1.
(x) )
1 9
3 7
5 5
7 3
9 1

45.2.

(x) (2
5 50
10 40
15 30
20 20
25 10
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3. Estatistica

234

Analisa cuidadosamente cada uma das afirmacdes seguintes e indica se
cada afirmacao a seguir é Verdadeira (V) ou Falsa (F).

(A) Quando o coeficiente de correlacao linear r é igual a zero, significa que as
variaveis ndo possuem relacao.

(B) Uma dispersao de pontos alinhada numa reta inclinada positivamente
indica uma correlacao positiva perfeita.

(C) O coeficiente de correlagéo linear r pode assumir valores fora do
intervalo [-1, 1].

(D) O grafico de dispersao é uma ferramenta util para visualizar a relacao
entre duas variaveis qualitativas.

(E) Aregressao linear procura modelar a relagao entre duas variaveis
utilizando uma equacao de reta.

(F) A equacao de regressao € Unica para cada conjunto de dados e depende
das varidveis em estudo.

(G) No estudo de variaveis bidimensionais, uma relagao nao linear entre
variaveis nao pode ser analisada por regressao linear.

(H) E possivel ter uma correlacdo perfeita mesmo com dados que ndo sejam
linearmente relacionados.

Observa os seguintes diagramas que relacionam duas variaveis.

0
®

Diagrama | Diagrama I

2.1. Apresenta dois exemplos de variaveis estatisticas que possam
corresponder a cada um dos diagramas.

2.2, Interpreta as correlacdes de cada diagrama.

A tabela seguinte relaciona a quantidade de publicidade (x) em milhares de
escudos e o numero de vendas de um produto (y).

x (milescudos)| 1 | 2 | 3 | 4|5 6|7 |89/ 10
y vendas) | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 50 | 45 | 60 | 70

3.1. Representa o diagrama de dispersao dos dados bivariados.

3.2. Com base no diagrama de dispersao, interpreta a relagao entre a
quantidade de publicidade (x) em milhares de escudos e o nimero de
vendas de um produto (y).



3.2. Distribui¢des bidimensionais

O diagrama ao lado apresenta a
relagcéo entre o grau de
satisfagao de clientes e o @ |
nimero de dias de atraso na § 4.0

A
25.07
O .

8457 . ° °
o

entrega de um produto. 35| .
_ 3.0 .
4.1. Qual dos seguintes 251
coeficientes de correlacdo B
. L 2.0 T
seréa mais ajustado aos _20 _10

dados do grafico?
(A) r=-0,70
(C) r=0.1

4.2. Justifica a escolha que fizeste na alinea anterior.

A tabela ao lado apresenta dados
bivariados para a emissao de
diéxido de carbono de uma fabrica,
em func¢ao do niumero de toneladas

Producao da
fabrica
(em toneladas)

0 10

Dias de atraso
(B) r=0,75
(D) r=-01

Emissao de diéxido
de carbono
(em partes por
milhdo - ppm)

produzidas.
1 2,04
5.1. Representa num grafico a
1.1 2,14
nuvem de pontos dos dados.
Determina o centro de 1.2 230
gravidade desta nuvem. 1.3 2,46
5.2. Representa graficamente areta 1.4 2,64
de regressao linear. 1.5 2,83
5.3. Determina o coeficiente de 1.6 3.03

correlagéo.

A tabela seguinte apresenta a relagao entre a temperatura diaria (x, em °C)

e o consumo de gelado (y, em litros).

xC) | 20|22 24|26 28|30 32]34]36] 38

yliros) | 5 | 6 | 7 | 8 |10 12| 14 |

15 | 16 | 18

Recorrendo a uma folha de calculo, representa graficamente o diagrama de
dispersao e areta de regressao, determina e interpreta o coeficiente de

correlagao.
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Teste

O que caracteriza uma amostragem aleatéria simples?

(A) Todos os elementos tém a mesma probabilidade de serem selecionados.
(B) Escolha baseada na conveniéncia.

(C) Divisao proporcional em estratos.

(D) Selecao de grupos inteiros.

Considera a seguinte tabela de Frequéncia
frequéncias relativas de idades numa Idade Relativa (%)
turma. Qual é a idade média dos alunos na 15 10
turma? 16 40

(A) 165 17 30

(B) 16,8 18 17

(C) 17,0 19 3

(D) 16,7

Foi realizada uma pesquisa com 200 N.° deirmdos | Frequéncia
alunos acerca do numero de irmaos. o 20
Qual é a moda desses dados? 1 80
Ly 2 50
B 3 20

{2 2 4 10

(D) 3

Qual grafico é ideal para representar dados continuos ao longo do tempo?
(A) Grafico de linhas (B) Grafico de barras
(C) Grafico circular (D) Diagrama de disperséao

Qual é o método mais adequado para avaliar a dispersao em torno da média?
(A) Moda (B) Amplitude
(C) Desvio-padrao (D) Mediana

O que mede o coeficiente de correlagao?

(A) O valor central de um conjunto de dados.
(B) Arelacao entre duas variaveis.

(C) A amplitude entre o maior e o menor valor.
(D) A moda dos dados.



A tabela seguinte, apresenta dados sobre o Temperatura | Consumo

consumo de energia em diferentes (°C) (kWh)
temperaturas. Qual grafico seria mais adequado 20 300
para representar a relacao entre as variaveis? o5 350
(A) Grafico de barras 30 400
(B) Diagrama de dispersao 35 450
(C) Grafico circular 40 500

(D) Histograma

Observa os seguintes diagramas de dispersao e identifica a opgao correta.

o o
y y 0 9%, Yie , 0y o
o o o

00 ) o

8 %0 oo © ° o ®

oogo o © 00 0o o o o

o
0 Lo o %90 o0 o o0
0 0,0 o0 %%0 0 o o o
O 000 o o ) o © o
oo o o 9
o © 0 o, ©
> > >

X X X

(A) Os diagramas 1 e 2 apresentam correlacéo positiva e o diagrama 3
correlacao nula.

(B) Osdiagramas 1 e 2 apresentam correlacao positiva e o diagrama 3
correlacédo negativa.

(C) Osdiagramas 1 e 2 apresentam correlagao negativa e o diagrama 3
correlacao nula.

(D) Os diagramas 1 e 2 apresentam correlacéo negativa e o diagrama 3
correlacao positiva.

Um estudo regista o nimero de horas trabalhadas semanalmente (x) e o
saldrio semanal em escudos (y) de 10 individuos. A correlagéo calculada é
r=0,92. O que podemos concluir darelacdoentre x e y?

(A) Nao ha correlagao (B) Correlagcao moderada positiva
(C) Correlacao forte positiva (D) Correlagcao negativa

A reta de regressao para um conjunto de dados é dada por y=3x +2.
Se x =4, qual sera o valor previstode Y ?

(A) 12 (B) 14 (C) 15 (D) 20

Considera trés nimeros naturais diferentes dos quais 1 € o menore a éo
maior. Sabe-se que o valor exato da média aritmética desses trés nimeros
é 11. Qual é o maior valor que a pode tomar?
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Teste

O Martin e a Mariana registaram o total de livros lidos por todos os alunos de
uma escola por més e elaboraram o seguinte o grafico.

Livros lidos por més

JANEIRO
FEVEREIRO
MARGO
ABRIL
MAIO
JUNHO
JULHO
AGOSTO
SETEMBRO
OUTUBRO
NOVEMBRO
DEZEMBRO

12.1. Indica 0 més em que se leram menos livros.
12.2. Em que més se leram mais livros e quantos livros se leram?

12.3. Qual foi o numero de livros lidos, pelos alunos da escola, no primeiro
semestre desse ano?

Complete a distribuicao abaixo, : e F F

determinando as frequéncias simples: ] 2' ' 2“
2 3
3 4 21
4 5 29
5 6 34

>=34
Numa turma do 10.° ano, obtiveram-se os Intervalo da A .
i o g - Frequéncia
seguintes resultados no teste de classificacao
o o absoluta

Matematica, sendo que as classificacdes (%)

dos alunos foram registadas e agrupadas [0: 20] 2

em intervalos de pontuacao. [20: 40[ 5

A tabela ao lado mostra a distribuicdo de [40; 60[

frequéncia absoluta desses intervalos. [60; 80[

14.1. Quantos alunos tem a turma? [80; 100]

14.2. Quantos alunos obtiveram 40% ou
mais?

14.3. Qual é a percentagem de alunos que obtiveram 60% ou mais?
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Observa o diagrama de

extremos e quartis abaixo, ] I S

relativo as alturas, em . min o o o | max
centimetros, de 32 alunos de A S AN B O L S B
uma turma. 130 140 150 160 170 180 190 200 210

15.1. Indica possiveis alturas para dez dos alunos da turma.
15.2. Comenta a afirmacao: “O aluno mais baixo mede 138 cm".

15.3. Quantos alunos medem 150 cm ou mais?

Considera o seguinte conjunto de dados.

20 35 28 40 15 27 50 44 31 26 32 29 42

16.1. Indica a mediana.
16.2. Determina a amplitude dos dados.

16.3. Constrdi o diagrama de extremos e quartis.

Os dados seguintes apresentam a relagao entre o peso de um objeto (x, em
kg) e o nimero de pessoas para levanta-lo (y).

x (kg) | 5 | 10|15 |20 | 25|30 35|40 | 45 | 50

y
(n.° de pessoas)

1 1 1 2 2 3 3 3 4 | 4

17.1. Representa o diagrama de dispersao dos dados.

17.2. Determina o coeficiente de correlacédo dos dados.

E esperado que a massa muscular de uma pessoa diminua com a idade. Para
estudar essa relacédo, uma nutricionista selecionou 18 mulheres, com idade
entre 40 e 79 anos, e observou em cada uma delas aidade (x) e amassa
muscular (y).

Idade

) 716443 |67|56|73|68|56|76|65(45|58(45|53(49|78|73|68

Massa
muscular | 8291|100 68 |87 |73 [78|80|65|84|116| 76|97 (100{105/77 |73 |78

)

Estuda a relagdo e comente a afirmacéo inicial: “E esperado que a massa
muscular de uma pessoa diminua com a idade.”
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4 \Modelos financeiros

4.1. Impostos

Os impostos sao contribuicdes obrigatdrias cobradas pelos governos para financiar
as despesas publicas, como educacao, saude, seguranca e infraestruturas. Existem
diferentes tipos de impostos, que podem ser classificados em impostos diretos e
impostos indiretos:

* impostos diretos: incidem diretamente sobre o rendimento ou o patriménio das
pessoas, como o Imposto Unico sobre os Rendimentos (IUR);

* impostos indiretos: aplicam-se ao consumo de bens e servigos, como o
Imposto sobre o Valor Acrescentado (IVA).

Em Cabo Verde, quatro dos principais impostos sdo o IUR, o IVA, o IUP (Imposto Unico
sobre o Patriménio) e o ICA (Imposto de Circulacdo de Automoével). Cada um deles
desempenha um papel essencial no sistema tributario:

« IUR (Imposto Unico sobre os Rendimentos): incide sobre os rendimentos
pessoais, tais como rendimentos prediais, rendimentos comerciais e industriais,
rendimentos de capitais e rendimento de trabalho e lucro das empresas.

* IVA (Imposto sobre o Valor Acrescentado): € um imposto indireto cobrado sobre
0 consumo de bens e servigos.

* IUP (Imposto Unico sobre o Patriménio): € um imposto direto que incide sobre o
valor dos imoveis.

* ICA (Imposto de Circulacdo de Automovel): € um imposto anual sobre a posse de
veiculos.

Atencao: As percentagens aplicadas aos impostos,
como o IUR, o IVA, o IUP e 0 ICA, nao sao fixas e podem
variar de acordo com decisdes governamentais, condi-
cdes econdmicas ou politicas publicas especificas.
Essas alteracdes geralmente ocorrem para atender as
necessidades financeiras do Estado, estimular ou con-
trolar o consumo ou para tornar o sistema tributario
mais justo e equilibrado. Por exemplo, o IVA pode ser re-
duzido para produtos essenciais de modo a aliviar o impacto nos consumidores, en-
quanto o IUP pode ser ajustado para incentivar a construcdo ou renovacao de imo-
veis em determinadas areas. Além disso, o ICA pode variar dependendo de critérios
como a idade ou a eficiéncia ambiental do veiculo, refletindo as prioridades governa-
mentais em termos de sustentabilidade e mobilidade.

Neste capitulo, vamos dar destaque ao IVA (Imposto sobre o Valor Acrescentado) e
ao IUP (Imposto Unico sobre o Patriménio).
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4.1. Impostos

4.1.1. IVA (Imposto sobre o Valor Acrescentado)

Exemplo 1

1. Umrestaurante cobra 10 000 escudos, sem IVA, por um jantar de grupo.

O preco final com IVA (15%) sera:

Férmula: Preco com IVA =Preco sem IVA x (1 + taxa do IVA)
a) Preco com IVA=10000x(1+0,15)

b) PrecocomIVA=10000x 1,15

c) PrecocomIVA=11500

O restaurante cobra 11 500 escudos, com IVA.

. Uma loja vende um computador por 50 000 escudos (incluindo IVA a 15%).

Para calcular o preco sem IVA e o valor do IVA:

Preco com IVA
(1 +taxa do IVA)

Férmula: PrecosemIVA=

_ 50000
Preco sem IVA = 11015

_ 50000
Preco sem IVA = 15

Preco sem IVA ~ 43 478

Preco do computador sem IVA: 43 478 escudos
Valor do IVA: 50 000 — 43 478 =6522 escudos

Exercicios

O IVA ¢ aplicado a quase todos os bens e servigos consumidos em Cabo Verde, com
uma taxa geral de 15% . Produtos essenciais, como medicamentos, podem estar
isentos ou ter uma taxa reduzida.

a Uma bicicleta é vendida numa loja por 12 000 escudos sem IVA. Qual é o valor que o

cliente devera pagar pela bicicleta, sabendo que o IVA tem uma taxa de 15% ?

e Um smartphone custa 30 000 escudos (incluindo IVA a 20%).
2.1. Determina o preco sem IVA.

2.2. Indica o valor do IVA.
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e A senhora Zulmira pagou, por um servico de eletricista, 250 escudos de IVA.
Sabendo que a taxa de IVA aplicada ao servico é de 15%:

3.1. Determina o valor total pago pela senhora Zulmira.

. 3.2. Indica o valor do servigco sem IVA.

4.1.2. IUP (Imposto Unico sobre o Patriménio)
O IUP, Imposto Unico sobre o Patriménio, é um imposto municipal que incide sobre:

* 0 valor patrimonial dos prédios situados no territdério de cada municipio,
divididos em prédios rusticos, terrenos para construcgao e prédios urbanos;

* transmissdes gratuita ou onerosas de imoéveis sujeitos a registo;

* operagdes societarias sujeitas a escritura publica, tais como alteragcédo de pactos
sociais, cessao de quotas ou outros de igual natureza;

* valor de uso ou fruicao dos veiculos automaéveis sujeitos a registo;
* as mais-valias originadas pela valorizagao dos terrenos para construgao,

transmissoOes de edificios, bens moéveis e imoveis.

O IUP é um imposto anual e a taxa varia de acordo com o municipio, geralmente entre
0,1% e 0,5% . E umimposto pago pelos proprietarios dos iméveis.

Exemplo 2
1. Uma casa avaliada em 10 000 000 escudos esta sujeita a uma taxa de IUP de
0,4% . O imposto anual sera:
Férmula: IUP = Valor patrimonial x taxa de IUP
IUP =10 000 000 x 0,004
IUP =40 000 escudos
2. Umimével comercial vale 8 000 000 escudos e esta sujeito a uma taxa de IUP
de 0,6% . Qual sera o imposto a pagar?
IUP = Valor patrimonial x taxa de IUP
IUP =8 000 000 x 0,006
IUP =48 000 escudos
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Exercicios

o Um apartamento avaliado em 5 000 000 escudos tem uma taxa de IUP de 0,3%.
Qual serd o valor do IUP anual?

e A senhora Maria e o seu marido, o
senhor Anténio, querem comprar um
terreno que custa 2 000 000
escudos e estd sujeito a uma taxa de
IUP de 0,2%.

5.1. Qual é o valor do IUP a pagar no
primeiro ano?

5.2. A senhora Maria diz que durante
quatro anos terdo de pagar
16 000 escudos de IUP, o senhor
Anténio diz que apenas terao de
pagar 10 000 escudos nesse
mesmo periodo. Qual dos dois
tem razao?

e Um municipio isentou os jovens, até 35 anos, de pagamento de IUP durante cinco
anos na compra da primeira casa para habitagdo permanente.
A Andreia, jovem de 28 anos, adquiriu uma casa avaliadaem 5 000 000 escudos.
Qual sera o valor correspondente a poupanca que a Andreia tera ao ndo pagar
cinco anos de IUP, sabendo que nesse municipio a taxa é de 0,3% ?

4.2, Inflacao

A inflacao é o aumento geral e continuo dos precos dos bens e servicos numa eco-
nomia ao longo do tempo.

Quando ocorre a inflagédo, o poder de compra do dinheiro diminui, ou seja, a mesma
quantidade de dinheiro passa a comprar menos bens ou servicos. A inflacdo é nor-
malmente expressa como uma taxa percentual anual.

Ainflacdo pode ser causada por diversos fatores, como 0 aumento da procura (infla-
¢ao de procura), o aumento nos custos de producéo (inflacdo de custos) ou por ex-
pectativas econdmicas.

Apesar de ser um fendbmeno comum nas economias modernas, niveis altos de infla-
cao podem trazer consequéncias negativas, como perda de poder aquisitivo ou ins-
tabilidade econdmica.
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Exemplo 3: Preco do pao ao longo dos anos

Em 2010, um pao custava cerca de 30 escudos, em 2020, um pao ja custava
cerca de 50 escudos. Isso representa um aumento significativo no preco ao
longo do tempo.

Exemplo 4: Educacao

Em 2015, a matricula numa escola privada custava aproximadamente 10 000
escudos, por ano. Em 2023, o valor subiu para proximo de 15 000 escudos,
refletindo o impacto da inflacao.

Exemplo 5: Combustivel

O preco do litro de gasolina era, aproximadamente, 120 escudos, em 2018.
Em 2023, subiu para, aproximadamente, 160 escudos, afetando os custos dos
transportes e outros setores da economia.

Ainflagéo, em Cabo Verde, esté estreitamente ligada aos mercados
internacionais devido a alta dependéncia de importacdes. Como o pais importa
grande parte dos bens e servicos consumidos internamente, qualquer
alteracdo nos precos internacionais, nas taxas de cAmbio ou nos custos de
transporte afeta diretamente os precos locais.
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Exemplos de dependéncia internacional

Exemplo 6: Preco dos combustiveis

Cabo Verde depende do mercado internacional de petréleo. Se os precos
globais do petréleo aumentam, o custo dos combustiveis também sobe, o que
impacta o transporte, a producao e o custo de bens basicos.

Exemplo 7: Cereais e produtos alimentares

Muitos alimentos basicos, como arroz, trigo e milho, sdo importados. Se os
precos no mercado global de graos aumentam, o custo desses alimentos em
Cabo Verde também sobe.

Exemplo 8: Taxas de cambio

O escudo cabo-verdiano esta indexado ao euro. Se o euro se desvaloriza em
relacdo ao délar (moeda frequentemente usada em transacgdes internacionais),
0s custos das importagdes aumentam, pressionando a inflacdo no pais.

O grafico seguinte apresenta a variacao da taxa de inflacao verificada em Cabo Verde,
de junho de 2019 a junho de 2023, comparada com as taxas de inflacdo verificadas
nos Estados Unidos da América, no Reino Unido e na area dos paises que utilizam o
euro (UEM, Unido Econémica e Monetaria).

Taxa de Inflacdo Homologa da Area do Euro, dos EUA, do Reino Unido e de Cabo Verde
(em %)

12,04 Reino Unido

10,0
8,0
6,0
4,0

Taxa de Inflacido Homoéloga (em %)

Fonte: Relatério de Politica Monetaria, Banco de Cabo Verde, Outubro 2023
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Exercicio
0 Indica se as seguintes afirmac¢des sdo verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando as
falsas.

(A) Ainflacao é o aumento esporadico dos precos de alguns bens e servicos numa
economia ao longo do tempo.

(B) O aumento nos precos de produtos como combustiveis e alimentos basicos em
Cabo Verde é parcialmente causado pela dependéncia de importacdes.

(C) Se o euro se valoriza em relagdo ao dodlar, os custos de importagdo em Cabo
Verde tendem a aumentar, pressionando a inflagao.

(D) Ainflagdo de procura é causada por uma queda na demanda de bens e servicos.

(E) O preco de um bem alimentar que subiu de 30 escudos, em 2010, para 50
escudos, em 2020, é um exemplo claro do impacto da inflagao.

e Qual das seguintes opc¢cdes pode ser uma causa de inflacdo em Cabo Verde?
(A) Aumento da producao agricola local.
(B) Reducao nos precgos internacionais do petréleo.

(C) Aumento nos custos de transporte devido ao aumento nos pregos globais dos
combustiveis.

(D) Estabilidade nas taxas de cambio.

e Se o euro desvalorizar em relagdo ao ddlar, qual é o impacto esperado na
economia de Cabo Verde?

(A) Reducao nos custos de importacao.
(B) Aumento nos custos de importacao e maior pressao inflacionaria.
(C) Estabilidade nos precos de bens importados.

(D) Nenhuma mudanca significativa na inflagcao.

@ Qual dos seguintes exemplos reflete melhor o impacto da inflagao de custos?
(A) Aumento no consumo de bens supérfluos.

(B) Aumento nos precos do trigo importado, elevando o custo do pdo em Cabo
Verde.

(C) Queda no valor da moeda local em relagdo ao euro.

(D) Reducao nos precgos globais do petréleo, diminuindo os custos de transporte.

—
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4.2.1. indice de Precos no Consumidor

O indice de Precos no Consumidor
(IPC) é um indicador que tem por finali-
dade medir a evolugédo no tempo dos
precos de um conjunto de bens e servi-
cos considerados representativos da es-
trutura de consumo da populacao resi-
dente num pais. Assim, 0 IPC ndo &, desta
forma, um indicador do nivel de precos
registado entre periodos diferentes, mas
antes um indicador da sua variagao.

O IPC encontra-se classificado em 12 classes de produtos (Classificacdo do Con-
sumo Individual por Objetivo) e a sua compilagao resulta da agregacao de trés indi-
ces de precos regionais (Santo Antao, Sdo Vicente e Santiago).

Classes de Classificagdo do Consumo Individual por Objetivo (CCIO)
CO01 | Produtos alimentares e bebidas nao alcodlicas
C02 | Bebidas alcodlicas e tabaco
C03 | Vestuario e calcado
C04 | Rendas de habitacao, agua, eletricidade, gas e outros combustiveis
CO05 | Acessorios, equipamento doméstico e manutencao corrente da habitagao
CO06 | Saude
C07 | Transportes
C08 | Comunicagdes
CO09 | Lazer, recreacao e cultura
C10 | Ensino
C11 | Hoéteis, restaurantes, cafés e similares
C12 | Bens e servicos diversos

Fonte: Instituto Nacional de Estatistica de Cabo Verde. https://ine.cv/ipc/

Para se calcular o indice de Precos no Consumidor (IPC):

* define-se um cabaz de bens e servigos representativos (ex.: alimentos, vestuario,
habitacao, transporte, saude);

* monitorizam-se 0s precos desses itens regularmente;
* calcula-se a variacao percentual dos precos, comparando com um periodo-base.

O IPC é usado como indicador da inflacéo, pois reflete como os precos médios estao
a mudar e como isso afeta o custo de vida das pessoas.

Calculo do IPC num determinado ano X:

preco do cabaz no ano X

preco do cabaz no ano-base x100

IPC (X) =
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Exemplo 9: IPC num determinado ano do vestuario e calcado

Suponhamos que em 2018 (ano-base), o pre¢o médio de um tipo de vestuario
erade 500 escudos. E que no ano de 2022 o preco médio do mesmo tipo de
vestuario era de 600 escudos.

IPC (2022)=%x 100 =120

Exercicio

0 Suponhamos que em 2018 (ano-base), o preco médio de um tipo de bens
essenciais erade 1100 escudos. E que no ano de 2021 o pre¢o médio do mesmo
tipo de bens essenciais era 1280 escudos.

11.1. Determina o IPC desses bens essenciais para o ano 2021.

11.2. Sabendo que de 2021 para 2023 o preco médio desse tipo de bens essenciais
aumentou 120 escudos, determina o IPC para 2023, considerando 2021 ano-
\__ -base.

4.2.2. Taxadeinflacao

A taxa de inflacao ¢é a variacao percentual do IPC entre dois periodos consecutivos.
Deste modo, a taxa de inflacdo traduz a velocidade com que os precos estédo a au-
mentar.

Célculo da taxa de inflagéo para um determinado periodo (entre 0 ano X e o ano Y):

IPC (Y) — IPC (X)
IPC (X)

taxa de inflagao (%) = x100

Exemplo 10

Suponhamos que em 2018 (ano-base), o preco médio de um tipo de vestuario
erade 500 escudos. E que no ano de 2022, o preco médio do mesmo tipo de
vestuario erade 600 escudos.

Vamos determinar a taxa de inflacdo entre 2018 e 2022.

IPC (2022) — IPC(2018)
IPC(2018)

120 — 100
7100

Taxa de inflagdo (%) = x 100
x 100 =20%

A taxa de inflagdo entre 2018 e 2022 foi de 20%.
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@ O preco de uma mochila era de 3000 escudos em 2019. Em 2023, subiu para 4200
escudos. O preco da mochila, para o ano de referéncia, era de 2800 escudos.

Determina:

12.1. O IPC da mochilaem 2023.

12.2. A taxa de inflag&o verificada entre 2019 e 2023.

12.3. Comenta a afirmacéo: “O preco médio em 2021 era maior do que 3000 escudos
e menor do que 4200 escudos”.

@ A tabela seguinte apresenta os produtos que compéem um cabaz e o respetivo
preco, em escudos, no ano-base e em trés anos subsequentes, X, Y e Z.

Cabaz Preco Preco Preco Preco
(ano-base) (ano X) (ano Y) (ano 2)
Produto A 120 125 125 140
Produto B 420 400 440 440
Produto C 200 225 230 260
Produto D 60 70 60 80
Custo total do cabaz
IPC do cabaz 100
Taxa de inflagdo em _
relacdo ao ano anterior

13.1. Completa a tabela.

13.2. Em que periodos e para que produtos existiu deflacédo, ou seja, houve descida

generalizada de prec¢os? Justifica a tua resposta.

13.3. Comenta a afirmacao: Se a taxa de inflagdo, em relacédo ao ano anterior, é
\ positiva, entdo todos os produtos do cabaz sofreram aumento de pregco médio.

4.2.3. Funcao exponencial -um modelo matematico

Uma funcio real de variavel real, definida por uma expressao algébrica do tipo
f(x)=a", com a€R"\ {1}, diz-se funcio exponencial.
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Exemplo 11
As func¢des exponenciais tém comportamentos diferentes quando 0<a< 1
ou quando a> 1, conforme podes analisar nos graficos seguintes.

A A

y y 1
fr)=3" f(x)=(§)
3 3
25
2
1,5

3 25 2 15 -1 —05 [0 05 1% 7 2050 05 1 15 2 25 3 %

Nos dois casos a funcdo, de dominio IR, tem contradominio IR*, nio tendo
por isso zeros. Mas, no caso em que a> 1, afuncao é crescente em todo o
seu dominio e no casoemque 0<a< 1, afuncao é decrescente emtodo o
seu dominio.

Podemos também considerar funcdes resultantes de transformacdes de
funcdes exponenciais.

As fungdes exponenciais estdo na base de muitos modelos matematicos
usados em contexto financeiro. Trata-se de situacdes de sucessdes de valores
que se vao obtendo a partir da acumulagcao de uma percentagem ao termo
anterior. Vejamos um exemplo:

Exemplo 12

Um produto esta a venda por 50 000 escudos. Mensalmente, espera-se uma
subida de 2% do seu valor. Qual o custo que tera ao fim de seis meses?

Chamemos C,=50000 ao custo inicial.
Ao final do 1.° més, aplicando a taxa de 2%, o novo custo sera de:

_ 2
100 C°<1+1oo>
Ao final do 2.° més, com um custo ja superior, resultante da inflacdo do 1.° més,
O preco esperado sera de:

) ) 2 \(_2
C=Ci+Cyx 100 C°<1+1oo>'*c°<1+100><100>

_ 2 2 \_ 2y
CQ‘(%<1'*100)(1*'1oo>"c°<1*'100)

C,=Cy+ C, X
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4.2, Inflagéo

Continuando este raciocinio, concluimos que ao fim do més x o custo desse
produto sera de:

_ 2\
C*‘C°<1+1oo>

Entao, ao final do 6.° més, custara:

6
06:00(1 +%) — 50 000 x 1,02° ~ 56 308

4.2.4. Problemas de inflacao com modelos exponenciais

A inflagcdo é o aumento generalizado e continuo dos precos de bens e servicos numa
economia ao longo do tempo. Para entender e analisar os impactos da inflacdo, usa-
mos ferramentas matematicas, como os modelos exponenciais, que nos ajudam a pre-
ver e calcular variacdes no valor do dinheiro.

Exemplo 13: Preco de um produto no futuro

1. Se ataxa deinflagdo anual é de 5% e um produto custa 1000 escudos, hoje,
quanto custara em trés anos?

Formula: P(t)=P,x (1 + r' Onde: P,=1000 (preco inicial)
r=0,05 (taxa de inflacao)
t=3 (tempo em anos)

P(3)=1000x (1+0,05)°=1157,625

Com uma taxa de inflacdo anual de 5%, um produto que custa 1000 escudos
devera custar em trés anos cercade 1158 escudos.

2. Um automovel custava 1 200 000 escudos em 2021. Supondo uma inflagéo
média de 4% ao ano, quanto sera o valor estimado do mesmo modelo em
20267
Formula: P(t)=P,x (1+r) Onde: P,=1200000 (preco inicial)

r=0,04 (taxa de inflacao)
t=2026 — 2021 =5 (tempo em anos)

P(5)=1200000 x (1+0,04)° = 1 459 983,483

Com uma taxa de inflagdo anual de
4%, em 2026, o mesmo modelo de
automoével devera custar cerca de
1459 983 escudos.
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Exercicios

@ Uma familia gastava 10000 escudos por més em alimentacdo em 2018. Com uma
inflacdo média de 3% ao ano, qual o gasto esperado para 2023?

@ O aluguer de uma casa em 2020 era de 8000 escudos por més. Em 2025, devido a
inflagdo média de 6% ao ano, quanto sera o valor do aluguer?

@ O preco de uma cesta basica era de 7000 escudos em 2019. Com uma inflagao
média de 2,5% ao ano, qual serad o preco em 2024?

Q Em grupo escolham o pre¢co de um determinado produto essencial num
determinado ano. Apliquem uma inflacdo média de 6% ao ano e, recorrendo aum
software de folha de célculo, construam um grafico que permita visualizar o
aumento do custo do produto ao longo de oito anos.

—

4.3. Juros

O conceito de juros refere-se ao ganho
obtido pelo uso do dinheiro. Pode ser en-
tendido como o custo de um emprés-
timo ou o rendimento de um investi-
mento. Existem dois tipos principais de
juros, juros simples e juros compostos,
que exploraremos neste capitulo.

As taxas associadas aos juros nao sao \ o

fixas e podem variar conforme as condi¢des dos mercados internacionais e as politi-
cas econdmicas nacionais. Em Cabo Verde, essas taxas sao reguladas pelo Banco de
Cabo Verde (BCV) e por instituicdes financeiras nacionais, que monitorizam e ajus-
tam as taxas de acordo com fatores como inflacédo, politica monetaria e condicdes
do mercado global. A dependéncia de mercados internacionais ocorre porque o pais
importa produtos e servicos e precisa alinhar-se com as tendéncias econdmicas glo-
bais, especialmente em relagcdo ao cambio e a taxa de referéncia dos bancos centrais
internacionais. Essa regulacao visa garantir a estabilidade econémica e proteger os
interesses dos consumidores e investidores no pais.

O objetivo deste capitulo é permitir que desenvolvas uma compreensao sdlida sobre os
juros simples e compostos, explorando possiveis aplicacdes em cenarios como inves-
timentos, poupancas e empréstimos.
Através de exemplos e exercicios praticos,
poderas aplicar formulas matematicas
para resolver problemas financeiros reais.
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4.3. Juros

4.3.1. Juros simples e juros compostos

Os juros podem ser calculados de duas maneiras principais: através de juros simples
ou juros compostos.

Os juros simples sao calculados apenas sobre o capital inicial, sendo diretamente
proporcionais ao tempo e a taxa de juros aplicada. No caso de juros simples, ndo con-
sideramos, ao longo do tempo, o acréscimo de juros sobre juros.

Férmula de calculo de juros simples:
J=Cxixt
Onde:
J é o valor dos juros
C é o capital inicial
i é ataxa de juros (expressa em decimal)
t é o tempo (em anos ou conforme especificado)

Montante (valor total): M=C+ J

Exemplo 14: Juros Simples

Um capital de 5000 escudos foi aplicado com uma taxa de juros simples de
4% ao ano, por trés anos.

Qual é o valor dos juros e o montante final?

Dados: C=5000; i=0,04; t=3

Calculo: J=Cxixt=5000x0,04x3 =600 escudos
Montante: M= C + J=5000 + 600 = 5600 escudos

Os juros compostos sao calculados, nao apenas sobre o capital inicial, mas também
sobre os juros acumulados, o que resulta num crescimento exponencial ao longo do
tempo.

Férmula de calculo de juros compostos:
M=Cx(1+i)
Onde:
M é o montante acumulado (capital + juros)
C é o capitalinicial
i é ataxadejuros
t é o tempo (em anos ou conforme especificado)

Juros acumulados: J=M-C
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Exemplo 15: Juros compostos
Um capital de 8000 escudos foi aplicado com uma taxa de juros compostos
de 5% ao ano, por quatro anos.
Qual sera o montante acumulado?
Dados: C=8000; i=0,05; t=4
Célculo: M=8000x (1+0,05)"
M=8000 x 1,21550625 =9724,05 escudos

Assim, no final de quatro anos, o montante passou a ser de 9724,05 escudos,
sendo que a quantia de juros conseguida com esta aplicacao foi de:

J=9724,05 - 8000 = 1724,05 escudos

Exemplo 16: Comparacao entre juros simples e compostos

Um capital de 10000 escudos foi investido com uma taxa de 6% ao ano, por
cinco anos.

Vamos comparar os resultados entre juros simples e compostos.

Juros simples:
J=10000x 0,06 x5=3000 escudos

Montante:
M=C+J=10000+ 3000=13000 escudos

Juros compostos:
M=10000x (1+0,06)° ~ 10000 x 1,3382255776 ~ 13382,26 escudos

Juros compostos:
J=M-C=13382,26 — 10000 =3382,26 escudos

Com este exemplo, podemos verificar que a aplicacdo do mesmo capital, comamesma
taxa e pelo mesmo periodo de tempo, obtém mais juros compostos do que juros simples.

Exercicios

@ Um capital de 20000 escudos é aplicado com juros simples de 4% ao ano por
dois anos. Qual sera o retorno?

@ Uma aplicacao inicial de 50000 escudos rende juros compostos de 6% ao ano
por cinco anos.
19.1. Qual sera o montante obtido?

19.2. Qual sera o valor dos juros obtidos?
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4.3. Juros

@ Um capital inicial de 30000 escudos é investido a uma taxa de 5% ao més, em
regime de juros compostos. Apds um certo periodo, o montante acumulado é de
aproximadamente 38 288 escudos.

Durante quantos meses o dinheiro ficou aplicado?
(A) 3 meses
(B) 4 meses
(C) 5 meses

\__ (D) 6 meses

4.3.2. Investimentos financeiros e empréstimos

No sistema financeiro de Cabo Verde, as instituicées bancarias desempenham um
papel crucial como intermediarias nas operacdes de investimentos e empréstimos.
Essas instituicbes, como os bancos comerciais € as instituicdes financeiras autoriza-
das, oferecem produtos e servicos que permitem as pessoas e empresas gerir me-
Ihor o seu dinheiro, seja aumentando o rendimento através de investimentos ou ob-
tendo recursos financeiros por meio de empréstimos.

Os bancos em Cabo Verde sao os princi-
pais agentes para realizar essas opera-
¢oes e sao supervisionados pelo Banco
de Cabo Verde. Eles garantem a segu-
ranga das transagdes, aplicam taxas de
juros adequadas e promovem 0 acesso
ao crédito e a poupanca. Nos bancos, os
clientes podem aderir a diferentes tipos
de contas, sendo as mais comuns a
conta a ordem ou a conta a prazo.

Uma conta a ordem é o tipo de conta ban-
céria mais comum, destinada a movimen-
tacoes frequentes, como depdsitos, levan-
tamentos, transferéncias e pagamentos.
Apesar de oferecerem flexibilidade, essas
contas normalmente tém rendimentos bai-
X0S ou inexistentes sobre o saldo. Em algu-
mas instituicdes bancérias a conta a ordem
permite 0 acesso a servigcos de pagamento
automatico, como débito direto para paga-
mentos de agua e luz.

Um funcionario que recebe o salario mensal diretamente numa conta a ordem pode
usa-lo para pagar contas, fazer transferéncias ou levantar dinheiro.
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Uma conta a prazo é uma forma de inves-
timento financeiro oferecida pelos ban-
cos, em que o cliente deposita uma quan-
tia por um periodo determinado e recebe
juros sobre o valor investido. Normal-
mente, quanto maior o prazo, maior € a
taxa de juros oferecida. As instituicdes
bancérias oferecem produtos de contas
a prazo que permitem aplicacdes de curto
e longo prazo, com taxas competitivas.

Exemplo 17

Um cliente depositou 500 000 escudos numa conta a prazo, com vencimento
a 12 meses e uma taxa de 3% ao ano.

A férmula que nos permite calcular a quantia que tera no final de cada ano é
D,=D,x(1+0,03)"

onde n é oano em causa, D, aquantia de dinheiro no final desseano e D, a
quantia investida.

No final do terceiro ano, o cliente terd, entdo:
D,;=500000 x (1 + 0,03)° =546 363,5 escudos

Os empréstimos sao valores concedidos por bancos para que os individuos ou as
empresas possam financiar necessidades, como compra de casa, carro ou expansao
de negdcios.

Os empréstimos geralmente estao sujeitos a taxas de juros (fixas ou variaveis) e pra-
Zos de pagamento.

Exemplo 18

Uma empresa solicitou um empréstimo de 1 000 000 escudos para investir em
equipamentos. Ficou decidido aplicar uma taxa de juro global de 30%, sendo que
0 pagamento ira ocorrer em prestacdes ao longo dos préximos 50 meses.

Assim, apesar de o empréstimo ser 1 000 000 escudos, o valor total a pagar
sera de:
1000 000+ 1 000 000x0,30=1 300000 escudos

A cada més devera ser paga uma prestacao no valor de
1300 000:50=26000 escudos
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Exercicios

@ Qual a principal funcado de uma conta a ordem?
(A) Aplicar dinheiro por um periodo fixo e ganhar juros.
(B) Realizar movimentacgdes frequentes, como pagamentos e transferéncias.
(C) Obter crédito com taxas de juros reduzidas.
(D) Guardar dinheiro sem possibilidade de movimentacgao.

@ O que é uma conta a prazo?
(A) Uma conta que permite realizar movimentagdes frequentes.
(B) Uma conta destinada a aplicagao de dinheiro por um periodo fixo, com juros.
(C) Um tipo de empréstimo concedido pelos bancos.
(D) Uma conta usada exclusivamente para transferéncias internacionais.

@ Qual é o papel do Banco de Cabo Verde (BCV)?
(A) Oferecer empréstimos aos cidadaos diretamente.
(B) Regular as operagodes bancérias e garantir a estabilidade financeira.
(C) Conceder contas a prazo com taxas mais altas.

(D) Cobrarimpostos sobre as transacdes bancarias.

Investimentos financeiros

Quando se realiza um investimento financeiro, o objetivo é obter um retorno sobre o
capital aplicado ao longo do tempo. Geralmente, esse retorno é calculado utilizando
conceitos semelhantes a aplicacao de juros, bastando diferenciar se o calculo é de
um retorno percentual simples ou acumulado ao longo do tempo.

Exemplo 19: Investimento em titulos

Uma pessoa investe 100000 escudos em titulos financeiros com uma taxa de
retorno anual de 5% por trés anos.

Calculo do montante final (A): A=100 000 x (1 +0,05)> ~ 115 763 escudos
O montante final serd, aproximadamente, 115763 escudos.

Exemplo 20: Conta de poupanca

Uma conta de poupanca oferece uma taxa de juros composta mensal de 0,4%.

Se um cliente depositar 200000 escudos e deixar arender por 24 meses, 0
montante acumulado sera calculado como:

A=200000 x (1+0,004)** ~ 220110 escudos
O montante final serd, aproximadamente, 220110 escudos.
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Exercicios

@ Um investidor aplica 1000000 escudos em agcdes de uma empresa com uma taxa
de retorno anual de 8% por cinco anos.

Qual sera o valor acumulado no fim do periodo?

@ Uma pessoa deposita 500 000 escudos num plano de poupanca Educacao que
oferece uma taxa de retorno anual de 6%, com rendimentos compostos por 10 anos.

Qual seréd o montante final?

@ Dois investidores aplicam 2000000 escudos cada, mas em diferentes investimentos:
—investidor A: taxa de retorno anual de 5% por trés anos;
—investidor B: taxa de retorno anual de 4% por quatro anos.

26.1. Qual dos investidores acumulara mais dinheiro no final do periodo?

26.2. Qual sera a diferenca entre os montantes acumulados?

Empréstimos

Quando se realiza um empréstimo, o pagamento é geralmente feito em parcelas
fixas ao longo do tempo. Essas parcelas (ou prestacdes) incluem uma parte do valor
principal e os juros cobrados pelo banco ou instituicao financeira.

Na maioria dos casos, a taxa de juro aplicavel a um empréstimo ndo é global, mas sim
uma taxa de juro aplicada mensalmente, trimestralmente, semestralmente ou anual-
mente.

A férmula para calcular o valor da parcela mensal fixa (PMT) é:

Pxrx(1+r)"

PMT = a
1+n -1

Onde:
PMT é a parcela fixa mensal
P é o valor total do empréstimo (principal)
r é ataxa de juros por periodo (em decimal, ou seja, taxa percentual dividida por 100)
n é o numero total de parcelas (tempo do empréstimo em meses)

A férmula para calcular o valor total fixo a pagar é:
VTF=PMT xn
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Exemplo 21: Empréstimo para compra de uma casa

Uma pessoa contrai um empréstimo de 5000000 escudos para comprar uma
casa, com uma taxa de juros mensal de 0,8%, a ser pago em 20 anos (240
meses).

Célculo da parcela fixa (PMT):
5 000 000 x 0,008 x (1 + 0,008)°*°

240

(1+0,008)"" — 1

A prestacao fixa a pagar mensalmente sera, aproximadamente, 46 934 escudos.

PMT = ~ 46 934 escudos

Exemplo 22: Empréstimo pessoal

Uma pessoa contrai um empréstimo pessoal de 1 000000 escudos para ser
pago em 36 meses com uma taxa de juros mensalde 1% .

Célculo da parcela fixa (PMT):

1000 000 x 0,01 x (1 +0,01)*°
(1+0,01)%* -1

A parcela fixa mensal sera, aproximadamente, 33 214 escudos.

O valor fixo total a pagar é: VTF=33214x36=1 195 704 escudos.

PMT = ~ 33 214 escudos

Exercicios

@ Um cliente contrai um empréstimo de 2500000 escudos para comprar um carro,
com uma taxa de juros mensal de 0,9% e um prazo de 60 meses.

Qual sera a parcela fixa mensal?

@ Uma pessoa contrai um empréstimo de 3000000 escudos, com uma taxa de juros
mensal de 1%, para ser pago em 15 anos (180 meses).
28.1. Determina o valor da parcela fixa.

28.2. Determina o valor total fixo a ser pago.

@ Dois amigos contraem empréstimos:
—amigo A: 800000 escudosa 0,8% ao més, por 12 meses;
—amigo B: 800000 escudosa 1% ao més, por 24 meses.

29.1. Qual dos dois paga uma parcela maior?

29.2. Qual sera a diferenca no valor total pago entre os dois?
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Impostos

Os impostos sao contribuicdes obrigatdrias cobradas pelos governos para fi-
nanciar as despesas publicas:

* impostos diretos: incidem diretamente sobre o rendimento ou o patriménio
das pessoas;

* impostos indiretos: aplicam-se ao consumo de bens e servigos.
As taxas percentuais aplicadas aos impostos, como o IUR, o IVA, 0 IUP e o

ICA, nao sao fixas e podem variar de acordo com decisdes governamentais,
condicdes econdmicas ou politicas publicas especificas.

IVA (Imposto sobre o Valor Acrescentado)
Preco com IVA =Preco sem IVA x (1 + taxa do IVA)

Preco com IVA
(1 +taxa do IVA)

Preco sem IVA =

IUP (Imposto Unico sobre o Patriménio)

IUP = Valor patrimonial x taxa de IUP

Inflacao

Ainflagao é o aumento geral e continuo dos precos dos bens e servigos numa
economia ao longo do tempo.

O indice de Precos no Consumidor (IPC) é um indicador que tem por finalidade
medir a evolucao no tempo dos precos de um conjunto de bens e servicos consi-
derados representativos da estrutura de consumo da populacéo residente num
pais.

Calculo do IPC num determinado ano X:

preco do cabaz no ano X

preco do cabaz no ano-base x100

IPC (X) =

A taxa de inflagao é a variacao percentual do IPC entre dois periodos consecu-
tivos. Deste modo, a taxa de inflacdo traduz a velocidade com que 0s precos
estdo a aumentar.
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Calculo da taxa de inflagao para um determinado periodo (entre o ano X e o
anoY):
IPC(Y) — IPC (X)

pcoo <100

Taxa de inflagdo (%) =

Modelo exponencial de aplicacao dainflacao
Preco de um produto no futuro P(t)=Pyx(1+r)'

Onde: P, é o preco inicial; r é ataxa de inflacdo; t é o tempo em anos.

Juros

Os juros sdao uma forma de remuneracao pela utilizacdo de um capital moneta-
rio, podendo ser compreendidos como o custo de um empréstimo ou o retorno
de um investimento, por exemplo, uma conta-poupanca.

Formula de calculo de
juros compostos:

M=Cx(1+i)

Férmula de calculo de
juros simples:

J=Cxixt
Onde: Onde:

J é o valor dos juros

C é o capitalinicial

i é ataxade juros (expressa em
decimal)

t é o tempo (em anos ou conforme
especificado)

M é o montante acumulado
(capital + juros)

C é o capital inicial

i éataxadejuros

t é otempo (em anos ou conforme
especificado)

Montante (valor total): M=C+ J Juros acumulados: J=M-C

Empréstimos Onde:

PMT ¢é a parcela fixa mensal

P é o valor total do empréstimo
(principal)

Parcela mensal fixa (PMT):

PI\/I_I_=P><r><(1 +7r)

(1+n" -1 r é ataxa de juros por periodo
. (em decimal, ou seja, taxa percentual
Valor total fixo: dividida por 100)
VTF=PMT xn n € o nimero total de parcelas (tempo

do empréstimo em meses)
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Um computador é vendido por 50000 escudos sem IVA. Sabendo que a
taxa de IVA aplicada éde 17%:

1.1. Determina o valor do IVA.

1.2. Indica qual o preco final do computador, incluindo IVA.

Uma quantia de 25000 escudos foi investida a uma taxa de 4% ao més,
capitalizada mensalmente, durante trés meses.

Qual sera o montante no final do periodo?
(A) 26 200 escudos (B) 28122 escudos
(C) 29000 escudos (D) 31250 escudos

Uma parcela de terreno avaliada em 6 500000 escudos esta sujeita a uma
taxade lUP de 0,45% .

3.1. Determina o valor do IUP anual.

3.2. Quanto seria o0 IUP se a taxa fosse aumentada para 0,5% ?

O preco de uma viagem de taxi era 1500 escudos, em 2017.

Sabendo que a inflagdo média foi de 4% ao ano, qual seria o preco estimado
em 20227

Determina os juros de um investimento de 25000 escudos a juros simples
de 7% ao ano por cinco anos.

Um capital inicial de 35000 escudos é aplicado a juros compostos de 10%
ao ano.

Qual serd o montante em oito anos?

Considera as seguintes afirmacoes relacionadas com o investimento em
contas a prazo e indica as verdadeiras.

(A) O montante final € sempre menor em juros simples comparado aos juros
compostos, para a mesma taxa e periodo.

(B) A taxa de juros composta aumenta exponencialmente o valor ao longo do
tempo.

(C) Se o periodo de calculo dos juros aumenta, o montante acumulado sera
menor.

(D) O valor inicial investido ndo afeta o montante final.
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Um cliente investiu 300000 escudos numa conta a prazo com taxa simples
de 2,5% ao més.

Quanto tempo sera necessario para obter 390000 escudos?

Num restaurante, um almogo é cobrado a 7000 escudos (valor sem IVA).

9.1. Calcula o valor do IVA se a taxa aplicada for de 15%.

9.2, Determina o preco final do almoco, ja com IVA.

9.3. Se o governo reduzir a taxa de IVA das refeicoes para 10%, qual sera o

novo preco final?

Uma casa localizada na cidade de Mindelo tem um valor patrimonial de

12 000 000 escudos e esta sujeita a uma taxa de IUP de 0,4% .

10.1. Calcula o valor anual do IUP.

10.2. Se, posteriormente, a taxa for aumentada para 0,5% , qual sera o valor
correspondente ao aumento de IUP para essa casa?

Em 2020, o pre¢co médio de um cabaz de bens essenciais era 8000 escudos.

Em 2023, esse preco passou a ser 9200 escudos.

11.1. Considerando 2020 como ano-base (IPC = 100), determina o IPC para
2023.

11.2. Calcula a taxa de inflagao acumulada entre 2020 e 2023.

Dois investidores aplicam 200 000 escudos, cada um durante 3 anos:
* investidor A utiliza juros simples com taxa de 10% ao ano.
* investidor B utiliza juros compostos com a mesma taxa de 10% ao ano.

12.1. Calcula o montante final obtido por cada investidor.

12.2. Determina qual dos dois investimentos oferece um retorno maior e qual
a diferenca entre os montantes finais.
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Teste

O custo de uma estadia num hotel é de 8000 escudos (sem IVA).
Qual é o custo total com IVA de 15% ?

(A) 9000 escudos (B) 9150 escudos

(C) 9200 escudos (D) 9250 escudos

Uma loja avaliada em 8 000 000 escudos tem uma taxa de IUP de 0,6% .
Qual é o valor do IUP anual?

(A) 40000 escudos (B) 42000 escudos

(C) 46000 escudos (D) 48000 escudos

Um imével residencial vale 12000000 escudos e esta sujeito ao
pagamento anual de imposto de IUP de 36 000 escudos.

Qual é a taxa de IUP a que esta sujeito o imoével?
(A) 0,3% (B) 0,4% (C) 0.5% (D) 0,6%

O IPC mede:

(A) A quantidade de bens exportados por um pais.

(B) Avariacdo nos precos de uma cesta de bens e servi¢os representativos.
(C) O poder de compra médio de um trabalhador.

(D) O nivel de producéo industrial de um pais.

Qual é o valor acumulado de um investimento de 40 000 escudos a juros
simples de 3% ao ano por 10 anos?

(A) 6000 escudos (B) 12000 escudos
(C) 16000 escudos (D) 24 000 escudos

Se o IPC de janeiro é 150 e o de dezembro é 165, qual é a taxa de inflagao
anual?

(A) 10% (B) 5% (C) 15% (D) 20%

A Rafaela efetuou um depdsito poupanga com juros compostos de 2% ao
ano durante trés anos. Obteve de juros 1224 escudos.

Qual foi o capital inicial? Considera o valor mais préximo.
(A) 24000 escudos (B) 22000 escudos
(C) 20000 escudos (D) 18000 escudos



Para cada uma das seguintes afirmacdes, indica as verdadeiras e as falsas.

(A) As contas a ordem sao destinadas exclusivamente para aplicacdes
financeiras de longo prazo.

(B) O Banco de Cabo Verde (BCV) tem como funcao regular as operacoes
bancarias no pais.

(C) As contas a prazo sdao uma forma de investimento financeiro.

(D) Os bancos comerciais em Cabo Verde oferecem tanto poupanca como
crédito aos clientes.

A inflagdo anual de um pais é de 8% . Uma televisao custa hoje 3000 escudos.
Qual sera o preco dessa televisao ao final de dois anos?

(A) 3259,20 escudos (B) 3240,00 escudos

(C) 3499,20 escudos (D) 3340,00 escudos

Uma aplicacao gerou 500 escudos de juros simples ao longo de cinco
meses, com um capital inicial de 10 000 escudos.

Qual foi a taxa de juros mensal?
(A) 0,.5% (B) 1% (C) 1.5% (D) 2%

Um cliente contrai um empréstimo de 4 000 000 escudos na sua agéncia
bancaria, para ajudar na compra da sua nova casa. O empréstimo sera pago
em 48 meses a uma taxa mensal de 0,7%.

Qual sera a parcela fixa mensal?
(A) 96 560 escudos (B) 98 404 escudos
(C) 97 450 escudos (D) 95800 escudos

Uma farmacia vende um tipo de medicamento por 520 escudos (com IVA de
5% jaincluido).

12.1. Determina o valor do IVA.

12.2. Indica o valor do medicamento sem IVA.

12.3. Calcula o valor total do medicamento se o IVA fosse de 15%.

Uma propriedade avaliada em 3 600 000 escudos paga IUP com uma taxa
de 0,3%.

13.1. Determina o valor do imposto a pagar anualmente.

13.2. Ao fim de quantos anos o valor acumulado do imposto ultrapassara os
50 000 escudos?
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Teste

O senhor André pretende vender a sua loja comercial pelo valor
correspondente ao seu valor patrimonial que é de 12 000 000 escudos.

O senhor Martin pretende adquirir a loja e pede ao senhor André um desconto
correspondente a 10 anos de pagamento de IUP. No municipio onde esta
localizada a loja a taxa anual de IUP é de 0,5% paraimdveis comerciais.

14.1. Qual é o valor correspondente ao desconto pedido pelo senhor Martin?

14.2. Se o senhor André aceitar a proposta, por que valor vende a loja?

Dois iméveis sdo avaliados da seguinte forma:
Casa A: avaliadaem 10000 000 escudos, com uma taxa de IlUP de 0,35% ;

Casa B: avaliadaem 12 000 000 escudos, com uma taxa de IUP de 0,3%.
15.1. Qual dos imdveis gera um imposto maior?
15.2. Qual é a diferenca entre os valores dos impostos?

O grafico seguinte apresenta os dados da inflagdo, em relacédo aos anos
anteriores, de um pais.

T4

12 1

S ior®
61 ! : . 5,845,

16.1. Em que ano se verificou o maior aumento de inflagao?

16.2. O que aconteceu no ano de 2016? Explica recorrendo ao conceito de
IPC.

16.3. Com os dados do grafico podemos afirmar que o preco dos bens
alimentares verificados em 2017 foram superiores aos precos dos
mesmos bens em 2016?
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Um terreno foi comprado por 2 500 000 escudos, em 2019. Se a inflagao
média for de 3% ao ano, qual sera o valor estimado do terreno em 20307 E
em 20357

A Joanainvestiu 50 000 escudos numa aplicagao de juros simples com
taxade 1,5% ao més e retirou 57 500 escudos no final do periodo.

18.1. Durante quantos meses ficou aplicado o dinheiro?

18.2. Quantos meses seriam necessarios para obter de juros 15 000 escudos?

Determina os juros de um investimento de 25 000 escudos a juros simples
de 7% ao ano por cinco anos.

Um capital inicial de 35 000 escudos é aplicado a juros compostos de 10%
ao ano.

20.1. Qual serd o montante em oito anos?

20.2. Quantos anos sao necessarios para se obter de juros 35 000 escudos?

O Martin pretende aplicar 40 000 escudos por um periodo de trés anos.

A instituicao financeira a que recorreu dispde dos seguintes planos de
investimento:

Taxa de juro (ao ano) | Tipo de juro |Custo fixo de aplicacao
Plano A 4% Simples 400 escudos
Plano B 3,5% Composto 350 escudos
Plano C 5% Simples 1500 escudos

21.1. Ajuda o Martin a escolher o plano que Ihe garanta um melhor retorno.

21.2. Se o Martin optasse por um periodo de seis anos, o melhor plano seria
o mesmo? Justifica a tua resposta.

Para realizar obras de melhoria na sua casa a senhora Zulmira contraiu um
empréstimo de 1000 000 escudos, com uma taxa de juros mensal de 1%,
para ser pago em cinco anos (60 meses).

22.1. Determina o valor da parcela fixa que a senhora Zulmira pagara
mensalmente.

22.2. Determina o valor total fixo que a senhora Zulmira pagara no final dos
cinco anos.
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Solucbes

Pagina 10
1. (A)e(F).(B) e (D) (C) e (E).

Pagina 12

2.1. Proposicéo.
2.2. Proposicao.
2.3. Proposicao.
2.4. Nao é proposigao.
2,5. Proposicéao.
2.6. Proposigédo.

3.1. Falso.
3.2. Verdade.
3.3. Verdade.
3.4. Verdade.
3.5. Falso.

4. Resposta aberta.

Pagina 15
5.1. Falso.
5.2. Verdade.
5.3. Falso.
5.4. Verdade.
5.5. Falso.
5.6. Verdade.
5.7. Verdade.
5.8. Falso.
Pagina 16

6.1. 3 &IN. Falso.

6.2. Santiago ndo é a maior ilha de Cabo Verde.
Falso.

6.3. 135 ndo é um quadrado perfeito. Verdade.

6.4. O avidaonao é o Unico meio de transporte para
visitar outro pais. Verdade.
156

6.5. 3 nao é divisivel por 3. Verdade.
6.6. Ha pelo menos um mdltiplo de 5 que é impar.
Verdade.

7.1. Asoma das amplitudes dos angulos internos
de um tridangulo ndo é 180°. Falso.

71.2. Timor-Leste nao fica no continente asiatico.
Falso.

73. -5 &[-5;+oo[. Falso.

7.4. Timor-Leste fica no continente asiatico.
Verdade.

75. —-5€[-5;+0o0[. Verdade.

76. —5 &[-5; +oo[. Falso.

Pagina 17
81. rAs
82. rA~t

83. ~UASAT
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Pagina 18
9.
P|q| pPAG | ~pA~q | PA~Q
V| v v F F
Flv| F F F
V|F| F F 1%
F|F F 1% F
Tarefa 1
P|~P| PA~q | ~(PA~P)
V| F B v
FlvV F 1%
Tarefa 2
P|a| PAG | gAP
VIV v Vv
Flv| F F
V| F F F
FI|F| F F
Pagina 19
Tarefa3
P|q|r|pAg|qgAr| (PAQ AT | pA(GQAT)
vViv|iVv Vv Vv vV Vv
VIV|F| v F F F
VIFlV| F B F B
VIF|F| F F F F
Flv|v| F v F F
FI|V|F| F F F F
FIF|lv| F F F F
FIF|F| F F F F
10. Falso.
11.1. p: Verdade; q: Falso; r: Falso;

s: Verdade.
11.2. a) Ha nimeros pares que ndo sdo multiplos de

2.

b) Todos os nimeros primos sao impares e 7

€ um ndmero primo.

¢) Ha nuimeros primos que nao sao impares e

ha numeros pares que ndo séo compostos.
11.3. a) Falso; b) Falso; ¢) Verdade.

Pagina 20
12. Falso.
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Pégina 21 17. a éverdadeirae b é verdadeira.
13. Tarefa 8
pP|lq| pvq |~pV~q| pV~q Plqg|r|pAg|pAr|qVr|pA@Vr)|(PAQ)V(pAT)
V|V vV F 14 Viv| Vv Vv Vv Vv Vv Vv
F|V vV Vv F VIV|F %4 = Vv % Vv
V| F Vv v Vv VIF|V F Vv Vv Vv Vv
F|F F 1% v VIF|F| F F F F F
Tarefaa Flv|v| F F % F F
r
areta FIV|F| F F v F F
PR e BYE Y FleElvl F | F | v F F
VIVIFL Y v v FlFlFl F | F | F F F
FlV|F F F %
. Pagina 25
Pagina 22
Tarefa 9
14. Exercicio de demonstracao.
P|lq|r |pvqg|pVr|iqAr|pV(qAr)|(pVaA(pVr)
Tarefa vivivi v [ v]v v %
P |~p| PV~p VIVI|IF| v v | F 1% 1%
V| F v V|IF|lVv| v v F % v
FlVv v VIFI|F| Vv v F % v
F|lV|V % % Vv v Vv
Pagina 23 FIVIF| v | F | F F F
Tarefa 6 F|F|V F % F F F
V|V v Vv
Flv v v Pagina 26
V| F % 1% 18.1. Verdade.
EllE F F 18.2. Falso.
18.3. Verdade.
Tarefa?7 18.4. Verdade.
18.5. Verdade.
Plq|r|pVvag|qVr|(pVqVr|H pVv(qVr)
19.1. Falso.
vivijvip v | vV v v 19.2. Verdade.
VIV|IF| V % v v 19.3. Verdade.
VIFlv|l v v v vV 19.4. Falso.
vIElE v = v v 19.5. Verdade.
FlvIivl v % % % Tarefa 10
FIV|F| Vv v 1% % p | q p=q q=p
F|F|V F Vv Vv v Vv 1% Vv %
FIF|F| F F F F Flv v F
Vv F F Vv
Pagina 24 F|F v v
15.1. Verdade. 15.2. Verdade. Aimplicacao légica ndo é comutativa.
15.3. Verdade.
20. Verdade.
16.1. Verdade. 16.2. Falso.
16.3. Verdade.
16.4. Verdade.
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Pagina 27 Pagina 30
21. 26.
_ < pP|la|~p|~q|pAq| ~(pPAQ) | ~pV~q
ﬁ I vivl FlF| v F F
— <5
53 = T o = VIF| F Vv F % %
l
plajr| 1 L O O I - Flviv]|Fl| F v v
2 E o =
1 21 FIFlv|v] F v v
2 57
< 27. qAp
viviv| v v v % % 28. ~pV(~pAQ)
VIV|F Vv F F F v ..
VIF|V [F % [F 14 v Pagma 32
VIF|F| F v F F v 29.1. p
Flvliv] v v v v v 82.p = q
FlviF| v F F v v 80.1. p=Vig=F;r=F
30.2. p=V;qg=F;r=VoufF
F|IF|V Vv % % % %
FIFIF| v v v v v 81. a
< ) 32. p
22.1. Se a Manuela estuda, entdo a Manuela obtém
boas classificagdes. 3. xVy
22.2. Se a Manuela obtém boas classificacdes, 4. m
entdo a Manuela consegue entrar num bom
curso superior. 3. p
22.3. Se a Manuela estuda, entdo a Manuela obtém L. .
boas classificacdes e se a Manuela obtém Pagina 36 - Para aplicar
boas classificagdes, entdo a Manuela 1 Designacdes: A, F, G, I;

consegue entrar num bom curso superior.

ST Proposi¢des: B, C, D, E, H.
22.4. Pela transitividade da implicacéo.

21. a=V;b=F;c=F;d=V

Pégina 28 22, V 23. F
24. V 25. V
23.
31. a) p=r
P|lg|~q| p=>q | ~(p=q) | PA~q b) g = s
VIV| F v F F ¢) (~gA~p)=T
viEl v E v v 3.2. a) Seestaachover e ndo esta sol, entdo ndo
VOu passear.
FIV]F v F F b) Se ndo estéd a chover e esta sol, entdo nao
FIF|V 4 F F esta sol.
Como as duas ultimas colunas da tabela sao iguais, 4
para quaisquer p e g temos que:
~(p=q) & pA~g. a|b|c|avb [~c| (aVb=~c
2 vViv| Vv 4 F F
VIV |F v v v
P|q|~q|~p| pP=q | ~q=~p
VIF |V Vv IF IF
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F|lV|V % F F
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FIF|lv]| F F v
25.1. Verdade. 25.2. Verdade. F|lF|F F vV vV

25.3. Verdade.
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5.1.
plg|r|~p|pAq|~p=r|(pAQV(~p=>T)
Viv|iVv| F v Vv v
VIVI|IF| F Vv Vv v
VIF|V]| F F 1% Vv
VIF|F| F [F 4 4
FlV|V| V IF v v
FIV|F| V F F F
FIF|V|V F % %
FIF|F| V F F F

5.2. Ovalorldgico de g nao influencia a solugao.

O valor légico de g apenas influencia o valor
l6gicode p A qg. Ovalorlégicode ~p=r é
que influencia a solucgéo.

6. a=Veb=F

7.1.
r{s|~s|rAa~s|rvs|(rah~s)=(rVs)
ViVv| F F % 1%

VIF| Vv % % %
FlV] F F % Vv
FIF| Vv F F %

12. rV~s

8 »p

9. Exercicio de demonstragéao.

10.1. Se r for verdadeiro, ndo existem restricoes
para os valores légicos de p ede g. Se r for
falso, entdo p deve serfalso ou q deve ser
verdadeiro.

10.2. r tem de ser verdadeiroe p = g também
tem de ser verdadeiro, o que significa que p
deve ser falso ou g deve ser verdadeiro.
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36. (C) (D): (G). 37. (A); (D).
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38.1. Condicao possivel ndo universal.
38.2. Condicao possivel ndo universal.
38.3. Condigdo possivel ndo universal.
38.4. Condigdo possivel ndo universal.
38.5. Condicao impossivel.

38.6. Condicao possivel ndo universal.
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39.1. Verdade. 39.2. Verdade.
39.3. Falsa. 39.4. Verdade.
39.5. Falsa. 39.6. Verdade.
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40.1. VxER, x>0, Verdade.
40.2. Vx€R, x*>0, Falso.
40.3. VxeZ,xeQ, Verdade.

404. VxER, 3x>§, Falso.
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41.1. Verdade.
41.3. Verdade. 41.4. Verdade.
41.5. Falso. 41.6. Verdade.

42.1. 3'xeN: x*=16, Verdade.
422, ' x€R: x*=16, Falso.
42.3. 3x€R: Vx=-2, Verdade.
42.4. 3x€R: 3x>4x, Verdade.

41.2. Verdade.
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43.1. p(x) Condigao possivel.
g (x) Condigcdo impossivel.
r(x) Condicdo universal.
s(x) Condicdo possivel.
43.2. Condicdo universal.
43.3. Condicdo possivel.
43.4. Condigao impossivel.
43.5. Condicao impossivel.
43.6. Condicao possivel.
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44.1. Existe pelo menos um estrangeiro que ndo
gosta de comer ananas da ilha do Sal.

44.2. Existe pelo menos um desportista que ndo érico.

44.3. Nenhum professor da escola é jovem.

44.4. Nenhuma aluna na turma nasceu nos Estados
Unidos da América.

44.5. Existe pelo menos um aluno que é fraco.
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45.1. 3x: x>10

453, 3x: x'<0
455. Vx, x>-3Ax<3

45.2. Vx, x+2#x°
454, Vx,Vi—7 ;%
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46.1. Falso., porexemplo-2.

46.2. Falso., por exemplo-1.

46.3. Verdade.

46.4. Falso.,0numero 2 é primo e ndo é impar.
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471. A={2,3,5,7,11,13}
47.2. B={1,2,3, 4}
473. C={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, 4}

48.1. A={n*: nENATLNKA}
48.2. Sim. B=C.

48.3. Exercicio de demonstragéo.
484. E={-3,-2,-1,0,1,2,3}
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Pagina 48

49.1. ANB={0,1, 4}

49.2. AUB=1{0,1,2,3,4,5,9,16, 25}
49.3. ANC=[0, 4]

49.4. BND={3,4,5)}

495. AUE={0,1,4,5,6,7,8,9, 16, 25}
496. DNE={4,5,6,7}
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50.1. Por exemplo, A=14, 10[.
50.2. Porexemplo, C=[3, 12].
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51.1. A\B=1{9, 16,25} 51.2. B\A={2,3,5}
51.3. B\C={0, 5} 51.4. C\D=]0, 3[

51.5. B\(CUE)={0} 51.6. C\E={4}

51.7. ANB={0,1,4} 518. BNE={4,5)}
51.9. AUBUE={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 16,25}
51.10. ANC=1{0,9, 16, 25}

521. A={0,1,6,7,8,9}
52.2. 5:{0,1,3,4,5,6,7}
52.3. E falsa.
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53. Exercicio de demonstracao.

54.1. A=

542, AUB={xEN: x<5Vx>3}=N
543. AUB={x€IN: 3<x<5}

54.4. AUB={3, 4}

{x€N: x<5}
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55.1. S&o equivalentes.
55.2. Nao sdo equivalentes.
55.3. Nao sdo equivalentes.

56. Exercicio de demonstracao.
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57.1. Se um nUmero nao é divisivel por 3, entdo
nao é divisivel por 6.

57.2. Se aamplitude de cada um dos angulos internos

nao for 60°, entdo o triangulo ndo é equilatero.

Num plano, se duas retas s e t ndo sdo

paralelas entre si, entdo ndo hd umareta r que

é simultaneamente paralelaa s ea t.

57.3.
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58. Exercicio de demonstracao.
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59.1. CS.={-2,7}
59.3. CS.={-6, -3, 3}

59.2. CS.={-9, -3, 3}
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60.1. -2, 4[
60.3. 2.8, +oo]

60.2. ]— oo, —4[

Pagina 62 - Para aplicar

1.1. Verdade.
1.2. Falso., porexemplo —1.
1.3. Falso., por exemplo V2.
1.4. Verdade.
1.5. Verdade.
1.6. Falso., porexemplo —2.

2,1. «x=x» condi¢do universal.
«x #x» condi¢cdo impossivel.
«x € R» condi¢&o universal.
«0 < x» condicdo possivel.
2.2. a) Condicao universal. b) Condicao possivel.
¢) Condicao impossivel. d) Condigao universal.

3. *Vx, x écabo-verdiano A x gosta de cachupa.

* Jx: x éturista A x visita o Parque Natural da
Serra da Malagueta.

* Todas as bicicletas tém rodas.

* Existem retangulos que também s&o
quadrados.

* Jx: x écabo-verdiano A x participou nos
Jogos Olimpicos.

*JXxEQ": xépar.

* Todos 0s numeros naturais menores do que
3 e primos sdo nimeros pares.

e Jx: x étridngulo A x éisdsceles.
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4.1. Porexemplo, 21 é multiplode 7, masnao é
multiplo de 14.

4.2, Porexemplo, —2 é um numero inteiro
e (-2°=-8,(-2=4 e -8<4.

4.3. Olosango é um quadrilatero, tem todos os
lados iguais e pode ndo ser um quadrado se
ndo tiver os angulos internos todos retos.

5.1. Falso.

5.2. Verdade.

53. IxeD: ~p(x).

5.4. Nenhum elemento do conjunto D é multiplo
de 2.

6.1. Verdade., pois p(x) é uma proposicao
verdadeiraquando x=2 ou x=-1¢e g(x) é
uma proposic¢ao verdadeira quando x=2.
Logo, existe um x nas condi¢des referidas.

6.2. a) AnNB={2} b) AUB=[-1,7]
c) 7 AnB=R\{2}

1. Exercicio de demonstracao.

81. AUB=]-oc0;n[U[6; +00[
82. ANB=0.
8.3. Bmc=]27—°,n[



84. AUB=[r, 6]
8.5. 6u§=]_oo,
86. A\BUC=0

?] U[r, +oo[

87. (AuB) mé:]—oo, ?]

Pagina 64 - Teste

1. C 2. C 3. D

4. B 5. B 6.

Pagina 65

7.1. O Martimndo tem 8 anos ou nao é estudante.

7.2. AMargaridatem 7 anos e ndo é estudante.
7.3. Aluananao é brasileira e ndo nasceu no Brasil.
8. avb

9.1. Verdade. 9.2, Verdade.

10.1. Verdade. 10.2. Falso.

10.3. Verdade. 10.4. Verdade.

10.5. Falso. 10.6. Verdade.

1.1. B={-1,0}

11.2. C={-3,-1,0}

11.3. AUB={-3,-1,0,2}

11.4. BNnC={-1,0}

115. ANC=0

11.6. AUB={-3,2}
12. xE]-o00, -3[U]3, +0o9[

13.1. [4, 7]
13.2. Exercicio de demonstracao.
13.3. {4,5,6}

14. Exercicio de demonstragao.

Pagina 70 - Antes de comecar

1.1. Nao, porque nenhuma cor obteve maioria
absoluta.

1.2. Verde e azul.

1.3. 492 alunos. Aproximadamente, 34%.

1.4. Resposta aberta.

2,1. Equipa X. 2.2,
2.3. Respostaaberta.

Equipa Y.
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1. Resposta aberta.

Pagina 74

2.  a) Falsa, também deve estar registado como
eleitor.
b) Falsa, qualquer cidadao cabo-verdiano com
mais de 18 anos, independentemente de ser
homem ou mulher, tem direito a votar.

Solugdes

¢) Verdadeira.

d) Falsa, para além disso também deve ter
pleno gozo dos direitos civis e politicos, residir
em Cabo Verde por pelo menos trés anos
consecutivos imediatamente antes da data da
eleicao e ndo pode estar em situacao de
inelegibilidade.

e) Verdadeira.

f) Falsa, o mandato tem duragao de cinco
anos e so6 pode ser reeleito por mais um
mandato, perfazendo 10 anos.

g) Verdadeira.

3. Aristides Pereira, que foi presidente durante
16 anos, desde 8 de julho de 1975 a 22 de
margo de 1991.

4.1. José Maria Pereira Neves.

4.2. Nao, pois um candidato obteve maioria
absoluta.

43. 169194 44. 15078

4.5. a) 189932
b) 52,4% , ou seja, mais de metade da
populagéo registada ndo votou.
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5. Dois deputados.

6. $éo Nicolau, Boa Vista, Maio, Fogo, Brava,
Africa, Américas e Europa e Resto do Mundo.

7. Sim, pois elegem 44 deputados que é mais de
metade dos 72 deputados que compdem a
Assembleia Nacional.
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8. a) Falsa, realizam-se de quatro em quatro anos.
b) Falsa, os eleitores devem ter mais de 18
anos.
¢) Verdadeira.

d) Falsa, o nimero de membros da assembleia
depende do nimero de habitantes do municipio.
e) Verdadeira.

f) Falsa, s6 é utilizado o método de Hondt se
ndo houver maioria absoluta.
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9.1. 33,7%

9.2. Sim, nenhum partido teve maioria absoluta.

Pagina 82

10.1. Hip-Hop.

10.2. Rock-5,8%; Rap—-21,4%; Pop—-12,5%;
Kizomba-16,1%; Jazz-4,2%;

Hip-Hop - 26,2% ; Funana-13,8%.

10.3. Resposta aberta.
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Pagina 83

11.1. 30 alunos.

11.2. Futebol, pois é o mais votado.

11.3. Teria de haver uma segunda votagao.
11.4. Resposta aberta.

Pagina 84

12.1. Candidato A-40% ; Candidato B-25%;
Candidato C-35%.
12.2. Sistema de maioria simples.

Pagina 86

13.1. Nao, pois os candidatos Il e IV obtiveram mais
de 50% dos votos, logo nenhum dos outros
pode ter maioria absoluta, sendo necessario
realizar uma segunda volta.

13.2. Sim. Por exemplo, o candidato 1 tinha
72 votos, o candidato 2 obtinha 70 votos, o
candidato 3 430 votos, e o candidato 4
429 votos. Nenhum obteve maioria absoluta,
logo haveria segunda volta e o candidato com
70 votos seria eliminado.

13.3. N&o, pois caso fosse eliminado com 251
votos, os outros trés candidatos teriam de ter
mais de 251 votos, o que fariam um total de
mais de 1000 eleitores, o que néo é o caso.

Pagina 90

14.2. Candidato A.
14.4. Sim, o candidato B.

14.1. 80 pessoas.
14.3. Candidato D.
14.5. 8 votos.

15. 120 maneiras diferentes.

Pagina 91
16. Carlos.

Pagina 95
17. José.

Pagina 96

18.1. 175 pessoas.

18.2. Passam a segunda contagem o David, aEvae
o Frank e é eliminada a Grace.

18.3. Avencedora sera a Eva, porque os votos do
Frank e da Grace serao atribuidos a Eva, numa

segunda e terceira voltas, que ficara com maioria.

Pagina 98
19. José.

20.1. 200 pessoas.

20.2. Joao, Margarida e Martin passam a segunda
volta. Ana é eliminada.

20.3. 3 voltas.
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21. Bruna e Denilson.

Pagina 101

22. Espécie B (Tamareira-do-Saara).

Pagina 102

23.1. 24 pontos.

23.2. A Praia seria eleita, mas depois a ilha do Sal e o
Mindelo teriam os mesmos pontos, sendo
necessario realizar nova escolha.

Pagina 105

24. O método de Condorcet ndo permite
encontrar um vencedor.

25. Nao. Nenhum candidato vence todos os
outros.

26. O vencedor é o José.

Pagina 107
27.1. Teatro. 27.2. Danca.
Pagina 108
28.1. 38 alunos. 28.2. Carlos.

Pagina 110

29. Partido A-3 assentos; Partido B-3
assentos; Partido C-2 assentos;
Partido D-1 assento; Partido E-1 assento.

30. Lista A-3 assentos;Lista B-2 assentos;
Lista C-1 assento; Lista D-0 assentos.

Pagina 112

31. Partido A-3 assentos; Partido B-3 assentos;
Partido C-2 assentos; Partido D-1 assento;
Partido E-1 assento.

Pagina 113

32. Partido A-3 assentos; Partido B-3 assentos;
Partido C-2 assentos; Partido D-1 assento.

33.1. a) Partido A-3 assentos;
Partido B-2 assentos; Partido C-2 assentos;
Partido D-0 assentos; Partido E-0 assentos;
Partido F-0 assentos.
b) Partido A-2 assentos;
Partido B-2 assentos; Partido C-1 assento;
Partido D-1 assento; Partido E-1 assento;
Partido F-0 assentos.
¢) Partido A-2 assentos;
Partido B-2 assentos; Partido C-1 assento;
Partido D -1 assento; Partido E-1 assento;
Partido F-0 assentos.

33.2. Resposta aberta.



Pagina 118 - Para Aplicar

1.  Anédlise das frases:
(A) V.
(B) F. A eleicdo para Presidente da Republica
exige maioria absoluta, mas o sistema ndo é
sempre realizado em duas voltas.
(C) V.
(D) F. Os sistemas preferenciais permitem que
os eleitores indiquem a ordem de preferéncia,
nao apenas um candidato.
(E) F. No método Run-off Standard, o
candidato com o menor nimero de votos é
eliminado, mas as eliminagdes continuam até
que um candidato alcance a maioria absoluta.
(F) F. Se um candidato vence todos os
confrontos diretos, € um vencedor de
Condorcet, ndo de Borda.

2.1. Total de associados: 150.

2.2, Percentagem de primeiras preferéncias: L:
16,7%, T: 33,3%, M: 20,0%, G: 30,0%.

2.3. A maioria absoluta pode ser obtida com um
minimo de 76 votos.

2.4. Vencedor pelo método Run-off Standard:
Tavares (T).

2.5. Vencedor pelo método de Borda: Mendes (M).

Pagina 119

3.1. Percentagens: Francisco (66,7%),
Filomena (83,3%), Nélson (50,0%) .

3.2. AFilomena venceu pelo sistema de aprovagao.

4.1. Pluralidade: Branco.

4.2. Run-off.Branco.

4.3. a) Branco vence Amarelo.
b) Amarelo vence Azul.

5.1. Percentagens: A: 35%, B: 28%, C: 20%,
D:12%, E: 5%.
5.2, MétododeHondt: A: 4,B:4,C:3,D: 1,

E: 0.

5.3. Método de Hamilton: A: 4, B: 3, C: 2,
D:2,E1.

Pagina 126

34. O Carlosrecebe o carro e a casa. O Manuel
recebe o terreno e uma compensagado
financeira equivalente a 22 pontos.

35. O Pais A recebe:recurso energético,
tecnologia e recurso mineral. O Pais B recebe:
recurso hidrico e produto agricola, bem como
compensacao financeira referentea 5 pontos.
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36. Simulacdo com colegas de turma.

Solugdes

Pagina 129

37.1. Oherdeiro H3 fica com a casa na praia porque
fez a maior licitagéo (30 200 000 escudos),
superando H1 (30 000 000)e H2 (20800 000).

37.2. Sim, o herdeiro H1 nao recebeu nenhum item,
pois suas licitagdes foram sempre inferiores as
de H2 e H3.

37.3. O herdeiro H2 recebe o carro de luxo, a
colecdo de obras de arte e o terreno agricola,
pois foram os itens em que ele fez as maiores
licitagdes.

Pagina 130

38.1. Arlindo: Nao recebeu nada.
Benvindo: Frota de veiculos, equipamentos de
TI.
Celestina: Escritério central, marca registada.
38.2. O Arlindo recebe o maior valor monetario no
final da partilha.

39. Vantagem: O método das licitagdes secretas
garante que cada pessoa receba itens
conforme as suas preferéncias, pois quem
valoriza mais um item tende a arremata-lo.
Desvantagem: Pode haver desigualdade se um
participante ndo receber nenhum item e
precisar de ser compensado financeiramente,
0 que pode ser desvantajoso para os demais
participantes.

Pagina 132

40. (A) Falsa; (B) Verdadeira; (C) Verdadeira;
(D) Falsa; (E) Verdadeira; (F) Falsa.

41. Sugestao de divisdo mais equitativa: O divisor
deve dividir o bolo exatamente ao meio,
garantindo que ambas as partes tenham metade
chocolate e metade cha verde. Assim, o
selecionador pode escolher qualquer parte sem
desvantagem, pois ambas terao os dois sabores.

Pagina 135

42.1. A Maya recebe a Parte 1; A Mariana recebe a
Parte 2; A Margarida recebe a Parte 3.

42.2. A divisdo pode ser considerada justa porque
cada participante atribuiu valores as partes e
recebeu a que considerou mais valiosa.
Também nenhuma das amigas ficou em
desvantagem, pois cada uma recebeu uma
parte que valorizava mais que as outras.

42.3. Nao houve necessidade de um critério de
desempate porque nenhuma das partes teve
empate na maior licitagéo, cada parte teve uma
Unica amiga que a avaliou mais alto, facilitando
a atribuicéo.

43. (Realizar em turma.)
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Pagina 140 - Para aplicar

1.1. Distribuigdo inicial: Alararecebe X e Y; a
Joanarecebe Z.

1.2, Distribuicdo final: Alaraficacom X e Y,
pagando um ajuste financeiro para a Joana. A
Joana ficacom Z e recebe um ajuste financeiro.

2.1. Anténio: 47 700 000 escudos;
Rodrigo: 52 000 000 escudos;
Henrique: 48 200 000 escudos.

2.2. Henrique: terreno urbano; Rodrigo: terreno
rural, apartamento e automével; Antdnio: casa.

2.3. Aafirmacao esta errada. O Henrique recebe
somente o terreno urbano e recebe
compensacdao financeira dos outros herdeiros
para equilibrar a partilha.

2.4. Ajuste financeiro: O Anténio paga 1766 667 ao
Henrique. O Rodrigo paga 12 066 667 ao
Henrique. Distribuicao final: O Henrique recebe
o terreno urbano e compensacao financeira
(13833 333); O Rodrigo fica com o terreno rural,
0 apartamento e o automdvel, paga o ajuste.

O Anténio fica com a casa, paga o ajuste.

Pagina 141

3.1. O método das licitagdes secretas é mais
adequado para a divisao de bens divisiveis cujo
valor pode ser ajustado com compensacoes
financeiras. No caso da piza: A piza € um bem
consumivel, ndo pode ser trocada por dinheiro
apos a divisdo. A ideia ndo é pagar para comer
uma parte da piza, mas sim garantir uma divisédo
justa. O método divisor Gnico é mais adequado
porque permite que cada primo receba uma
parte que considera justa.

3.2. a) ARitaficacom P1; ACristina ficacom P2;
O Mario ficacom P3.

b) Como o Mario é o divisor, ele ndo escolhe a
sua parte, ele fica com a que sobrar. Se ele ndo
dividir a piza de forma justa, pode acabar com
a parte menos valiosa para ele. Portanto, ele
deve garantir que todas as partes tenham valor
equilibrado, para que qualquer uma que sobre
ainda seja vantajosa.

4.1. Distribuicao final: O Diego recebe P1;
o Gabriel recebe P3; o Rafael ficacom P2.
4.2. Sim, adivisdo pode ser considerada justa
porque cada primo recebeu uma parte que
considerava valiosa. O Rafael, como divisor,
teve que dividir de maneira equilibrada, pois
sabia que ficaria com a parte que sobrasse.

Pagina 142 - Teste
1.1. (B)
1.2. (D)
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2. (B)

3. (A

Pagina 143

41. (B) 4.2, (B)

5. (C) 6. (C) 7. (D)
Pagina 144

8.1. O procedimento nao esta correto, pois aregra
dos 25% pode fazer com que mais de dois
candidatos passem para a segunda volta, ou
até mesmo que nenhum candidato ndo passe
a segunda volta, o que ndo é comum nos
sistemas de maioria absoluta.

8.2. Nao é garantido que apenas dois candidatos
avancem para a segunda volta, pois a regra
dos 25% pode permitir mais concorrentes,
por exemplo: candidato A-30%, candidato
B-35%, candidato C-29% e candidato
D-6%, passariam os candidatos A, B e C.

9.1. Ordem final pelo método de Borda: 1.°
Amadeu, 2.2 Bianca, 3.2 Naira e 4.2 Milene.

9.2. Sim, 0o método da pluralidade daria 0 mesmo
vencedor (Amadeu), mas poderia ndo refletir as
preferéncias completas dos eleitores. O método
de Borda fornece um ranking mais detalhado.

10.1. O prato vencedor pelo método de aprovacgéao é
a Feijoada de polvo, com 26 votos.

O vencedor poderia ser diferente, pois no
método de pluralidade a Cachupa teria mais
votos, mas no método de aprovacgao a
Feijoada de polvo vence.

10.2.

Pagina 145

11.1. A Beatriz ndo ficou com nenhum bem porque
os outros ofereceram licitagcdes mais elevadas.
A Beatriz recebeu a compensacéo financeira
equivalente a sua parte na herancga.

11.2. O Tiago pagou 13 500 000 escudos.

11.3. A Daniela ofereceu a maior licitagao pelo cavalo.

12.1. Qualquer hipdétese de preenchimento, desde
que a soma de cada modalidade seja 100% e
a modalidade voleibol obtenha maior
percentagemem H2.

Como estratégia, a professora Inés devera
atribuir o minimo de pontuagéo possivel ao
horario H1.

12.2.

Pagina 152 - Antes de comecar

1.1. “n.°de horas que os alunos se dedicam a
atividades extracurriculares”

1.2. Quantitativa, porque é quantificavel.

1.3. 22 alunos.



1.4.
Horas Frequéncia Frequéncia Relativa
Absoluta (%)
0 2 9
1 2 9
2 5 23
3 6 27
4 4 18
B 8 14
Total 22 100

2.1. 20 alunos.

2.2,
Classes Frequéncia Absoluta
[10, 20[ 2
[20, 30[ 3
[30, 40[ 3
[40, 50[ 4
[50, 60[ 3
[60, 70[ 8
[70, 80[ 2
Total 20
2.3.
Tempo semanal de leitura
faA
4 —
3.
2.
14
10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo (min)
2.4,
Classes Frequénz:oi/:) Relativa
[10, 20[ 10
[20, 30[ 15
[30, 40[ 15
[40, 50[ 20
[50, 60[ 15
[60, 70[ 15
[70, 80[ 10
Total 100

Solugdes

Tempo de estudo
semanal

3.1. A média do nimero de livros lidos é
aproximadamente 1,9.

3.2. A medianado numero de livros lidos é 2.

3.3. A modadonumero de livros lidos é 1.

3.4. Aamplitude dos dados é 4.

41. Q,=18, Q,=21,5. (mediana), Q,=26.

4.2. Aamplitude interquartil é 8.

4.3. Nao, porque o valor maximo é 32 e oqueo
diagrama assinala apresenta-se mais préximo
de 35 doquede 30.
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5.1. A média da exportagao como percentagem do
PIBé 22,38%.

5.2. O ano com menor exportacdo foi 2020 (16,4%)
€ 0 ano com maior exportagao foi 2018 (28,0%).
A amplitude dos dados de exportacéo é
11,60% .

5.3. Por exemplo: em 2020, as exportacdes
diminuiram devido a pandemia Covid-19.
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1.

Situacao Questao estatistica
Quantos turistas visitaram
cadailha de Cabo Verde
no ultimo ano?

Uma escola quer avaliar o
desempenho dos seus
alunos no exame nacional de
Matematica.

Qual é a média das notas
dos alunos no exame
nacional de Matematica?

Uma empresa de transportes
maritimos em Cabo Verde
deseja saber a satisfagdo dos
passageiros com 0s servigos
oferecidos.

Uma operadora turistica quer
avaliar a distribuicdo de

Qual é a proporgédo da
populagdo vacinada

turistas entre as contra a doenga em cada
diferentes ilhas do ilha?
arquipélago.

O Ministério da Saude de Qual é a percentagem de

Cabo Verde quer estudar a
taxa de vacinagdo completa
contra uma doenga
especifica em diferentes
ilhas.

Uma organizagdo ambiental

quer analisar a quantidade de

residuos reciclados em
diferentes municipios ao

longo dos Ultimos cinco anos.

passageiros que
classificam o servigo
como “muito bom” ou
“excelente"?

Qual é atendéncia na
quantidade de residuos
reciclados nos ultimos
cinco anos em cada
municipio?
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2.  Situacdo 1: Populagao: Todos os dispositivos

fabricados na linha de produgao da fabrica.
Individuo: Cada dispositivo fabricado.
Amostragem: Ndo, pois séo recolhidos dados
dos defeitos encontrados em todos os
dispositivos fabricados.

Situacdo 2: Populagao: Todas as residéncias
do bairro.

Individuo: Cada residéncia no bairro.
Amostragem: Ndo, pois os dados séo
coletados de todas as residéncias do bairro.
Situacdo 3: Populacao: Todas as faculdades
da universidade.

Individuo: Cada faculdade da universidade.
Amostragem: Nao, pois o estudo abrange
todas as faculdades da universidade.
Situacado 4: Populacgado: Todas as lojas de uma
cidade que vendem o produto especifico.
Individuo: Cada loja que vende o produto.
Amostragem: Sim, pois os dados sdo
recolhidos de diferentes pontos de venda, mas
nao de todas as lojas da cidade.

Situacdo 5: Populacao: Todas as mangas
produzidas na safra da empresa.

Individuo: Cada manga produzida.
Amostragem: Ndo, pois os dados sdo recolhidos
de todas as mangas colhidas na safra.
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3.1

3.2.
3.3.

a) A populacao estatistica € o conjunto
completo de todos os trabalhadores da
empresa.

b) O individuo é cada trabalhador da empresa.
Sondagem.

Por exemplo, de todos os 500 funciondrios
sortear aleatoriamente 100 deles paraa
pesquisa.
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4.1.

4.2,

43.
4.4,

280

Barlavento: 400 clientes.

Sotavento: 200 clientes.

A amostragem estratificada proporcional é
uma boa escolha porque: garante que cada
regido esteja devidamente representada na
amostra de acordo com seu peso na
populacgéo total; reduz o risco de
enviesamento, assegurando que os resultados
reflitam com maior precisao a diversidade das
opinides em todas as regides; é especialmente
Util quando diferentes estratos (no caso, as
regides) tém tamanhos muito desiguais, como
neste exercicio.

O total seria 400 clientes entrevistados.
Alterar o tamanho da amostra de apenas uma
regido pode gerar os seguintes riscos: Perda

de representatividade; enviesamento nos
resultados; conclusdes incorretas.
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5.1.

Intervalo de amostragem: 20.

5.2. Os primeiros cinco clientes selecionados sao:
8,28, 48, 68, 88.

5.3. Esimples de aplicar, exigindo apenas a
definigdo do intervalo e um ponto de partida
aleatorio. Garante uma distribuicao uniforme
da amostra ao longo da lista, evitando
concentracao de entrevistados em uma parte
especffica. E eficiente para populagées
grandes, como neste caso, reduzindo o custo
e 0 tempo em comparag¢do com outros
métodos.

5.4. Padrdes ocultos na lista; Ordem néo aleatoria;
Representatividade reduzida.
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6.1. Trés conglomerados.

6.2. 150000 turistas.

6.3. Viabilidade pratica; Logistica simplificada;
Representacdo de caracteristicas locais.

6.4. Risco de falta de representatividade; Variagédo
entre conglomerados; Dependéncia do
tamanho dos conglomerados; Generalizagao
indevida.
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7.1. Todos os turistas que visitam Cabo Verde.

7.2. Pode nao ser.

7.3. Rapidez Baixo custo; Facilidade de acesso aos
respondentes.

7.4. Enviesamento de localizagao; Enviesamento
de selecao; Generalizagao inadequada.

71.5. Paramelhorar a representatividade, o
pesquisador deve incluir turistas de outras
ilhas, diversificar os locais e horarios de coleta
e adotar métodos de amostragem mais
amplos, como estratificacao ou aleatoriedade.
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8.1. Conglomerados (trés ilhas).

8.2. Estratificada proporcional (faculdades).

8.3. Conveniéncia (passageiros de ferries).

8.4. Aleatoria simples (clientes de energia).

8.5. Conglomerados (bairros).
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9.1. Aamostra é enviesada porque considera

apenas o0s simpatizantes de um Unico partido
politico, que tém maior probabilidade de apoiar
o candidato desse partido. Isso ndo representa
a opinido geral da populacéo, composta por



eleitores com diferentes preferéncias
politicas. Para resultados mais adequados, a
amostra deveria incluir eleitores de todos os
partidos e independentes, escolhidos de
forma aleatodria ou estratificada.

9.2. Acender todos os fésforos fabricados num dia
é ineficiente e desnecessario, pois
compromete o produto e os custos de
produc&o sem uma real necessidade
estatistica. Uma amostragem aleatéria de
fosforos seria suficiente para avaliar a
qualidade de forma representativa, garantindo
que a inspecdo seja pratica e mantenha a
maior parte dos produtos intactos.

9.3. Questionar pessoas que saem de um concerto
de musica rock gera uma tendéncia de
selecdo, pois elas ja tém uma predisposi¢ao
positiva em relagéo ao género musical.

A opinido desse grupo ndo reflete a percegédo
da populacéo geral, que inclui pessoas com
gostos musicais variados. Para resultados
mais representativos, a amostra deveria incluir
individuos de diferentes contextos e com
variados interesses musicais.

Pagina 174
10.
s | | R | 0| R
1 3 8 0,075 0,075
2 7 10 0,175 0,25
3 8 18 0.2 0,45
4 12 30 0.3 0,75
5 10 40 0,25 1
Total 40 1
Pagina 176
11.1.
N.° de calcado f, f,
37 1 0,05
38 2 0.1
39 6 0.3
40 4 0.2
41 3 0,15
42 1 0,05
43 2 0.1
44 1 0,05
Total 20 1

Solugdes

11.2.
Distribuicao do nimero de cal¢ado
© A
C
<% 5 1
o
241 —
L
3 +4
| H
' HH HHH
O 37 38 39 40 41 42 43 44
Numero de calgcado
Pagina 178
12.
Numero de calgcado
44 37
43 38
42
41
39
40
Pagina 179
13.
Crescimento da crianca
A (altura e peso)
180
2160 Altura (cm)
€ 1401 —Peso (kg)
O
5 120
2 100
& 80
T 60
2 40

2 4 6 8 10 12 14
Idade (anos)
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Pagina 180
14.
Estilos musicais preferidos
Pop 0000
Hip-Hop 000
Kizomba 00 (
Rock ()
Musica classica o(
Reggae (1)
® =2 alunos
Pagina 182
15.
Horas de estudo por dia
S10
=]
o 8
3
2 6
8 4
2
@ 2
>
g 0 1 2 3 4 5
w Tempo (horas)
Pagina 188

16.1. A proporgao total da populagdo pobre é 35,2%.

16.2. a) As mulheres tém uma maior incidéncia de
pobreza.
b) 1,4%

16.3. O grupo etério 0-4 anos tem a maior
proporgdo de populagdo pobre. O grupo etério
65 anos ou mais tem a menor proporgao de
populacao pobre.

16.4. a) Homens empregados: 27,1% ; mulheres
empregadas: 27,4%.
b) Diferenca: 0,3%, que é pequenae,
portanto, ndo significativa.

Pagina 189

17.1. 62,80%
17.2. 76,11%
17.3. 13,.31%

17.4. O aumento de 2015 a 2022 foi mais significativo.

17.5. 2022

17.6. 1,46%

17.7. 44,90%

17.8. Por exemplo: aumentar a educagao.

17.9. Sim, ha uma clara tendéncia de crescimento,
com a taxa de alfabetizacdo aumentando
consistentemente de 62,80% em 1990 para
91,00% em 2022.

17.10.Com base apenas nos dados do grafico, ndo é
possivel determinar que agbes devem ser
implementadas no futuro.
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Pagina 190

18.1. Temperatura maxima média (°C); Temperatura
minima média (°C) e Precipitagdo média (mm).

18.2. 28°C

18.3. setembro.

18.4. 19°C

18.5. A temperatura maxima média varia entre 25 °C
(janeiro, fevereiro, dezembro) e 28-29 °C
(agosto e setembro). H4 um aumento gradual
da temperatura maxima média de janeiro a
setembro e uma diminui¢do a partir de
outubro.

18.6. A precipitacdo aumenta significativamente
entre julho (cerca de 20 mm) e setembro
(90 mm). Agosto também apresenta um
aumento moderado, com cerca de 60 mm.

18.7. A explicacdo provavel é a ocorréncia da época
das chuvas, em Cabo Verde, influenciada pelas
chuvas tropicais tipicas dessa época do ano.

18.8. Sim. Durante os meses de maior precipitacdo
(agosto e setembro), as temperaturas maxima
e minima médias estao mais altas (28-29 °C e
24 °C, respetivamente). Isso sugere que o
aumento da temperatura contribui para a
formacédo de condicdes climaticas favoraveis a
precipitagao.

18.9. 3°C

18.10. Temperatura méaxima média: cerca de 27 °C
(levemente inferior a setembro); Temperatura
minima média: cerca de 24 °C (semelhante a
setembro); Precipitacdo: deve diminuir, mas
ainda significativa, com niveis moderados
(provavelmente inferiores a setembro, cerca
de 60-70 mm). Fatores considerados:
tendéncia de queda da precipitagédo ap6s
setembro. Declinio gradual das temperaturas
maximas apos o pico em setembro. Dados
histéricos apresentados no grafico, que
mostram transi¢cdes sazonais consistentes.

Pagina 191
19.1. e 19.2.
Horas de
estudo por f, f, (%)
semana
[0, 5[ 0.2 20
[5,10[ 0.3 30
[10, 15[ 0,24 24
[15, 20[ 0,16 16
[20, 25 0,1 10
Total 1 100
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19.3. Pagina 198
Horas de estudo por semana
©16 25. 28 anos 26. 2 irmaos
=14 ..
? ](2) Pagina 199
Q
o 8 27. [2.4]
.6 2
C s =
< 5 Pagina 200
2 28. 28 anos 29. 2 irmaos
T O 5 10 15 20 25
Tempo (horas) Pagina 201
19.4.
Horas de estudo 30.1. [2,4]
por semana 30.2. . .
Tempo de atendimento (min)
@ 80
§ 70
Q 60
o 50
o 40
g 30
S 20
<10
m[0, 5[m[5, 10[ m[10, 15[ 002l 241 4,61 16,8118, 10110, 121
m[15, 20[m[20, 25] Tempo de atendimento (min)
19.5. A maioria dos estudantes dedicaentre 5 e 10 30.3. A moda, calculada geometricamente, é
horas por semana ao estudo. Um nimero aproximadamente 2,70 minutos.
consideravel estuda entre 10 e 15 horas por
semana, mostrando um esfor¢o maior; apenas Pagina 204
uma pequena fragéo (10%) estuda quase 311
25 horas por semana, indicando que poucos o
alunos dedicam muito tempo ao estudo. Cerca "Peso” f, f, F,
de 20% dos estudantes dedicam menos de 55 2 0,10 0,10
5 horas por semana, o que pode sugerir falta de
envolvimento ou planeamento nos estudos. 2l L DS il
. 60 3 0,15 0,30
20.1. Tempo de entrega (em minutos).
20.2. Histograma. 62 2 0.10 040
20.3. O histograma ¢ ideal para variaveis continuas, 65 4 0,20 0,60
como o tempo de entrega. Também permite 68 2 0,10 0,70
visualizar rapidamente a frequéncia das
entregas em cada periodo especifico. 0 g 015 DS
As alturas das barras tornam evidente quais 72 1 0,05 0,90
tempos de entrega sdo mais comuns, 75 1 0,05 0,95
ajudando na angllse da eficiéncia do servigo. 78 1 0,05 ]
20.4. Entre 7 e 9 minutos.
Total 20 1
Pagina 195 31.2. 65 kg
21. 29,03°C 22. 28,4 anos 31.3. @,=60kg; Q;=70kg
23. 2,4 irmdos Pagina 206
Pagina 196 32, Terag de faze_r aprova préatica os.alunos com
nota igual ou inferiora 13 (ou seja, 0s
24, 3,7 minutos primeiros 389).
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Pagina 207

33. Acrianca situa-se no percentil 25, o que
significa que 25% das criangas com 12
meses tém 70 cm ou menos de altura.

Pagina 208
34. 10

Pagina 210

35.1. 10,05cm

35.2. 6°=0,0475
Este valor da variancia indica que os dados
estao préximos da média. Assim, ndo ha
grande variabilidade nos comprimentos dos
fios, pois os valores sédo consistentes.

Pagina 211
36.1.
Comprimento dos peixes f,
[12,6; 16,8] 4
[16.,8; 21,0[ 11
[21,0; 25,2[ 4
[25.2; 29.4[ 1
[29.4; 33,6[ 8
[33.6; 37.8[ B
[37.8; 42,0 7
Total 40
36.2. =838

36.3. O desvio-padrao de 8,8 cm é significativo em
relacdo a média (27,4 cm), indicando alta
variabilidade nos comprimentos dos peixes.

Pagina 216 - Para aplicar

1.1. Amostragem aleatéria simples: A universidade
deve numerar todos os 10 000 alunos e usar
um software ou sorteio aleatério para
selecionar 500 alunos, garantindo que todos
tenham a mesma probabilidade de serem
escolhidos.

1.2. Amostragem estratificada: Devem dividir os
alunos por faculdade (estratos) e selecionar
proporcionalmente cada faculdade com base
no numero de alunos matriculados em cada
uma. Dentro de cada estrato, usar amostragem
aleatéria simples para selecionar os alunos.

1.3. Amostragem sistematica: Escolha um nimero
inicial aleatorio entre 1 e 20 e selecione cada
21.° aluno a partir desse ponto na lista.

1.4. Amostragem por conglomerados: Escolha
aleatoriamente algumas faculdades ou turmas
(conglomerados). Todos os alunos dentro dos
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conglomerados selecionados faréo parte da
amostra.

1.5. Amostragem por conveniéncia: Selecione
alunos em locais de facil acesso, como
bibliotecas, refeitérios ou corredores da
universidade, dependendo de quem estiver
disponivel no momento.

2.1. Média: 31,5%
Mediana: 30%
Moda: 25%

2.2. Variancia: 262,8
Desvio-padrdo: 16,2

Pagina 217

3.1. Aproximadamente, 1,2 livros.
3.2. Amplitude interquartil: 2.
3.3. Aproximadamente, 1,12.

4.1. Dados emordem crescente: 20, 21, 22, 23,
25,27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 40
4.2, Mediana: 29; Q,: 23; Q;: 33
4.3. Variancia: 31,8
Desvio-padréo: 5,5

5.1. Grupo A teve médiasde 14 noExame 1e 16
no Exame 2 (melhora de +2).
Grupo B teve médiasde 12 noExame 1e 15
no Exame 2 (melhora de + 3).
Conclusao: o Grupo A obteve melhores
médias em ambos 0s exames, mas o Grupo B
apresentou maior progresso.

5.2. Grupo A-Desvio-padrao: 1
Grupo B-Desvio-padrao: 1,5

5.3. O Grupo A foi mais consistente, com menor
variabilidade.

Pagina 218

6.1.

Evolucao das vendas mensais
A
90
85
80
75
70
65
60
55

i

«O
) a“e\(
N :\e,“

e(e\ ((\,b(cé (80( ((\'b . \\)(\
Meses

6.2. Aproximadamente, 70,8 vendas.
6.3. O maior aumento foi de 20 vendas, ocorrido
nos meses de fevereiro e abril.



7. (AV
(B) v
v
(D) vV
(E) F
(F) Vv

Pagina 222

37. A: positiva; B: semcorrelagdo; C: sem
correlacdo; D: negativa.

Pagina 223

38.
400 .
300 o
200

100

O 5 10 15 20 25 30 35 40 45#

38.1. (25.360)

38.2. Ha uma relagao positiva entre temperatura e
consumo de energia elétrica. A medida que a
temperatura aumenta, 0 consumo de energia
também aumenta.

39.
Relacéo entre temperatura
e consumo de energia

=N
oo
.

(<o)
o
.

de energia (kWh)

P A NDNN
0 ©O
[eleole]

Consumo médio

o~
(eoleole]
°

24 25 26 27 28 29 30 31
Temperatura média mensal (°C)

Existe uma relacdo positiva linear entre
temperatura e consumo de energia elétrica. A
medida que a temperatura aumenta, o
consumo de energia também aumenta.

Solucdes

Pagina 226

40.1.

40.2.
40.3.
40.4.

41.1.

41.2,

41.3.

42.1.

Diagrama de dispersao
e regressao linear
Y507

45
40 .
35
30 o
25
20 o
15
10 °
50 7,5 100125 15,0 17,5 20,0 22,5 25),?

y=-2x+60
y=36
A questdo correta deve ser: “Qual o valor de x
se y=257"
x=175
Precipitacao vs Producao de milho
325 ¢
o
£300;
o
£275 °
€250 .
i} L]
T225
2200
O
3175
21500
200225250275300325350375
Precipitacdo média anual (mm)
Sim. Existe uma forte correlagéo positiva entre
a precipitagdo média anual e a produgao de
milho. Isso é evidente pela tendéncia linear
crescente, em que o0 aumento na precipitagdo
resulta num aumento na producao de milho.
Reta: y=x-51. A previsdo de producao é
200 toneladas.

Temperatura vs Consumo
de energia
£440
2 420 .
©400 .
2380

£300(°
@ 20 22 24 26 28 30 32
Q Temperatura (°C)

A equacao da reta de regressao é:
y=12,35x+51,18
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42.2. O consumo estimado é, aproximadamente, 3.2. Existe uma tendéncia geral positiva, indicando
446,47 kWh. que, em geral, 0 aumento na quantidade de
42.3. Arelagdo entre temperatura média e consumo publicidade provoca um aumento no nimero
de energia elétrica é fortemente positiva e de vendas.
linear. O aumento na temperatura média
resulta num aumento consistente no consumo | Pagina 235
de energia, como evidenciado pela tendéncia
o i = . | 41. (A)
ascendente no gréfico. Portanto, a afirmacéo é - , o
falsa. 4.2. O coeficiente r=-0,70 é o mais ajustado
porque o grafico mostra uma correlagao
Pagina 229 ngggtl\(a modergda a forte, com a satisfacao a
diminuir com mais dias de atraso.
43.1. O coeficiente de correlagdo é r=—1. Existe 51. e 52
uma Cgrrelagao negativa Eerfelta. . Produg&o vs Emisséo de CO,
43.2. O coeficiente de correlacdao é r=—1. Existe
uma correlagao negativa perfeita. €30 L2
a
44.1. O coeficiente de correlagdo r=1 indica uma 228
correlagcéo positiva perfeita. Isso significa que d‘
o nimero de escolas aumenta linearmente 026
com o aumento da populagao. g 24
44.2. 28 escolas. o
44.3. 5000 habitantes. ’§ 2.2
L. €20}
Pagina 233 W
9 170 11 12 1.3 14 15 16
45.1. Exercicio a realizar com software. Producéo (toneladas)
45.2. Exercicio arealizar com software. Centro de gravidade = (1,30; 2,49)
Pagina 234 - Para aplicar 53. r=09%
1. (AF B) v ©) F D) F 6. O coef|C|lente.de C()Irrglagao r= 1,9946_. Egse
valor esta muito préximo de 1, o que indica
(E) V (F) vV GV (H) Vv = o
uma forte correlagdo positiva entre a
2.1. Diagramal (Correlacao Positiva). Por exemplo — temperatura e o consumo de gelado. Isso
Horas de estudo (x) e classificagdo de uma significa que a medida que a temperatura
prova (y). Diagrama Il (Correlagcdo Negativa). aumenta, o consumo de gelado também tende
Por exemplo - Distancia percorrida (x) e a aumentar de forma consistente.
combustivel restante no depdésito (y).
2.2, Diagrama |: Este diagrama apresenta uma Pagina 236 - Teste
correlagdo positiva entre as variaveis. Isso
o R . » 1. (A 2. (D)
significa que a medida que uma variavel
aumenta, a outra também aumenta. 3. (B) 4. (A)
Diagrama lI: Este diagrama apresenta uma 5 ©) 6 B)
correlagd@o negativa entre as variaveis. ' '
A medida que uma variavel aumenta, a outra -
diminui. Pagina 237
3.1. 7. (B 8 (A
Publicidade vs Vendas
270 R 9. (C) 10. (B)
© 1. 30
EGO °
50 1 Pagina 238
40 . | 12.1. Dezembro, 17 livros.
30 ° 12.2. Abril, 28 livros.
20 . ° 12.3. 136 livros.
[ ]
2 4 6 8 10
Publicidade (mil escudos)
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13.
i X; F; Fac;
1 2 2
2 3 9
8 4 12 21
4 5 8 29
5 6 34

14.1. 40 alunos.
14.2. 33 alunos.
14.3. 45%

Pagina 239

15.1. Valores entre 150cm e 180cm.
15.2. A afirmacao é verdadeira.
15.3. 24 alunos.

16.1. Mediana: 31.
16.2. Amplitude: 35.
16.3.
Diagrama de Extremos
e Quartis

15 20 25 30 35 40 45 50

17.1.
"Peso” vs Niamero de pessoas

©4,0 o o
o
%3,5
23,0 o o o
35
o 25
(O] o o
g 2,0
=15

1,0l e o o

10 20 30 40 50
“Peso” do objeto (kg)

17.2. r=0,969

18. r=-0,837 indica uma correlagdo negativa
forte. Isso significa que a medida que a idade
aumenta, a massa muscular tende a diminuir.
Afirmacéo verdadeira.

Solugdes

Pagina 243

1. 13800 escudos.

2.1. 25000 escudos.

2.2, 5000 escudos.

Pagina 244

3.1. Aproximadamente, 1917 escudos.
3.2. Aproximadamente, 1667 escudos.
Pagina 245

4. 15000 escudos.

5.1. 4000 escudos.
5.2. Asenhora Maria.

6. 75000 escudos.

Pagina 248
7. AV (B) V (CF
(D) F (E) V

8. (C) 9. (B) 10. (B)

Pagina 250

11.1. Aproximadamente, 116.
11.2. 109,375

Pagina 251

12.1. 150

12.2. Aproximadamente, 40% .

12.3. No caso de ainflagdo ter sido de um aumento
gradual, a afirmacgao podera ser verdadeira.
Mas tal pode néo ter ocorrido, pelo que nédo se
pode concluir nada quanto ao preco em 2021.

13.1.
120 125 125 140
420 400 440 440
200 225 230 260
60 70 60 80
800 820 855 920
100 | 1025 106,875 115
2,5 4,3 7,6

13.2. Para o produto B, entre os anos-basee X,
porque o pre¢o do produto baixou. Para o
produto D, entreosanos X e Y, porque o
preco do produto baixou.

13.3. Aafirmacao é falsa, porque o calculo da taxa
de inflagdo usa o custo total do cabaz,
podendo esse ser superior de um ano para o
outro, mesmo que um produto tenha sofrido
um decréscimo do seu prego.
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Pagina 254

14. Aproximadamente, 11593 escudos.
15. Aproximadamente, 10 706 escudos.
16. Aproximadamente, 7920 escudos.

17. Exercicio a realizar com software.

Pagina 256

18. 1600 escudos.
19.1. 66911 escudos.
19.2. 16911 escudos.
Pagina 257

20. (C)

Pagina 259
21. (B) 22. (B) 23. (B)

Pagina 260

24. Aproximadamente, 1469 328 escudos.
25. Aproximadamente, 895 424 escudos.
26.1. Oinvestidor B.

26.2. Aproximadamente, 24 467 escudos.
Pagina 261

27. Aproximadamente, 54 107 escudos.

28.1. Aproximadamente, 36 005 escudos.
28.2. Aproximadamente, 6 480 900 escudos.

29.1. O Amigo A.
29.2. Aproximadamente, 61608 escudos.
Pagina 264 - Para aplicar

1.1. 8500 escudos.
1.2. 58500 escudos.

2. (B

3.1. 29250 escudos.
3.2. 32500 escudos.

4. Aproximadamente, 1825 escudos.
5.  Aproximadamente, 8750 escudos.
6. Aproximadamente, 75 026 escudos.
7. (B)

Pagina 265
8. 12 meses.
9.1. ValordoIVA (15%): 1050 escudos.

9.2. Preco finalcom IVA (15%): 8050 escudos.

288

9.3.

10.1.
10.2.

1.1
1.2

12.1.

12.2.

Preco final com IVA reduzido (10%):
7700 escudos.

Valor anual do IUP (0,4%): 48 000 escudos.
Aumento de 12 000 escudos.

IPC para 2023: 115.
Taxa de inflagdo acumulada (2020-2023): 15%.

Montante final do Investidor B (juros
compostos): 266 200 escudos.

O Investidor B tem um retorno maior com
diferenca de 6200 escudos.

Pagina 266 - Teste

1
5.

(C) 22 (D 3 (A 4. (B)
(B) 6. (A) 7. (C)

Pagina 267

12.1.
12.2,
12.3.

13.1.
13.2.

(A) F (B) V cv
(C) 10. (B) 1. (B)

(D) V

24,8 escudos.
495,20 escudos.
Aproximadamente, 569,48 escudos.

10 800 escudos.
Ao fim de cinco anos.

Pagina 268

14.1.
14.2.

15.1.
15.2.

16.1.
16.2.

16.3.

600 000 escudos.
11400 000 escudos.

Acasa B.
1000 escudos.

Em 2022.

Considerando 2015 como ano-base, podemos
afirmar que os prec¢os dos produtos subiram
6,29% em médiaem 2016.

Nao.

Pagina 269

17.

18.1.
18.2.

19.

20.1.
20.2.

21.1.
21.2.

22.1.
22.2,

Aproximadamente, 3 460 585 escudos em
2030e 4011766 escudos em 2035.

10 meses.
20 meses.

8750 escudos.

Aproximadamente, 75026 escudos.
Oito anos.

Plano C.
Sim.

Aproximadamente, 22 244 escudos.
Aproximadamente, 1334 640 escudos.
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