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Areas e volumes de sélidos geométricos
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Posicao relativa de duas retas no espaco

Posicao relativa de duas retas complanares

Duas retas séo
concorrentes se tiverem
um unico ponto em
comum.

Duas retas concorrentes sdo
perpendiculares quando os
angulos por elas formados tém
amplitudes de 90°.

Duas retas concorrentes sao
obliquas quando os angulos por
elas formados nao tém
amplitudes de 90°.

Duas retas sao paralelas
se nao forem
concorrentes.

Duas retas complanares sao
estritamente paralelas se néo
tém nenhum ponto em comum.

______________

Duas retas sao coincidentes se
tém todos os pontos em comum.

Posicao relativa de duas retas ndo complanares

Retas ndo complanares

10

Duas retas sdo nao complanares
se nao existe nenhum plano que
contenha simultaneamente as
duas retas.

_________ SN




Posicao relativa de dois planos no espaco

Posicao relativa de dois planos

Dois planos sao
concorrentes se tiverem
uma Unica reta em comum.

Dois planos concorrentes sao
perpendiculares quando os
angulos por eles formados tém
amplitudes de 90°.

Dois planos concorrentes sao
obliquos quando os angulos por
eles formados ndo tém
amplitudes de 90°.

Dois planos séo paralelos
se nao forem concorrentes.

Dois planos séo estritamente
paralelos se ndo tém nenhuma
reta em comum.

Dois planos séo coincidentes se
tém todas as retas em comum.

Posicao relativa de uma reta relativamente a um plano no

espaco

Posicao relativa de uma reta relativamente a um plano

Uma reta é secante a um
plano se areta e o plano
tiverem um, e um sé, ponto

Uma reta é perpendicular a um
plano quando o angulo por eles
formado tem amplitude de 90°.

Uma reta é obliqua a um plano

UL GOl quando o angulo por eles . B
formado ndo tem amplitude de ?
90°. <~ X
Uma reta é estritamente A
paralelaa umplano se aretae o B

i e plano ndo tém nenhum ponto em / _______

paralelaaum comum. r|,.
plano se areta nao é
secante ao plano. Uma reta esta contida num plano g

se todos os pontos da reta fazem
parte do plano.

"



1. Geometria

12

Antes de comecar
0 Considera o cubo de aresta 5 cm : : f
representado na figura e a sua planificacao. T 7T "5i0m

1.1. Determina o volume do cubo. 1 o

1.2. Determina a area da planificacdo do cubo.

1.8. Determina, com aproximacao as décimas, o comprimento da diagonal de
uma face do cubo.

e Para o prisma retangular ao lado, N t 7w
determina:

16cm.
D
H—
1
n
1
nr
_

2.1. aarea total da superficie; N +

42 cm

2.2. o volume.

1
Tir
1l
T
—

e Observa o prisma triangular apresentado na figura e determina o seu
volume.

25cm 8cm

12cm

o Considera a esfera de raioiguala 21 cm.

4.1. Determina o volume da esfera e apresenta o resultado
em centimetros cubicos. Cm

4.2, Comenta a afirmacéo:

Existe um segmento de reta com 40 cm que passa no
centro da esfera cujos extremos estao fora da esfera.




e Na figura ao lado esta representado o cubo
[ABCDEFGH].

Recorrendo as letras da figura, indica:
5.1. duas retas paralelas;

B.2. duas retas concorrentes;

5.3. duas retas ndo complanares;

5.4. dois planos obliquos;

5.5. dois planos paralelos;

5.6. uma reta paralela ao plano FEHG;

5.7. uma reta perpendicular ao plano FEHG;

5.8. uma reta obliqua ao plano ABCD.

e Considera o prisma triangular ABCDEF representado na figura.

'~ "1 T

\
\
/

A M B

O ponto M é o ponto médio do segmento de reta [AB].

6.1. Indica a posicéo relativa:
a) dareta FC comareta BC;
b) dareta DC comareta EB;
c) dareta DE como plano FEBC;
d) dareta MC como plano ABC;
e) do plano FEBC com o plano DEF.

6.2. Comenta a afirmacao:
O segmento de reta [MC] é perpendicular ao segmento de reta [AB].

/

13



1. Geometria

Antes de comecar

0 Considera o sélido representado na figura, composto por um cilindro e um
cone.

d| e-pe-ccccccacana- +-o

|

7.1. Escreve uma expressao algébrica que represente o volume do sélido.

N

7.2. Para d=4 cm, determina, com aproximacao as centésimas, o volume do
sélido.

e O Vicente e o seu pai querem aproveitar um barril metdlico, de forma
cilindrica, para construirem um grelhador. Cortaram o barril ao meio,
conforme apresentado na figura.

8.1. Determina o volume do barril antes de ser cortado.

8.2. Determina a area da superficie lateral do grelhador que resulta do corte
do barril ao meio.

e Na figura ao lado, estao representados o cubo E H
[ABCDEFGH] e a piramide [ABCDV]. Sabemos :
que o vértice V da piramide coincide com o F G
centro do cubo e que volume do cubo é igual a %
1728 cm’®. AN

9.1. Determina o volume da piramide [ABCDV]. p-D{

9.2. Determina o volume do cubo [ABCDEFGH]
ndo ocupado pela piramide [ABCDV].

14
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago  ceomeri

Earem

1.1.1. Histéria da geometria

A palavra “"geometria” tem origem grega, derivando da aglutinacdo de "geo”, que sig-
nifica “terra”, com "metron” que significa "medida”. Originalmente, a geometria surgiu
da necessidade de medir e descrever a Terra, especialmente para fins de agricultura
e construcdo. A geometria € uma das mais antigas e fundamentais 7
areas da matematica, com raizes que remontam as civilizagdes anti-
gas. Os antigos egipcios e babilénios usavam conceitos geométricos
para construir piramides e resolver problemas praticos relacionados
com a Terra. No entanto, a geometria s6 comecou a ser formalizada e
sistematizada com os gregos antigos.

Euclides (cerca de 300 a. C.) é frequentemente chamado o "pai da
geometria”. O seu trabalho mais famoso, os Elementos, € uma coleg¢ao
de livros que sistematizam o conhecimento geométrico da época. Os
Elementos sdo uma obra que reline a geometria num conjunto de axio-
mas e teoremas. A geometria euclidiana, baseada neste trabalho,
tornou-se a base do ensino de geometria ao longo dos séculos.

Arquimedes (cerca de 287-212 a. C.) deixou também importan-
tes contribuicbes para a geometria, especialmente no calculo
de areas e volumes. Os seus trabalhos sobre a area do circulo e
o volume da esfera, bem como ainven¢ao de métodos para cal-
cular a area de superficies delimitadas por curvas, sdo marcos
fundamentais na histéria da matematica.

Conhecido pelos seus trabalhos sobre cénicas, Apolénio
de Perga (cerca de 262-190 a. C.), matematico e astro-
nomo grego, estudou seccdes conicas (elipses, parabolas
e hipérboles), um campo da geometria que tem aplicacdes
em varias areas da matematica e da fisica.

15



1. Geometria

Durante a Idade Média, a geometria europeia foi ampla-
mente influenciada pelo trabalho dos matematicos ara-
bes e persas, que preservaram e expandiram o conhe-
cimento grego. Omar Khayyam (1048-1131) foi um
matematico persa que contribuiu significativamente
para a teoria das equacdes e para a geometria ao efe-
tuar a resolucao de equacdes cubicas a partir de argu-
mentos geomeétricos.

Outro matematico que se destacou neste periodo foi Leonardo de Pisa (Fibonacci)
(1170-1250). Embora tenha ficado célebre por introduzir a sequéncia de Fibonaccina
matematica ocidental, Fibonacci também estudou e aplicou

\ ,/ conceitos geométricos. A espiral de Fibonacci, apresentada
\ P na figura ao lado, € uma curva que se aproxima de uma espiral
L logaritmica e é formada por uma sequéncia de arcos que co-
netam os cantos opostos de quadrados adjacentes dispostos
AN RN de acordo com a sequéncia de Fibonacci. Essa espiral € uma

J  representacao visual da sequéncia de Fibonacci na geometria.

René Descartes (1596-1650), um dos filésofos e mate-
maticos mais influentes da Historia, contribuiu funda-
mentalmente para a geometria, especialmente através
da introducao da geometria analitica.

Descartes é amplamente reconhecido como o funda-
dor da geometria analitica, que é o estudo da geometria
com O recurso a um sistema de coordenadas e méto-
dos algébricos, tendo estas ideias sido apresentadas
na sua obra La Géométrie (1637), que fazia parte do seu
famoso trabalho Discurso do Método.

A geometria analitica permite representar curvas e su-

perficies recorrendo a equacdes e coordenadas, estabelecendo uma ponte entre a
algebra e a geometria.

O sistema de coordenadas cartesianas, assim nomeado em sua homenagem, é uma das
contribuicdes mais significativas de Descartes. Ele introduziu o conceito que recorre a
um par de eixos perpendiculares (eixo x e eixo y) para definir a posicao de pontos no
plano. Este sistema revolucionou a matematica, pois permitiu a representacao grafica
de equacodes e a andlise geométrica de figuras algébricas.

Ao longo dos tempos, a geometria continuou a evoluir com o surgimento de novas teo-
rias, tornando-se uma disciplinarica e diversificada que continuamente evolui e influen-
cia muitas outras areas da matematica e da ciéncia. Cada matematico trouxe uma nova
perspetiva, expandindo o campo de atuagdo da geometria e as suas aplicagoes.
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

A histéria da geometria € um testemunho do engenho
humano e da busca pelo entendimento do espaco e
das formas.

George Pélya (1887-1985) um matematico hungaro, é
conhecido pelas suas contribuicdes a heuristica e a me-
todologia de resolucdo de problemas. No seu livro clés-
sico How to Solve It (1945), Pblya prop6s um processo
em quatro fases para a resolucao de problemas. As
fases propostas sdo um guia geral para abordar proble-
mas matematicos (e de outra natureza) de maneira estru-
turada e sistematica. Segue-se uma descricdo dessas
quatro fases.

Processo em quatro fases para aresolucao de problemas

1. Compreender o problema
Interpretar o enunciado do problema e entender o que é pretendido.

Lé o problema cuidadosamente para captar todos os detalhes, mesmo que seja ne-
cessario fazé-lo mais do que uma vez.

Identifica os dados e as condi¢des, de modo a determinar que informacdes sao for-
necidas e quais sao as condicdes ou restricées do problema.

Determina o objetivo e define claramente o que é preciso determinar ou provar.

Tenta expressar o problema com as tuas proprias palavras para garantir que com-
preendeste corretamente.

Desenha um diagrama ou figura, se aplicavel. Muitas vezes, uma representagao visual
pode ajudar a entender melhor o problema.

2. Planear uma estratégia
Desenvolver um plano ou estratégia para resolver o problema.

Refletir sobre problemas semelhantes. Pensa em problemas que resolveste anterior-
mente e que sdo semelhantes ao problema atual.

Escolhe uma estratégia ou combinacao de estratégias. Algumas estratégias comuns
incluem:

* comecar do que se pretende provar e retroceder até aos dados fornecidos;

* dividir o problema em partes menores e resolver cada parte;

* usar uma equacao ou férmula conhecidas;

 fazer uma tabela ou lista;

* procurar padroes;

* considerar casos especiais ou simplificados do problema.

CVMAA10-2 17




1. Geometria

Escreve uma lista dos passos que pretendes seguir para resolver o problema.

3. Executar o plano
Seguir a estratégia planeada para encontrar a solugao do problema.

Segue o plano de forma sistematica, garantindo que cada etapa é realizada corretamente.
A medida que avancas, verifica se cada passo é légico e se esta correto.
Escreve de forma clara e organizada para facilitar a verificacao posterior.

4. Refletir e avaliar o resultado obtido

Verificar se a solucao esta correta e refletir sobre o processo utilizado.

Verifica a solugdo obtida para garantir que realmente responde ao problema pro-
posto. Confirma se todas as condi¢des foram atendidas.

Avalia se o plano foi eficaz ou se poderia ser melhorado.

Analisa se a solucdo pode ser aplicada a problemas semelhantes ou se pode ser ge-
neralizada para casos mais amplos.

O método de Pdlya para a resolucao de problemas promove uma abordagem estru-
turada e reflexiva. Através das quatro fases, podes desenvolver competéncias de re-
solucéo de problemas mais eficazes e aplicar estas técnicas a uma ampla variedade
de situacoes.

( Exemplo 1 )

Na figura ao lado esta representado
um painel composto por trés azulejos

de forma quadradacom 10 cm de

lado e uma circunferéncia inscrita em K /K /K /
cada azulejo.

Qual é o valor da area da regido azul do painel?

1. Compreender o problema
Entender completamente o enunciado do problema.

O problema fala da existéncia de trés azulejos iguais e quadrados, onde estéao
inscritos circulos. A area interior aos circulos estéa pintada a cor de laranja. A
area exterior aos circulos esta pintada a azul.

O problema pretende a determinacéo do valor da area pintada a azul.
E dado o comprimento do lado de cada azulejo quadrado: 10 cm .

2. Planear uma estratégia

18



1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

Como o lado de cada quadrado mede 10 cm, entdo o raio de cada
circunferéncia inscrita mede 5 cm.

Se se determinar a area da superficie a azul de um quadrado, ao multiplicar por
3 obtém-se a area da regido azul do painel.

Determinar a area de um quadrado: A agrado =%/

Determinar a &rea de um circulo: Ao =m X’

Determinar a area da regiao azul de um quadrado: A, quadrado = Aquadradro — Acirculo
Determinar a area da regido azul do painel: A qgiso azui do painel = 3 X Aazul quadrado
Utilizar como valor aproximado de © o numero 3,14.

. Executar o plano

Aquadracro = X 1=10x 10 =100 cm’

Aciouo =T X 5° = 251 cm”?

A2 quacrado = 100 — 251~ 100 — 25 x 3,14 = 21,5 cm’
Aregiéo azul do painel & 3 X 21,5 =64,5 cm’

. Refletir e avaliar o resultado obtido
O resultado obtido traduz o valor aproximado da regido azul do painel.
A estratégia aplicada pode ser utilizada noutras situagcdes em que se determina

a parte total (neste caso, a drea do quadrado) e se retira a parte ndo necessaria
(neste caso, a area do circulo).

Outra possivel estratégia para a resolucao deste problema seria determinar a area
total do retangulo formado pelos trés quadrados e retirar a area dos trés circulos.

' Exercicios

a A figura ao lado representa um tronco de piramide
quadrangular de altura 6 cm e de lados das bases
4cm e 2cm, respetivamente, conforme indicado
na mesma.

Determina o volume do tronco de piramide.

e Observa a figura ao lado.

Utilizando 3,14 como valor aproximado de =,
determina o perimetro da figura.
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1. Geometria

1.1.2. Alguns padroes geométricos planos (frisos)

Olhando a nossa volta, podemos encontrar representacdes geométricas planas que

(e BN resultam da repeticdo de um motivo. S0 estruturas visuais esteticamente agrada-
Video veis a que se da o nome de padroes geométricos. Poderas encontra-los em pavi-
Frisos mentos, tecidos, revestimentos de paredes, gradeamentos, azulejos,...

O motivo do padrao é o elemento basico que, sendo repetido, por meio de transfor-
macdes geomeétricas, origina a construcao do padréo. Poderas construir um padrao
apenas com translacdes ou associando também reflexdes ou rotacdes.

RN
3 ): :.’c%:}
H:}%A o

2 2.

K %

AT - -

Matematicamente, o conceito de padrao esta ligado a ideia de repeticao infinita. Claro
que, na vida real, os padrdes que observas sdo construidos a partir de um nimero finito
de repeticdes do seu motivo.

Podemos encontrar dois tipos particulares de padrdes: as rosaceas, que sdo padroes
que resultam da rotagéo de um motivo centrada num ponto fixo, e os frisos, que resul-
tam da translacdo de um motivo.

Rosaceas

Frisos
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

I Tarefa

° Determina o motivo de cada imagem dos seguintes padroes.

*Y **YY LLAAALLAAL L LA R R

**ﬁ AN A KK
* P Qe
Totetetitet NI 2aRRRD

e Usando por base o motivo de padrao ao lado,

representa uma parte de um padrao possivel. //\ﬁ

Em soalhos, vitrais ou mosaicos encontramos com frequéncia pavimentacdes. A
construcao de uma pavimentacao é um exercicio desafiante, envolve a cobertura de
uma superficie recorrendo a figuras geométricas que se encaixam perfeitamente,
sem deixar espagos entre elas nem sem as sobrepor.

464

A cada uma das pecas que compdem a pavimentacado chama-se mosaico ou ladrilho.

Um vértice de pavimentacédo é um ponto onde se encontram trés ou mais ladrilhos
numa pavimentacado. O estudo dos vértices € importante para classificar e analisar
os diferentes tipos de pavimentacdes. Repara que, quando analisamos um vértice de
pavimentacdo, observamos os angulos internos dos poligonos que se encontram
nesse ponto. A soma dos angulos ao redor de um vértice em qualquer pavimentacao
plana deve ser sempre iguala 360° para que os ladrilhos se encaixem sem sobrepo-
Sicao ou espacos.

vértice
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1. Geometria

Pavimentacao regular

Uma pavimentacao regular é uma pavimentacao do plano feita recorrendo apenas a
um tipo de poligono regular, ou seja, € uma figura geométrica em que todos os lados

e angulos sao congruentes.

Para que uma pavimentacéao regular seja possivel, o poligono usado deve ser capaz

de cobrir o plano sem deixar espagos.

Com circulos ndo consegues pavimentar
um plano, porque ha espacos vazios.

Com pentagonos regulares também nao
consegues pavimentar um plano, porque
ha sobreposicao de figuras ou sobram
Ccom espacos vazios.

Existem apenas trés pavimentacdes regulares do plano, que utilizam tridangulos equi-

lateros, quadrados e hexagonos regulares.

2

Cada uma destas figuras regular pode repetir-se infinitamente num padrao regular
para pavimentar o plano. Isso ocorre porque os angulos internos dessas figuras per-
mitem que, ao redor de um vértice, a soma dos dngulos seja exatamente 360°.

Em cada vértice de pavimentagcdo encontram-se os vértices dos poligonos regulares
usados. Uma vez que ndo pode existir espacos vazios, nem sobreposicdes, a soma
dos angulos internos de cada poligono tera de ser 360.°.

Se o poligono regular usado for um tridngulo equilatero,
em cada vértice de pavimentacao teremos o encontro

de seis mosaicos.
6 x 60° =360°

22
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

Se o poligono usado for um quadrado, em cada vértice
de pavimentacao teremos o encontro de 4 mosaicos.

4x90° =360° b

Se o poligono regular usado for um hexagono equilatero,
em cada vértice de pavimentacao teremos o encontro
de trés mosaicos.

3 x120°=360°

' Exercicios

e Observa as seguintes pavimentagoes e identifica, justificando, as que sédo
regulares.

B D
> JAVAVAVAVAVA
JAVAVAVAVAVAVA
IAVAVAVAVAVAVAV/
\VAVAVAVAVAVAVAS
\VAVAVAVAVAVAV

o Completa a seguinte tabela.

Amplitude de cada | Nimero de poligonos que Pode
angulo interno de | se encontram num vértice | pavimentar
um mosaico de pavimentacao um plano?

Triangulo 60° 360°:60°=6 Sim
Quadrado

Pentagono

Poligonos
regulares

Hexagono

Heptagono

Octdégono

Eneagono

e E possivel efetuar uma pavimentacao regular com decagonos? Justifica a tua
resposta.

—
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1. Geometria

Uma pavimentacao semirregular (ou arquimediana) é formada por dois ou mais
tipos de poligonos regulares. Esses poligonos repetem-se em padrdes especificos,
de modo que todos os vértices tém o mesmo arranjo de poligonos ao redor. Isso sig-
nifica que, embora sejam usados diferentes poligonos, o padrdao ao redor de cada
vértice é idéntico.

Existem apenas oito pavimentacdes semirregulares diferentes. As oito pavimenta-
cdes semirregulares sao particularmente interessantes porque permitem uma maior
diversidade de formas em comparagédo com as pavimentacgdes regulares.

2355R 0.0
m%%@@

' Exercicio

G Considera a pavimentacao semirregular na figura ao
lado.

Descreve o arranjo de poligonos ao redor de um
vértice. Que poligonos regulares estao envolvidos?

Verifica se a soma dos angulos ao redor de cada
vértice é iguala 360°.

1.1.3. Estudo de problemas de empacotamento

Os problemas de empacotamento surgem em diversas situacdes do nosso dia a dia,
desde a arrumacao de objetos em caixas até a organizacao de cargas em veiculos. A
esséncia desses problemas esta em determinar a melhor forma de dispor objetos
dentro de um espaco limitado para otimizar a utilizagdo do espaco disponivel. Este
tipo de problemas é fundamental em areas como a logistica, a arquitetura, a informa-
tica e outras.

O empacotamento eficiente é um desafio matematico que se relaciona com varias
areas, como a geometria, a combinatéria e a teoria da otimizacao. Ao abordar este tema,
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

exploraremos como formas geométricas podem ser dispostas de maneira eficiente em
diferentes contextos e dimensodes.

Existem varios tipos de problemas de empacotamento, incluindo:

Empacotamento a uma dimensao: em que objetos
como intervalos ou segmentos devem ser dispostos
numa linha.

Empacotamento a duas dimensées: em que formas
planas como circulos ou retangulos, devem ser dispos-
tas num plano.

Empacotamento a trés dimensodes: em
que objetos tridimensionais como cubos
ou esferas devem ser dispostos num es-
paco tridimensional.

A seguir, vamos explorar trés exemplos distintos de problemas de empacotamento.

( Exemplo 2 >

Empacotamento a uma dimensao

Imagina que tens uma linha reta com um comprimento fixo, por exemplo,

10 metros, e que precisas de dispor segmentos de comprimentos diferentes
ao longo dessa linha sem sobreposicao. O objetivo € maximizar o uso do
comprimento total da linha.

Os segmentos de que dispdes tém de comprimento 2 metros e 3 metros.

Neste caso, a linha representa um "espaco” unidimensional e os segmentos
representam os objetos a serem empacotados. O desafio esta em escolher a
melhor combinacédo de segmentos para utilizar a maior parte da linha, evitando
desperdicio de espaco.

Para utilizarmos o comprimento maximo da linha (10 metros), podemos dispor
0s segmentos das seguintes formas:
ce2m+2m+2m+2m+2m=10m

e 2m+2m+3 m+3 m=10m
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1. Geometria

( Exemplo 3 )

Empacotamento de caixas nhum contentor

Imagina que precisas de carregar caixas cubicas num contentor

com 3 m de altura, 4 m delargurae 5m de comprimento.

As caixas sao todas cubicas com 1,5 m de aresta e o objetivo é <k
dispor o0 maior numero possivel de caixas dentro do contentor. <l

Procedimentos

Célculo do volume do contentor. O volume do contentor pode ser encontrado
multiplicando as suas dimensdes:

V. ontentor = @ltura x largura x comprimento =3 x4 x5 =60 m°
Célculo do volume de uma caixa cubica.
O volume de cada caixa cubica € dado por:

Ve cibica = aresta’ = 1,5°=3,375m°

Para sabermos o nimero maximo de caixas que cabem no contentor, dividimos
o volume total do contentor pelo volume de uma caixa:

Vcontentor — 60
Vcaixa cubica 3'375

Portanto, o contentor pode acomodar no maximo 17 caixas cubicas.

=17.8

Arranjo das caixas:

Cada caixatem 1,5 m de lado, entdo podemos pensar em como as organizar

no espaco tridimensional do contentor:

* Naalturade 3 m, cabem duas caixas (uma em cima da outra).

* Nalargura de 4 m, cabem duas caixas (lado a lado ficando a sobrar espaco).

* No comprimento de 5 m, cabem trés caixas (uma atras da outra ficando a
sobrar espaco).

Portanto, apesar de, em termos de volume, parecer que cabem 17 caixas, na

verdade, ao proceder ao empacotamento s6 caberdao no maximo:

* total de caixas: 2 x 2 x 3 =12 caixas.

Conclusao:

O numero maximo de caixas cubicas de 1,5 m de aresta que podem ser
acomodadas dentro de um contentor com dimensdes de 3 metros de altura,

4 metros de largura e 5 metros de comprimento é 12 caixas. Este arranjo néo
utiliza todo o espaco disponivel do contentor, mas € a forma mais eficiente de
fazer aacomodacao.
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

Considera um contentor com dimensées de 2 m de
largura, 4 m de comprimento e 2,5 m de altura, utilizado
para o transporte de mercadorias embaladas em caixas.
As caixas tém a forma de paralelepipedos com 70 cm de
comprimento, 50 cm de largurae 30 cm de altura.

3.1. Investiga a capacidade maxima de caixas que podem ser colocadas no
contentor, se a posi¢ao adotada for a que se indica na figura.

30cm

/ 50cm

70cm

3.2. Supde, agora, que as caixas podem ir em qualquer posicao. Mas todas elas
tém de ir na mesma posicao. Averigua qual das diferentes posicdes permite
transportar o maior numero de caixas, justificando a tua escolha.

A B C D E F

50cm 70cm

]
1
S

: 30cm

1 50cm

PUPEPRPRpQRSE PR

1
i
! 70 cm
[}
[}
[}

’
’

& 70cm 7 50cm Bt 7 i 30 cm k£ 70cm |2 50 @i

30cm 3
30cm 30cm 70cm 50cm 50cm 70cm

3.3. Realiza um estudo sobre a melhor forma de otimizar o espacgo de
transporte, explicando qual seria, na tua opiniao, a disposicao mais eficiente
para as caixas. Indica as orienta¢cdes que escolherias para garantir o melhor
aproveitamento do espaco disponivel no contentor.

' Exercicios

o Num reténgulo de 20 cm por 30 cm e retangulos menores de 5cm por 6 cm:

7.1. Qual é o numero maximo de retédngulos menores que consegues dispor dentro
do retdngulo maior sem sobreposi¢ao?

7.2. Apresenta um esquema que represente a solucao da alinea anterior.
e Um quadrado tem de lado 10 unidades e precisas de empacotar circulos de raio

1 unidade dentro desse quadrado. Qual é o nimero maximo de circulos que podes
colocar no interior do quadrado sem sobreposi¢cao?

e Uma caixa cubica tem 2 m de aresta. Quantos cubos de aresta 50 cm podem ser
empacotados dentro da caixa, aproveitando todo o espaco disponivel?

—
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1.1.4. Composicao e decomposicao de figuras
tridimensionais

A composicao de figuras tridimensionais é o processo de combinar formas geo-
métricas para formar figuras mais complexas. A decomposicao de figuras tridimen-
sionais é a operacao inversa, dividindo uma figura tridimensional em partes menores
€ mais simples. Esses processos sao essenciais para o desenvolvimento da perce-
cao espacial, compreensao do volume e da area de superficies, e aplicam-se em di-
versas areas, como arquitetura, design e engenharia.

Ao longo da Historia, o estudo das formas tridimensionais e das suas relagdes levou
a descobertas importantes, como o valor aproximado de ©, essencial para o célculo
de volumes de sélidos esféricos, € 0 niumero de ouro, uma proporcao que aparece
em varias estruturas naturais e artificiais.

C Exemplo 4 )

Na figura esta representado um octaedro regular de
aresta 2 cm.

Para determinarmos o volume do octaedro,
podemos decompb-lo em duas piramides e
determinar os seus volumes.

Comecemos por reparar que as duas piramides tém
base quadrada de lado iguala 2 cm.

A altura de cada piramide pode ser determinada
recorrendo ao Teorema de Pitagoras:

altura da face lateral: x=v2%-1*=3
altura da piramide: a=Vv3" —12=v2

Areadabase xaltura 2x2xVv2 4
Vipiramide = 3 == 3 =3 V2 cem?

Voctaedro =2x Vpirémide = % \/i Cm3

' Exercicio

@ Decompés-se um cubo de 5 m de aresta em pirdmides, em que cada umatema
base numa das faces do cubo e o vértice no centro do cubo.

10.1. Qual é o volume de cada piramide?

10.2. Qual é a soma dos volumes dessas piramides?
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J" Tarefa ¥

o Na figura ao lado estéa representado um cuboctaedro.

O cuboctaedro pode ser obtido truncando (cortando)
um cubo por planos definidos pelos pontos médios
das suas arestas, extraindo-lhe assim oito pequenas
piramides, uma em cada um dos seus vértices.

4.1. Qual é arelacao entre a aresta do cuboctaedro e a
aresta do cubo que lhe deu origem?

4.2. Sabendo que o cubo original tem de volume 125 cm®, determina o volume
do cuboctaedro.

Sélidos platénicos

Os sélidos platénicos, também conhecidos como soélidos de Platao, sdo exemplos
notaveis de poliedros. Platdo, ao procurar compreender a origem e a estrutura do
Universo, utilizou a geometria para estabelecer uma ligacao entre estes sélidos e os
elementos da Natureza.

Os sodlidos classificados como platénicos sao o tetraedro, o hexaedro, o octaedro,
o dodecaedro e o icosaedro. Estes cinco sélidos distinguem-se por serem poliedros
regulares, caracterizados por possuirem arestas e faces congruentes, conferindo-
-lhes uma simetria Unica e perfeita.

ASPE

Tetraedro Octaedro Cubo Dodecaedro Ilcosaedro

Tetraedro

O tetraedro é o mais simples dos soélidos platonicos,
sendo o poliedro regular com 0 menor numero de faces
possivel. Platdo associava-o ao elemento fogo. Este s6-
lido € composto por quatro faces triangulares equilate-
ras, quatro vértices e seis arestas. E também conhecido
como pirdmide regular.
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Cubo (hexaedro regular)

O cubo, um dos mais conhecidos solidos regulares, pos-
sui seis faces quadradas, 12 arestas e oito vértices. Pla-
téo relacionava este solido ao elemento terra. O cubo é
frequentemente referido como hexaedro regular.

Octaedro

O octaedro, associado por Platao ao elemento ar, € um
solido regular com oito faces triangulares equilateras,
12 arestas e seis vértices.

Icosaedro

O icosaedro representa o elemento dgua na concepcao
platénica, € um poliedro regular formado por 20 faces
triangulares equilateras, 30 arestase 12 vértices.

Dodecaedro

O dodecaedro era considerado por Platdo como o mais
harmonioso dos sélidos e simbolizava o Universo ou o
cosmos. Este poliedro possui 12 faces pentagonais,
30 arestas e 20 vértices.

$ee N

' Exercicios

0 Divide o tetraedro em dois sélidos menores através de um plano que passa por
uma aresta e o ponto médio da aresta oposta. Quantas faces, arestas e vértices
tera cada parte? Justifica a tua resposta.

@ Um plano corta o cubo de modo a passar pelo centro de duas faces opostas. Qual
é o formato da sec¢ao obtida? Quantas arestas resultam deste corte e quais sao
0s novos poligonos formados?

@ Considera um octaedro e divide-o ao longo de um plano que passa pelos seus dois
vértices opostos. Qual é a forma geométrica da seccao obtida? Identifica o
numero de faces, arestas e vértices resultantes.
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1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

Processo em quatro fases para aresolucao de problemas

1. Compreender o problema
Entender completamente o enunciado do problema.

2. Planear uma estratégia
Desenvolver um plano ou estratégia para resolver o problema.

3. Executar o plano
Seguir a estratégia planeada para encontrar a solugao do problema.

4. Refletir e avaliar o resultado obtido
Verificar se a solugao esta correta e refletir sobre o processo utilizado.

Padroes geométricos planos

Padroes planos

Os padroes planos sao construidos pela repeticdo de uma forma ou desenho, por
recurso a translagdes, rotagdes ou reflexdes.

O motivo do padrao é o bloco fundamental que, quando repetido, cria o padrdo com-
pleto.

Os frisos sao um tipo especifico de padrao que se repete linearmente ao longo de
uma direcao.

As rosaceas sao um tipo de padréao que surgem da rotagao de motivos.

Pavimentacoes

Uma pavimentacado do plano é uma cobertura completa
de uma superficie plana que utiliza figuras geométricas,
chamadas mosaicos ou ladrilhos, de forma que essas figu-
ras ndo se sobreponham e ndo deixem espagos entre si. As
figuras que compdem a pavimentacao podem ser poligo-
Nos ou nao e a pavimentacao pode ter diferentes padrdes e
simetrias. vértice

Um vértice de pavimentacao é o ponto onde se encontram trés ou mais ladrilhos
numa pavimentacao.

Uma pavimentacao regular é uma pavimentacao do plano feita apenas com um tipo
de poligono regular.

Uma pavimentacao semirregular (ou arquimediana) é formada por dois ou mais
tipos de poligonos regulares.

Composicao e decomposicao de figuras tridimensionais

A composicao de figuras tridimensionais refere-se ao processo de combinar formas
geométricas para formar figuras mais complexas.

A decomposicao de figuras tridimensionais é a operacao inversa, dividindo uma fi-
gura tridimensional em partes menores e mais simples.
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1. Geometria

Identifica, em cada um dos padrdes, o motivo do padrao.

1.2.

C e
so 00, mEmmas
S0 00

1

L L 1
Completa cada um dos padrdes, recorrendo a utilizacdao do motivo que foi
escolhido.
2.1. 2.2,

2.3.

PO s

Utilizando régua e compasso (ou ferramentas digitais), cria uma
pavimentacao regular com quadrados e uma pavimentacao semirregular
utilizando hexagonos e tridngulos equilateros. Verifica se a soma dos
angulos em torno de cada vértice é 360°.

Considera uma pavimentacao formada por
quadrados e triangulos equilateros.

Estuda uma forma de continuar a pavimentacao
sem usar outras formas.
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CVMAA10-3

1.1. Problemas de geometria no plano e no espago

Considera as pavimentacdes semirregulares. Observa o vértice assinalado
em cada uma delas. Identifica os poligonos aos quais pertence esse vértice
e estuda a soma das amplitudes dos seus angulos internos que convergem

nele.

Pavimentagao Poligonos

Soma das amplitudes

3 triangulos equilateros
2 quadrados

3 x60°+2x90°=360°

Um camiao tem um contentor de dimensdes
2,45 m por 2,5m porde 89 m. Pretende-
-se transportar caixas de dimensdes de

50 cm por 60 cm por 80 m.

Determina o maior nimero de caixas que o
camido consegue transportar e explica como
as mesmas devem ser organizadas.

Pretende-se colocar o maximo possivel de
latas dentro de uma caixa.

As latas tém formato cilindrico, cujo raio
dabase é 3,5 cm ealtura 8,57 cm.

A caixa é um paralelepipedo de dimensdes 85 cm por 43 cm por 18 cm.

Determina o nimero maximo de latas que podemos colocar dentro da caixa.
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1. Geometria

A Luana fez um bolo para comer com as suas amigas
durante o fim de semana. O bolo, de forma cilindrica, com

diametro 30 cm e 3,75 cm de altura, foi cortado em oito
fatias iguais. v

Qual é o volume de cada fatia?
Apresenta o resultado em cm?® e utiliza para valor aproximado de = 3,14 .

Determina o volume da estrutura feita para comemorar o aniversario do
Hugo. As medidas encontram-se em metros.

NN PN

i‘\2"’i‘~2~>§4\2§’; ===

Um sabonete tem a forma de um
paralelepipedo com um buraco, na forma
de semicirculo, conforme se ilustra na
figura.

Determina o seu volume.

Na quinta do Sr. Matias ha trés depdsitos
para guardar cereais que tém a forma de
um cilindro com um cone no topo.

Atendendo as dimensdes indicadas na
figura, determina o volume total de cereais
que o Sr. Matias pode armazenar.

Um candeeiro é projetado a partir de uma B @i

peca plastica macica naformade cone . H

truncado, no qual se faz um buraco :

cilindrico com igual altura, conforme ilustra ' o
afigura. 36

Recorrendo as dimensdes indicadas na
figura, determina o volume de plastico com
que o candeeiro vai ficar. «18 cm
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1.2. Radicais

1.2. Radicais

Nocao de poténcia
Sendo a €IR e n um numero natural:

2

a"=axaxax..xa é o produto de n fatores

n vezes

iguaisa a.
expoente [Nota: )
I Para adicionarmos ou
a subtrairmos poténcias
\L nao existem regras que
base facilitem os célculos.

Regras de operagoes com poténcias

Regra Exemplo
Com a mesma base a"xa"=a" 2°x2°=2°
Produto de
poténcias ;
Com o mesmo expoente a"xb"=(axb) 10°x2°=(10x2)’ =20°
Com a mesma base a":a"=a"" 2°: 2°=2?
Quociente de
poténcias .
Com o mesmo expoente a": b"=(a: b) 10°: 2°=(10: 2)°=5"
n mxn 2
Poténcia de uma poténcia (@) '=a (2°) =2°
a’=1 0
Poténciad ente nulo B —2) =1
oténcia de expo (a0) (=2)
(1Y
A ¢ = (‘) 2_(_1
Poténcia de expoente inteiro negativo d o) = (— —)
(a=0)
N
as=Va 12
Poténcia de expoente racional 22= \/2_1 =2
(a>0e g=0)
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Manual
Q Interativo
Video
Propriedades da
potenciagdo no

conjunto de
numeros reais

1. Geometria

Propriedades da relacao de ordem em IR

Regra

Exemplo

Monotonia da

Dados trés numeros reais,
a,bec,

5<12 & 5+V2<12+V2

L se a<b, entdo a+c<b+c
Monotonia Dados trés numeros reais, . S e g s v
arcial da a,bec,comc>0, —<= —X=<=x= —<—
b 44<:>4343<:>12 12

multiplicacao

se a<b, entdo axc<bxc.

Monotonia
parcial da
multiplicacao

Dados trés nimeros reais,
a,bec,comc<o0,

se a<b, entdo axc>bxc.

V2<7 & V2x(=3)>7x(-3) &
& —3V2>-21

Adicdo de Dados quatro numeros reais,
inequagées | a, b, ce d, Como 5<12 e -7<-4,
membro a se a<b ec<d, entdo entdo 5+(-7)<12+(-4) & -2<8
membro a+c<b+d.
Multiplicacdo | Dados quatro nimeros reais
de inequacgdes | positivos, a, b, c e d, Como V5<3 e V2<2,
membro a se a<b ec<d, entdo entdo V5xV2<3x2 < V10<6
membro axc<bxd.
2 _4
. Dados dois niimeros reais Como 3= 3
Monotonia do Y
uadrado positivos, a e b, ON2 [4\2 P
a se a<b entdio a’<b’. entao (—) < (—) & <
3 3 9 9
2 4
. Dados dois niimeros reais, Como 3<3"
Monotonia do
cubo aeb, 3.3 2\° _ r4\?° 8 _64
se a<b entdo a <b". entao (—) <<—) & —<—
3 3 27 27
. Dados dois nimeros reais Como %< %
dM°P°t°“'a positivos, a e b, o
os inversos &
se a<b entdo > entao §>Z'
a b
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Antes de comecar

a Simplifica as seguintes expressdes numéricas, aplicando, sempre que

possivel, as regras operatorias de poténcias e calcula os seus valores.

11, 4°x472+5°

1.2 (l>_2- 32415
2. (1)

Aplicando, sempre que possivel, as regras operatdrias de poténcias,
apresenta a seguinte expressao numérica como uma poténcia de base 4.

Sejam a e b dois nimeros reais, taisque a>0 e b<0.

Completa com o sinal < (menor) ou > (maior) para obteres proposi¢cdes
verdadeiras.

31.a...b 3.2.a-3..b-3
3.3. 4a...5a 3.4. 4b...5a
3.5.a+5...b+5 3.6. - 2b...—2a
3.7.ab...0 3.8.5...ab
3.9. —2ab...2ab 310, 1.1

b a
3.11. a°...b 3.12. 23%...3b

313.a..b° 314.a..b°-3 /
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1. Geometria

Na aritmética, um dos ramos elementares da matematica, estudam-se operacdes
numeéricas como a adi¢ao, a subtracdo, a multiplicacédo e a divisao, consideradas as
quatro operacgdes elementares. Mas, num sentido mais
amplo, também inclui a exponenciacao e a radiciacao,
bem como a logaritmacao, que nao iras estudar neste
ano letivo.

As primeiras referéncias as operacoes de potenciacao
e radiciacdo surgem na india medieval. Aryabhata |,
matematico indiano nascido em 476 d. C., na sua obra
Aryabhatiya, faz referéncia a elevacdo ao quadrado
como o produto de duas quantidades iguais, e a ele-

vagdo ao cubo, de forma analoga, como o produto de ~ ARYABHATA

trés quantidades iguais, bem como as operacdes in- T
versas, ou seja, a raiz quadrada e a raiz cubica. )

e . T T W N S . N S N

Muito mais tarde, a introdugéo dos radicais no Ocidente
teve o grande contributo de Leonardo de Pisa (1170-
-1240), também conhecido por Fibonacci. Fibonacci
era filho de um comerciante de Pisa e nas suas frequen-
tes viagens pelo Norte de Africa, através do contacto
com a cultura arabe, foi adquirindo muitos conhecimen-
tos matematicos. Assim, em 1202, escreveu o Liber
Abaci, onde abordou, entre outros, os céalculos com ra-
dicais quadraticos e cubicos.

Contudo, s6 a partir do século XVI é que surge a utilizacdo do simbolo v . Muitos
historiadores consideram que este simbolo surge como evolucao da letra r da pala-
vra latina radix ou radicis, de onde deriva a palavra radical.

Neste subtema vais alargar os teus conhecimentos sobre radicais, aprendendo a rea-
lizar operacdes com eles e utilizando-o0s na resolugcdo de problemas.

1.2.1. Monotonia da potenciacao

( )
Recorda que:

Se O0<a<b e 0<c<d, entdo ac< bd.

Portanto:
Se 0<a<b, entdo aa<bb, ouseja a°<b’.
E, também:

Se 0<a<b, entdo aaa< bbb, ouseja a’<b’.
N\ J

Vamos, ent3o, verificar que se 0<a<b e n€IN, entdo a"<b".
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Demonstracao:

Reparaque a"<b" < aaa...a <bbb...b.

nvezes nvezes

Por inducdo matematica:

*Paran=1e0<a<b, entdo a'<b' < a<h.

* Agora, suponhamos por hipétese de inducao
quese 0<a<b, n€IN, entdo a"<b".
Serdque a"" '<b"t'?

Sabemos que:
a"<b" & aaa..a<bbb...b

———
nvezes

nvezes
Como 0<a<b, temos que:
aaa..a.a<bbb..b.b < a""'<b

nvezes

Logo, 8" '<b" ",

n+1

n vezes

Se0<a<ben€IN, entdo a"<b".

( Exemplo 5 )

1. Como 2< 4, temos que 2*<4* < 16<256

3 3
temos que <l> < <l> = i<

1 1
2.3< 3 2 278

1
2 L}

' Exercicio

@ Dados os nimeros reais a, b, ¢ e d, tais que:

O<a<b<c<d

Prova que:

14.1. a°<bc 14.2. a* < d*

1.2. Radicais

Nota:

Inducdo matematica

Método que permite
demonstrar que uma
afirmacao é verdadeira para
todos 0os numeros naturais IN.
1.° Verificar que a afirmacao é
verdadeira para um valor
inicial (geralmente n=1).

2.° Assumir que a afirmacao é
verdadeira para n=k
(hipotese de indugao) e
demonstrar que também
vélidapara n=k+1.

a
14.3. d <1

Repara que, se a e b ndo forem positivos, a desigualdade a” < b" pode no se verificar.

CExempIoG)
-2<-1,mas (-2)'>(-1)*
-6<3, mas (- 6)*>3?
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1. Geometria

' Exercicios

@ Estuda arelacdo entre a" e b" quando a<b, mas nio sido necessariamente
positivos.

15.1. Completa os espacos.

a) -3<-2e(-3°__ (=27
b) -3<-2e(-3)°__ (=2
¢)0<2e0?  2?
d)0<2e0?® 2°

e) -3<0e(-3)*___ 0

f) —3<0e(-3)°___ 0°
g)-3<1e(-3)*__ 1

h) -3<1e(-3)°___ 1°

15.2. Completa os espacos.

a) Se 0<a<b e n éumndmero par, entdo a" b".

b) Se 0<a<b e n éum nimero impar, entdo a" b".
¢) Se a<b<0 e n éum numero par, entdo a" b".

d) Se a<b<0 e n éum numero impar, entdo a" b".
e) Se a<0, b=0 e n éumnudmero par, entdo a" b".
f) Se a<0, b=0 e n éum ndmero impar, entdo a" b".

@ Indica dois nimeros reais a e b, tais que:
16.1. a<b e a’<b’
16.2. a<b e a’>b’
16.3.a<b e a’<b’

16.4. a<b e a*>b*

16.5. a<b e a’<b?
\_

Raizes deindice n, n€Ne n>2
Analisemos a seguinte questao:

Dado um nimero real a e um niimero natural n, existe um nimeroreal b, tal que
b"=a?

40



1.2. Radicais

(ExemploG)
1. Sejaa=9 e n=2.

IbER: b2=97 Sim, por exemplo, b=v3=3, pois (v3) =3=9.
2. Sejaa=8e n=3.

3beR: b°=8? Sim, b=vB=2, pois (V8) =2°=8.
3. Sejaa=8e n=2.

IbER: b*=87 Sim, por exemplo, b=v8, pois (v8) =8.
4, Seja a=—-8e n=2.

abER: b>’=-87? Nao, pois VbER, b*>>0.
5. Seja a=-8 e n=3.

IbeR: b®=-87? Sim, b=-2, pois (-2)°=-8.

Sejaac€lR e n€IN, com n impar, 3Ib€R: b"=a.

Este nimeroreal b éinico e da-se o nome deraizdeindice n de a e representa-
n
-se por Va.

Demonstragao da unicidade de b

Dizer que b é unico é dizerque Vb,, b,€IR e n€IN, com n impar
b,"=b," = b,=b,

Efetuaremos a demonstracao por contrarreciproco, ou seja, procuraremaos provar que:
b,zb, = b,"#b,"

Hipotese: b, # b, e n impar

Tese: b,"#b,"

Se b,#b,, entdo b,<b, ou b,>b,.

Se b,<b,, como n éimpar, entdo b,"<b,”, ouseja b,"#b,".

Se b,>b,, como n éimpar, entdo b,">b,"”, ouseja b,"#b,".

Assim, temos que b, #b, = b,"#b," (c.q.d).

Portanto, b é unico.

Sejaac€lR" e n€N, com n par, 3b€R: b"=a.

/. ~ s, 2 . o, n

Este ntimero real b nio é tnico, pode tomar o valor positivo vVa ou o valor
. n

negativo — vVa.
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1. Geometria

Repara que nestas condicdes temos também que: (- b)"=a.

Repara que (—b)"=(-1)"xb". Como n épar, (-1)"=1. Logo, (-b)"=b"=a.
(e BN
Atividade

Raizes de indice
natural de zero

Desta forma, concluimos que:

SejaaclR"en€IN, com n par, 3b€R": b"=a.
Os nimeros reais b e —b sio as inicas solu¢des da equacio x"=a.

Demonstracao:

Suponhamos que existem outras solu¢des diferentes de b e de — b, ou seja, zero,
um ndmero real positivo ¢ # b e o seu simétrico (- c).

Verifiguemos cada situacao:
* Onumero 0 ndo é solucdo da equacdo x"=a, pois 0"=0 e a é positivo.
«Como ceR" ec#b.
Entédo, c<b ou c>b.
Mas n épar,logo c"<b" ou c">b".
Portanto, ¢"#b" e ¢ ndo é solucdo da equacdo x"=a.

* Para o simétrico de ¢, como n é par,temos que (—¢)"=c".

Ja demonstrdmos que neste caso ¢ nao é solu¢do da equacéo, portanto, — ¢
também n3o é solucdo da equacdo x"=a.

Logo, a equacdo x"=a tem apenas duas solugdes, b e —b.

Raizindice n

Va l&-se “raizindice n de a" e toma o valor b tal que b"=a.

Quando n=2, escreve-se Va e lé-se "raizindice 2 de a" ou “raiz quadrada de a".
Quando n=3, escreve-se \3/5 e lé-se "raizindice 3 de a" ou “raiz cubica de a".

Repara que:
* Para n impar, Va existe VaER.
« Para n par, Va existe Va€R;.

( Exemplo 7 )
V=9 nao existe,em IR, porque, AbERR: b*°=-9.
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1.2. Radicais

1.2.2. Propriedades algébricas dos radicais

Relembra que uma raiz de indice n é uma poténcia de expoente .

\n/g:a%

1

Portanto, decorrem das propriedades das operagcdes com poténcias as proprieda-
des que encontras a seguir.

Seja n€IN, a€R, taisque Va e Vb estdo bem definidos:

Regra

Exemplos

Produto de
radicais com o
mesmo indice

Vaxvb=vaxb

V2xV3=V6
V=a4xV2=v-8=-2

0 . V2 _ 42
uociente de n s 3
n 3
radicais com o \,,/5=\/ %, com b#0 , V8
mesmo indice Vb V=4 _2-4_3%—>
72 V2
n m n—m 3
(V)" =" (2 =¥2- 48
énci Nota: = 2
Poténcia de um otaise n=m (¥=3) = 2 gl

radical

' Exercicio

n—n n— [a,se n impar
(3 =47 - (=

la|, se n par

@ Efetua as seguintes opera¢des com radicais, apresentando o resultado na forma
de um Unico radical.

171.V2 x5
17.3. /=L x V10
10
17.5.vV2:V5
5 ‘I . 5
17.7. \/ﬁ. v10

17.9. V16:v2

17.2. V3x V=2

17.4. V2 x V5 x V10
V3

3

17.6.

-1

17.8. | (%)_4x (v3)

43

e Manual
Interativo
Video
Propriedades
das operacdes
com raizes
quadradas

Atividade
Raizes de indice
impar



Manual
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par

1. Geometria

A aplicagéo destas propriedades e a decomposi¢cao do radicando em fatores primos
permite-nos simplificar radicais.

(ExemploS)

1. V25=V5’=5

2. \3/5_4=m=\3/§><\3/?=3\3/§
3.v/80=V2'x5=V22x22x5=2x2xV5=45

' Exercicios

@ Representa, na forma avb,comaebER,nENea=1.

18.1. V50 18.2. v/243 18.3. V31
18.4. V96 18.5. 1512

@ Considera o niimero a= (2\/§ - 1)2 +2V3.

Calcula e verifica se o nimero a é um ndmero inteiro.

1.2.3. Racionalizacao de denominadores

Resolve a seguinte equacdo: V2 x=4.

V2x=4 & x=-2

V2

Repara que esta fracao surge com um radical no denominador. Vamos escrever uma
fracdo equivalente a esta, mas de modo que o denominador ndo tenha radicais.

Para isso, basta multiplicar o numerador e o denominador por V2 :

_4 _ 4xV?2 _4\/5_
Y= v 2 2V

A esta transformacéao da-se o nome de racionalizacdao do denominador.

C Exemplo 9 )

1.9 _ 9xVv2 _9v2_9v2_3v2
"3v2 3vV2xv2 3x2 6 2

, 9+V2 _(9+V2)xv2 9v2+2_9v2+2_9 5
©3V2 3V2xV2 3x2 6 6

—+

oIN
|

N
S
+

w|—=
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1.2. Radicais

Ao numero irracional que multiplicado por outro irracional transforma o produto num
numero racional chama-se conjugado.

Reparaque (Va+vb)(Va-vb)=a-b. o Yo

Interativo

Entdo, Va+Vvb é o conjugado de va — Vb e vice-versa. Videos
Propriedades
das operacdes
com raizes

( Exemplo 10) s
(\/_ ) 3 Recorda:
2 2(V2+1 2V2+2 (@a-b)(a+b)=a’-b’
1. = = =2v2+2
vV2-1 (V2-1)(V2+1) 2-1
Propriedades
7 7 (V5+v3) 7(V5+v3) 7 =7 T
2. — — -1 \/g +L \/§ ol e 2l
V5-v3 (V6-v3)(V5+v3)  5-3 27772 Guadradas
1 1(2v3-v2) _2V3-V2

S 2VBV2 (2V3+Va)(2V3-v2) | Ax3-2

_2V3-v2 1 1
=70 “5Y3-15V2

' Exercicios

@ A seguinte fragcao representa um numero inteiro? Justifica.

V8+v2
V2
@ Escreve as seguintes fragdes com denominador racional.
21.1. % 21.2. Si\/g 21.3. %
21.4.\/51+ 5 21.5. ﬁ 216. \/:_f'_ .

1.2.4. Poténcias de expoente racional

q P
Recorda que um radical é uma poténcia de expoente racional, Va”=a%, com a>0
e g=#0.
Radicais equivalentes

Seja a€Ry, m,n,me n€Z, taisque me meZ; e ne ne&lN\{1}, sendo

que m_m  entso:
n n
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1. Geometria

CExempIo 11 )
1. \3/?=\6/¥ pois 2_4

3 6°
2. V45 =/45 pois %:%

3, ‘/2102,4/220, pois 10=20.

I Tarefa

o Observa os exemplos anteriores e compara os valoresde m, n, m e n',
completando a tabela.

n m n' m' n'=kn m'=km k
Vsi=v5 | 3 2 6 | 4 | 6=2x3 | 4=2x2 2
a5 =/a"

Podes, entdo, concluir que:

Sejaa>0,keQ, m,n,men€Z,taisque memeZ;enene&lN\{1}, tais

que n'=kn e m=km, entao: .
n n
,/amz ,/akm

n kn/—p . .. .
va™ e Va'™ dizem-se radicais equivalentes.

' Exercicio

@ Representa cada um dos seguintes radicais por um radical equivalente, de indice 6.

22.1. V10° 22.2. V2° 22.3.1/3 22.4. V2

Poténcias de base positiva e expoente racional
Seja a€lR", meZ,e neN\{1} e reQy, talque r:%.

Pretendemos definir a" para estender a expoentes racionais a seguinte propriedade
das poténcias inteiras:
C
(ab> — abc
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1.2. Radicais

Portanto, pretende-se que (a")"=a"".

m

m n
Comecamos por definir que r:%, logo, m=rn. Assim, (an> =a

Manual
Interativo

m .

De onde resulta que a unica forma possivel de definir a», mantendo a propriedade,

L . m n Atividade

€ assumindo que an=va". Poténcia de
base real ndo
negativa e

. - @ expoente
Se]a aec |RS ,me ZE e ne |N\{l} ,entao arn=vV am . racional ndo

negativo

. Exercicio

@ Completa os espacos vazios para obteres afirmacgdes verdadeiras.

@)
23.1. v/3° = /3~ 23.2. V52 =15 23.3./6 =216
O 3 O
23.4. V4 =/ 23.5. V/4° = 47 23.6. 4= V4"
5 15 10 3
23.7. 3°=30) 23.8. 47 = V42 23.9.37=v/3"

Composicao de radicais

Analisando novamente a escrita de um radical como uma poténcia de base racional,
repara que:

a1
Va=(an)"=am="Va

(Exemplo 12)
1. VV6=v6

2. V3T = VW3 xvT =V\ax T = V63

' Exercicios

@ Representa na forma de poténcia de expoente racional.

24.1. V47 24.2. V4% x /4 24.3.\/V2 24.4. V575

@ Representa na forma de radical.

2
5

3
25.1. 6° 25.2.5

N
N——
w|=

25.3. (

1

2
25.4.6 9 25.5.4°3 25.6. (

a=
N——
|

w|=
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1. Geometria

1.2.5. Propriedades algébricas das poténcias de base
positiva e expoente racional

M: | . . . ~ . . . .z .
Q.n:;‘,‘;‘;ivo As propriedades algébricas das poténcias de expoente inteiro ja estudadas conti-
Atividade nuam validas para poténcias de expoente racional.

Poténcia de
base real ndo Assim,seja a€R", me neQ:
negativa e
expoente
racional Regra Exemplo
negativo
an X am — an+m ]
Coma 2 4a Z
. _ 4 23%x26=23
Produto | Mesma base Nota: Se a=0, s6se
. consideracaso m#0 e n#0.
e
n n_ n
poténcias Como ks igpsls) 5 5 5 5
mesmo | Nota:Se a=0 ou b=0, sose | 10°x2°=(10x2)"=20°
expoente | consideracaso n#0.
C an am= an—m ] , ,
oma 5 4 3
z 3.96 _ 93 _
mesma base | Nota:Se a=0, s6 se 2°:2°=2°=2
Quociente :
b consideracaso m#0 e n#0.
e
n . n — . n
poténcias Como a':b'=(a:b) 5 5 s s
P 3.93 _ o —R3
mesmo | Nota:Se a=0 ou b=0, s6se | 10°:2°=(10:2)"=5
expoente | consideracaso n#0.
- (am)=am" 2
Poténcia de ) (23) 5 2%
uma poténcia Nota.: Se a=0, s6se =
consideracaso m#0 e n#0.
~ = 5
Poténcia de a1 2 1\3
expoente negativo a =4 (=2) °= <_ 7)

' Exercicios

@ Simplifica as seguintes expressoes, apresentando o resultado na forma de uma
poténcia de expoente racional positivo.

3 g3 3 /5\% IR
26.1. 25x 55 26.2. 25 x (5) 26.3.2 2x 2°
3\? _3\?3 -1 1
26.4. (5°) 26.5. (5°¢) 26.6. (%) 3x<%)3
26.7. 2. 22 26.8 (1)3 (é)g
7. 2% 8 ()7 (3

@ Escreve o resultado das expressoes do exercicio anterior na forma de um radical.
\—
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1.2. Radicais

. a 2 4
Considera a seguinte expressdo: V3 xv/2.
Segue os seguintes passos para escrever a expressao na forma a Vb.

4 A R q
6.1. Escreve /3 naforma de uma poténcia de expoente racional.
Qual é o expoente da poténcia?

6.2. Escreve V2 na forma de uma poténcia de expoente racional.
Qual é o expoente da poténcia?

6.3. Escreve os dois expoentes, que correspondem a fragdes, como fracdes
com 0 mesmo denominador.

6.4. Escreve as duas poténcias como radicais com o mesmo indice (que sera o
denominador comum das duas fragoes).

~ n
6.5. Agora escreve a expressdo na forma a Vb .

A estratégia que aplicaste na tarefa anterior permite-te operar com radicais de indi-
ces diferentes.

( Exemplo 13 )

11
1. V2 xV3=24x32

1.2 )
Como 57 vem:

1 2 1 1 1 1 1 1
24x34=2"x(3%)*=2*x9=(2x9)"=18=v18

2.\/?=3—=3%:9%

V9 i

Como%—%vem

6 1 L1 11 s709\d 1,
34: 94 (3°)*: 94=729% 94=<T> —814=V/81=3

' Exercicios

@ Simplifica as expressoes, apresentando o resultado na forma de um radical.
1

1 1 3 _1
28.1. 22x\/3 28.2. 65 x V2° 28.3. & 28.4.6 5x V/2°
v2?
@ Prova que:

1
2 3 2 3

29.1. \/g__xs - (%) 29.2. <L> . V8 _g

- 2136 V3] 3V3

CVMAA10-4 49
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1. Geometria

1.2.6. Resolucao de problemas envolvendo operacoes
com radicais e potéencias

A dona Ana, artes3, recebeu uma encomenda de um
pano de terra, mas so6 lhe deram duas indicagoes.

O pano de terra deve ter: ﬂ"'""“"‘"% T, !
» forma quadrada; - ﬁﬁw “JH“" "% "}ﬁ "mﬁl‘Ji"“
- dreade 150 dm’. & ’Muw o
: %.‘Hu & 'w “
A dona Ana ficou com muitas duvidas sobre quais as di- H:::.‘:f':::“:::::%‘
mensdes que o pano deveria ter. , ,-W, y “mﬂg]

m% .
Al
Consegues ajuda-la?

Resolucao:

O pano deve ter a forma quadrada, logo, todos os lados deverao ter a mesma medida.

COMO &reaq .qmse =1~ temos que: 150 | 2
753
150=F = I=v150 255
& 1=V2x3x5? 515
1
& [1=5vV2%x3
& 1=5V6

Muitas vezes, na resolug¢éo de situagdes do dia a dia, temos que re-
correr a radicais para as resolver.

Repara que, nesta situacao, concluimos que o lado do pano de terra
deveréa ter 5v6 dm.

Mas como medir 5v6 dm ?

54/6 é um nimero exato, mas no nosso dia a dia hdo temos neces-
sidade de considerar este valor na medicdo, podemos utilizar uma
aproximacao, uma vez que 0s nossos olhos sé conseguem visualizar
medi¢des até ao milimetro.

Assim, podes recorrer a uma calculadora para determinar o valor aproximado de

5v6 dm.
5v6 dm=~122dm=1,22m

Portanto, a dona Ana tem de fazer um pano de terra com forma quadrada de 1,22 m
de comprimento.
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1.2. Radicais

Considera agora o seguinte problema:

Aliniciativa Maos de Cabo Verde encomendou caixas de
cartdo para empacotar as ultimas pecas que produziu.

e Manual
Interativo
Video
Operagdes com
radicais e
poténcias

]

Na nota de encomenda apenas deu indicacdo do com-
primento da diagonal da peca.

A caixa de cartao abaixo servira para empacotar a peca?

>

21cm

153%\\ 10cm

A caixa tem a forma de um prisma quadrangular reto e a C
medida que temos da peca corresponde a sua diago-
nal.

Vamos entdo calcular a diagonal do prisma, AC. 21cm
Primeiro, aplicamos o Teorema de Pitagoras ao trian-
gulo da base ABD para determinar AD. D
AD =10°+10° = AD =100+ 100 10cm
= ZEZ=2OO A 10cm B
& AD=v/200

De seguida, aplicamos novamente o Teorema de Pitagoras ao triangulo ADC.
AC =212+v200° = AD =441+ 200

& AD =641

& AD=v641 225,32 cm

Como a diagonal da caixa é 25,32 cm e a diagonal da peca é 30 cm, esta caixa ndo
€ indicada.

o1



1. Geometria

' Exercicios

@ A CVTransportes necessita de caixas de cartdo para

52

Recorda:
11=1dm°

transportar um determinado produto. A empresa
chegou a conclusao de que o melhor formato da
caixa seria o de um cubo, conforme aimagem ao lado,
com capacidade para 20 ¢.

Para isso, vai solicitar a uma empresa parceira da
especialidade a producao dessas caixas, indicando
as dimensodes (comprimento, largura e altura) das
mesmas.

30.1. Quais deverado ser as medidas das caixas?

30.2. Qual é o valor exato do comprimento da diagonal das caixas?

.
m

Considera o seguinte cubo, com volume 3v3 cm®.

31.1. Determina a medida exata da aresta do cubo em G
cm. (Apresenta o resultado na forma de um
unico radical.) A W c

=

31.2. Prova que a diagonal espacial do cubo mede .
3cm.

Considera o retangulo [ABCD] e o triangulo equilatero [ABE], representados na
imagem ao lado.

O perimetro do triangulo equilatero é v63 cm. D E C

32.1. Determina a medida da base do tridngulo
equilatero, apresentando o resultado na forma
aVv7,comacQ.

32.2. Determina a medida da altura do triangulo
equilatero.

A B
32.3. Qual é a area do retangulo [ABCD]?

32.4. Apresenta o resultado na forma a+b+v3, com a, b€Q.

Considera o triangulo retangulo [ABC] representado <
na figura ao lado.
Sabemos que: o
BC=+/48 e AB=/36
33.1. Mostra que BC=2AB.
33.2. Determina AC.
A B



1.2. Radicais

Considera o tridngulo representado na malha quadriculada. Cada quadricula tem
de lado 1 unidade.

34.1. Determina:
a) AB b) AC c) BC

34.2. Verifica se o tridngulo é retédnguloem C.

(Nota: Se o Teorema de Pitagoras nao for valido no tridngulo, entédo o triangulo
nao é retangulo — Reciproco do Teorema de Pitagoras.)

34.3. Mostra que o perimetro do tridngulo é 10+ 10 V2.

@ Sabe-se que a medida da diagonal espacial do cubo é de 3.

F E

N|=

35.1. Mostra que a medida da aresta do cubo é 32.

35.2. Determina o volume do cubo.

@ Considera o retangulo [ABCD].
Sabe-se que AB=+60 e que BC=1/48.

Determina:
36.1. a area do retangulo, apresentando o resultado na forma av/5 .

36.2. o perimetro do retéangulo.
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1. Geometria

Monotonia da potenciacao
Se 0<a<b e neN, entdo a"<b".

Raizindice n
Vva, com n€IN, Ié-se “raizindice n de a"etoma o valor b talque b"=a.
* Se n épar, entdo Va sé se define se a € R}.

* Se n épar,entdo Va define-se Va€R.

Sejam a€Rg; n€IN; bER

+ Se n éum numero impar, entdo: b"=a<>b=va.

* Se n é um numero par, entao: b'=ac>b=VaVvb=-+a.
Nota: V0=0, YneEN

Radical como poténcia de expoente racional

m
Va"=a"; Vac€R,, comm,n€Z e n#0

Propriedades algébricas dos radicais
Seja n€IN, a€R, tais que va e Vb estio definidos:

Regra
Produto de radicais n n n——
com o mesmo indice Vaxvb=vVaxb
Quociente de rladl_cals \n/E _a com b0
com o mesmo indice Vb b

({a)"=V/a"
Nota:se n=m

(\n/g)"_\n/?_{a, se n impar

Poténcia de um radical
la|, se n par

n

Composicao de radicais Va=""Va
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1.2. Radicais

Radicais equivalentes

k
Va"= Va*™ com a€R;;: k#0; m, n€Z

n kn . . . .
Vva™ e Va"™ dizem-se radicais equivalentes.

Poténcias de base positiva e expoente racional
Seja a€Ry, mEZi e neN\{1}, entdo a" =Va".

Propriedades algébricas das poténcias de base positivae
expoente racional

Sejam a,b€ER" e n, meZ

Regra
Com amesma
an X am — an+m
Produto de base
poténcias Com o0 mesmo
a"xb"=(axb)"
expoente
. Com a mesma a7 g gt
Quociente de base
poténcias Com o mesmo - "
a:b"=(@: b)
expoente
Poténcia de uma poténcia (@™ =gm*"
A . . -n_ 1
Poténcia de expoente negativo a = 7
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1. Geometria

56

Escreve naforma avb, com a#1, cadaum dos seguintes radicais.

11. v27 1.2. V125
1.3. v48 1.4. V63
1.5. v200 1.6. V284

Simplifica cada uma das seguintes expressdes e apresenta a resposta na
forma avb, com a=1.

21. V8+V2 2.2. V5 +V125
2.3. V216 -6 2.4. V27 +2V3
2.5. /243 — V12 2.6. V63 — V112

Determina o perimetro e a area das figuras, cujas medidas dos lados sao
dadas numa mesma unidade de medida de comprimento.

3.1. V3 3.2. /o
3V3 Vs

V18

Efetua as seguintes operagcdes com radicais e apresenta os resultados de
modo simplificado.

41. V2x /5 4.2.2x(2+V14)
4.3.V/5x(2+v5) 4.4. V6 x V4
4.5.v20: V5 4.6. V81 : /36
3
a7 15v40 4.8. 12\/381
910 43
Escreve cada uma das fragdes com denominador racional.
7 20
51. — 5.2, —
V3 V5
1 6
5.3. — 5.4. —
3V4a V2
5 2
5.5 5.6.
V3+2 2vV5-V3



1.2. Radicais

Considera o retangulo [ABCD] representado na figura, de area 10 cm” .
Sabendo que DC= (2+v/3) cm:

A B

6.1. determina E;

6.2. determina AC.

Determina o valor da expressdo B=x"+x”, para:
71. x=V5

7.2. x=2V6

7.3. x=V16

Simplifica a seguinte expressao e apresenta-a numa Unica fragao com
denominador inteiro.
1, V3-2

V3 2v3+5

Reduz a um unico radical e, se possivel, simplifica.

9.1. V5

9.2. V22"
9.3. VV15*
9.4. V35

Seja a um namero real positivo. Através das propriedades mostra que:

Ng 8 2
(aS) xa °xa’ &
=a

1
g 3
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1. Geometria

1.3. Geometria analitica no plano

Manual
Interativo

Video

1.3.1. Referenciais ortonormados no plano
Referencial

rede Quando representas um ponto no plano é possivel recorrer a um referencial carte-
- siano para indicar a posicao desse ponto.

Okesin

Um referencial cartesiano é formado por dois eixos orientados perpendiculares. Ao
ponto de encontro dos dois eixos da-se o nome de origem do referencial.

Eixo das
Ordenadas
A

Py

2.1 Quadrant

v

1.° Quadrante

€

= Wbk O

Origem d
. Referencial

p Eixodas
5 x Abcissas

|
o1
|
i
|
@
|
N
|
[ =
10
—
w
D

g
N
D
"o
o

3.1 Quadrant uadrante

o1 A~ W

O eixo horizontal é o eixo do xx ou das abcissas.
O eixo vertical é o eixo dos yy ou das ordenadas.
A cada ponto P do plano é possivel associar um par ordenado.

Por definigdo, o ponto P tem as seguintes coordenadas: P(x, y), em que:
x € o valor da abcissa;
y € o valor da ordenada.

Repara que um referencial cartesiano divide o plano em quatro partes.

AbCi
1.° quadrante beissa ? 'ordenada x>0Ay>0
positivas.
Abcissa negativa e
2° < >
quadrante ordenada positiva. x<0Ay>0
AbCi
3.° quadrante beissa e grdenada x<0 Ay<O0
negativas.
o Abcissa positiva e
4.” quadrante ordenada negativa. HRON TS
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1.3. Geometria analitica no plano

Por norma, em geometria analitica utilizam-se referenciais cujos eixos sao perpendi-
culares - diz-se que o referencial é ortogonal e as unidades de medida sao iguais
nos dois eixos — diz-se que o referencial € monométrico. e Manual

Interativo
Assim, o referencial € um referencial ortonormado ou simplesmente referencial o.n.. Exercicios
Identificar um

Se nada for dito em contrario, os referenciais utilizados neste tema serdo sempre re=  grerencial

ortonormado do

ferenciais ortonormados. plano
O conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais designa-se por IR*: e e
pontos num
|R2 — {(X, y) X, Y€ |R} referencial

ortonormado do

Estabelece-se, assim, uma correspondéncia entre o conjunto de pontos do plano e [R*.  plano

( Exemplo 14)
Os pontos representados no referencial ao lado tém A
as seguintes coordenadas: Co 3£
A(2,1) B(3,-2) ol
C(=1.3) D(-2,-3) i A
E(0, 3) _72_’110 — 3 >
JY S ;
( Exemplo 15 ) g3t
No referencial anterior:
A € 1.°quadrante B € 4.° quadrante
C € 2.° quadrante D € 3.° quadrante

E € Eixo das ordenadas

. Exercicios

@ Indica as coordenadas de cada um dos pontos
representados no referencial.

@ Relativamente aos pontos representados no referencial do exercicio 37, indica a
que quadrante ou eixo pertencem.
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1. Geometria

@ Considerao ponto P(2—-k, k+1), com kER.
Indica um valor de k, tal que:

39.1. P 1.°Quadrante 39.2. P 2.° Quadrante
39.3. P 3.°Quadrante 39.4. P 4.° Quadrante
\___39.5. P€ Eixo das ordenadas 39.6. P € Eixo das abcissas

* O eixo das abcissas corresponde ao conjunto de pontos cuja ordenada é zero.
Assim, P(x , y) pertence ao eixo das abcissas se e s6 y=0.

* O eixo das ordenadas corresponde ao conjunto de pontos cuja abcissa é zero.
Assim, P(x , y) pertence ao eixo das abcissas see sé x=0.

Vamos ver, de seguida, como definir alguns tipos de retas no referencial cartesiano.

Equacoes das retas

Considera um referencial cartesiano Oxy . s | P@b

Dado um ponto P(x, y), consideremosasretas r e s
que passam em P e sao paralelas, respetivamente, aos
eixos Oy e Ox. .

v

Retas paralelas ao eixo das ordenadas - Retas verticais

Todos os pontos da reta r tém abcissa a e qualquer y

ponto do plano com abcissa a pertence areta r.

Entdo, areta r é definida pela equacao cartesiana x=a: b 4P @b)

r={(x.y)ER*: x=a}

v

Assim, o eixo dos yy corresponde a reta de equagao
x=0.
-

Retas paralelas ao eixo das abcissas - Retas horizontais

De forma andloga, todos os pontos dareta s tém orde- A
nada b e qualquer ponto do plano com abcissa b per-
tenceareta s. R

Entdo, areta s é definida pela equacéo cartesiana y=b:
s={(x,y)ER’: y=b} 5

Assim, o0 eixo dos xx corresponde a reta de equacao
y=0.
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Bissetriz dos quadrantes impares

Por defini¢ao, a bissetriz dos quadrantes impares é uma
reta que divide os 1.° e 3.° quadrantes em angulos geo-
metricamente iguais. Todos os pontos dessa reta tém
abcissa e ordenada iguais.

Assim, a bissetriz dos quadrantes impares é definida
pela equacao cartesiana y=x.

{(x.y)ER*: y=x}

Bissetriz dos quadrantes pares

De forma andloga, a bissetriz dos quadrantes pares é
uma reta que divide o 2.° e 4.° quadrantes em angulos
geometricamente iguais. Neste caso, e conforme aima-
gem ao lado, todos os pontos dessa reta tém abcissa
simétrica da ordenada.

Assim, a bissetriz dos quadrantes pares é definida pela
equacao cartesiana y=—x:

{(x.y)ER*: y=—x}
De uma forma geral, e recordando o que aprendeste no
9.° ano, uma reta tem equacao cartesiana dada por:
y=ax+b, com a, beR

Em que b é aordenada naorigeme a o declive.

( Exemplo 16 )

Considerando os pontos A(2, 1) e B(3, -2),
a equacao da reta que passa pelos dois pontos
é dada por:

* Determinacédo de a

1-(=2)_1+2 _
a=—5_3 ——7 -3

* Determinacao de b
y==—3x+b—1=-3%x2+b &
& 1=-6+b & b=7
Logo,
y=—3x+7

1.3. Geometria analitica no plano

v

y=-x
A
y
y=ax+b
b
x:

~

Recorda:

Dados dois pontos

Axi, 1) e B(x,, ¥,), a
equacgao dareta AB é

dadapor y=ax+b, onde

. a:u é o declive

2 1
* b éaordenadana

origem.
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1. Geometria

' Exercicios

Q Manusl @ Considera um referencial Oxy e oponto A(-3, 2).

N, Escreve a equacao cartesiana da reta que passa por A e é:
Distancia entre 2 .

pontos no plano 40.1. paralela ao eixo dos xx;

] M|

40.2. paralela ao eixo dos yy.

@ Num referencial o.n., considera os seguintes pontos:
A(2,1); B3,-2); C(-1,3); D(2,-3) e E(0,3)

41.1. Indica, justificando, dois pontos que:
a) pertencam a uma reta paralelaa Ox;
b) pertencam a uma reta perpendiculara Ox.

41.2. Consideraoponto P(1+2k, k+4), com k€ER.
Determina os valores de k, tais que:
a) P corresponda ao ponto C;
b) P pertenca a bissetriz dos quadrantes pares;
c) P pertenca ao 4.° quadrante;
d) P pertenca a reta que passa por A e seja paralela ao eixo das ordenadas.

41.3. Determina a equacao da reta que passa pelos pontos:
a)BeC
b) CeD
c)Ee A

—

1.3.2. Distancia entre dois pontos no plano

Num plano, considera um referencial o.n. Oxy e dois pontos A e B, cujas coordena-
das sdo, respetivamente, (x,, ya) € (X5, Ys)-

Como poderemos calcular a distancia entre os pontos A e B?

* No caso de os pontos se encontrarem numa reta vt
horizontal, percebemos facilmente que:
- A B
d(A, B):AB=|XB_XA| Ya=YsT """ T
) X Xg X
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1.3. Geometria analitica no plano

* No caso de os pontos se encontrarem numa reta v
vertical, de forma analoga: Ve B
d(A, B)=AB=|yz—yi|

Repara que:

la—bl=1|b-al

Ib—al’=(b-a)’
Yat------- » A
O] Xp=Xg X

* Nos restantes casos, repara que os pontos A e B podem ser considerados

como vértices do tridangulo retangulo [ABC], sendo AB a hipotenusa desse
tridngulo.

Assim, aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que:
AB =AC +BC = (X0 = X5) + (Va — Vo)’
De onde se conclui que:

d(A, B)=AB=\/(x,— X5)’ + (Vo — V)’

Distancia entre dois pontos no plano

Dado um referencial o.n. Oxy, a distancia entre dois pontos A (x,,y,) € B(Xz, ¥z)
é dada por:

d(A, B) =\/(XA —XB)Z"' (Ya _.VB)Z

( Exemplo 17 )
Dados os pontos A(3, —2) e B(-4, 2), temos que:
d(A, B =\B - (=4 +(-2-2"=y@+4 +(- 4=

=V7?+(-4)=
=v49+16 =65

63



1. Geometria

' Exercicios
Q dksl @ Para cada um dos seguintes pares de pontos, determina a distancia entre eles.
N, Apresenta, sempre que possivel, o resultado na forma avb, com a=1.
Ponto médio de
um segmento de 42.1. A(—3, —2) e 3(1,4) 42.2.C(7, 1) e D(O, 2)
reta
423.£(3,-2)e F(1,2) 42.4.G(0,0) e H(-2,-4)
@ No referencial o.n. Oxy ao lado, considera os yﬂ
pontos A, B e C, vértices de um tridngulo.
4. ,,,,,,,,,,,,,,,,
43.1. Indica as coordenadas dos trés vértices do
triangulo. 37
43.2. Determina: 21
a) d(A, B) b) d(B, C) 11
c) d(A, C)
. o of 1 2 3 X
43.3. O triangulo [ABC] é retangulo? w
. B GGGEEEEEFEEEEEES
Justifica a tua resposta. C

—

1.3.3. Ponto médio de um segmento de reta

O ponto médio, ponto M, de um segmento de reta [AB] corresponde ao ponto
que divide esse segmento de reta em dois segmentos de igual comprimento.

Numa reta numérica, considera dois pontos distintos A e B, com abcissas, respeti-
vamente, x, e Xxgz.

Qual é aabcissa, m, do ponto médio M do segmento de reta [AB]?

Temos de considerar duas situacodes.

1.°caso:se x,<Xxg 2.°caso:se X, >Xg

A M B B M A

x4 ' Yo Xg ' X, g
Por definicdo, MA=MB. Por definicdo, MB=MA .
Logo, Logo,
M—X,=Xg—M & 2M=Xg+X, M—Xg=X,—M <& 2M=X,+Xg
& 2m=x,+X Xp+X

A A <:> m= A B
X+ Xp 2

& m= 5
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1.3. Geometria analitica no plano

Numa reta numérica, dados dois pontos A e Bde abcissas x, e x5, respetiva-
mente, a abcissa do ponto M, ponto médio de [AB], éigual a:

Xp+ Xp

2

Agora, considera um referencial o.n. Oxy .

A
y

Y51
Ym
YaT

'B

»
»

1
I
I
1
I
I
1
I
I
;
Xg X

Sejam A e B dois pontos de coordenadas (x,, y,) € (x5, ¥s). respetivamente, e M

o ponto médio de [AB].

De modo semelhante podes concluir que as coordenadas do ponto M sdo dadas em

XatXpg YatVys

funcao das coordenadas de A e de B por ( 5

P ) , como sugere a figura.

Num referencial o.n. Oxy, dados dois pontos A (x,, y,) € B (xg, yz), as coor-

denadas do ponto médio M sdo dadas por:

M <xA+xB Ya +YB>

2 2

' Exercicios

@ Determina as coordenadas do ponto médio dos seguintes pares de pontos.

441. A(-3,-2) e B(1, 4)
44.2.C(7,1) e D(0, 2)
443.E(3,-2)e F(1, 2)
44.4.G(0,0) e H(-2,-4)

@ Considera os pontos A(-3,-2) e B(1, 4).

Quais deverao ser as coordenadas de um ponto C tal que B seja o ponto médio

de [AC]?

CVMAA10-5
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g Manual
Interativo
Video
Equacao
cartesiana da
mediatriz

1. Geometria

1.3.4. Conjunto de pontos do plano definidos por condicoes

Mediatriz de um segmento de reta

A mediatriz de um segmento de reta [AB] é o conjunto de pontos equidistantes

(2@ mesma distancia)de A e B.

Também podemos definir a mediatriz de um seg-

mento de reta como a reta que passa no ponto -

médio do segmento e Ihe é perpendicular.

Vejamos como aplicando a definicdo podemos
definir através de uma equacdo cartesiana
todos os pontos que pertencem a mediatriz do
segmento de reta, ou seja, a equacao carte-
siana da mediatriz.

.- ~

. ~

Num referencial o.n. Oxy, sejam A(-2,3) e B(2,-1).

Seja P(x, y) um ponto qualquer da mediatriz.

Assim, por definicao:

_______

PA=PB & \/(x—(— 2))2+(y—3)2:\/(x—2)2+(y—(—1))2

Portanto,
(= (=2 +(y-3 =(x-2"+(y-(-1)" &

& G+2+ (-3 =(x -2 +(y+1)

& X HAx+4+y —6y+9=x"—4x+4+y +2y+1
& 4x—-6y+13=—4x+2y+5

& —-6y—2y=—4x-4x-13+5

& —8y=-8x-8

JEN y=_—8)é—8

& y=x+1

Provou-se que qualquer ponto P(x, y) pertence a me-
diatrizseesdse y=x+1.

Assim, diz-se que a mediatriz de [AB] é definida pela
equacao cartesiana:
y=x+1
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A(-2,3)

N W

y=x+1
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1.3. Geometria analitica no plano

Equacao cartesiana da mediatriz
Sejam A e B dois pontos e [AB] o segmento de reta por eles formado.

Manual
Seja P(x, y) um ponto que pertence a mediatriz de [AB]. e Interativo

Video
Mediatriz de um
segmento de
reta:
propriedades

' Exercicio

A equacio da mediatriz do segmento de reta [AB] é definida por PA=PB.

@ Num referencial o.n. Oxy, sejam A(-3,1) e B(0, —1).
Determina a equacao cartesiana da mediatriz do segmento de reta [AB].

Semiplanos
Num plano, consideremos um referencial o.n. Oxy .

* Seja r umareta vertical, de equacdo x=a, a€R.

A reta divide o plano em dois semiplanos, que podem considerar-se abertos ou
fechados dependendo da inclusdo ou ndo dareta r.

Semiplano fechado a esquerda dareta r | Semiplano aberto a esquerda dareta r

A A
y y

x<a x<a

v
v

O semiplano corresponde ao conjunto de | O semiplano corresponde ao conjunto de

pontos: A={(x, y)ER’: x<a} pontos: A={(x, y) ER’: x<a}
Semiplano fechado a direita dareta r Semiplano aberto a direita dareta r
YA YA
x>a x>a
a > = rd

O semiplano corresponde ao conjunto de | O semiplano corresponde ao conjunto de
pontos: A= {(x, Y)ER?: x> a} pontos: A= {(x, y)ER?: x>a}
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1. Geometria

Manual

Interativo
Video
Semiplanos

Semiplano fechado inferior da reta s

LR A

y

v

y<b

O semiplano corresponde ao conjunto de
pontos: A={(x,y)ER’: y<b}

* Seja s uma reta horizontal, de equacdo y=b, beR.

A reta divide o plano em dois semiplanos, que podem considerar-se abertos ou
fechados, dependendo dainclusdo oundo dareta s.

Semiplano aberto inferior dareta s

A
y

v

y<b

O semiplano corresponde ao conjunto de
pontos: A={(x, y)ER’: y<b}

Semiplano fechado superior dareta s

A

v

O semiplano corresponde ao conjunto de
pontos: A={(x,y)ER*: y>b}

( Exemplo 18 )

Considera os semiplanos definidos
por:

A={(x,y)ER*: x<3}
B={(x.y)ER*: y>-1}

68

Semiplano aberto superior dareta s

O semiplano corresponde ao conjunto de
pontos: A={(x, ) ER*: y>b}

RECORDA

Intersecao:

A N B-este conjunto tem todos os
elementos que pertencem
simultaneamentea A ea B.

Reuniao:

AU B-este conjunto tem todos os
elementos que pertencema A oua B ou
aambos.

J




1.3. Geometria analitica no plano

Vamos representar no plano os conjuntos A, B, ANB e AUB.

A

B

Manual
Interativo

Exercicio
Representar
semiplanos
usando
condicdes

ANB

A intersecao de conjuntos esta
associada a conjungao de condicdes

ANB={(x,y)ER*: x<3Ay>-1}

[ »

' Exercicios

@ Considera os conjuntos:
A={(x,y)ER’: y>1}
C={(x.y)ER*: y<2}

1 2 3 456 7 x

AUB

A reuniao de conjuntos esta associada a
disjuncao de condicdes

AUB={(x,y)ER*: x<3Vy>-1}

B={(x,y)€ER*: x<-2}
D={(x.y)ER’: x>-3}

Representa geometricamente os seguintes conjuntos:

471. A

47.2. D

473. ANC

47.4. BUD

47.5. ANCNnBND
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Manual

Interativo
Exercicio
Identificar

inequacdes de
semiplanos

1. Geometria

@ Em cada situagao, seleciona a condicao que corresponde ao conjunto de pontos

representado a sombreado na figura.

v

A A
y y
0 2 >
: 0 1f 2
(A) x<2 (A) x<1TAXxL3
(B) x<2 (B) x>1Ax<3
(C) y>2 (C) x>1Ax>3
(D) x>2 (D) y>1Ay<3

(A) x<-2Vx>2
(B) x<-2Vvx>2
(C) x<-2Ax>2
(D) y<—-2Ay>2

* Seja t umaretade equacdo y=ax+b, com a, belR.

A reta divide o plano em dois semiplanos, que podem considerar-se abertos ou
fechados dependendo da inclusdo ou ndo dareta t.

Semiplano fechado inferior a reta t Semiplano aberto inferior areta t

A A p
y y y

v
\
v

y=ax+b X

y<ax+b e y<ax+b

Semiplano fechado superior a reta t

A A 'l
y y 2

y>ax+b y>ax+b

y=ax+b

’
’
’
'
»
>

v
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1.3. Geometria analitica no plano

( Exemplo 19 )
Conjunto de pontos de IR* definidos Conjunto de pontos de IR* definidos
pela condicdo y<—2x+3. pela condicdo y<tx—2Vx>1.

=2

4

' Exercicio

@ Define por uma condicao o conjunto de pontos
(regido colorida) representado no referencial o.n.
ao lado.

1.3.5. Circunferéncia e circulo

Uma circunferéncia corresponde ao conjunto de pontos equidistantes de um
ponto fixo, no mesmo plano, ao qual designamos por centro da circunferéncia.

Numa circunferéncia, todos os pontos se encontram a mesma distancia (medida do
raio) do seu centro. Portanto, para definir uma circunferéncia basta conhecer o seu

raio e o seu centro.

Num referencial o.n. Oxy, consideremos a circunferén- y P(xy)
ciaderaio r ecentro C(a, b). o by

Seja P(x, y) um ponto qualquer da circunferéncia.

Assim, por defini¢cao:
PC=r < \/(x—a)2+(y—b)2:r
= (x-a) +(y-b)y’=r’
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1. Geometria

A circunferéncia de raio r e centro C(a, b) é definida pela equacio cartesiana:

gManual (X—a)2+(y—b)2:r2

Interativo

Video
Lugares
geomeétricos:

i ( Exemplo 20 ) 4

s

Consideremos a circunferéncia de raio 5 e centro

C(-2,3).

A equacdo cartesiana da circunferéncia é dada por: c 3
(x=(=2) +(y-3/°=5" <

& (x+2)°+(y-3)°=25 -2 |0 g

' Exercicios

@ Considera uma circunferéncia de raio 1 ecentro C(1,-1).
Indica a equacao cartesiana da circunferéncia.

@ Considera os pontos A(-3,1) e B(0, - 1).
Determina a equacao cartesiana da circunferéncia:

51.1. se A é o centro da circunferéncia e B é um dos pontos da circunferéncia;

- 51.2. se [AB] é um didmetro da circunferéncia.

Num referencial o.n. Oxy, consideremos a circunferéncia de raio r e centro C(a, b),
que divide o plano em dois conjuntos de pontos:

* ospontos P(x, y), taisque d(P, C)<r —circulo de centro C eraio r;

* os pontos P(x, y), taisque d(P, C)>r —"exterior" da circunferéncia de
centro C eraio r.

V.

Circulo . ) Coroa circular
Exterior do circulo

x-a)’+(y-b)’<r? x-a’+(y-b’>r* r’<x-a’+(y-b)’<R
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' Exercicio

1.3. Geometria analitica no plano

@ Observa os referenciais onde se representam superficies planas. Para cada caso

identifica a condicdo dos pontos P(x, y) que os define.

(A) (x=1)°+(y—-1)">4 (A) -1 +y*<TAx>—1
(B) (x— 1’ +(y-1)> (B) x*+(y+1°<1Ax>—1
(C) x—1)°+(y—-1)7°>4 (©) G+ 1)’ +y°<TAx>—1
(D) (x—1)*+(y-1)°< D) x+ 1)’ +y°<TAy>—1

(A) (x-1) +(y—-2 2

(B) (x—1)*+(y-
(©) (x—1)’+(y-
(D) (x—1)*+(y -

22

)
2)?
)

-2y

>4
>4
>2
<4

P ~

Ax=1)7+

Ax—=1)7° +(y-
Ax=1)7 +(y -

Ax=17+(y -

,,,,,,
Y

-
~~~~

- o

73




1. Geometria

1.3.6. Resolucao de problemas

C Exemplo 21 )

O jardineiro da Camara Municipal do Sal vai A
preparar um canteiro no Jardim Botanico
Viveiro.

Ele tem de construir um canteiro com forma
quadrangular, com uma circunferéncia inscrita,
conforme aimagem ao lado.

v

Teve acesso a um referencial o.n. onde estava ©
representado o canteiro. A unidade usada no

referencial corresponde ao metro.

Deram-lhe a indicacao das coordenadas dos pd

pontos A(-6,8) e C(-1, —3).

O jardineiro necessita de algumas informacdes
para construir 0 canteiro:

1. Qual é o comprimento do lado do quadrado?
2. Qual é o centro da circunferéncia?

Resolucao

1. O segmento de reta [AC] corresponde a diagonal do quadrado e forma com os lados
[AB] e[BC] um triangulo retangulo, onde AB=BC.

Determinemos AC=d (A, C).

d(A, O=V(-6-(-1)"+(8-(-3)"=(-6+17+(8+3) =
~V(=5)+ (11" = V25 + 121 = V146

[AC] é a hipotenusa do triangulo [ABC] e AB=BC=x.
Aplicando o Teorema de Pitagoras, vem:

(V146) =x?+x* < 146=2x> < T3=x> < x=173 ~854

Entao, o lado do quadrado sera aproximadamente de 8,54 m.

2. Como a circunferéncia se encontra inscrita no quadrado, entio o centro da
circunferéncia coincide com o ponto médio da diagonal do quadrado, neste caso, [AC].

(—6+(—l) 8+(—3)>=<_7 5>

2 2 22

O centro da circunferéncia tem de coordenadas C <— % %) .
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1.3. Geometria analitica no plano

( Exemplo 22 )

A televisdo tem passado por uma verdadeira revolucdo em termos de
qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Muita dessa
transformacao aconteceu devido a conversao do sinal analégico para o sinal
digital.

No entanto, ainda ha localidades que ndo tém acesso a essa nova tecnologia.
Uma emissora de televisao pretende instalar uma nova torre de transmissao,
que envie sinal as antenas A, B e C, que ja existem em trés localidades.
As localizacdes das antenas estao representadas num plano cartesiano:
Y(km)A:::::::::
TO[
G0
T A
e R A R
i s o o S
e e o
e e

70 20 30 40 50 60 70 80 90 x (km)

De forma a maximizar a transmissao, a torre deve estar situada num local
equidistante das trés antenas.

Quais deverao ser as coordenadas do local ideal para a constru¢éo da torre?

Resolucao
As coordenadas das antenas sido: A (30, 20); B(70, 20); C(60, 50).
A torre deve ficar equidistante das trés antenas, logo, tem de ficar localizada:
- na mediatriz do segmento de reta [AB];
« na mediatriz do segmento de reta [AC];

- na mediatriz do segmento de reta [BC].

Estudemos as equagdes das mediatrizes de cada segmento de reta.

« Mediatriz do segmento de reta [AB]

PA=PB < \/(x—30)+ (y - 20)* =4/(x = 70"+ (y — 20)’
= (x-30)"+ (y - 20)"=(x — 70)" + (y — 20)*
& x*—60x+900+y” — 40y + 400 = x* — 140x + 4900 + y* — 40y + 400

< 80x=4000
& x=50
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1. Geometria

» Mediatriz do segmento de reta [AC]

PA=PC < \/(x— 700+ (y — 20)* =/(x - 60)* + (y — 50)”
= (x=70)’+ (y - 20)*=(x — 60)* + (y — 50)°
& x> —140x+4900 +y” — 40y + 400 = x* — 120x + 3600 + y* — 100y + 2500

& 60y=20x+800
& 3y=x+40

Como o ponto tera de pertencer a mediatriz de [AB], dada por x=50, e a mediatriz
de [AC], dada por 3y=x+40, o ponto corresponde ao ponto de intersecio das duas
mediatrizes.

Logo, para x=50, temos: 3y=50+40 < 3y=90 < y=30.

Portanto, a torre devera ficar localizada no ponto de coordenadas (50, 30).

' Exercicios

@ No referencial o.n. Oxy estao representados uma circunferéncia de centro C, que
passa na origem do referencial, e um segmento de reta [AB], com A(0, 4) e B(4,0).

Os pontos M e C sao pontos médios de [AB] e A
[OM], respetivamente.

44
53.1. Determina as coordenadas do ponto M.

53.2. Determina a equacdo da mediatriz de [AB].

53.3. Determina a equacao da circunferéncia.

53.4. O ponto C pertence a mediatriz [AB] ? Justifica.

53.5. Quais as coordenadas de intersecdo da
circunferéncia com os eixos coordenados?

@ No referencial o.n. Oxy, estdo representados dois
circulos tangentes entre si.

N W S

Um dos circulos, com centro A(1, 1), é também
tangente ao eixo das ordenadas. O outro circulo, de 1 B
centroem B, tem o dobro do raio do primeiro.

Os centros dos circulos pertencem a uma reta Of 1 238 4 576
paralela ao eixo Ox. ol

54.1. Determina a equacéo da circunferéncia de centroem A.

54.2. Escreve uma condicao que defina a regido sombreada da figura, incluindo a
fronteira.
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@ No referencial o.n. Oxy, considera o paralelogramo

—

1.3. Geometria analitica no plano

»
»

[ABCD]. Sabemos que:

e o ponto D tem coordenadas (0, 6);

* areta AB é definida pela equacdo y=—x+2;

* o ponto B é o ponto de intersecao dareta AB
como eixo Ox.

55.1. Define o paralelograma por uma condicéao.

of »/ o/

C
;\
x'

55.2. Determina a rea do paralelogramo.

55.3. Determina o perimetro do paralelogramo.

Um jogo pedagdgico utiliza uma interface algébrico-matematica. O jogador deve
eliminar os pontos do plano cartesiano, clicando sobre eles, mas seguindo
trajetédrias, previamente programadas, que passem pelos pontos escolhidos.

A
y
5
4A B
3
2E D
1
c

012345 6x

A interface permite definir as trajetérias recorrendo a equacao cartesiana de uma
reta ou de uma circunferéncia.

Caso o ponto seja eliminado por meio da equacao de uma circunferéncia, cada
ponto, diferente da origem, eliminado vale 2 pontos.

Caso o ponto seja eliminado por meio da equacao de uma reta, cada ponto,
diferente da origem, eliminado vale 1 ponto.

56.1. Pretende-se eliminar o ponto A. Estuda cada uma das trajetérias para verificar
se elimina o ponto A e quantos pontos se obtém.

a) x=0

b) y=0

c) X’+y’=16

d) X’ +(y-2)7°=4

e) x—2 +(y-2)°=8

56.2. Indica uma equacao que te permita eliminar o ponto E.
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1. Geometria

78

Referencial ortonormado
* Tem eixos perpendiculares — ortogonal .

* Tem eixos com unidade de medida igual -
monométrico.

No eixo das abcissas todos os pontos tém 5 a5 12

ordenada zero: y=0.

No eixo das ordenadas todos os pontos tém

abcissa zero: x=0.

Eixo das

Ordenadas

A

&ly)

2./ Quadrante

b w & o<

.° Quadrante

Orjgem dio Eixo das

Abcissas
»n

10l h 2 Bl 5 &

»

3.f Quadrante

4.° Quadrante

1.° quadrante | Abcissa e ordenada positivas. x>

2.° quadrante | Abcissa negativa e ordenada positiva. | x<

3.° quadrante | Abcissa e ordenada negativas. x<

4.° quadrante | Abcissa positiva e ordenada negativa. | x>

Equacoes de retas

* Retas paralelas

X=a

* Retas paralelas
ao eixo das
abcissas — Retas
horizontais

y=>b

0OAy>0
OAy>0
0Ay<O

0OAYy<O

P(a, b)

[\
=

ao eixo das y

ordenadas - bt--- P (a. b)

Retas verticais o T %
y

* Bissetriz dos
quadrantes
impares

y=x /‘ rie

* Bissetriz dos
quadrantes pares

y=-x

Equacdo cartesianadareta: y=ax+b, com a, bER.

Em que b é aordenadanaorigeme a o declive.

Sejam A(x,, y4) € B(xz, ys) dois pontos do plano.

Distancia entre dois pontos no plano: d(A, B) =1/(x, — x)° + (Va — ¥5)°

) '

Coordenadas do ponto médio: M <

YA"'YB)
2

Equacao da mediatriz do segmento de reta [AB]:

(x - )CA)2 +(y - YA)2 =(x— xB)z +(y - YB)2



Inequacgdes de semiplanos

1.3. Geometria analitica no plano

Semiplano Semiplano Semiplano Semiplano
fechado aberto fechado aberto
aesquerda a esquerda adireita adireita
x<a x>a E x>a
i
i
a x a X ai X
[}
|
Semiplano Semiplano Semiplano Semiplano

fechado inferior

aberto inferior

fechado superior

aberto superior

yu yA
b y>b
b
B X
y<b *
Semiplano Semiplano Semiplano Semiplano

fechado inferior

aberto inferior

fechado superior

aberto superior

A equacao cartesiana da circunferéncia de centro (a, b) eraio r é dada por:

x-a)’+(y-b)l’=r

o ©

Exterior do
circulo

x-a)’+(y-b)’>r* r<x-a’+(y-b)’<R?

Circulo Coroa circular

x-a)’+(y-b)’<r
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1. Geometria

Num referencial o.n. Oxy, considera A
os pontos A e B.

1.1. Indica as coordenadas dos 3
pontos A e B.

1.2. Determina o ponto médio do )
segmento de reta [AB]. =2 &

1.3. O segmento de reta [AB] é o lado
de um triangulo is6sceles, em que
AC=BC.

Determina as coordenadas do ponto C,

sabendo que C temabcissa —2.

Para um certo valor de w real, o ponto de coordenadas (-2, w—4)
pertence a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes pares.

Indica, justificando, o valor de w.

Representa em referenciais 0. n. o conjunto dos pontos do plano que
satisfazem cada uma das seguintes condicoes:

3.1. x=-2 3.2. x<2 3.3. y=0
3.4. 1<x<5 3.5.0<y<7 3.6. x>5Vy>3
3.7. x>5ANy>3 3.8. x+y>0

Representa por uma condi¢ao a regidao sombreada nas figuras seguintes.

4 A
41. y A 4.2, y

v

¢
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1.3. Geometria analitica no plano

Determina as coordenadas, no plano, do ponto médio dos pontos A(1, 5) e
B(0,-2).

Considera, num referencial o.n. Oxy, os pontos C(2,—1) e D(4, 6).

6.1. Determina a distanciaentre C e D.

6.2. Determina a equacao reduzida da mediatriz de [CD].

Determina o raio e as coordenadas do centro da circunferéncia definida,
num referencial o.n. Oxy, por:

2y’ +16y+2x> — 12x=—46
No referencial o.n. Oxy da figura esta representada uma circunferéncia de
centroem C(2, — 1), tangente ao eixo Oy.
8.1. Escreve uma equacao da circunferéncia.

8.2. Determina a ordenada do ponto A, de abcissa 1, pertencente a
circunferéncia.
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Manual

Interativo
Video
Referencial

cartesiano no
espacgo

1. Geometria

1.4. Geometria analitica no espaco

1.4.1. Referenciais cartesianos ortonormados do espaco

A posic¢ao de um ponto no plano fica definida por um par ordenado de niumeros reais
(x. y) —as coordenadas do ponto.

Contudo, no espaco, essa informacao nao é suficiente para indicar a posicao de um
ponto nele situado. O espaco tem trés dimensoes, pelo que é necessario introduzir
um terceiro eixo ao referencial cartesiano. Sera o eixo Oz, o eixo das cotas.

Assim, num referencial cartesiano no espaco, temos:
* Ox como eixo das abcissas;
* Oy como eixo das ordenadas;
* Oz como eixo das cotas;
* Ox, Oy e Oz como eixos coordenados.

Os trés eixos sao também perpendiculares entre si (referencial ortogonal) e considera-
-se a mesma unidade de comprimento nos trés eixos (referencial monométrico).

A
z
Eixo das 21
cotas
14 " Eixo das
- ordenadas
i aTT====" Q - T T =
-1 :0 1 2 Yy
Y
i Eixo das
abcissas
i L

A cada ponto do plano corresponde um terno ordenado de numeros reais.
Um ponto P no espaco representa-se pelas coordenadas: P(x, y, 2).

Ao espaco, conjunto de todos os ternos ordenados de numeros reais, designa-se
3
por IR™:

R°={(x.y.2):x,y, zER}

Estabelece-se, assim, uma correspondéncia entre o conjunto de pontos do espaco
3
e R°.
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1.4. Geometria analitica no espaco

( Exemplo 23 )

No referencial o.n. abaixo, encontras marcados os pontos P(- 1, 2, 3),
QO,-1,2)e R(2.,1,-2).

A
V4
31 P(-123)¢
Q(0,-1,2)---2 '
L
! - )
[ P R 1 >
3 2 -1 .1 2 3y

Pontos dos eixos coordenados
Observa o referencial na figura abaixo.

* O ponto A encontra-se no eixo das abcissas, logo A(3, 0, 0).
Todos os pontos do eixo das abcissas tém ordenada e cota iguais a zero:
(x,0,0).

* O ponto B encontra-se no eixo das ordenadas, logo B(0, 1, 0).
Todos os pontos do eixo das ordenadas tém abcissa e cota iguais a zero:

0.y, 0).

* O ponto C encontra-se no eixo das cotas, logo C(0, 0, - 1).
Todos os pontos do eixo das cotas tém abcissa e ordenada iguais a zero:
(0,0, 2.

A
z

2

|
-

e @ —————

|
N

X

* Se considerarmos todos os pontos que tém cota zero, estamos a referir-nos ao
plano que contém os eixos coordenados Ox e Oy, ou seja, 0 plano coordenado
xOy.
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1. Geometria

* Se considerarmos todos os pontos que tém ordenada zero, estamos a referir-
-nos ao plano que contém os eixos coordenados Ox e Oz, ou seja, o plano
coordenado xOz.

* Se considerarmos todos os pontos que tém abcissa zero, estamos a referir-nos
ao plano que contém os eixos coordenados Oy e Oz, ou seja, o plano
coordenado yOz.

Repara que os planos coordenados divi-
dem o espago em oito partes que se de-
signam por octantes.

A cada ponto P do espaco corresponde
um, e um so, terno ordenado de nimeros
reais.

' Exercicios

@ Considera o prisma representado no referencial o.n. abaixo e os seguintes ternos
ordenados.

Associa cada vértice do prisma ao terno ordenado que representa as suas
coordenadas.

(3,0,3) A
(0,0,0)
(3,0,0)
(0, 2,3)
(3,2,3)
(0,0,3)
(0,2,0)
(3.2,0

@ A que eixo ou plano coordenado pertence cada um dos seguintes pontos:

58.1. A(0, 0, 3) 58.2. B(0, -2, 0) 58.3.C(-3,0,0)
58.4.D(-1,0,3) 58.5. £(0, -5, 3) 58.6. F(—1,-3,0)
58.7. 0(0,0,0)
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1.4. Geometria analitica no espaco

@ Considera um referencial o.n. Oxyz eoponto P(a+1, a-1, a>-1).

Determina o valor de a, tal que:

59.1. P pertence ao eixo Oy;

59.2. P pertence ao plano xOz.

N—

1.4.2. Equacao de um plano

Planos coordenados

Num referencial o.n. Oxyz, conforme ja vimos, podemos encontrar trés planos coor-
denados. Cada um deles pode definir-se pela condicao que é comum a todos os seus

pontos.

Plano horizontal xOy

Plano vertical yOz

Plano vertical xOz

Todos os pontos tém
cota nula, da forma

(x,y.0).

{(x.y.2)€R’: z=0}

Este plano é definido pela
condicédo z=0.

Todos os pontos tém
abcissa nula, da forma

0.y, 2.

{(x.y,2€R®: x=0}

Este plano é definido pela
condicdo x=0.

Todos os pontos tém
ordenada nula, da forma
(x,0,2.

A
z

{(x.y.2€R’: y=0}

Este plano é definido pela
condicédo y=0.

Também os eixos coordenados podem ser definidos por meio de condicdes. Bastara,
para tal, pensar que cada um dos eixos € a intersecao de dois planos coordenados.

O eixo Ox é aintersecao dos planos coordenados xOy e xOz:

{(x, y.2)ER’: y=0/\z:0}

O eixo Oy é aintersecao dos planos coordenados xOy e yOz:

{(x.y.2€R*: x=0AZz=0}

O eixo Oz é aintersec¢ao dos planos coordenados yOz e xOz:

{(x.y,2€R*: x=0Ay=0}
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1. Geometria

Planos paralelos aos planos coordenados

Seja Oxyz um referencial o.n..

Manual
Interativo

Um plano é paralelo Um plano é paralelo Um plano é paralelo
Video
Equacdes de a xOy a xOz a yOz
planos paralelos
B Todos os pontos do plano | Todos os pontos do plano | Todos os pontos do plano
coordenados tém a mesma cota c, tém a mesma ordenada b, | témamesma abcissa a,
Dl com ceR. com beR. com a€R.

A
z

v

A y
{(x.y.2€R’: z=c } {(x.y.2€R’: y=b} {(x.y.2)€ER’: x=a}

' Exercicio

@ Num referencial ortonormado Oxyz, considera o cubo [ABCDEFGH] de faces
paralelas aos planos coordenados, em que a origem do referencial coincide com o
centro da base do cubo [ABCD]. A medida da aresta do cubo é 4.

A
z

G F

60.1. Indica as coordenadas dos vértices do cubo.

60.2. Escreve uma condicao que represente o plano que contém a face do sdlido:

a) [ABCD] b) [ABFE]
c) [EFGH] d) [ADHE]
e) [BCGF] f) [CDHG]

86



1.4. Geometria analitica no espaco

1.4.3. Equacoes de retas paralelas aos eixos

Seja Oxyz um referencial o.n..

Interativo

Manual
Dados trés numeros reais a, b e c €IR, consideremos trés planos «, 8 e y, defi- e
nidos, respetivamente, pelas equacdes z=c, y=b e x=a. UL

Equacdes
cartesianas de
retas paralelas a
um dos eixos

Reta paralelaa Ox

Seja r aretaresultante dainteragcado dos planos o e 3. A y=bAaz=C

Repara que areta r é paralelaa Ox e constituida pelo
conjunto de pontos definidos por:

{(x.y.2€R*: y=bAz=c} /
Areta r interseta o plano yOz no ponto (0, b, c). @

Areta r fica definida pelo seguinte sistema de equacdes cartesianas:

y=bAz=c
Reta paralelaa Oy
Seja s aretaresultante da interagcdo dos planos o e 7v. A
Repara que areta s € paralelaa Oy e constituida pelo P el
conjunto de pontos definidos por: Tz =aAz=c,
3, 5.0 y
{(x, y,.z2)ER”: x=a/\z=c}
=a
.

Areta s interseta o plano xOz no ponto (a, 0, ¢).
Areta s fica definida pelo seguinte sistema de equacdes cartesianas:

xX=a/Nz=cC

Reta paralelaa Oz
Seja t aretaresultante da interacdo dos planos 8 e y. 2

Repara que areta t é paralelaa Oz e constituida pelo
conjunto de pontos definidos por:

{(x.y.2€R*: x=any=b}

Areta t interseta o plano xOy no ponto (a, b, 0).

A reta t fica definida pelo seguinte sistema de equa-
¢coes cartesianas:

x=aAy=b
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1. Geometria

' Exercicio

QM?Q%?!VO @ Num referencial ortonormado Oxyz, considera o o4

cubo [ABCDEFGH] de faces paralelas aos planos G E
Vid . . T ——
Distancia enre coordenados, em que a origem do referencial
dois pontos no coincide com o centro da base do cubo. H

espaco ;
A medida da arestado cubo é 9. |

61.1. Indica as coordenadas dos vértices do cubo.

61.2. Escreve uma condicdo que represente a reta: e y

a) AB b) CD c) FB D / A

61.3. Escreve uma condicdo que represente o
segmento de reta:

a) [AB] b) [EF] c) [AD] d) [EA]

1.4.4. Distancia entre dois pontos no espaco

De forma analoga ao plano, é possivel determi- A
nar a distancia entre dois pontos no espaco. \

No espaco, considera um referencial o.n. Oxyz
e dois pontos A e B, cujas coordenadas séo,
respetivamente, (X4, Y. Z4) € (X5, Y5, Zg) -

Estudemos d(A, B).

Observa o esquema ao lado. Comecemos por
determinar d(A, C).

Por observacao da imagem, verificamos que os
pontos A e C tém abcissa e ordenada iguais, 7
sendo que as suas coordenadas so diferenciam

no valor da cota.

Assim, d(A, C) =z, -z .
Pensemos, agora,em d(C, B).
Os pontos B e C encontram-se num mesmo plano paraleloa xOy, com, c=2z5.

A distancia entre C e B pode ser calculada no plano xQOy .

d(C, B) :\/|C _xB|2+ lc —YB|2

Uma vez que os pontos A e C tém a mesma abcissa e a mesma ordenada, vem que:

d(C, B) =\/(XA - x5)2 +(Ya— yB)2
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1.4. Geometria analitica no espaco

Por fim, aplicando o Teorema de Pitdgoras [ABC], temos que:
AB' =BC +AC

— 2 M |

AB = (4= X +(Va—Ys) +(24—25) A o,

_2 E , .

AB =(x,— XB)2 +(Ya— YB)2 +(Z4— 23)2 Determinar a
distancia entre

LOgO, dois pontos no

espago

d(A, B)=AB= \/(XA - XB)2 +(Va— YB)2 +(Z4— 25)2

Distancia entre dois pontos no espaco
Dado um referencial o.n. Oxyz, a distancia entre dois pontos A (X4, Ya, Zs) €
B (xg, yg, z5) édada por:

d(A, B)=\/(xA—xB)z+ (YA_.VB)Z+ (ZA—ZB)2

( Exemplo 24 )

Dados os pontos A(3, -2, 2) e B(—4, 2, 0), temos que:

d(A, B=V(E-(-4)" +(-2-2"+2-0°=V(@3+47+(-47+2=
V771 16+4=49+16+4=/69

' Exercicio

Num referencial o.n. Oxyz, considera os pontos A(-2,0, 3), B(1,2,-3) e
c(-1,-2,2).
Determina:

___ 62.1.AC 62.2. BC 62.3. AB

1.4.5. Ponto médio de um segmento de reta

A determinacao das coordenadas do ponto médio de um segmento de reta no plano
pode estender-se, também, ao espaco.

Num referencial o.n. Oxyz, dados dois pontos A (x,, Ya, Za) € B (x5, Yz, 2Z5).
as coordenadas do ponto médio M sio dadas por:

M<XA+XB Yatys ZA+ZB>
2 2 7 2
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1. Geometria

C Exemplo 25 )
O i Sejam A(1,3, 0) e B(0,-3,-2).
Interativo As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo dadas por:
Video
thr]rt;)dn;idio <1+0 3+(—3) 0+(—2)>_<l 3-3 i)_(l 0 _1>
2 2 2 ) \2rTz2 2)7\2

pontos no
espaco

' Exercicio

@ Num referencial o.n. Oxyz, considera os pontos:
A(-2,0,3),B(1,2,-3)eC(-1,-2,2).

Determina o ponto médio de:

63.1. [AB] 63.2. [AC] 63.3. [BC]

—
1.4.6. Conjunto de pontos do espaco definidos por
condicoes

Plano mediador

Dados dois pontos A (x4, ¥a. Z4) € B(xs, ¥s. Z5) . considera o conjunto de pontos
P(x., y. z) que se encontram a mesma distanciade A e B, ou seja, equidistantes a

A e B.

P
!

. R .
M

-

Estes pontos encontram-se num plano perpendicular ao segmento de reta [AB],
passando pelo ponto médio de [AB].

Diz-se que é o plano mediador de [AB].

Qual sera a equacao cartesiana desse plano mediador?

Dissemos que os pontos P se encontram a mesma distancia de A e B, logo, a se-
guinte condicao permite-nos determinar a equacao do plano mediador:

PA-PB
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1.4. Geometria analitica no espaco

( Exemplo 26 )

No cubo ao lado, sabendo que A(2,2,0) e C(0, 4, 0),
o plano mediador, BDH, de [AC] é dado por:

Manual
Interativo
Videos
Plano mediador

PA=PC & \/(x 2% +(y-2)+(z-0)? :\/(x— 0)*+(y—4)’ +(z-0)?
Equagédo do

lano mediador

— \/(X - 2)2 + (y — 2)2 + Z2 = \/x2 + (y — 4)2 + Z2 ge um segmento

dereta

— (x=2+(y=2 +Z=x*+(y—-4)+Z7°

= X —A4x+4+y’ —Ady+4+2°=x*+y’ - 8y+16+7
— —4x+4y=8

—> y—x=2 -Equacéo cartesiana do plano mediador de [AC]

Conclui-se que todos os pontos do plano mediador pertencem ao conjunto:
{(x, y,2z) €R’: —x+y=2}

Assim, para x, y, z€ IR, um ponto que pertenca ao plano mediador tem de
satisfazer a condicdo y—x=2.

* Relativamente a cota, sabemos apenas que z€ IR, logo, neste caso, z pode
assumir qualquer valor real.

* X e y tém de satisfazer a condicdo y—x=2.
Assim, caso x=1, temos que:
y—-1=2 & y=3

Portanto, por exemplo, o ponto (1, 3, — 1) pertence ao plano mediador de [AC].

' Exercicio

@ Num referencial o.n. Oxyz, considerao
cubo de aresta 2, representado ao lado.

64.1. Indica as coordenadas dos vértices do
cubo, sabendo que D(0, 3, 0).

64.2. Determina o plano mediador de:
a) [AB]
b) [AC]
c) [HF]

\__64.3. Indica um ponto que pertenca ao plano mediador de [AB].
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Manual
Interativo
Video

Superficie
esférica e esfera

Eem

1. Geometria

Superficie esférica e esfera

Seja Oxyz um referencial o.n.. Consideremos uma es-
ferade centro C(a, b, c), deraio r.

Repara que, por definicao, a superficie esférica corres-
ponde ao conjunto de pontos que se encontram a
mesma distancia do centro da esfera. Essa distancia
corresponde ao raio da esfera.

Assim, qualquer ponto P(x, y, z) da superficie esférica encontra-se a uma distancia
r (raio) do centro da esfera. Logo,

dP,CO)=r & \/(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2:r = (x—a)2+(y—b)2+(z—c)2:r2

Portanto, diz-se que a superficie esférica de raio r e centro C(a, b, ¢) é definida
pela equacao cartesiana:

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2=r2

Ja aesferaderaio r ecentro C(a, b, ¢) corresponde a todos os pontos que se en-
contram na superficie esférica e no seu interior, ou seja, a distancia desses pontos é
menor ouiguala r.

Assim, diz-se que a esfera de raio r e centro C(a, b, ¢) é definida pela inequacao
cartesiana:

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2<r2

( Exemplo 27 )

Considera a esferaderaio 3 ecentro C(2, -1, 0).

A superficie esférica dessa esfera é definida pela seguinte equacao cartesiana:
-2+ - (=)’ +z-01=3 & x-2+(y+1)’+2°=9
O ponto (2, 2, 0) pertence a superficie esférica, pois:
(2-27+2+1)°+0°=9
Oponto (2, — 1, 1) nao pertence a superficie esférica, pois:
(2-2 +(=1+1)°+1°=0+0+1=1%9
Por sua vez, a esfera é definida pela seguinte inequacao cartesiana:
(x=22+(y+1)°+2°<9
Oponto (2, — 1, 1) pertence a esfera, pois:
2-2+(=1+1)*+1°=0+0+1=1<9
O ponto (2, 2, 2) nao pertence a esfera, pois:
(2-2°+(2+1)°+2°=0+9+4=13>9
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1.4. Geometria analitica no espaco

. Exercicios

@ Escreve a equacado reduzida das superficies esféricas:
65.1. decentro C(2,-1,-3) eraio 2;

65.2. de centro C(2, — 1, 3) e que passa peloponto P(0, 1, - 1).

@ Considera a seguinte superficie esférica definida pela equacao:
(x=5)+(y-27 +(@z-1)7>=5

66.1. Indica o centro e o raio da superficie esférica.

\__ 66.2. Oponto (5, 4, 2) pertence a superficie esférica? Justifica.

1.4.7. Resolucao de problemas

( Exemplo 28 )

Considera uma piramide quadrangular regular
[ABCDE], em que F é o centro da sua base
[ABCD].

Sabemos que, num referencial ortonormado Oxyz: B
*D(-6,0,-2)

*E(-3,3,1) C
*F(-21,-1)

1. Determina o volume da piréamide.

2. Determina a equacao do plano mediador de [EF], apresentando a resposta na
forma ax+by+cz+d=0, emque a, b, c e d €R.

Resolucao

1. Para determinar o volume da pirdmide quadrangular, necessitamos de conhecer:
« Aaltura FE
Dadoque E(-3,3,1) e F(-2,1,-1), vem:

FE=V(=3-(=2))’+(3-11+(1 - (=1))’

=\/(—3+2)Z+22+(1+1)2

=V(=1)*+2%+27
=V1+4+4=19=3
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1. Geometria

» As medidas da base
A base é um quadrado, logo AB=BC=CD=DA.
Sabemos que:
DF=\/(-6-(-2)"+(0-1/+(-2-(-1))’
=V(6+2 + (=1 +(=2+1)
V(=4 +1+(=1)
=V16+1+1=V18=3V2

Analisando a base da pirdmide, a base é um quadrado e

BD=2DF=2x3V2=6V2 A B

Agora, para determinar a medida da base, consideramos o tridngulo retangulo [DAB] e
aplicamos o Teorema de Pitagoras.

BD =AD +AB < (6v2) =x"+x’
& 72=2x" & x"=36

Entdo: x=V36=6

Por fim,

Vpirémide é Abase X h l (6 X 6) X 3 36

2. O plano mediador de [EF] é dado por:
PE=FF & \/(x—(—3))2+ (y=3)’+(z-1) :\/(x— =2)'+(y-1)’+(z= (1))

& Va+3 +(y-3)+z- D =y(x+2) + (y - 1) +(z+ 1)}
= @+3)'+(y-3)+Ez-1'=x+2 '+ (y-1)+(z+1)

& XH46x+9+y" —6y+9+2°—2z+1=x"+4x+4+y - 2y+1+2"+2z+1
& 6x—4x—-6y+2y—-2z-2z=4+1+1-9-9-1
& 2x-4y—-4z=-13

( Exemplo 29 )

Num referencial o.n. Oxyz, determina as coordenadas dos pontos de intersecao
da superficie esférica, de centro C(-3,2,0) eraio 5, como eixo Oy.

Resolucao

Comecemos por definir a equacgdo cartesiana da superficie esférica:
(x=(=3)*+(y-2)"+(z-0) =5

(x+3)°+ (y- 2)2+zz=25
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1.4. Geometria analitica no espaco

O eixo Oy é dado pelas condigdes: x=0Az=0.

Logo, os pontos P (x, y, z) resultantes da intersecdo da superficie esférica com o eixo
sdo dados por:

{(x,y, Z) ER*: x=0Az=0A(x+3)+(y- 2)2+zz=25}
Entdo,como x=0Az=0, vem:

(0+3)°+(y—-2)*+0=25

9+ (y—2)"=25

(y-2)"=16

y-2=+V16

y—-2=-4Vy-2=4

y=—-2Vy=6

Os pontos de intersecdo sdao (0, —2,0) e (0,6, 0).

. Exercicio

@ Num referencial o.n. com origem O, considera um prisma e duas esferas
geometricamente iguais tangentes entre si e tangentes as faces do prisma.

i A = y

Sabe-se que:

» aface [AOGD] esta contidaem xOz;

e aface [ABCO] estaem xOy;

 aface [BCEF] esta contida no plano de equacgdo y=20.

67.1. Escreve as inequacgdes que definem cada uma das esferas.

67.2. Areta definida pelo sistema y=15 A x=10 interseta uma das superficies
esféricas num ponto.
Determina as coordenadas desse ponto.
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1. Geometria

Referencial cartesiano

Qualquer ponto do espago é dado por P(x,y, 2), EiXtO das
cotas
em que: o
x éovalordaabcissa;, . N R
, 0 1 T 2y
y € o valor da ordenada; Eixo das _
Eixo das

z € o valor da cota. ordenadas

g

O conjunto de todos os ternos ordenados de numeros
reais designa-se por R®:

R°={(x,y.2): x,y, zER}

Os planos coordenados dividem o espaco em oito partes,
que se designam por octantes.

Plano horizontal xOy Plano vertical yOz Plano vertical xOz
Todos os pontos tém cota | Todos os pontos tém Todos os pontos tém
nula. abcissa nula. ordenada nula.

1
!
]
1

Este plano € definido pela | Este plano € definido pela | Este plano é definido pela

Um plano paralelo a xOy Um plano paralelo a xOz Um plano paralelo a yOz

Todos os pontos do plano | Todos os pontos do plano | Todos os pontos do plano
tém amesma cota c. tém amesma ordenada b. témamesma abcissa a.
A

v

b/x x=a

Este plano é definido pela | Este plano é definido pela | Este plano é definido pela
equacgao cartesiana equacgao cartesiana equacao cartesiana
z=cC. y=>b. x=a.
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1.4. Geometria analitica no espaco

Reta paralelaa Ox Reta paralelaa Oy Reta paralelaa Oz
Interseta o plano yOz no | Interseta o plano xOz no | Interseta o plano xOy no
ponto (0, b, c). ponto (a, 0, c). ponto (a, b, 0).

ZA y=bAz=C A zT //=b
____,_,é‘(')_':______.bi_y
/a | Y
4=a B
x=aAy=b
Reta definida por Reta definida por Reta definida por
y=bAz=c xX=aAnz=c x=aAy=b

Nota: Nota: Nota:
y=0AZz=0 defineoeixo Ox. x=0Az=0 defineoeixo Oy. |[x=0A y=0 defineoeixo Oz.

Num referencial o.n. Oxyz, dados dois pontos A (X,, Ya. Z4) € B(Xs, Y5, 2Z5):

Distancia entre dois pontos:

d(A, B)= \/(xA - xB)2 +(Ya-— .VB)2 +(2a - ZB)2

Ponto médio M de [AB]:

M(-xA+xB Yatys ZA+ZB>
2 ' 2 " 2

A equacao do plano mediador [AB] é definida por:

PA=PB

Equacao cartesiana da superficie esférica de raio r e centro
C(a. b, o):

(x—a)’+(y—-b)’+(z-c)i=r

Inequacao cartesiana da esferaderaio r ecentro C(a, b, ¢):

x-a +(y-b +(z-c’<r
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1. Geometria

98

Considera o cubo [ABCDEFGH], representado no = H
referencial o.n. do espaco de origem D . ; G
As coordenadas do vértice A sdo (1, 0, 0) edo
vértice Gsao (1,1, 1).

1.1. Indica as coordenadas dos vértices C, D, E e F. ’ y

1.2. Define por uma condigao cartesiana areta HG. A B

X

1.3. Indica uma equacao que defina o plano que contém a face [BCHG].

Num referencial o.n. Oxyz, considera os pontos A(3,2,1), B(2,-1,3) e
C(3, -4, 2k), para kER.

2.1. Determina o valor de k, tal que a disténciade A a C seja 10.
2.2. Escreve a equacao da superficie esférica de centro B e que contém A.

2.3. Determina as coordenadas do ponto do semieixo positivo Ox cuja
distanciaa B é igual ao raio da superficie esférica determinada.

Considera o paralelepipedo [ABCDEFGH] num
referencial o.n. Oxyz, de dimensdes 4, 3 e 2,
como representado na figura.

3.1. Indica as coordenadas dos vértices do
paralelepipedo.

3.2. Escreve uma condicao que definaareta DC.
3.3. Escreve uma condicdo que defina o segmento de reta [DC].
3.4. Escreve uma condicao que defina o plano CBF.

3.5. Escreve as coordenadas do ponto C' simétrico de C relativamente ao
plano yOz.

3.6. Determina a equacgdo gue define o plano mediador do segmento de reta [AG].

Na figura esta representado, em referencial o.n. Oxyz, % A
o poliedro [VNOPQURST], que se pode decompor A
num cubo e numa piramide quadrangular regular. £ i ety o,

Sabe-se que:

]
a base da piramide coincide com a face superior do oKy
cubo e esta contida no plano xOy ; o . s

o ponto P pertence ao eixo Ox;

oponto U tem coordenadas (4, —4, —4).



1.4. Geometria analitica no espaco

4.1. Indica os pontos do poliedro que tém cota negativa.

4.2. Indica os pontos do poliedro que tém ordenada nao positiva.
4.3. Determina a distancia entre os pontos Q e S.

Considera, num referencial o.n. Oxyz, a esfera definida por:

(x=2P+y*+(z+1)°<25
5.1. Indica as coordenadas do centro da circunferéncia.
5.2. Determina o didmetro da esfera.

5.3. Escreve uma equacao de um plano tangente a esfera e paralelo a xOy

No referencial o.n. Oxyz da figura, encontra-se
representado um reservatorio esférico de raio 5
e tangente ao plano coordenado xOy.

A cota da superficie superior do liquido é 8.

8 A
6.1. Determina as coordenadas do ponto A do

reservatorio, sabendo que este pertence ao

plano yOz e esta ao nivel da superficie
superior do liquido.

6.2. Define a superficie superior do liquido
através de uma condicao.

v

Na figura esta representada num referencial o.n. 5
Oxyz a piramide quadrangular regular [ABCDV],

onde [BC] é paraleloa Ox.

Sabendo que:
A(3,-3,2)

B
C(-1.1, 2

: B
Ty
\
o volume da piramide é 32.

7.1. Escreve uma equacao que defina o plano
ABC.

7.2. Indica, justificando, se o ponto F(3, 0, 3)

pertence ao plano mediador do segmento de reta [BC].

7.3. Qual é o conjunto de pontos definido pelo seguinte sistema de equacdes
cartesianas y=—3 Az=2"?
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1. Geometria

1.5. Calculo vetorial no plano e no espaco

1.5.1. Vetores

I Tarefa

o Observa as seguintes situagoes.

L ol

Situacao 1

' ”Situaééor 2 - Situacao 3
7.1. Qual é a altura da pedra?

7.2. Qual é a massa da pedra?

7.3. Na situacéo 1, a pedra vai movimentar-se?

7.4. E nas situagoes 2 e 3, a pedra desloca-se? No mesmo sentido e dire¢ao?

Em matematica e em outras areas disciplinares, por exemplo, fisica, trabalhamos com
grandezas, mas as grandezas nao sao todas do mesmo tipo. Existem grandezas es-
calares e grandezas vetoriais.

Grandeza escalar é uma quantidade que pode ser descrita apenas com um numero,
como a temperatura, a massa, o tempo € a altura.

('Exemplo 30 )

Atemperatura é 28 °C.
A pedratem 500 kg de massa.
Aalturadapedraé 0,5m.
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

Grandeza vetorial corresponde a uma quantidade que, para além de um valor numé-
rico (magnitude), para ficar definida necessitamos de indicar a sua direcao e sentido.

( Exemplo 31 )

O vento sopraa 20 km/h para norte.
A pedra deslocou-se 2 m da esquerda para a direita.

Manual
Interativo
Video

Vetores

m

Repara que, por exemplo, relativamente ao movimento de um carro, a sua velocidade
nao pode ser descrita apenas pelo valor numérico (50 km/h), precisamos saber em
que direcao ele se move (norte, sul, etc.); em fisica, se empurrarmos um objeto, a forca
que aplicamos nao depende apenas da intensidade, mas também da direcédo e do

sentido em que ela é aplicada.

' Exercicio

—

As grandezas vetoriais sdo representadas por um vetor.

Assim, um vetor corresponde a um segmento de reta

orientado [AB], representado por A_B> onde A éa
origem ou ponto de aplicacdo e B é a extremidade.

Um vetor AB é caracterizado por:
* uma direcao: adareta AB;
* um sentido: de A para B;
* um comprimento: AB;
* aorigem A e aextremidade B.

@ Em qual das opc¢des todas as grandezas sao vetoriais?
(A) Forca, velocidade e aceleracao.
(B) Tempo, deslocamento e forga.
(C) Tempo, temperatura e volume.
(D) Temperatura, velocidade e volume.

(E) Nenhuma das anteriores.

O conjunto de todos os segmentos de reta que tém a mesma dire¢éo, 0 mesmo sen-
tido e o mesmo comprimento correspondem ao mesmo vetor (livre) ou apenas vetor.
Esses segmentos de reta dizem-se equipolentes, uma vez que tém a mesma direcao

(paralelos), o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.
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1. Geometria

( Exemplo 32 )

Q — Os segm?ntos c'Ie reta onentgdoﬂs representados .\ / B y
ao lado séo equipolentes, pois tém a mesma D G/"
zgfnl:?ggtjom direcao, sentido e comprimento e representam um c/ F
vetor do plano mesmo vetor (livre). Para o representar pode usar- E /
-se s6 uma letra, por exemplo, chamemos-lhe
vetor V.

Também pode ser representado por A_§ C_I.)> E; a-i
Assim, V=AB =CD =EF =GH .
Nota:

1. Os vetores podem ser representados pelos dois pontos que definem um
dos segmentos de reta orienEgos que o caracteriza ou por uma letra
minudscula. No exemplo, v=AB .

2. O vetor nulo representa-se por O e resultade um segmento de A
reta do tipo [AA], que terd comprimento zero e sentido e direcao AR
indeterminados, coincidindo com o ponto A.

=0

Osvetores a, b e ¢ dizem-se colineares, uma vez que tém amesma 7

b
direcao. /(_:.
Dois vetores, a e b, dizem-se simétricos se tiverem a mesma dire-
¢ao e o mesmo comprimento, mas sentidos opostos.

Pode escrever-se a=—b ou b=—a.

Ao comprimento de um vetor V' da-se o nome de norma do vetor V e representa-

mos por ||V ]|.
(' Exemplo33 )
Considerando a unidade de medida indicada na 1
figura, repara que: 7
Iwll =2
Mas, para determinar o comprimento do segmento r c
de reta orientado que representa o vetor V,
teremos de considerar o tridngulo retdngulo e
aplicar o Teorema de Pitagoras: v
A
X’=2°+17 < x*’=5 = x=V56 ——
w

Logo, IVI=V5.
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

' Exercicios

@ Considera os vetores representados abaixo.

i c
t
=
a
1
v
R
—
w
G
€ b5

69.1. Determina a norma de todos os vetores.

69.2. Indica:
a) dois vetores com igual norma;
b) dois vetores colineares;
¢) dois vetores simétricos;
d) dois vetores equipolentes;
e) dois vetores com 0 mesmo comprimento, mas dire¢des diferentes;
f) dois vetores com sentidos opostos, mas que ndo sejam simétricos.

@ No referencial o0.n. ao lado, representa:

70.1. Umvetor @, com comprimento 3, na

horizontal e sentido de esquerda para a

direita.

70.2. Um vetor 3, com comprimento 1, na

vertical e sentido de baixo para cima.

70.3. Um vetor ¢, colineara a, com

comprimento 2 e sentido contrario.

70.4. Um vetor c_i simétrico a l_;.
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1. Geometria

Os vetores também podem estar definidos no espaco.

Na figura ao lado esta representado um prisma retangular.

Nota que:
* 0s segmentos de reta orientados [ED] e [AC]
representam um mesmo vetor V;
* 0 vetor U é representado pelos segmentos de reta
orientados [AE] e [CD].

' Exercicio

m Considera a figura, ao lado, constituida por cubos
geometricamente iguais, e os vetores t e w.

Utilizando os pontos representados na figura, indica:

71.1. um vetor equipolente ao vetor t

71.2. colinear ao vetor W
71.3. simétrico ao vetor W;

~ . . — —
71.4. um vetor que ndo seja colinear a nenhum dos vetores w e t.

—
1.5.2. Operacdes com vetores

Soma de um ponto com um vetor

No plano ou no espaco, dados dois pontos A e B=A+u
um vetor U, quando se aplica no ponto A um B
representante do vetor U, obtém-se, naextre- 4 .

midade, um ponto B. o %’

Dizemos que B resulta dasomade A com U e

temos que:
e

A+U=B AB =0 AB=B-A

Adicao e subtracao de vetores

Considera as seguintes situacdes, em que os vetores sao colineares.

- Vetores 3 e b comamesma direcao e 3 A 5 A
sentido. - " - .
A soma dos dois vetores resulta num 2 > b >
vetor, designado por vetor soma, coma Fany |

mesma direcdo e sentidode @ e b e
comprimento igual a soma desses dois vetores.
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- Vetores € e d com amesma direcao,
mas sentidos opostos.
O vetor soma tem o mesmo sentido do
vetor com maior comprimento e o
comprimento € igual ao valor absoluto da
diferenga entre os dois vetores.

Repara que se os vetores forem S|metr|cos
por. exemplo osvetores € e f entdo 6=—F
e f=—¢8. Assim, a sua soma é o vetor nulo,

ol

1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

—
.
c o d
».d -
- = 7T —
c+d d
-
e R f
_ G
e

ﬂ

Considera agora a seguinte situacdo, em que os vetores ndo s&o colineares, a e b.

Vamos apllcar um processo, a regra do tridngulo, que nos permite determinar o vetor

soma a+ b

1. Considera os vetores a e b.

S

ol

2. Na extremidade de 3,
segmento de reta orientado represen-
tantede b.

desenha o

o)
G

3. Une a origem do segmento orientado
que representa a a extremidade do seg-
mento orientado que representa b,
obtendo-se o vetor c=a+ b que cor-
responde ao vetor soma.

.
c=a+h

ol

ol
Sl

No caso da diferencga, repara que:

c=3-b=a+(-b)

-
c=a-b

ol
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1. Geometria

Produto de um escalar por um vetor

Na figura, considera os vetores U, V e w, todos coma Z
Q el mesma direcao. &R V—>
_
Video Repara que:
Multiplicacdo de - ] . ) N < W m|
Ui e 0 e * o vetor v temamesma direcdo e sentidode u e
por um vetor

comprimento quatro vezes maior que o0
comprimento de U. Assim, dizemos que:

v=4Uu

* o vetor w tem amesma direcdo de U, mas sentido oposto, e comprimento trés
vezes o comprimento de . Assim, dizemos que:

—

w=-3U

Assim, seja V=0 e k=0, designa-se por kV o vetor que:
* tem a mesma direcdo de V;
* tem o mesmo sentido de V', se k>0, e sentido oposto, se k<O0;
« tem normaigual |kl x IVl .
Nota:
- se V=0 ou k=0, temos que kV=0;
s reparaque (- 1)vV=-V.

Dois vetores U e V'sdo colinearesse esése IkEIR\{0}: U=kV, com V0.

' Exercicio

@ Prova que dois vetores U e V sdo colinearesseesdse u=kVv, com V0.

t

\ 4

w|

<l
|
v

A

v
/
Y

’

ol

—

72.1. Indica os pares de vetores colineares, escrevendo-os naforma m=kn.

72.2. Representa um vetor p, talque p=-33.

—
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

1.5.3. Coordenadas de um vetor

Num referencial o.n. de origem O, onde é fixada uma unidade de comprimento,

dados os pontos X(1, 0) e Y(0, 1), consideremos os vetores €, = OX e €,= oY .

A

y

u

/,, P, P

< —

NP~

=) P1 »
an 3 x

Para cada vetor U do plano, existe um Gnico ponto P tal que U= O_F;

Considera o exemplo da figura, onde P tem de coordenadas (3, 2). Considera,
ainda os pontos P,(3,0) e P,(0, 2).

Repara que:
U: OP1 + OP2

u=3e,+26¢,
Assim, designamos por (3, 2) as coordenadas do vetor U na base (é’1 . é;) erepre-
sentamos por U (3, 2) ovetor U de coordenadas (3, 2).

Generalizando, num referencial o.n. Oxy, de base (é’1 é}) , existe para cada vetor v
um e um sé par ordenado (v, v,) de nimeros reais, tais que:

— — —
V=V1 e1+V262

As coordenadas do vetor V' sdo (v;, v,).

A
( Exemplo 34 ) y —
S
As coordenadas dos vetores representados no referencial 4
o.n Oxy sdo: J >
0|71 x

S(2,-2)et(=3,-2).

it

N

Nota:
* vetores paralelos ao eixo Ox tém ordenada zero;

* vetores paralelos ao eixo Oy tém abcissa zero.
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1. Geometria

' Exercicio

@ Indica as coordenadas de cada um dos vetores representados no referencial o.n. Oxy .

A
y
—
t
>
R
S
=
Y a
al
=y =/
J v/ >
—4 Ol 1 / x
o 7\
Cc I~ —
b
A 4

—

De forma anéaloga, num referencial o.n. Oxyz, de base
(31 . €., gs) , existe para cada vetor v um e um sé terno
ordenado (v;, v,, v3) de nimeros reais, tais que:

— — — —
V:V1 e1+V262+V3e3

As coordenadas do vetor V' sdo (v;, v,, V).

C Exemplo 35 )

As coordenadas dos vetores representados no
referencial o.n Oxyz sao:

v2,-1,-2)ev(,-1,1

' Exercicio

@ Indica as coordenadas de cada um dos vetores
representados no referencial o.n. Oxyz.

—
v

gl
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

1.5.4. Norma de um vetor

Considerando que_ um vetor corresponde a um segmento de reta orientado [AB],
representado por AB, onde A é a origem ou ponto de aplicacdo e B é a extremi-
dade, podemos determinar o comprimento desse segmento de reta, o qual designa-
mos por norma do vetor Vv, e representamos por ||V]|.

Entdo, V]| = |48 = d(A, B) = \/(x: — xo)" + (va - vo) -

como |AB||=B-A= (Xg— Xa, Vg — ya) decorre quese ||Vl =(x,, y,). entdo

IVIi=vxy+y7.

De forma anéloga, se pode determinar a norma de vetores definidos no espaco.

('Exemplo 36 )
* Sendo a=(2, — 3) umvetornoplano, |Zll=V2%+(-3)°=v4+9=v13.

- Sendo b=(4, -1, 5) um vetor no espaco,

Bl =v/4% + (= 1)?+5°=v16 +1+25 =42 .

' Exercicios

@ Considera o referencial o.n. ao lado e yA
determina: ° C=5.4)
4
75.1. |28 o AT
75.2. |AC| 2
75.3. ||@|| 1 B=(4,1) -
0 1 2 3 4 5 6 7zx

@ Considera os pontos:
A(2,3,0) e B(0,-3,-1).

Determina a norma do vetor definido pelo segmento de reta AB.

1.6.5. Vetor como diferenca entre dois pontos
Conforme ja viste na secc¢ao 1.5.2., um vetor decorre da diferenga entre dois pontos.

Quando os vetores estao inseridos em referenciais cartesianos, as suas coordena-
das também se podem determinar a partir da diferenca das coordenadas de dois

pontos: .
AB=B-A

Este resultado também é valido no espaco.
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1. Geometria

Se A(a,, a,) e B(b,, b,) sdo dois pontos do planoe C(c,, c,, c;) e D(d,, d,, d)
dois pontos no espaco, entao:

/4_B>=(b1—a1, bz—az)

C_D>=(d1_c'|, d2_C21 d3_C3)

CExempIo37>
Sendo A(1,2) e B(0, — 1), temos que:
AB=B-A=(0,-1)-(1,2=0-1,-1-2)=(-1, - 3)
BA=A-B=(1,2)-(0,-1)=(1-0,2-(=1))=(1, 3)
BA -2AB=(1,3)-2(-1,-3)=(1,3)—- (-2, —-6)=(3, 9)

' Exercicio

m No espaco, em relagao a um referencial o.n., considera os pontos:
A(1,3,-4) B(1,-3,0) C(-1,-3,-1)
Determina as coordenadas dos seguintes vetores:

77.4. AB
77.2. CB

77.3. ’=—AC + L AB

\___ 2

1.5.6. Operacoes com vetores e suas propriedades
algébricas

Agora que ja sabemos como referenciar um vetor com recurso as suas coordenadas,
recordemos as operacdes com vetores referidas anteriormente, fazendo uma abor-
dagem algébrica.

Soma de um ponto com um vetor

Considera o referencial on Oxy, de base (e;, e,), o vetor U (u,, u,) e o ponto
A(a,, a,).

Consideraoponto B=A+U.

Assim, B—A=1U.

, = — o — °
Isto é: AB =u. /
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

Adicao e subtracao de vetores

Considera o referencial o.n Oxy, de base (e,, e,), € os vetores U (u, u,) € V(v;, v,).
Assim, U=u,€,+U, €, € V=V, €,+V, &,

€ U+V=U,6+U, 8, +V,E,+V,8, =(U; +V;) €+ (Uy+V,) E,.

Logo, as coordenadas de U+ V s80 (U, +V,, Uy+V,).

Também no espaco as coordenadas da soma de dois vetores resultam da soma das
coordenadas de cada um deles.
Propriedades da adicao
Comutativa +
Associativa (T+V)+w=u+(V+w)

Existéncia de elemento neutro

([ON

(vetor nulo, O,
vetores)

o elemento neutro da adicdo de

Existéncia de elemento simétrico v+ (-0 ) =(-0) +u=0.
(para qualquer vetor nulo, U, existe o seu simétrico,

- u)
Produto de um escalar por um vetor

Considera o referencial o.n Oxy, de base (e,, e,), o vetor U (u,, u,) € um nimero
real k.

Como U=u, & +U,&,, temosque kti=k (U, & +U, &) =ku, &+ KU, &,.

Logo, as coordenadas de kU sdo (ku,, ku,).

Conclui-se algo anadlogo em relacdo ao produto de um escalar por um vetor no espaco.

Propriedades do produto de um escalar por um vetor
Sejam U e V vetorese a e b numeros reais:
(a+b)U=au+bu b(at)=(ab)u a(U+Vv)=au+av

. Exercicio

@ Considera, no plano, os vetores u(3, 6) e v(0, —2) e,noespaco, r(2,1,0) e
s(10,0, -5).

Determina as coordenadas de:

78.1. G+ 78.2. %a'_ v 78.3. -5V
78.4.7+ 15 78.5.2 (F- %) 78.6. — (l§+ 3?)
—_ S 2

m
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1. Geometria

1.5.7. Equacao vetorial de umareta

Considera o referencial o.n Oxy, de base (e,, e,), o vetor u (u,, u,) e o ponto
Manual
g Interativo A (a1 ' az) .

Video
Equacao vetorial r
da reta no plano Py

.
u(uy, u,)

Al(a. ay)

Seja r areta que passaem A e tem a dire¢do do vetor U.
Para cada ponto P(x, y) dareta r, existe um nimeroreal k, tal que:
P=A+ku

Assim, diz-se que a equagao vetorial da reta que passa no ponto A(a,. a,) etema
dire¢do do vetor U(u,, u,) é dada por:

P=A+ku, kER
Ou sgja:
(x.y)=(ay., a)) +k(uy, uy)
De forma anéloga, no espacgo vem:

(X, ¥, 2)=(ar, @, as) +k(uy, Uy, Us)

Ao vetor U da-se o nome de vetor diretor da reta.

Nota: A escolha de um ponto da reta e de um vetor com igual dire¢do n&o € unica.

Um ponto e um vetor diferente podem definir a mesma reta.

C Exemplo 38 )

Dados os pontos A(-2, 1) e B(5, 3), 5

temos que: ‘
AB=B-A=(5,3)-(-2,1)=(7,2) i

Logo, uma equacao vetorial da reta é

dada por: — — : >

N 3 -2-10[ 1 2 3 4 5 6 7 8x

P=A+kAB -1t
(x,¥)=(=2,1)+k(7,2), para kKER. =27
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

' Exercicio

@ No referencial o.n. Oxyz, considera os pontos A(2, 1, 2) e B(0, 5, 3) e o vetor e Manual

N . Interativo
u(0, 4, 4). Determina:
Atividade

~ . . ~ — Relaca t
79.1. uma equacio vetorial da reta que passa por A e tema direcdo de U’ oo e
vetor diretor e o
79.2. uma equacao vetorial dareta AB; Seetzhve deuma
79.3. verificase o ponto C(6, — 7, 0) pertence areta AB. Exercicio

Relacionar as
coordenadas do
vetor diretor de
uma reta com o
seu declive

1.5.8. Relacao entre o declive de umareta e as
coordenadas de um vetor diretor no plano

( Exemplo 39 >

Dada a equacdo vetorialdareta s: (x, y)=(—2, 1)+ k(7, 2), temos que o
vetor diretordareta é (7, 2).

Logo, m= 2. Repara que (14, 4) também sera vetor diretor de s.

5
A equacao reduzida da reta é do tipo y= %x + b e areta passa no ponto
(-2,1), temos que:
2. __4 4_ 11
1—7><( 2)+b & 1= 7+b = 1+7—+b & b= 5
Equacéao reduzida dareta s: y:%x+%.

' Exercicio

Determina a equacao reduzida da reta que passa no ponto P(— 5, — 1) e tem vetor
diretor u'(-2, 1).

1.5.9. Paralelismo de retas no plano

No plano, duas retas r e s nao verticais sao paralelas se e s6 se tém o mesmo de-
clive.

Se r éaretadeequacdao y=mx+b e s éaretade equacdo y=m'x+b', entdo:

rlls &< m=m

CVMAA10-8 1 1 3



1. Geometria

( Exemplo 40 )

No plano, dado um referencial o.n. Oxy e dada uma reta r definida pela
equacgdo reduzida y=—x+2 eoponto C(-2, 1), vamos determinar a
equacao vetorial de umareta s paralelaa r, que passapor C.

Seja m odeclivede r, logo m,=-1.

Como s éparalelaa r, temosque m,=—1.

Assim, a equacao reduzida de s é dadapor y=—-Xx+ b paraum certo nimero
real b.

Como C(-2,1) pertenceareta s, vem 1=—=(-2)+b < b=-1.
Logo, areta s define-sepor y=—x—-1.

' Exercicio

@ Quais dos seguintes pares de retas sao paralelas?

(A) r: y=3x-5 (B) r: y—2x=3

s:y=3x+% S:y=2x-3
©C)r:(x.y)=(1,-2)+k(1, 2) D) r:(x,y)=(1,-2)+k(1,2)

- s:(x,y)=(0,5)+k(-2,-4) S:y=2x-3

1.5.10. Produto interno de vetores

Dados dois vetores U e V, ndo nulos, e um ponto qualquer O.
Considera os pontos P, Q e Q', tais que:

*P=0+U

cQ=0+V

* Q' éaprojecao ortogonalde Q nareta OP.

O numero representado por u -V designa-se por produto interno (ou produto esca-
lar) e é definido por:

- = = A~ —_-= g - — ~~ A~ g -
cu-v=0Px0Q', se OP e 0OQ' cU-v=—0Px0Q', se OP e OQ'
tiverem o mesmo sentido; nao tiverem o mesmo sentido.

(@)
<]
)
| Sl JD)
f

<
Q
o
<
o

Repara que, por definicdo, se U ou V for nulo, o respetivo produto interno também
sera nulo.
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

( Exemplo 41 )

Considera o lado de cada quadricula como unidade de medida, assim, no
quadrilatero [ABCD], temos que:

2B .AD=AB .-AD =4x2=8 CD-AB=AP -AB=-2x4=—8
A
A
P __|P
h /
D" D
% A
e
N
B C
D
v
B C

e g N .
AB e AP' tém sentidos opostos.

( Exemplo 42 )

No tridngulo equilatero [ABC], cujos lados medem o
4 unidades, podemos calcular:

- AB -AC
Seja C' aprojecao ortogonalde C sobre AB,
logo ﬁﬁz/TBE

|
A c B

Como o tridngulo é equilatero, todos os angulos internos tém amplitude 60°,
temos que:

o_AC' _ 1_AC _ 2&_4_
cos 60° = 7 <:>2— 2 <:>AC—2—2

115



1. Geometria

Logo,
AB -AC =AB-AC'=4x2=8
- BA-AC
Comecgamos por aplicar os dois vetores num mesmo ponto, por exemplo, no
ponto B.
Assim, seja D o pontotalque D= B+E> e D' aprojecdo ortogonalde D em
AB.
C D
!
ac/ |
eQ— N o
A 5 B 25 D

e —_— ~ . L.
Logo, como BA e AC tém sentidos contrarios, vem:

BA-AC=-BA-BD'=—4x2=—8

' Exercicios

@ Considera o retangulo [ABCD], tal que: D

« AB=8 M
« AD=2

A

* M é o ponto de intersec¢ao das diagonais do retangulo.

Determina:

—_—

82.1. AB - AC

—

82.2. AB - AM

—

82.3. AB - CM

@ Considera o triangulo is6sceles [ABC], tal que:
« AB=1
- CAB=30°

Determina:

83.1. AB - AC

83.2. BA - BC
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

Produto interno em referencial ortonormado

Dados dois vetores U e Vv, ndo nulos, e as suas respetivas coordenadas num refe-
rencial ortonormado do plano ou do espaco, respetivamente, definimos o produto
interno de ¥ e Vv como:

U-V=(Uy, Up) - (vh, Vo) =Uyvi +UyV,

- —
U-V=(Up, Uy, Ug) - (Ve Vy, V) = UsVy + UpVy + UsVsg

( Exemplo 43 )
1

u=(1,-3)ev=(1,-2)

U-V=1x1+(=3)x(-2)=1+6=7
.U=(2,0,3)ev=(0,1,-2)

U-V=2x0+0x1+3%x(-2)=0+0-6=-6

N

. Exercicio

@ Determina o produto interno dos seguintes vetores:
84.1.0U=(0,-3) e vV=(-1,-2)

84.2.0=(3,-3) e vV=(2,2)

84.3.U=(0,-3, 2 ev=(-2,-2, 0

- 84.4.u=(1, 2,-3)ev=(-1, =2,-2)

1.5.11. Angulo de vetores

— — ~ . - =
Dados dois vetores u e v, ndo nulos, taisque u=VP p
e V=VQ , designa-se por angulo dos vetores U e v
0 angulo convexo, nulo ou raso PVQ por eles for- .
Angulo dos
mado. vetores eV

<l

Sejam U e V dois vetores ndo nulos e 6 angulo por eles for-
mado, entdo o produto interno entre U e vV também é defi- N
nido por:

<l

—

u-v=|d|l x|Vl x cose
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1. Geometria

C Exemplo 44 )
u
U-V=3x4xCc0860=3x4xL=6 3/ 60° —
g Manual 2 14
Interativo 2
Video
Angulo de ' Exercicio
vetores no
espaco
- @ Determina o produto interno dos seguintes vetores:
85.1. 85.2,
3. VN 120°,
45° u
4 2,5
85.3. 85.4.
180°
v u
41V < - >
- 7 3
u
3
—
Repara que

Se U e V sdo dois vetores, ndo nulos, e 8 o angulo por eles formado,
Entdo cosf=-—4"Y _
@l IVl
Assim, seja 8 o angulo formado por dois vetores, ndo nulos, U e V:
*se U-v>0, entdo 6 éum angulo agudo ou nulo;
%
6

=
u

v

*se U-v<0, entdo 6 éum angulo obtuso ou raso;

'\f/y
v 7

*se U-v=0, entdo 6 éum angulo reto.

-
u

90°

<!
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

( Exemplo 45 )
Dados os vetores u=(2, 1,0) e V=(1, -3, 2), temos que: O iz
U-V=2x1+1x(-3)+0x2=2-3+0=—1 E'”
7l =V22+12+0°=v4+1+0="5 Dm;mlgngd
IVI=v12+(=3)7+2°=VT+9+4 =114 wores o
Logo,
cos 6= 1 1 0,5

Voxvid . vio T

Como cos 120°=0,5, temos que 6 ~ 120°, isto é, o angulo formado pelos
vetores U e v é um angulo obtuso.

. Exercicio

@ Indica que tipo de angulo formam os vetores e, sempre que possivel, indica a
amplitude do dngulo formado.

86.1. U=(3,1) e V=(2, 4) 86.2.U=(-1,-2) e v=(1,2)

86.3.0=(1,1, 0) e Vv=(2,V3, 0) 86.4.U=(1, 0,00 e v=(-1, 2, 1)

1.5.12. Perpendicularidade

Decorre do resultado anterior que:

Dados dois vetores U e V, ndo nulos, eles sdo perpendicularesseesdse - V=0.

( Exemplo 46 )
Dado o vetor V'=(3, —4), umvetor U= (x, y) talque VLU é dado por:
V-u=0
(31 _4)'(X' y):O
3x—-4y=0
4y
X=3
Portanto, todos os vetores do tipo U= (% y) sdo perpendicularesa v, por

exemplo, <% 1).
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1. Geometria

No caso de pretendermos, por exemplo, que a ||z’ || =3, teremos que:

~ 4
Q. 17]=3 < (3y> +y2=3 & %y%y —9 & 295y 9 < 25y°=81
81 +9
ideo — y2 = y=%
)Sli:tem~ade 25 5
Daramtrioas de Assim, nestas condi¢des teriamos:
um plano
e * para y=%,
*_<£ 9 9>_<E 2)
375'5) \5'5)"'
* para y——%

' Exercicios

@ Sejam os vetores v=(2, 5, —1) e u=(1, a, b).
Determina as condicdes para que os vetores Vv e U sejam perpendiculares.

Sejam os vetores V=(3, 4) e U=(x, Y).
Determina os valores x e y, tais que:
* V e U sejam perpendiculares;

* ll@ll=2

—

1.5.13. Sistema de equacoes paramétricas de umareta

Considera o referencial o.n. Oxy, onde se define a reta que passa pelo ponto A(a,, a,)
e com vetor diretor U(u,, u,).

A equacao vetorial dareta r é dada por:
P=A+kU, KER
emque P(x, y) éum ponto genérico da reta.
Assim,
(x,y)=(a,. @) +k(u,, uy), kKER
De onde resulta que:

x=a,+ku,

L y)=(a,+ku,, a,+k . keER
(5, 9= o b 2 k) = {72

Assim, no plano, dada uma reta ndo vertical que passa pelo ponto A(a,, a,) e com
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

vetor diretor U'(u,, u,), umponto P(x, y) pertence a reta se e so se:

X =a, +ku,
. keER
{ y=a,+ku, (o JHE
. . . ~ P Video
Diz-se que é o sistema de equacoes paramétricas de r no plano. Equagao vetorial

de uma reta no
espaco

_E it

( Exemplo 40 )

Dada uma reta nao vertical que passa pelo ponto A(—-4, 1) e com vetor

diretor U'(2, — 1), o sistema de equacdes paramétricas de r é dado por:

x=—4+2k

Exercicio
Determinar as
equacdes
paramétricas de
uma reta no

, k e |R plano

x.y)=(-4,1+k2,-1) & {y=‘| Kk

P(2, 4) pertence a reta se e so se existir um niimero real tal que:

{2=—4+2k 2k=—-6 k=—3
4=1—k k=1-4 k=-3'

Logo P(2, 4) pertence areta.

,kEIR<:>{ ,kEIR@{ keR

Q (5, 0) pertence areta se e s6 se existir um nimero real tal que:

- - _9
{5“‘”2", kER & {2k_9,k€IR = 1f52, keRr
0=1-k =
k=1
Como %;t‘l . Q(5, 0) ndo pertence areta.

De forma analoga, no espaco, dada uma reta nao vertical que passa pelo ponto
A(a,, a,, a;) e com vetor diretor U(u,, u,, u;), umponto P(x, y, z) pertence areta
se e sO se:

x=a, +ku,

y=a,+ku,, KER

Z=a;+ku,

Diz-se que é o sistema de equacdes paramétricas de r no espaco.
' Exercicio

@ Indica o sistema de equacbes paramétricas que define, no espaco, a reta que
passaem A(—4, 1, 1) e com vetor diretor ¥(2,0, - 1).
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1. Geometria

1.5.14. Resolucao de problemas no plano e no espaco

Os conceitos e competéncias que foste adquirindo ao longo desta unidade permitiram-
-te desenvolver capacidades de resolucao de problemas no plano e no espaco com
recurso a vetores. Analisa 0s exemplos de exercicios resolvidos, para depois praticares
e resolveres problemas.

( Exemplo 41 )

No referencial o.n. Oxy ao lado estéa representado um paralelogramo [OABC],
comA(2,-4) e C(12,06).

v

1. Determina as coordenadas do vetor O_C> +E.
2. Quais as coordenadas do ponto B?
3. Determina a area do paralelogramo.

4. Prova que a figura é um paralelogramo.

Resolucao

1.0C=C-0=C=(12, 6)
AC=C-A=(12,6)— (2, - 4)=(10, 10)
Logo,
OC +AC =(12, 6)+(10, 10)= (22, 16)

2. Repara que sendo [OABC] um paralelogramo, os lados opostos sdo paralelos, com o
mesmo comprimento. Assim:

OC//AB
OC=AB
Portanto, os segmentos de reta [OC] e [AB] representam o mesmo vetor e OC =AB .

Também o ponto B corresponde a soma do ponto A com o vetor AB .

B=A+AB=A+0C =(2, — 4)+(12, 6)=(14, 2)
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

3. Para determinar a area do paralelogramo, necessitamos de conhecer o comprimento dos
lados do paralelogramo, d(A, B) e d(O, A)

d(A, B)=\/(l4—2)2+ (2-(=4))*=V12*+6°=v144+ 36 =1/180 =65

d(O,A)=V(2-012+(-4-0)=\2"+ (-4’ =vV4+16=v20=2V5
Logo,
A=bxa=2V5x6v5=60

( Exemplo 42 )

No referencial o.n. Oxyz, considera o cubo [ABCDEFGH)] representado na
figura,onde A(0,2,-2),B(0,-2,1)e C4,-2,1).

1. Indica o ponto ou vetor resultante das seguintes operacoes:
a) A+ BG
b) BG +GF
c) GE +DB
2. Indica as coordenadas do ponto D.
3. Determina a equacéo vetorial dareta BD.
4. Areta BD interseta o eixo Oz? Justifica.
Resolucao
1.a) A+BG=A+AF =F
b) ﬁ+ a-:= ﬁ
c) ﬁ+ﬁ=0
2. Sabemos que C + CD=D.
Mas CD =BA =A-B=(0, 4, -3).
Assim, D=C+CD =(4,-2,1)+(0,4,-3)=(4, 2, - 2).
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1. Geometria

3.Como B(0,-2,1) e BD=D-B=(4, 4, - 3),
temos que a equacdo vetorial dareta BD é (x,y,z)=(0,-2,1)+k(4,4,-3), keR.

4. Se areta intersetar o eixo Ox, onde a ordenada e a cota sdo nulas, entao, existe k € R tal que:

k=0
0=0+4k 1
(0,0,2)=(0,-2,1)+k(4,4,-3), k€ER & {0=-2+4k & k=iﬁ Impossivel
z=1-3k z=1-3k

Como o sistema é impossivel, conclui-se que ndo ha intersecio da reta com o eixo.

' Exercicios

@ No referencial o.n. Oxy, considera o triangulo [ABC].
Sabe-se que:
AC(-3,9)
CE(9, - 3)

90.1. Prova que o tridangulo [ABC] € um tridangulo isdsceles.

90.2. Sendo a origem do referencial, O, o ponto médio do segmento de reta [AB],
determina as coordenadas de A e de B.

90.3. Mostraque C(-6, 6).

90.4. Determina o ponto de intersec¢do dareta CB com o eixo Oy.

@ No referencial 0. n. Oxyz, considera a piramide quadrangular regular [ABCDV].

Sabemos que:

* 0 volume da piramide é 12 cm®; V(0, 0, 3);

* M é o ponto médio de [BC];

* aorigem do referencial é o centro da base da pirdmide.
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

91.1. Determina o comprimento do lado da base da piramide.
91.2. Indica as coordenadas dos vértices da base da piramide.
91.3. Indica as coordenadas de um vetor colinear a ﬁ

91.4. O vetor U(9, — 9, — 18) é colineara AV ? Justifica.

91.5. Para que valor de k ovetor V' (4k, k+ 3, 0) é colinear com BD ?

@ No referencial 0. n. Oxy, considera asretas r e s definidas por:

r'{y=_1+2k,k€IR

2x=3-k
S:2x+y=4

92.1. Indica um vetor diretor para cada uma das retas.
92.2. Determina as coordenadas do ponto de intersecao das retas.
@ No referencial 0. n. Oxyz, considera a piramide quadrangular regular [ABCDO],

com vértice na origem do referencial e altura 5, e o ponto E, pertencente ao eixo
Oz, centro da base da piramide.

X

Areta OB é definida pelo seguinte sistema de equagdes paramétricas:

x=2+2k
y=2+k , k€ER
z=5+5k

93.1. Determina as coordenadas dos vértices da base da piramide.

93.2. Determina ﬁ

93.3. Indica a equacéo vetorial do plano mediador de [AD].
—
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1. Geometria

Um vetor AB é caracterizado por:
* uma direcao: a dareta AB;

* um sentido: de A para B;

° um comprimento: AB.

Vetores colineares tém a mesma direcéo:
U e V'sdo colinearesseesése U=kVv, com kER.

ol

Vetores simétricos tém a mesma direcdo, 0 mesmo comprimento,
mas sentidos opostos: R R
a=-boub=-3

Norma do vetor Vv, e representamos por [IV]l, é o comprimento do vetor:
IVIl=d(A, B)

Operacoes com vetores B=A+1

S

ol

Soma de um ponto com um vetor AT /°
— o

AB =0 A+U=B AB=B—-A

Adicao e subtracao de vetores

Colineares Nao colineares
A mesma direcdo e o A mesma dire¢do, mas A
. ; Regra do triangulo
mesmo sentido sentidos opostos
— —
c=a+b
N g rs
a —_— =
- g €
a - b - _’_*—_,P
L m—— > c¥d d I —
- - -
Subtracio de vetores c=a-b
- > T — g 3
c=a—-b=a+ (—b)
=
(o]
/)
b
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

Produto de um escalar por um vetor v
kv, com k€R, é um vetor com:
» amesma direcdo de V;

* omesmo sentidode v, se k>0, e sentido opostose k<O0;

* normaigual |kl .

No plano No espaco

Coordenadas de um vetor

V=V, €+, &, V=V, € +V, €+ V; &
V(vy, vy) V=(Vq, V2, V)
— —
AB=(b1—a1,b2—62) AB=(b‘|—a1,b2—aQ,b3—a3)
Operacdes com vetores
U+V=(U+Vy, Uy+ V) U+V=(Us+ Vi, Uy+Vy, Us+Vs)
kUZ (kU1 A ku2) kUz (kU1 " kU2, kU3)
Equacao vetorial da reta
(X, y)=(a1, @) +k(u;, Up) (X, Yy, 2)=(ay, @y, @5) +k(Uy. Uy, Ug)
Sistema de equacdes paramétricas da reta
X= a1 + kU1
x=a,+ku
{ ! ' kER y=a,+ku,, KER
y=a,+ku,
Z=az;+Ku,

Propriedades algébricas das operagées com vetores

U+0=0+uU=U (vetornulo, 0, é o elemento neutro da adic&o de vetores)

)=(—0)+0=0 (paraqualquer vetor nulo, U, existe o seu simétrico, — i/ )

Declive m de uma reta

: i . u . :
Seja U(u,, u,) o vetor diretor, entdo 72 =m ¢é o declive da reta.
1

Relacdo do declive de retas paralelas: r//s < m,=m
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1. Geometria

Num referencial o.n. Oxy, considera o quadrilatero [ABCD], com A(1, 2),
B(4,3),C(8,0) e D(-4,-4).

1.1. Determina as coordenadas dos seguintes vetores:
a) AB
b) BC
c) cD

—

1.2. Usa as coordenadas dos vetores para provar que CTD -AB .

1.3. Demonstra que o quadrildtero [ABCD] é um trapézio.

1.4. Determina as coordenadas dos pontos médios, M, e M,, de [AD] e
[BC], respetivamente.

1.5. Demonstra que areta M, M, é paralelaareta CD.

Num referencial o.n. Oxy, considera as retas:
a:(x,y)=(0,0)+k(-4,3), keER

c:y=3x+3

2.1. Indica um vetor diretor dareta a.

2.2. Qual é o ponto de intersecao, S, dareta ¢ como eixo Oy ?

2.3. Sabendo que a//b e que b contém o ponto (-4, 2), indica a equagéo
reduzidadareta b.

2.4. Determina o nimero real m tal que (m, 14 — m) seja ponto dareta a.

2.5. Define a reta através de uma equacéao reduzida.
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1.5. Calculo vetorial no plano e no espago

Num referencial o.n. Oxyz, considera um cubo [ABCDEFGH], com:

A(4,-7,4)
B(16, -4, 10)
C(10,-6,13)

o ponto E pertence ao plano xOy .

areta AE é definida pelo seguinte
sistema de equacgdes cartesianas:
x=14 -3k
y=—7+6k, kER
z=4 -2k

3.1. Quais sao as coordenadas do ponto E?

3.2. Determina a equacao vetorial dareta AE.

Num referencial o.n. Oxyz, considera um
cubo [ABCDEFGH], com:

A(1,2,0) c(1,1,7)
G(-2,1,7)
aface [ABCD] é paralela ao plano yOz.

4.1. Efetua as seguintes operacdes com
vetores:

a)A+ﬁ=

b) H+§:>+C_A>=
c)ﬁ#’—B_lE>=

d) DH — CA +DA — DF =

4.2. Calcula a medida do comprimento do lado do cubo.

4.3. Calcula o volume do cubo.

4.4. Determina por uma equacao vetorial areta AG.

4.5. Define areta AC por um sistema de equacdes paramétricas.
4.6. Determina as coordenadas do ponto de ordenada 3 dareta AC.
4.7. Determina o ponto de intersecdo de AG com o plano xOy .

4.8. Determina as coordenadas do ponto E.

— q Vg
4.9. Indica as coordenadas do vetor u, colineara AC enorma 10.
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1. Geometria

Teste

Considera o sélido representado na figura abaixo composto por um prisma
quadrangular e um prisma triangular.

1.1. O volume do sélido é:

oS &
(A) 120 cm® O o,
(B) 180 cm’ ] i
cm ‘5em
(C) 240 cm® R
(D) 320 cm® i 1

+«—10cm—»
1.2. A area de toda a superficie do sdlido é:

(A) 344 cm?® (B) 424 cm?
(C) 622 cm? (D) 222 cm?

A forma simplificada do radical V27 é:
(A) V3 (B) 2Vv3 (C) 33 (D) 4V3

Num referencial o.n. Oxy, os pontos P(x,, y;) € Q(x,, y,) sdo simétricos
em relacgao a bissetriz dos quadrantes pares.

Pode-se concluir que:
(A) x;=y, e x,=Y, (B) x,=—y; e x,=V,
(C) x;=y, e x,=-Y, (D) x;=-y, e X,=-,

A condicao que define o conjunto de pontos da regido a sombreado na
figura é: A

y
(A) X2+y* >4 A (-1 +y°<4 2
(B) X2 +y*>4A (-1 +y*>4

(C) ’+y’<An(x=1)1>+y*>4

(D) X’ +y’<4n(x—-1)1>+y°< 4

Considera, num referencial o.n. xOy, areta r que interseta o eixo Ox no
ponto de abcissa 2 e que interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 8.
Qual é a equacao reduzidadareta r?

(A) y=—4x+8 (B) y=4x+8
(C) y=—2x+4 (D) y=2x+4
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Num referencial o.n. Oxyz, a condi¢cao
x> = 4x + y* + 2>+ 6z< 3 define uma esfera
inscrita num cilindro.

Seja F o centro da esferae h aaltura do
cilindro. Entao:

(A) F(-2,0,3) e h=4
(B) F(2,0,-3) e h=4
(C) F(2,0,-3) e h=8
(D) F(-2,0,3) e h=8

O cubo [OPQRSTUV] de aresta 2 esta
representado num referencial o.n. Oxyz.

Os pontos P, R e T pertencem aos semieixos
positivos.

Qual das seguintes coordenadas corresponde
a um ponto pertencente a uma aresta do cubo?

(A) (0,1, 1)
(B) (1.1, 1)
(€ (1.1.2
(D) (1,2,0)

Considera o quadrado ao lado decomposto em
nove retangulos iguais.

O resultado da operagcao K+ LB — JF &
(A) F

(B) G

(C) H

(D) /

Considera o poligono representado na figura.
Determina a area do poligono e apresenta os
procedimentos que efetuares.

N

T s
(]
ulat—Y
;
:
5 R
e y
P Q
0 N M
K J !
G F =
B c D
:
i :
)
|'5 mf6
Ll )
15m :
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1. Geometria

Teste

Classifica cada uma das seguintes pavimentacodes.

(A)

©)

Para guardar pacotes cilindricos de bolachas construiram-se trés tipos de
embalagens de cartdao sem tampa. Em todos eles, os pacotes de bolachas
estdo tangentes as laterais e a base da embalagem. Observa o pacote de
bolachas e as trés caixas diferentes (todas com seis pacotes).

Sabemos que:

um pacote de bolachas tem a forma de um cilindro com 22 cm de altura e
6 cm de diametro da base;

a embalagem A tem a forma de um prisma triangular cuja base é um
triangulo equilatero com aproximadamente 22,4 cm de lado.

11.1. Calcula o volume de cada pacote de bolachas.
11.2. Determina o volume de cada embalagem.

11.3. Qual das embalagens necessita de menos cartdo para ser construida?

1)

Embalagem A Embalagem B Embalagem C

Escreve sob a forma de uma poténcia cuja base seja um niimero racional:

11
12.2. 84:2¢

] 11 03

12.3. (64) = Je 12.4. 88:24:42
Z 1
Z 1

12.5. (@) 12.6. <%>2x\/§
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Considera o seguinte retangulo de base V54 e altura v150 .

V150

V54

13.1. Simplifica os valores da base e da altura do retangulo.

13.2. Calcula o perimetro da figura e apresenta o resultado simplificado.

Indica dois nimeros reais a e b, tais que:

14.1. a<b e a°>b?

14.2. —a<b e a’>b?

14.3.a<b e a'=b*

Qual é a distancia entre os pontos A e B sabendo que suas coordenadas
sdo A(2,3) e B(-2,-2)?

Determina as coordenadas do ponto médio dos seguintes pares de pontos:
16.1. A(2,1) e B(3, 4)

16.2. A(-2,4) e B(7,-4)

Considera a circunferéncia definida pela equacao:
xX’+y*’-4x+6y=0

17.1. Indica as coordenadas do centro da circunferéncia.

17.2. Indica o raio da circunferéncia.

17.3. Determina as coordenadas dos pontos de interse¢ao da circunferéncia
com o eixo Oy.

17.4. O ponto E de coordenadas (2, V13 — 3) pertence a circunferéncia?
Justifica a tua resposta.
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1. Geometria

134

Teste

Considera o cubo [ABCDEFGH], com 1000 cm?®
de volume.

P é o ponto médio do segmento de reta [BF].

18.1. Determina o valor exato do comprimento do
segmento de reta [AG].

18.2. Mostra que PE=5+/5cm.

Considera o retangulo decomposto em quatro retangulos iguais
apresentado na figura e realiza as seguintes operacdes com vetores:

19.1. A+ DE G H /

19.2. E— FI

19.3. E:_>+ EE’

19.4. A+2EH

19.5. E— %A_G’
19.6. G/ — BF
Considera o paralelogramo [ABCD] representado na figura. O ponto E é o

ponto de encontro das diagonais do paralelogramo e M é um ponto
qualquer do plano.

Mostra que MA +MB +MC + MD =4ME.

Considera, num determinado referencial o.n. Oxy, os pontos:

21.1. Escreve uma equacao:
a) vetorial dareta AB; b) cartesiana dareta AB.

21.2. Verifica se o ponto C pertence areta AB.



Considere os pontos A(—1,3) e B(4, —2).
Define por um sistema de equacdes paramétricas areta AB.

Considera num plano o.n. Oxy os pontos A, B e C, tais que:
A(1,0)
B(2, 0)
C tem coordenada positiva e pertence areta x=3.

Determina as coordenadas de C, sabendo que BAC=45°.

Considera os pontos A(1,2,3), B(4,-1,2), e C(-2, 5, 0) no espaco.
24.1. Calcula a distancia entre os pontos A e B.
24.2, Determina se o ponto C esta mais proximo de A oude B.

24.3. Encontra o ponto médio do segmento [AC].

Racionaliza os denominadores das seguintes expressoes e simplifica o
resultado, se possivel.

251, 2

V3

7
2+15

4
37 s

25.2.

2

Considera dois pontos A(1, 2, 3) e B(5, 6, 7) no espaco.
a) Encontra a equacédo do plano mediador do segmento [AB].

b) Verifica se o ponto Q(3, 4, 5) pertence ao plano mediador.

Considera os vetores no espaco R®. 4=(2,-3,5) ev=(4,1,-2).
27.1. Calcula o produto interno - V.
27.2. Que tipo de angulo formam os vetores U e V.

27.3. Considera a afirmac3o: "Os vetores U e V sdo ortogonais.”
Indica, justificando, o valor l6gico da afirmacéo.
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O que vou aprender neste tema

Generalidades sobre funcoes
* Identificar funcdes
* Indicar o dominio e o contradominio de uma funcao
* Analisar gréaficos de fungdes
* Determinar aimagem de uma funcao
* ldentificar funcdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas
* Definir uma funcdo composta

* Definir a fungao inversa de uma funcao

Funcoes reais de variavel real
* Identificar uma funcéo real de variavel real
* Definir fungdes por expressdes algébricas
* Tracar o grafico de uma funcao
* |dentificar uma funcéao definida por ramos
 Estudar a paridade e simetrias dos graficos de funcdes

* Interpretar diferentes transformacdes geométricas

Monotonia, extremos e concavidade
* Descrever os intervalos de monotonia
 |dentificar os extremos relativos e absolutos

 Estudar a concavidade de funcdes quadraticas

Resolucao de problemas
* Resolver equacdes que envolvam fungdes polinomiais
* Resolver inequacdes que envolvam funcdes polinomiais

* Resolver problemas em contexto real e de modelagcdo matematica
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Introducao

O termo funcdo é frequentemente utilizado no dia a dia, em variadissimas situacdes. A ideia
gue intuitivamente temos sobre este termo corresponde, em grande parte, ao seu significado
matematico. Os meios de comunicagio recorrem com grande frequéncia a linguagem de funcées,
principalmente a representacdo grafica para explicar a evolucio de fenémenos. Em muitas si-
tuacdes, o recurso a graficos permite-nos, de forma visualmente simples, sintetizar

muita informacao.

Ja na Antiguidade, apesar do uso nao explicito, podemos observar a utiliza-
¢do do conceito de funcdo em alguns trabalhos percursores de fil6sofos e
matematicos medievais. No século XVII, comecaram a surgir as primeiras
ideias sobre o conceito de funcao, com a necessidade de observacao dos
fenémenos e das leis que os procuravam explicar. Por exemplo, Galileu Ga-
lilei (1564-1642) e Isaac Newton (1642-1727) utilizaram algumas nocdes de
lei e dependéncia que hoje reconhecemos estarem relacionadas com o con-
ceito de funcdo em alguns dos seus trabalhos. Considera-se, assim, que o
conceito matematico de funcio emergiu no século XVII.

Mas o termo "funcdo" foi introduzido por Gottfried Leib-
niz (1646-1716) numa das suas cartas, datada de 1673, na
qual descreve a declividade de uma curva num ponto especifico.
Também no século XVIII, Jean Bernoulli, matematico suico
(1667-1748), utilizou o termo funcao para se referir ao resultado
de operacgdes entre variaveis e constantes, e Leonhard Euler
(1707-1783) introduziu a notac¢ao ainda hoje utilizada para re-
presentar funcdes.

Enquanto os matematicos dos séculos XVII e XVIII tratavam por
funcbes apenas aquelas que eram definidas por expressdes anali-
ticas, com os desenvolvimentos rigorosos da Andalise Matematica,

por Weierstrass (1815-1897) e outros, bem como com a reformulacio

da geometria convergindo na formulacdo da Teoria dos Conjuntos, por

Cantor (1845-1918), a nocao de funcao evoluiu. Assim, chegou-se ao conceito moderno e geral de
funcdo como um mapeamento univoco de um conjunto em outro.

Apesar dos matematicos ja referidos terem dado os primeiros contributos, os moldes atuais
com que se trabalham as funcdes devem-se a diversos nomes, sendo valorizadas as contribuicées
de varios matematicos, como Nikolai Lobachevsky (1792-1856), Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) e Dedekind (1831-1916).

Iremos, nesta unidade, explorar o conceito matematico de func¢ao, procurando dar-lhe o rigor
gue, no Seu uso corrente, nem sempre tem.
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Recorda

Uma funcao afim é definida por uma expressao al-
gébrica do tipo f(x)=ax+b, com a e b constan-
tes,em que x é uma variavel independente.

Uma funcao afim é representada graficamente por
uma reta nao vertical.

* a corresponde ao declive da reta;

* b corresponde a ordenada na origem, porque f(0)=b.

Dados dois pontos da reta, (x;,y;) € (X,.Y,). o de-
clive da reta é dado por:

a:)’2 Y
.XQ_.x1

Uma funcéo de proporcionalidade direta é uma funcao
linear f do tipo f(x)=kx, com k=0, emque f(1)=k
representa a constante de proporcionalidade direta.

Retas que tém o mesmo declive sdo paralelas.

Se o declive de uma reta for igual ao simétrico do
inverso do declive de outra reta, as retas sdo per-
pendiculares.

y
AX"'[)

o[Ne

\ %4

s

Nota

Quando a ordenada na
origemé 0 (b=0), a
funcao diz-se linear.
Neste caso, areta passa
na origem do referencial.

J

-
—a L L
T ™
R S T T

Reta vertical Reta horizontal
xX=k y=k
A
y y
K]
—_
0 k X 0 x
(Nao corresponde a uma funcao) (Funcao constante)
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Uma funcio de proporcionalidade inversa é uma funcdo y
f do tipo f(x):ﬁ, com x#20 e k#0, emque f(1)=k

representa a constante de proporcionalidade inversa. 0
Uma funcao de proporcionalidade direta é representada
graficamente por uma hipérbole, centrada na origem.

Uma funcio f dotipo f(x)=ax’, com a0, é uma funcio quadratica.
O grafico destas func6es sdo parabolas, com vértice na origem do referencial e

simétricas em relacao ao eixo dos yy.

a>o0 a<o
Concavidade da parabola voltada Concavidade da parabola voltada
para cima para baixo
A
fFlo| | yf — 10, | >
\ |
+ o) ):c} tlgl In AL

O conjunto-solucdo de uma equacdo do 2.°grau ax’+bx+c=0 é o conjunto das
abcissas dos pontos de intersecdo da parabola de equacdo y=ax? com a reta de

equacado y=—-bx —c.

Interpretacao grafica do nimero de solugcées de uma equaciao do 2.° grau:
ax’+bx+c=0, com a>0e b<0

!

X
y=—-bx-c
A equacao tem duas A equacao tem uma A equacao nao tem
solucoes reais. solucao real. solucoes reais.
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2. Funcoes

Antes de comecar

a Considera as retas representadas no seguinte referencial o.n..

S

4

-13-12-11-10-9 -V/-e-s-4 3210 \ 3456 7x
2

t 3

1.1. Qual das retas nao representa uma fungao?

1.2. Estabelece arelacdo entre as retas e respetivas expressdes algébricas.

h x=3

p y=x+6
g y=—2x+1
S y=-2

t y=—x+1

1.3. Indica a expressao algébrica de uma reta:
a) horizontal; b) vertical;
c) com declive positivo; d) com declive negativo.

1.4. Qual é a expressao algébrica dareta r, sabendo que é paralela a reta de
expressao algébrica y=-x+1 e que passa no ponto (0, 5)?

e Os barcos da Cabo Verde 4 o
Interilhas viajam entre as ilhas. 12 I
Um dos barcos precisa de 7" S
percorrer uma distancia de 210 i i
120 km. Se viajaauma 5 Z
velocidade constante de ;5; .
15 km/h, levard 8 horas para ‘é 5
completar a viagem. E’ 5
: o

10,0 12,5 15,0 17,5 20,0 22,5 25,0 27,5 30,0
Velocidade do barco (km/h)
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2.1. Qual seria 0 tempo de viagem se o0 barco aumentar a sua velocidade para
20km/h?

2.2. Quanto tempo levaria se a velocidade fosse reduzida para 10 km/h ?

2.3. Arelacéao entre a velocidade do barco e o tempo de viagem é uma
relacdo de proporcionalidade inversa. Porqué?

2.4. Qual é a constante de proporcionalidade inversa?

2.5. Qual é o significado da constante de proporcionalidade inversa no
contexto do problema?

Considera as seguintes funcgdes: f(x)=x’ e g(x)=2x+3.

3.1. Esboca os graficos da fungédo quadratica e da reta no mesmo referencial
cartesiano.

3.2. Determina os pontos de intersecdo das funcdes.

No referencial cartesiano ao lado estao
representadas umareta r e a parabola g.

Areta e a parabola intersetam-se na
origem e no ponto B.

O ponto de coordenadas (—1; —2)
pertence a reta.

4.1. Indica uma expressao algébrica que
defina a reta.

4.2. Sabendo que a equacao da parabola
g é y=Vv2x’, determina a ordenada
do ponto B.
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2 Funcoes

Manual

Interativo
Exercicio
Reconhecer

funcgdes lineares
e afins

Video
Fungdes do tipo
f(x)=ax?

O g O

2.1. Generalidades acerca de funcoes

Nocao de funcao
Uma fungao é uma aplicacao que relaciona os elementos de dois conjuntos ndo vazios.

Consideremos dois conjuntos ndo vazios A e B, em que uma funcao f faz corres-
ponder a cada elemento do conjunto A um e um s6 elemento do conjunto B.

Exemplo 1

O diagrama ao lado representa a fungéo f.

A cada elemento do conjunto A corresponde um e
um s6 elemento do conjunto B.

Em qualquer funcéao, para cada elemento do
conjunto A, existe um unico elemento que lhe
corresponde no conjunto B.

Exemplo 2

Nao é uma fungao, pois um elemento Nao é uma funcgao, pois existe um

do conjunto A relaciona-se com elemento de A que ndo se relaciona
dois elementos distintos de B. com nenhum elemento de B.
Exercicio

o Quais das seguintes relagdes representam funcdes?

B A B

A B A B A
f 9 h J
1\
\—
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

De modo geral, podemos descrever algebricamente uma fung¢ao da seguinte maneira:

f:A—B
x—y (o Jrr
~ _ Exercici
Repara que a fungdo, a cada elemento do conjunto A (representados por x), faz-lhes  axocir
corresponder elementos de B (representados por y). Também se diz que os elemen- g@gf@g‘:z

tos do conjunto B sao dados em funcéo dos elementos do conjunto A, logo, pode- gréfigos d:f
ungoes afins
mos representar y por: y=f(x). Lé-se:y iguala f de x. ¢

Uma funcdo também pode ser representada por uma A B
expressao algébrica.

Repara na situacao ao lado em que a cada elemento do

conjunto A={1, 2, 3} corresponde o nimero natural ‘

consecutivo no conjunto B={2, 3, 4}.

Assim, podemos definir a funcdo g:
g.A— B
X— x+1
Para x=1, temosque g(1)=1+1=2
Para x=2, temosque g(2)=2+1=3
Para x=3, temosque g(3)=3+1=4

Logo, podemos também definir afungcdo g através da seguinte expressao algébrica:
gx)=x+1.

Exemplo 3

f: A={0,1,2,3} — B={0,1,2,3,4,5,6} g:A={-1,0,1}—B={0,1,6}

X— 2x 6 se x=—1
X — {2 se x=0
0 se x=1
Dizemos, neste caso, que a funcéao
esta definida por ramos.
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2. Funcées

Exercicio

o Indica uma expressao algébrica que permita definir as seguintes funcoes:

2.2, 2.3.

2.1.1. Graficos de funcoes

Sejam A e B dois conjuntos. Designa-se por produto cartesiano de A por B o con-
junto dos pares ordenados:

AxB={(a: b): acAAbEB]}

Exemplo 4
Se A=R e B=IR, oresultado do produto yﬂ
cartesiano de A por B é dado por: 3
RxR={(x;y): xeRAyeR}=R’ 2
IR® corresponde a todos os pontos do plano ! R
cartesiano. -3 -2 —1_? 1 2 3 x
-2
-3
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

Agora, sendo A e B dois conjuntose f afuncédo f: A— B, oconjunto GCAXxB
corresponde ao grafico da fungcao f e representa-se por G; se e somente se qual-
quer que seja a € A existirum e um sé elementode bEB talque (a; b) €G.

G={(x; fx): x€A}

Como sei se uma representacao grafica corresponde a uma fungao?

Basta tracar retas paralelas ao eixo dos yy e verificar se essas retas intersetam o
grafico no maximo num unico ponto. Caso uma delas intersete o grafico em mais do
que um ponto, esse grafico ndo representa uma funcao. Isto acontece porque a cada
abcissa x so6 pode corresponder uma ordenada f(x) para que (x, f(x)) seja ponto
do gréfico de uma fungéo f.

Exemplo 5

Exercicio

e Em quais dos seguintes gréaficos estao representadas fungbes?

B Cc
A A

2

v

E F G H
A A A A
y y y /_\ y
/ 0 X§ >
_/ - 1 _ 0 a x=
0 X 0 X
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2. Funcées

2.1.2. Restric6es de uma funcao

Sejam A e B dois conjuntos, ndo vazios, e f: A— B uma funcéo.

Dado um conjunto qualquer, ndo vazio, C, chama-se restricao de f a C afuncao
fc: CNA— B, talque VXECNA, fic(x)=f(x).

Exercicio

o Representa num diagrama as restricdes de cada uma das funcgdes ao conjunto C
indicado.

4.1. 4.2.
c={2, 4} c={0,1, 4,8}

4.3.

4.5,
C=1{5,10, 15, 20}

A B
J

WV

™
—
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

2.1.3. Imagem de um conjunto por uma funcao
Considerando uma funcéo f, os conjuntos que se relacionam recebem nomes espe-

cificos.

Seja f afuncdo que aos elementos do conjunto A faz corresponder os elementos
do conjunto B:
frA— B

Assim:

O dominio da funcao é o conjunto formado pelos valores x que podem ter corres-
pondéncia por meio da funcéo f.

Neste caso, A € o dominio da fungéo.

O conjunto de chegada da funcao é o conjunto formado por todos os valores aos
quais x pode estar associado.

Neste caso, B é o conjunto de chegada da funcao.

O subconjunto do conjunto de chegada de uma fungcao formado pelos elementos
que se relacionam com elementos do dominio denomina-se por contradominio.
Dominio de f: D;

Conjunto de chegada de f: CChy

Contradominio de f: Dy

Aos elementos de D, chama-se objetos e aos elementos de D; chama-se imagens.
Se y=f(x), diz-se que y é aimagem do objeto x por f.

Exemplo 6

D,=A={1,2,3,4,5}
CCh,=B={a,b,c,d, e}
D;={a. b, c}

Contradominio

Dominio  Conjunto de chegada

149



2. Funcoes

Exercicio

e Indica para cada uma das seguintes funcdes o seu dominio, contradominio e
conjunto de chegada.

5.1. 5.2.

5.3.

5.5.

W/

>
=

—

2.1.4. Funcoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas
Seja f uma funcaotalque f: A— B.
A funcao f diz-se injetiva se:

VX, X, €D, x;2x, = f(x;)2F(x,).
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

Exemplo 7
Afuncdo f éinjetiva, pois todos os objetos tém A B -
diferentes imagens. f & rona,
Video
Funcéo injetiva
Afuncado g é injetiva, pois todos os objetos tém c D

diferentes imagens.

A funcdo h nao é injetiva, pois existem dois objetos E
E. 1 e 2, que téma mesmaimagem.

122, mas h(1)=h(2)=1

Exercicio

e Para cada uma das seguintes funcdes, indica se é ou nao injetiva.

6.2. 6.3.

—

Afuncdo f: A— B diz-se sobrejetivaseesése VyeB, 3x€A: y=f(x).

Portanto, uma fungédo é sobrejetiva quando o conjunto de chegada coincide com o
contradominio.
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2. Funcées

Exemplo 8

Todos os elementos do
conjunto de chegada tém
um correspondente no
dominio.

E uma funcdo sobrejetiva.

Exercicio

7.1.

—

Todos os elementos do
conjunto de chegada
tém um correspondente
no dominio.

E uma func&o sobrejetiva.

Existem elementos do
conjunto de chegada que
nao témum
correspondente no
dominio.

Nao é uma funcao
sobrejetiva.

0 Para cada uma das seguintes funcodes, indica se é ou nao sobrejetiva.
7.2.

7.3.

Quando uma funcgéo é simultaneamente injetiva e sobrejetiva, diz-se bijetiva.
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

Exemplo 9

Todos os objetos tém uma imagem diferente no
contradominio, logo € injetiva.

Todos os elementos do conjunto de chegada séo
imagem de algum elemento do dominio, logo é
sobrejetiva.

Assim, a funcao € bijetiva.

Existem elementos do conjunto de chegada que
nao sao imagem de nenhum elemento do dominio,
logo néo é sobrejetiva.

Assim, a funcao nao € bijetiva.

Dois objetos diferentes do dominio tém igual
imagem, logo a fungéo nao € injetiva.
Assim, a funcao nao é bijetiva.

Dois objetos diferentes tém igual imagem, logo a
funcado ndo é injetiva.

Existem elementos do conjunto de chegada que
ndo sdo imagem de nenhum elemento do dominio,
logo néo é sobrejetiva.

el e

Assim, a funcao nao é bijetiva.

Numa func¢ao bijetiva, o conjunto de chegada é igual ao contradominio e, simultanea-
mente, objetos distintos do dominio tém imagens distintas. Desta forma, cada ele-
mento do dominio relaciona-se com um unico elemento do conjunto de chegada, e
vice-versa, ou seja, todos os elementos do conjunto de chegada relacionam-se com
algum elemento do dominio.

Exercicio

e Considerando as fun¢des apresentadas nos exercicios anteriores, indica as que
sao bijetivas.
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2. Funcées

2.1.5. Composicao de funcoes
Dados trés conjuntos ndo vazios A, B e C:

f

A B

Considera duas funcoes f e g, tais que:

* afungdo f faz corresponder a cada elemento x, do conjunto A, um elemento
y=f(x) do conjunto B;

* eafuncdo g faz corresponder a cada elemento y=f(x), do conjunto B, um
elemento z, do conjunto C.

Supde que aplicamos a funcao g, depois de ter aplicado a funcao f.

A funcado que faz corresponder diretamente os elementos do conjunto A aos ele-
mentos do conjunto C designa-se por fungdo composta, g-f ou g(f(x)).

Exemplo 10

Dadas as fungbes f e g:

Temos que:

(g-f)(2)=g(f(2))=9g(0)=0
(g-f)(3)=9g(f(3))=g(1)=5
(feg)(1)=f(g(1))=f(5)=3
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

Funcao composta

Sejam f: D;— A e g: D,— B duas fungdes.

A fungdo compostade g apods f €afungédo g f: D,., — B tal que:
Dy.r={x€ED;: f(x)€ED,} e VXxEDy.; gof(x)=g(f(x)

Exemplo 10

No caso de conhecermos as expressoes algébricas que definem as funcdes,
podemos determinar a expressao algébrica da funcdo composta.

Dominio Funcao co'mposta Conjunto de
de fog fog chegada de fog

fogx)=f(gx))=f(x—3)=2(x—-3)+5=2x—-6+5=2x—1

Repara que:
(fog)(4)=f(g4)=f(1)=7 ou (feg)(4)=2x4-1=7
(fog)(3)= f(g(3))=f(0)=5 ou (fe9)(3)=2x3-1=5
(fog)(2)= f(g(2))=f(-1)=3 ou (feg)(2)=2x2-1=3
(feg)(1)=f(g(1)=Ff(=2)=1 ou (feg)(1)=2x1-1=1
Exercicios
e Considera as seguintes fungdes: p f ., 5 g
9.1. Determina: /é\
(g-1)(0) 0 \ / g
(Q ° f) (1 1 ;4
(g . -
9.2. Afuncdo (g-f) ébijetiva? \/
Justifica.

@ Considera as fungbes f(x)=x+3 e g(x)=—2x+1.
Determina a expressao algébrica de:

10.1. (g-f)(x) 10.2. (fo g)(x) 10.3. (g-f)(- 1) 10.4. (fog)(- 1)
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2. Funcées

2.1.6. Funcao inversa de uma funcao bijetiva

Sejam A e B conjuntose f: A— B umafuncao bije-  Dominio Conjunto
tiva. f(x) dechegada

Designa-se por funcéo inversa de f afuncao
f~':B— A, talque Vy€B, f~'(y)=x,, sendo que x,
€ o unico objeto de A talque f(x,)=y.

Designamos por funcao inversa a fungdo ' (x), que
faz o oposto do que a funcao f(x) faz.

Assim, seja f(x) umafungcdo f: A— B, emque
f(a)=b, entdo, afuncao inversa:

f-': B— A, talque f(b)=a.

Nem toda a funcdo admite uma inversa: podemos encontrar a funcao inversa s6
quando a funcgao for bijetiva, ou seja, injetiva e sobrejetiva.

Como se determina a fungao inversa?

Partindo da ideia que f~' faz o contrério da funcdo f, repara que se f duplica cada
objeto, ou seja, aimagem de x é o dobro de x, entdo f~' fard o inverso, ou seja, a
cada objeto faz corresponder a sua metade.

Assim, se f(x)=2x, entdo f‘1(x):%.
Para determinar a expressao algébrica de uma funcao inversa podemos recorrer a
resolucado de equacgdes.

Na expressao algébrica de f, substitui f(x) por x e x por f~'(x). Resolves a equa-
cdoemordema f~'(x) e determinas a expressao algébrica da funcéo inversa.

Exemplo 11
f:IR— R
x—f(x)=2x-6

Substituimos f(x) por x e x por f~'(x), de onde vem:
x=2f"(x) -6

Resolvemos a equacdo em ordema ' (x):

x=2f"(x)-6 <& x+6=2f"(x) & x'£6:f‘1(x) PN f‘1(x):%+3
Logo, a funcdo inversade f~'(x) é dada por:

" R— R
x—»f‘“(x)=%+3
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2.1. Generalidades acerca de funcbes

* Uma fungao é uma aplicagao que relaciona os elementos de dois conjuntos
nao vazios. Consideremos dois conjuntos ndo vazios A e B, emque uma
funcao f faz corresponder a cada elemento do conjunto A um e um sé
elemento do conjunto B.

f:A—B
X— Yy

* O conjunto G C A x B corresponde ao grafico 4 Funcao
da fungao f e representa-se por G; see
somente se qualquer que seja a € A existirume
um soé elemento bE B talque (a; b)EG.

G={(x; fx): x€A} \/ X

* Dado um conjunto qualquer, néo vazio, C, chama-se restricaode fa C a
fungdo: fi.: CNA— B, talque VXECNA, fic(x)=f(x).

* O dominio da fun¢ao é o conjunto de elementos x do primeiro conjunto, ou
seja, A, aos quais sera aplicada a funcao. Escreve-se D;=A.

* O conjunto de chegada da fung¢ao € o conjunto de todos os elementos do
segundo conjunto, ou seja, B, onde se encontram as correspondéncias de
X, por aplicacao dafuncao f.CCh=8B .

* O subconjunto do conjunto de chegada de uma funcao formado pelos
elementos que sao correspondéncia de algum objeto x, diz-se
contradominio e representa-se por D;.

* Umafungéo f: A— B diz-se injetiva se e s0 se
VX, €A, x;2x, = f(x;)#f(x,).

* Umafuncao f: A— B diz-se sobrejetivaseesése VyEB, Ix€A: y=f(x).
* Quando uma funcao é simultaneamente injetiva e sobrejetiva, diz-se bijetiva.

* Sejam f: D,— A e g: D,— B duas func¢des. A fungdo composta de g
apos f eafungdo g-f: D,., — B tal que:
Dg.;={X€D;: f(x)ED,} e VXEDy.¢, geof(x)=g(f(x))
gef=g(f(x)

* Sejauma fungdo f: A— B, emque f(a)=b, entdo, a fungao inversa
f-': B— A étalque f ' (b)=a.
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2. Funcoes

Considera os seguintes diagramas que representam relagdes entre os
conjuntos A e B.

A B A B A B
“ " “
Quais deles representam fungdes? Justifica a tua resposta.

Considera as representacgoes graficas que se seguem.

a) 4 A

| v 4 C) /Y\
.?C= 0 x# 0
d) A e) A f) A

Y/ y y

4,7‘ e

v

v

0 x 0 x 0
A
A A
o) , mo,
—
0 x
0 x

Quais delas representam fung¢des?
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2.1. Generalidades acerca de funcdes

Considera os conjuntos A={1,2,3,4} e B={5,6,7, 8}.
Afuncao f: A— B estarepresentada no diagrama seguinte:

3.1. Determina aimagem de cada elemento de A pelafuncéo f.

3.2. Afungéao f éinjetiva? Justifica tua resposta.

3.3. Afungao f é sobrejetiva? Justifica a tua resposta.

3.4. Desenha o diagrama da funcdo inversa f~', se ela existir. Se ndo existir,

explica o motivo.

Considera os conjuntos A={1,2,3},B={4,5,6} e C={7,8,9} eas
funcdes f: A— B e g: B— C representadas pelos seguintes diagramas:

4.1. Determina a fungdo composta g- f, ouseja, g(f(x)), paracada xEA.
4.2. Representa a funcdao composta gof: A— C através de um diagrama.

4.3. A funcao composta g - fé injetiva? Justifica a tua resposta.

Considera as fungdes f(x)=2x+3 e g(x)=x°—- 1.
5.1. Determina a expressao algébrica da fungdo composta (g« f) (x).
5.2. Determina a expresséao algébrica da fungdo composta (fe g) (x).

5.3. Calcula (g-f)(2) e (fog)(2).
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2. Funcées

2.2. Funcoes reais de variavel real

2.2.1. Nocoes sobre funcoes reais de variavel real

Uma funcgao real de variavel real € uma funcéo cujo dominio e o conjunto de chegada
estdo contidosem RR.

Exemplo 12

f: R— R
X—f(X)=—x>+2x—1

[ \CR VI S HEe N N

-4 -3 2\2/1 2 3 4x
-1

-3

Nem todas as fun¢des tém dominio IR, uma vez que nem todas séo definidas
para todos os numeros reais. Dependendo da expressao algébrica, certos
valores ndo tornam a expressao valida.

Exemplo 13
e f(x)= % nesta situacdo quando x=0 teriamos f(0)= %
Mas % € uma indeterminacao, uma vez que nao é possivel dividir por zero.

Assim, D,=R\{0} .
(x pode assumir qualquer valor real, exceto zero.)
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2.2. Funcoes reais de variavel real

« g(x)=Vx, nesta situacdo, por exemplo, quando x=—1, teriamos g(—1)=v-1.

Em IR, araiz quadrada s6 esta definida para valores positivos ou nulos, logo, x
nao pode assumir valores reais negativos.

Assim, D;=1Rj.

Portanto, na determinacédo de dominios de funcdes reais de variavel real definidas pela
respetiva expressao analitica, deve-se ter sempre em atencao as seguintes situacdes:

* se a variavel independente x se encontrar em denominador, é preciso garantir
que o denominador é diferente de zero;

* se a variavel independente x se encontrar no radicando de um radical com
indice par, é preciso garantir que o radicando é maior ou igual a zero;

* em caso de se ter as duas situacdes em simulténeo, tera de se considerar a
conjuncao das duas condicdes.
Exemplo 14

s f(x)=vVx-1 D;={x€R:x-1>0}
Comox—-1>0 & x>1, temosque D,=[1, +o9o[

- g =—2 Dg={xEIR:\/x+4¢O/\x+4>O}
Vx+4

Como Vx+420AXx+4>0 &
& x+420Ax+4>0

& xz2—4NANx>-4

& x>-4

Logo, D,=]-4, +oo[

Exercicio

m Determina o dominio das seguintes fungoes:
111, f(x)=3x-1

M2 g=—>

11.3. h(x)=vVx+2

1.4, i(x)=32+1
X —X

11.5. j(xX)=vx—-3+vx—1
11.6. k(x)=Vx—1

CVMAA10-11 161



Manual
Interativo
Video

Zeros de uma
funcao

Ea

2. Funcées

Zeros de uma funcao

Chama-se zero de uma funcédo f a todo o objeto cuja
imagem é zero.

O zero de uma fungao corresponde aos valores de x
onde o grafico corta o eixo dos Ox.

Exemplo 15

A funcdo f representada pelo grafico ao
lado temtrés zeros: 0, 3 e 6.

Dada a expressao algébrica de uma funcgao,
para determinar os seus zeros, basta igualar a
funcao a zero e resolver a equacgao resultante.

4
f(x)

quandox=a

f(x)=0 2

Exemplo 16

* Dadaafuncdo f(x)=vx—1
f)=0 < Vx—1=0Ax€ED,
= x—-1=0Ax2>1
< x=1 Ozerodafuncédoé: 1.

~ 2
e Dada afuncdo g(x)=
P20 9=
2 ,
x)=0 & =0 & 2=0 Impossivel
gt Va+a i

A fungado néo tem zeros.

* Dada afungao h(x) :%— 3x
2

h(x)=0 & ;—3x=0/\x€Dh
e %=3x/\x¢0
& 2=3xxxAx#z0
& 2=3x*Axz0
& 3x°=2Ax#0
= x2=%/\x¢0
2y 2
et (x-\/;\/x- 3>/\x¢0

Os zeros da funcéo sao dois: — \/% e \/%
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Exercicios
@ Indica os zeros das seguintes fungoes. e Manual
12.1. 12.2. Exercicio
Identificar

graficamente os
zeros de uma
funcado

12.3. 4 12.4. 4

@ Determina os zeros das seguintes funcgoes:

13.1. f(x)=3x—1 13.2. g(x)=2x% - 3x
13.3. h(x)=Vx+2 13.4. i (x) = 3)2€+ 1

X —X
13.5. /() =Vx -3 +Vx—1 13.6. k(x)=Vx—1

—

Sinal de uma funcao
Relativamente a uma funcéao real de variavel real f, diz-se:
* positivaem a€ D, se f(a)>0; y
* negativaem a€D; se f(a)<O0. 31
A funcdo f representada no grafico ao
lado é:
* positivaem 10, 3[, 13, 6[;

* negativaem [- 2, O[, ]6, +oof.
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2. Funcées

Repara que uma funcgao diz-se:
* positiva, quando o grafico da funcao se encontra acima do eixo Ox;

* negativa, quando o grafico da fungdo se encontra abaixo do eixo Ox.

Exercicio

m Indica a variacao de sinal das seguintes func¢des:

14.1. 14.2.
A
y
f
_ | 0 2 X
1 ‘ ‘
14.3. : yu 14.4. y;
1E .
12
! 2
th\1
3 -2-1 0 2 3x O\
_____________ E____l__________________. 0 -
5 1 2 x
1.3

Como determinar o sinal de uma fung¢ao, dada a sua expressao algébrica?

Considera a seguinte funcao: yA
f: R— R 3
X — f(x)=—x>+2x )
Analisando o gréfico, verificamos que: ]
f(0)=0 T
e -3 -2 -1 17 2
f(2)=0 3
0 e 2 sdo os zeros da funcéao. -2
-3
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2.2. Funcoes reais de variavel real

E ainda se pode concluir que:
* ]- o0, O[, afuncdo é negativa;

+ 10, 2[, afuncéo é positiva; @ et
* ]2, + oo, afuncao é negativa. Video
Sinal de uma

funcado

Para determinar o sinal de uma funcao é necessario entender o comportamento da
sua representacao grafica. E (til estudar os zeros, o dominio e perceber como se
comporta a funcao entre cada intervalo de zeros.

Exemplo 17

Dadaafungdo g: R— R
Xx—g)=x+3)(x-2)

Zeros da fungao:
gx)=0 & x+3)(x-2)=0 < x+3=0Vvx-2=0
& x=—-3Vix=2

— 3 e 2 sao os zeros da funcao.

Sinal da funcao no intervalo entre os zeros

Trata-se de uma funcao quadratica, representada graficamente por uma
parabola.

Podes verificar o sinal da fungcao antes do primeiro zero, entre o primeiro € o
segundo zeros e depois do segundo zero:

cx=—4€]-00,-3[eg(-4)=(-4+3)(-4-2)=—1%x(-6)=6>0
Logo, a fungdo é positivaem ]— oo, — 3[.

*x=0€]-3,2[e g(0)=(0+3)(0-2)=3%x(-2)=-6<0
Logo, a fungao é negativaem ]- 3, 2[.

*x=3€]2,+00[ e g(3)=(3+3)(3-2)=6x%x(1)=6<0

Logo, a fungdo é positivaem ]2, + oo . v
3
Podemos construir uma tabela de sinais da fungao: 2
+ 1 +
X |_°° |_3| |2| too 1 34y
gy | + |0 - o] +
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2. Funcées

Exercicio

@ Estuda algebricamente o sinal das seguintes funcdes:
15.1. f(x)=3x-1
15.2. g(x)=2x" - 3x
15.3. h(x)=Vx+2

3x+1

x?—x

15.4. i(x)=

15.5. j(x)=Vx-3+Vx -1
15.6. k(x)=vVx — 1

2.2.2. Funcoes definidas por expressoes analiticas e
propriedades dos seus graficos

Como ja vimos, as funcdes podem ser definidas através de uma expressao analitica,
que define a lei que transforma os objetos, x, nasimagens, y.

Vamos, seguidamente, estudar algumas fungdes reais de variavel real e as suas ex-
pressoes analiticas.

Funcao constante

A expressdo algébrica de uma fungdo constante é do tipo f(x)=b.

° — A
D;=1R W,
* Di={b}
~ O ‘x'
Repara que, para qualquer valor de x, afuncéao faz cor-
responder sempre o mesmo valorde y, quesera b. A
y
» Zeros: b
° Nenhum,se b#0. 0 X

e Todos os numeros reais, se b=0.

* Sinal: y
> Se b<0, negativa em todo o seu dominio. o
O L
° Se b>0, positivaem todo o seu dominio. - *
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Funcao afim

A expressao algébrica de uma funcao afim é do tipo f(x)=ax+b. A sua representa-
cao grafica é uma reta nao vertical.

ylk a>0 ylk -
b>0 a
/b ‘\b>0
.x' >

A

y a>0 y
b<0 a<o0
b<0
- b\ 0
A A
b ’ b

"v

* D,=R
* D;=IR
* Zeros: _b
a
fX)=0 & ax+b=0 & ax=-b & x=—§

* Sinal:

Se a<0 Se a>0

> Positivaem ]—oo, —g[ > Negativa em ]—oo, —%[

> Negativa em ]—g. +<>°[ > Positiva em ]—g, +<>o[

Funcao quadratica

Uma funcao quadratica € uma funcgao real de variavel real definida por um polinémio
do 2.° grau, do tipo f(x)=ax’+bx+c, com a, b, c€ER, onde a=0.

O grafico de uma funcao quadratica € uma parabola que tem um vértice, digamos, de
coordenadas (h, k).

D,=R
e Contradominio:
' b . p—|_ _b
Df—[f<—2a>,+oo[,se a>0 Df—] <>o,f< 2a>],se a<o
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2. Funcées

* Afungédopodeter O, 1 ou 2 zeros.

- Vértice: (-3, F(-2 ))

2a' '\ 2a
a>o
A A A A
h>0 Y h>0 Y h<o Y y h<0
k>0 k<0 k<0 \/ k>0
| / \ am
: I o\ h . ho - : >
o n =~ PNV VAP I h 0 g
a<o
A
h>0 4 h>0 4 h<o 4 y h<0
k>0 k<0 k<0 k>0
N, o h R K R

Dado o grafico da fungao quadratica, como determinar a sua expressao algébrica?

Para determinar a expressao algébrica que define uma funcdo quadratica, precisa-
mos de conhecer trés pontos da funcao para determinar os valoresde a, b e c.

Exemplo 18
Sabendo que a fungdo quadrética f(x)=ax’+ bx+c passa nos pontos de
coordenadas (2,2), (-2,2) e (0, 1):
Para cada ponto, substituir pelos valores das coordenadas dos pontos:
*f(0)=1 < a.0°+b.0+c=1 & c=1
Sabemos que c=1
cf(-2)=2 < a(=2’+b(=2)+c=2
Como c=1
< 4a-2b+1=2 & 4a-2b=1
c f(2)=2 & a2’ +b2+c=2
Como c=1
& 4a+2b+1=2 & 4a+2b=1
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Agora resolvemos o seguinte sistema:

4a+2b=1 2b=-4a+1

{4a—2b=‘| {4a—2b=‘| {4‘3‘2”:1
PN

4a—2<—2a+%>=‘| {4a+4a—‘|=‘| {8a=2
= 3 _ 1
b=—2a+L b_—2a+§
2
_1 _1
=X ] = 1 = 4
. 1.2
Assim, f(x)—zx +1.

2.2. Funcoes reais de variavel real

b=—2a++

2

Funcao médulo

Manual
Interativo
Video

Fungdes médulo

A funcdo mddulo é uma funcado de IR em IR, que a cada numero real faz correspon-

der o seu valor absoluto.

Assim, sabemos que:
*Se x>0, |x|=x
*Se x<0, |x|=-x

Podemos definir a funcdo moédulo por ramos:

f(x)=|x|={x se x>0
-x se x<O0
*D:=R

* D;=1R;

e Zeros: O

* Sinal: positivaem IR\ {0}

6 5-4-3-21

~d/~ v w s g S

12 345 6%

169



e Manual
Interativo
Video
Funcdes
definidas por
ramos

[l
b i
.

2. Funcées

Funcdes definidas por ramos

Uma funcédo diz-se definida por ramos quando € definida por diferentes expressdes
analiticas em diferentes partes do seu dominio.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 19

Considera a seguinte funcao definida por ramos:

2Xx se x<1
f(x)=43 se x=1
—-Xx+2 se x>1

O seudominio é R.

Mas, para diferentes partes do dominio, a expressao algébrica que atribui a
imagem a cada objeto é distinta. Vejamos, por exemplo:

f(-=1)=2x(-1)=-2 f(0)=2x0=0
1oy 1 _
f(§>—2><2-1 f(1)=3
3\__3,,_1 __ _
f<§>_ S +2=1 f(2)=—-2+2=0
Para representar graficamente a funcao f é %
necessario seguir as expressoes que definem a 3 °
funcdo em cada uma das partes do seu dominio.
Assim: 2
°* x<1, representa-se parte dareta y=2x;
* x=1, representa-se o ponto (1, 3); \
« x> 1, representa-se partedareta y=—x+2. 0 1 ?\ X

Afuncao f(x) temzerosem x=0 e x=2.
Vejamos:
2x=0AX<1)V(=x+2=0Ax>1)
x=0AX<TH)VX=2Ax>1)
x=0Vx=2

No que diz respeito a variacao de sinal da funcao, pode dizer-se que:
* f é positivaem ]0, 2[;
* f é positivaem ]—oco, O[ eem ]2, +oo.

O seu contradominio é dado por: D;=]-o0, 2[U {3} .
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Exemplo 20 -
Considerando a fung@o h apresentada no fg h Ml
referencial cartesiano ao lado, dado por: 16 e Interativo
14
Video
h() { x—1 se X>—1 :IIC2) Gréfico de
funcdes
2x -1 se —5<x<-1 8 definidas por
6 ramos
podemos dizer que: k--lzl ms
D,=[-5, +09[ 5§ -4 -3 2-1 27 1 2 3x
| =4
D,=[-11, =3[U[=1, +o0] E -8
i -10
=12
Zeros sao —£ e % uma vez que:

(2x—1=0A—5<x<—1)v(2x2—1=0Ax>—1)
&S (2x=1A-5<x<-1V (2x*=1Ax>-1).

= <x=%/\—5<x<—‘l> \/<x2=%/\x>—‘l>

impossivel

= x:i\/g/\x>—‘l

= <x——£/\ \/_> x>-1

Exercicios

@ Considera a seguinte func¢ao definida por ramos:

-x—-4 se x<3
fx)={x2-7 se 3<x<4

2x se x>4
16.1. Determina:
a) f(2) b) 7(5)
c) f(10) d) 71(3)

16.2. A funcao tem zeros? Quais?
16.3. Faz um esboco da representacéao grafica da funcao.
16.4. Indica o dominio e contradominio da funcgao.

16.5. A funcao é bijetiva? Justifica.
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2. Funcées

Q Considera a seguinte fung¢ao definida por ramos:

1
~X+6 se —-4<x<0
Manual — =
(o JHerm f(x)=12
-5 se 0<xg7
Exercicios
Interpretar . s N ~ <o ~
gréficos de 17.1. Qual dos seguintes graficos corresponde a representacao grafica da funcao?
funcdes
definidas por (A) A
ramos y
Determinar o 8
contradominio
de uma fungéo
moédulo 4
Determinar a 2
expressao N
analitica de uma & _~ 1 50 5 N L
fungéo definida 8-6-4-27] 2. 468 |x
por ramos
4
—6
—8
A
(B) ,
8
B
4
2
>
-8-6-4-20] 2 4 6 8 |x
—Z
—4
—6
~-8

17.2. Qual é o dominio da fungéo?

17.3. Qual é o contradominio da fun¢éo?

@ Considera a funcéo f definida por ramos da seguinte forma:

x*—4 se x<0
f(x)={2x+1 se 0<x<3
5 se x>3

18.1. Determina o valorde f(-2), f(0), f(2) e f(4).
18.2. Determina os zeros da funcgao.
18.3. Esboca o grafico da fungao f.

18.4. Indica o dominio e o contradominio da funcao.
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2.2. Funcoes reais de variavel real

2.2.3. Paridade; simetrias dos graficos das funcoes pares

e das fungoes impares
e Manual
Interativo
Exercicio Exercicio
Identificar a
paridade e a
@ Observa os seguintes graficos e completa a tabela, indicando as imagens dos injeti\f/idaqe de
. . uma runcao
objetos sugeridos na primeira coluna. ¢
f(x)=x g(x)=1x|
A A
y y
5 5
AL 4
1 3 1 3
i 2 i 2
i 1 ] |:I_ -
-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 x 5-4-3-2-10 1 2 3 4 5x
-1 1
x f(x) =x? g(x)=|x|
1
-1
2
-2
1
2
_1
2
X
-X

—
Repara que na funcdo f temos que f(x)=x? e f(—x)=(—x)*=x?2.
Portanto, f(x)= f(—=x).

De igual forma, na fungao g, temosque g(x)=|x|=x e g(—x)=|-x|=x.

Logo, também g(x)=g(—x).
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2. Funcées

Se fosse possivel posicionares-te sobre o eixo Oy e olhasses para a esquerda e de-
pois para a direita, visualizarias a mesma imagem (valor de y).

O eixo Oy é eixo de simetria destas fungdes, funciona como um espelho.
As funcdes f e g sao simétricas emrelacdo ao eixo Oy.

Dizemos que as funcdes sao pares.

Exercicio

@ Observa os seguintes graficos e completa a tabela, indicando as imagens dos
objetos sugeridas na primeira coluna.

h(x)=x* jx)=x
A
y
8t
Ch
41 !
21 !
| " " " " " " ! |
3 4x -5-4-3-2-471 123 45 x
4]
_6
-81
* h) =x° j()=x
1
-1
2
-2
1
2
_1
2
X
—-X
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Repara que na funcdo h temos que h(x)=x".

Logo, —h(x)=—x" e h(=x)=(=x)°==x°.
Portanto, hi(=x)=—h(x). e Yor
De igual forma, na funcado j, temos que j(x)=x, logo —j(x)=—x e j(-x)=—-x. Videos

Funcéo par

Logo, também j(—x)=—j(x).

Agora, a simetria ndo é em relacado ao eixo Oy. A simetria é em relagcéo a origem.

s

As funcdes h e j sao simétricas em relacao a origem.

Dizemos que as funcdes sao impares.
Concluimos que:
* Uma funcéo real de variavel real f diz-se parseesése Vxe€D;, -x€D; e
f(—x)=Ff(x).
f é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do respetivo
grafico.
* Uma funcao real de variavel real f diz-se imparseesdse VxeD;, - x€D; e
f(-x)=—Ff(x).
f é impar se e somente se o respetivo grafico for simétrico relativamente a
origem O do referencial.

Exercicio

@ Relativamente as seguintes representacodes graficas, indica aquelas que
correspondem a fungdes pares, as que correspondem a fungcdes impares e
aquelas que nao sao pares nem impares.

a) A b) A
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Manual

Interativo
Exercicio
Caracterizar

uma funcao
impar

2. Funcées

v

g)
A
y

gl =p-2

S

c)

f)
A
y
f(x)=4"+
_
0

—

Exemplo 21

»
»
X

—_t-—---

h)
A
y

h(x) = sen(x)

e)

* f(x)=x?+3 é uma funcao par, pois:
f)=x’+3 e f(-x)=(-x)"+3=x"+3

f(x)=f(-x), logo afuncéo é par.

*gx) =% é uma funcao impar, pois:

—g()=-Teg(-n=—""=

1

X

- g(x)=g(-x), logo afungao é impar.

* h(x)=x+1 ndo é par nem impar, pois:

h(x)=x+1 e h(-x)=-x+1, logo, h(x) nao é par;

v

o
e
=
v

A

j(x) = -log,(x)

Y

—-h(x)=—(x+1)=-x-1e h(-x)=—x+1, logo h(x) ndo é impar.

Exercicio

@ Estuda a paridade das seguintes fung¢des definidas pelas expressdes algébricas.

22.1. f(x)=x"

22.2.g(x)=x"+2

22.3. h(x)=|x+2|

22.4.j(0)=—1
X
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2.2. Funcoes reais de variavel real

2.2.4. Relacao geomeétrica entre o grafico de uma funcao
e o darespetivainversa

Considera a fungéo f(x)=x>.
Afuncdo inversa de f é definida por f~'(x) = Vx .

Ambas as fung¢des estao representadas no seguinte referencial cartesiano:

A

y ’I,’
f .
,I
I”
// P(x, x)
7. —
f 1
s
’l
N
2,
7
z [
’I x'
< /10

Ao compararmos os graficos de duas fun¢des inversas, podemos concluir que areta
y=x, bissetriz dos quadrantes impares, é o0 eixo de simetria entre os dois graficos.
Isto ocorre porque se (a, b) é pontode G;, entdo (b, a) é pontode G;--.

Exercicio

@ Considera a seguinte funcao bijetiva:

A

N

v

|
\S}
|
=
N
N
N
)
N
N
ot
=

N

~—
w

—
N
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2. Funcoes

Qual dos gréaficos corresponde a representacao da sua funcao inversa?

(A) (B) (C)

VA vlk ylk
f—1
\\\ : P= < ‘: £
z f— P4 “
10 —— \Igl 3
—6-5-4-3-2 1 P> CelT5—4-3 2 1, Wl 1/

) o\ 0 .
r4 Ll
‘ ~ -6-5-4=3-2 -1 > x

(D) (E)

<
»
»
<
b
»

ff‘l

DwW b

N D A g )

\ 4

o B\Job

2.2.5. Transformacoes geométricas do grafico de uma
funcao f e os graficos das fungées y=f(x) +a,
y=Ff(x+a), y=af(x), y=Ff(ax) e y=|f(x)|, sendo
a um namero real, ndo nulo

Seja f uma funcao real de variavel real e k um numero real positivo. Supde que a se-
guir se representa o grafico de f. Vamos ver que funcdes resultam de algumas trans-

formacgdes a este grafico.
/f

v

o\
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Transformacao geométrica
do grafico

2.2. Funcoes reais de variavel real

Descricao do efeito sobre
o grafico de f

y

A

\J=

Manual
Interativo
Video

Transformacdes
de funcdes

[i] S []

—f(x) /&\ ,f Reflexdo em relacdo ao eixo Ox.
A
y
f(—=x) \O( x’ Reflexdo em relacdo ao eixo Oy .
/ f(=x)
A
y
/ fT(x) +k
O grafico desloca-se k unidades
Flo)+k K/ _ para cima.
70 X
A
y fx) - k
. ) _
0 > O grafico desloca-se k unidades
f(x) — k / .
/ para baixo.
A
y
f(x+k)
R /// R O gréfico desloca-se k unidades

para a esquerda.
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2. Funcées

Transformacao geométrica
do grafico

Descricao do efeito sobre
o grafico de f

f(x — k)

A
y

fx—k) —>»

y

I/

O gréfico desloca-se k unidades
para a direita.

|f(x)]

v

Vejamos outro exemplo.

A parte negativa do grafico faz
simetria em relagdo ao eixo Ox.

Considera, agora, uma funcédo g e um numero real positivo k.

Transformagao geométrica
do grafico

Descri¢ao do efeito sobre o
graficode f

y

A

Se k>1 N Dilatacdo vertical de coeficiente
kx g(x) g /o &/x' k.
kx g(x)
A
y

Se 0<k<1 x Contracao vertical de coeficiente

kxg(x 0 « K.

gx) - E
kx g(x)
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Transformacao geométrica

2.2. Funcoes reais de variavel real

Descricao do efeito sobre o

do grafico graficode f
A
y
g (kx)
Se k>1 \\ Contracao horizontal de
P - 1
[0} L
g (kx) \j\/x coeficiente .
A
y
Se 0<k<1 \ Dilatacao horizontal de
P - 1
(0] L
g (kx) N Y coeficiente .
g (kx)
Exemplo 22

Considerando a funcdo definida por f(x)=x>, temos:

gx)=-f(x)=-x2

g(x)=f(-x)=(-x)*=x?

y
6
5
4
3
2
1

4

h

9@ =—F() ="

v

gx)=f(x)+2 =x%+2

g@) =f(—x) = (-x)°=x>
A

g

2N W b g oS

v

3-2-10 1 2 3 «x
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2. Funcées

gx)=Ff(x)+2=x*+2 gx)=Ff(x)-2=x*-2
A
y
A
y
o a\f 6
f 9 5
5 4
2 3
S 2
1
1 »
> —3-2-10[ 1/2 3 x
3-2-19 1 2 3 2\;/
gx)=f(x+2)=(x+2)>=x’+4x+4 gx)=f(x-2)=(x-2°=x*>-4x+4
ylk yﬂ
g |\f 6 ! b
5
4
3
2 2
1 1
—5—4—3—2—110 1 2 3x; —3—2—1? 1 2 3 4 5)«5=
_2 -2
2 1 1 2
gx)=2f(x)=2x g(x)=§f(x)=§x
A A
y y
f\ \9 g\ f
6 6
5| 5
4 4
3 3
2 2
1 1
3590 12 3 * 5290 123 o
-1 1
-2 -2
2
g (x) =f(2x) = (2x)* = 4x” g(x)= ,(%x) - (%x> -2
yA A
f \9 y
6 g f
6
5
5
4
4
3
&
2
2
- 1
3-2-10[ 1 2 3 1 >
-1 54 3210 1 2 3 4 5«
) -
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Exercicio

@ Considera a fungdo f(x)=x°.

Aplicando duas transformac6es geométricas a funcao f(x), obteve-se o grafico
abaixo.

Descreve as transformacgoes e indica a expressao algébrica da funcao.

A
Y

v

@ Considera a funcdo médulo, definida por h(x)=|x]|.
Traca representacdes graficas de cada uma das funcgdes.

25.1. h(x+2) 25.2. h(x-3)
25.3. h(x)+1 25.4.h(x) -1
25.5. h(2x) 25.6. 2h(x)
25.7. —h(x) 25.8. h(—x)
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2. Funcées

Determinar o dominio de uma funcao real de variavel real:

* se a variavel independente se encontrar em denominador, deve-se garantir
que o denominador é diferente de zero;

* se a variavel independente se encontrar no radicando de um radical com
indice par, deve-se garantir que o radicando é maior ou igual a zero.

Zeros de uma fungcao: x€IR: f(x)=0

O zero de uma fungéao corresponde aos valores de x onde o grafico corta o
eixo dos Ox.

Sinal de uma funcao
Uma funcao real de variavel real f diz-se:

* positivaem a€D; se f(a)> 0
(o gréafico da funcado encontra-se acima do eixo Ox);

* negativaem a€D; se f(a)< 0
(o gréafico da fungdo encontra-se abaixo do eixo Ox).

X se x>0

Funcido médulo f(x)=[x|= {
-x se x<0

Funcoes definidas por ramos

Uma funcéao f diz-se definida por ramos quando é definida por diversas expres-
sodes analiticas em diferentes partes distintas do seu dominio.

Paridade de uma funcao

* Uma fungéo real de variavel real f diz-se par se e so se:
VxeD;,, —x€D; e f(-x)=Ff(x)
f é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do
respetivo grafico.
* Uma fungao real de variavel real f diz-se impar se e so se:
VxeD;,, —x€D;, e f(-x)=-f(x)

f é impar se e somente se o respetivo grafico for simétrico relativamente a
origem O do referencial.
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Sendo f uma funcgéo real de varidvel real e k€ IR", as transformacgdes ao gra-
fico de f resultam em funcdes com as seguintes expressoes algébricas

Subir o grafico k casas f(x)+k
Descer o grafico k casas fx)—k
Deslocar o grafico para a direita k casas f(x —k)
Deslocar o gréafico para a esquerda k casas f(x+k)
Fazer simetria em relagdo ao eixo Ox —f(x)
Fazer simetria em relacdo ao eixo Oy f(=x)
Ftazer simetria da parte negativa do grafico em relacéo ao 00|
eixo Ox
Dilatar, na vertical, com coeficiente k :(cz;(xli >1)
Contrair, na vertical, com coeficiente k Kx F(x)

(com 0<k<1)
Dilatar, na horizontal, com coeficiente 17 {C(:;ﬁ k>1)
Contrair, na horizontal, com coeficiente 17 {c(gﬁ 0<k<1)
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2. Funcoes

. 2x+1 se —-2<x<0
f(x) =
SRR ) {3x—4 se 0<x<5
1.1. Indica o dominio de f.

1.2. Afuncgdo f tem zeros? Quais?

1.8. Estuda o sinal da funcao.

Considera a funcao representada graficamente no referencial cartesiano.

2.1. Indica o dominio da funcéo.
2.2. Indica o contradominio da fungao.
2.3. Define a funcao por ramos.

2.4. Determina o zero da funcéo.

Considera a fungdo f(x)=(x — 1)°.

3.1. Qual é o dominio da fungao?

3.2. Qual é o contradominio da fung¢ao?

3.3. Quais séo os zeros da fun¢ao?

3.4. Estuda o sinal da funcéo.

3.5. Afuncao é par? Justifica.

3.6. Determina a expressao algébrica da fungao definida por g(x)=f(x) +f(—x).

3.7. Verifica a paridade da funcdo g(x).

Estuda a funcdo f(x)=2x>- 2, referindo:
Dominio Contradominio Zeros
Sinal Paridade
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2.2. Funcoes reais de variavel real

Classifica as seguintes fungoes quanto a sua paridade (par, impar ou sem
paridade):

a) b) c)

Dado que a seguinte representacao corresponde a representacao grafica
de f(x)=x?, esboca o gréfico da funcdo g(x)=(x - 3)%+1.

A

<

= N W b~ 0 O

3-2-10 1 2 3 ¥

Considera as fung¢des representadas nos seguintes referenciais cartesianos.

A

A g oS
~h

v

A partir das representacoes graficas das fungdes f e i, determina as
expressodes algébricas que podem definir as restantes fungdes.
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Monotonia de
funcgdes afins

2. Funcées

2.3. Monotonia, extremos e concavidade

2.3.1. Intervalos de monotonia

A monotonia de uma funcdo descreve o comportamento de crescimento ou decres-
cimento dessa funcao no seu dominio. Ou seja, indica se a fung¢éao cresce, diminui ou
se mantém um valor constante num determinado intervalo. Assim:

* Dizemos que uma fungédo f é crescente num intervalo / se:
Va,b€l, a<b = f(a)<f(b)

Se a desigualdade for estrita, ou seja, f(a) < f(b), afuncao diz-se estritamente
crescente.

* Dizemos que uma funcao f é decrescente num intervalo / se:
Va,b€l,a<b = f(a)>f(b)

Se a desigualdade for estrita, ou seja, f(a) > f(b), afuncao diz-se estritamente
decrescente.

* Dizemos que uma funcao f é constante num intervalo / se:
VYa,bel,a<b = f(a)=f(b)

A
y
H@) = fb)p-----
O a | b x'
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2.3. Monotonia, extremos e concavidade

Caso da funcao afim
Considera uma funcédo afim dada por f(x)=ax+b, a e bER.
Manual
*Se a>0, afuncdo é * Se a<0, afuncdoé * Se a=0, afuncédo é e'"‘e“‘“‘“
crescente emtodo o decrescente em todo constante em todo o :\Atividade ;
s . L. onotonia de
seu dominio. 0 seu dominio. seu dominio. fungées
quadraticas
v % vt
4 4
4 f(x)=-2x-4
3 3 3
f(x)=2x-4 5 5
2
]
1 1
y Ty O > >
-3 -2 -1 0] 1 3 4 x 4 -3 1_1 1.2 3« 432110123x
-1 -
-2 -2 -2
_3 -3
-4 _4 y=-
-4
-5
4 j

Caso da funcao quadratica

Considera uma funcéo quadratica dada por f(x)=ax’+bx+c, a,b, cER e a=0,
com vértice (x,, yy).

*Se a>0 * Se a<0
- Decrescente em ]— oo, x,] > Crescente em ]— oo, x|
> Crescente em [x,, + oo - Decrescente em [x,, + oo[
A A
y y

a>0

xv'yv
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2. Funcées

Exemplo 23

Para afuncdo f(x)=x’, cujo vértice é a origem:
* afuncédo é decrescente em ]— oo, 0], pois f(x) diminui conforme x aumenta;
* afuncao é crescente em [0, + oo[, pois f(x) aumenta conforme x aumenta.

A
y

v

V(0, 0)
Exercicio

@ Descreve a monotonia das seguintes fungoes:

26.1. 26.2. A
y
A
y
f
-2
- 1
3x
26.3. 26.4. A
A y
Y °
13
|2 2
c\1
3.2 10 2 3px /
-------------- B 0 R
-2 1 2 X
-3
\_
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2.3. Monotonia, extremos e concavidade

2.3.2. Extremos relativos e absolutos

Extremos relativos e absolutos referem-se aos pontos em que uma func¢éo atinge
valores maximos ou minimos num intervalo.

A Max. absoluto
Max. relativo

y

Max. relativo

Min. relativo Min. relativo

Min. absoluto

»
|
X

Dada uma funcdo real de variavel real f e um valor f(a) do contradominio de f, diz-
-se que:
* f(a) € um maximo absoluto de f se Vx€D;, f(a) > f(x).
Ou seja, f(a) é o valor mais alto que a funcéao atinge;
* f(a) € um minimo absolutode f se Vx&€D;, f(a)< f(x).
Ou seja, f(a) é o valor mais baixo que a fungéo atinge.

Para além dos maximos e minimos absolutos, podemos ter maximos e minimos relativos.
Assim:

* num maximo relativo de f(a), o valor de f(a) é maior ouigual a todos os valores
de f(x) emtornode a;

* num minimo relativo de f(a), o valor de f(a) é menor ouigual a todos os valores
de f(x) emtornode a.

Exemplo 24

Considera a funcao representada no referencial
cartesiano ao lado.

* Em x=0, afuncao atinge o minimo absoluto, que
é f(0)=-5.

* O contradominio da funcédo é [- 5, + o[, porisso,
a funcdo ndo admite maximo absoluto.

Nos intervalos onde a fungao é constante,
considera-se atingir maximos e minimos relativos.

Os extremos absolutos também se consideram
extremos relativos.
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2. Funcées

Assim:
* afuncao admite os seguintes maximos relativos: 4, 0 e — 2;
* afuncao admite os seguintes minimos relativos: 1 , -3, -5, - 2.

Caso das fung¢oes quadraticas
Considera uma funcéo quadratica dada por f(x)=ax>+bx+c, a,b e cER e a=0.

* Se a>0, afuncdo tem um minimo absoluto que corresponde a ordenada do
vértice da funcao.

* Se a<0, afungdo tem um maximo absoluto que corresponde a ordenada do
vértice da funcéo.

a>0 a<o
A A

A | rvimostusao].

v

e

|
X
l»| Minimo absoluto

Exercicio

@ Indica os extremos absolutos e relativos da fungao representada nos referenciais
cartesianos seguintes.

a) b)
Y A
0 |
il / '1
2 ™ 1 4
1 | 3
2 | A 0 1 2 25 3 i1 "I ~
_2I _d-8 7-6-F_4_%8_ 1, 01 2 A 5\ 7 >
N ~~1-25 \\ / \\ 1, /
U \ 1] \|/
\[ 1/ \ 2]/
/ \>
\ N
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2.3. Monotonia, extremos e concavidade

2.3.3. Sentido da concavidade do grafico

Dada uma funcao real de variavel real f e umintervalo /C D;, diz-se que o gréafico de
f tem:

* a concavidade (estritamente) voltada para cima em /| se, dados quaisquer trés
pontos P, Q e R do grafico, de abcissas em [ tais que x,<xy<xz, 0declive
dareta PQ éinferioraodareta QR;

* a concavidade (estritamente) voltada para baixo em | se, dados quaisquer trés
pontos P, Q e R do grafico, de abcissas em [ tais que x,<xy<xz, 0declive
dareta PQ é superioraodareta QR.

Concavidade voltada Concavidade voltada

para cima para baixo

Q
P
R
R
P
Q
Mpg < Mg Mpq> Mg

Exercicio

@ Por observacao do grafico ao lado, responde as seguintes questoes:

28.1. Qual é o sentido da concavidade A
dafuncdoem ]—oo, —1[? }é

28.2. Qual é o sentido da concavidade 4t
dafungdoem ]-1, 2[? 3
28.3. Qual é o sentido da concavidade 2
1

dafuncdoem ]2, + oo ?

28.4. Quais s30 os pontos de inflexdo 123 45 6x

(onde o grafico da fungdo muda
de concavidade)?
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2. Funcées

Caso das func¢oes quadraticas

Considera uma func&o quadratica dada por f(x)=ax’+bx+c, a, b, cERR e a=0.

* Se a>0, aconcavidade é voltada para cima.

X1

X2 x

* Se a<0, aconcavidade é voltada para baixo.

X1

Exercicio

X2 X

@ Indica o sentido da concavidade dos graficos das seguintes fungdes, justificando.

29.1. f(x)=2x"+2x -3
29.2. g(x)=—x"—-6
29.3. h(x) =%x2 _2x—1
29.4. j(x)=— 2x°

29.5. k(x)=—10x" — 5x

29.6. /(x)=x’+4x+3
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2.3. Monotonia, extremos e concavidade

Intervalos de monotonia

Crescente Decrescente Constante
y
y
y
f(b)
f(a) f@=fbr --- ="
0 Ol I ; I ll) Ix=
Va, b€l a<b = Va, b€l a<b = Va, bel, a<b =
= f(a)<f(b) = f(a)>f(b) = f(a)=f(b)
Funcao afim
Crescente,se a>0 Decrescente, se a<0 Constante, se a=0
A A .
{4/ f(x)=—2x—4}; Z
8 f(x)=2x-4 3 3
2 2 2
1 1 1
-3-2-10[ 1 34); 1235 —4—3—2_1? 1 23x=
-1 -
-2 -2
-3 -3
—4 =4 y=—4
/ S B
Funcao quadratica
A
y Se a>0 Se a<0
° decrescente em ° crescente em
]-o0. x/] ]=o0, x/]
° crescente em o decrescente em
[xy, +o00] [xy, + 00

Extremos absolutos e relativos

yA Max. absoluto

Max. relativo

Max. relativo

Min. relativo Min. relativo

Min. absoluto

v
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2. Funcoes

Considera a funcao representada
graficamente no referencial cartesiano.

1.1. Estuda a monotonia da funcao.

1.2. Indica, se existirem, os seus extremos
absolutos e relativos.

2x+1 se —-2<x<0

SGE f(x)={3x—4 se 0<x<5

2.1. Estuda a monotonia da funcéo.

2.2. Indica, se existirem, os seus extremos.

Considera a fungdo f(x)=2x"-2.

3.1. Estuda a monotonia da funcao.

3.2. Indica, se existirem, 0s seus extremos.
3.3. Qual é a concavidade da fung¢ao?

Considera a funcao representada graficamente no seguinte referencial
cartesiano.

v

_k

4.1. Estuda a monotonia da funcao.
4.2. Indica, se existirem, os extremos.

4.3. Estuda os intervalos da concavidade da fungéo.
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2.4, Resolugao de problemas

2.4. Resolucao de problemas

2.4.1. Equacoes e inequacoes envolvendo fun¢coes
polinomiais

Uma funcéao polinomial é uma funcao definida analiticamente por um polinémio com
uma s6 variavel.

Exemplo 25

« f(x)=x>+2x—1 é uma funcao definida por um polinémio do 3.° grau.
* f(x)=2x -1 é uma funcao definida por um polinémio do 1.° grau (corresponde
a uma funcao afim).

* f(x)=3x?+1 éuma funcao definida por um polinémio do 2.° grau (corresponde
a uma func¢ao quadratica).

Equacodes envolvendo funcoes polinomiais

Ja aprendeste, no ano anterior, que uma equacao do 2.° grau pode ser resolvida apli-
cando a férmula resolvente (resolugcao algébrica), mas também pode ser resolvida
graficamente.

Exemplo 26

2 —
X+x-2=0 - ~N
Recorda:
Férmula resolvente de
equacoes de 2.° grau

Resolucao algébrica

—1+V/1P—4x1x(-2
X’+x-2=0 & x= v x1x(=2)

2x1 ax’+bx+c=0
@ x:M puN x__bi\/b2_4ac
v = y
= —__'—=VY
2
_1+3
& X= 5
_—-1+3 _—-1-3
— 5 VXx= 5
_2,,_—-4
— x—2\/x— 5
& x=1Vx=-2

S={-2,1}
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2. Funcées

Resolugao grafica
+x-2=0 & xP=—x+2
Considerando as funcdes
fx)=x>e glx)=—x+2

A

!
i 2
i

»
»
X

—4—3—2—1? 1T 273

As funcgdes intersetam-se nos pontos (-2, 4) e (1, 1).

As abcissas dos pontos de intersecao das duas fun¢des correspondem a
solucdo da equacdo,ouseja, —2 e 1.

Recorda que as solucdes da equacdo x°+x—2=0 4
correspondem aos zeros da fungdo h(x)=x"+x—2,

por isso, também podes procurar as solucdes da 2
equacao h(x)=0 observando os zeros na
representacao grafica da funcao h.

i 4

Mas, e se a equacao tiver grau superior ao 2.°?

Considera a seguinte equacao:

X +x*+2x=0
Neste caso, como todos os termos tém a incognita x, podemos colocar o x
em evidéncia.

P+x’+2x=0 & x(x*+x+2)=0

O produto de dois polinémios (x e x*+x + 2) é igual a zero se e s6 se um deles
forigual a zero — Lei do Anulamento do Produto.

& x=0Vx’+x+2=0
—1+V1%—4x1x(2)

& x=0Vx=

2x1
PN xzo\/xz—“—ff V-1
—_—

Impossivel em R

Logo, o conjunto com a solugdo da equagdo é S=1{0}.
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2.4, Resolugao de problemas

Exercicio

@ Resolve as seguintes equacdes:

30.1. 4x*—2x=0 30.2. — x°+4x*-2x=0

30.3. 4x° - 4x°=0 30.4. x°+x*-2x=0
——

Agora, sera que consegues resolver a seguinte equacdo?
x°—4x*-4x+16=0

N&o é uma equacédo de 2.° grau, onde possamos aplicar a férmula resolvente, nem é
possivel colocar o x em evidéncia, uma vez que existe um termo independente.

Neste caso, podemos fazer o seguinte:

3 2
X" —4x" —4x+16 =0
—_—  —
Colocaro x> Colocaro —4

em evidéncia em evidéncia
X’(x-4)-4(x-4)=0
Pela propriedade distributiva da multiplicagdo em relacao a adigao, temos que:
(x*-4) (x-4)=0

Agora, temos o produto de dois polindmios, pelo que podemos aplicar a lei do anula-
mento do produto:

X’-4=0Vx-4=0 & x’=4Vi=4 &
& x=tV4Vvix=4
& x=-2Vx=2Vx=4
Logo, S={-2,2,4}.

Exercicio
@ Resolve as seguintes equacdes:
31.1. x°-4x*-3x+12=0

31.2. °—x*-6x+6=0

31.3. 2x° - 4x* - 4x+8=0
——

Ha situacdes onde ndo é possivel encontrar facilmente uma estratégia para a resolu-
¢ao analitica. Nesses casos, a resolucao grafica &€ o melhor caminho a seguir.
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2. Funcées

Repara, para resolver a equacdo x° — 2x° — 5x+6=0, podes, por exemplo:

Procurar os zeros da fungao

f(x)=x*-2x>-5x+6

A

Va

i 4

y=2x>+5x-6

Procurar as abcissas dos pontos de in-
tersecao dos gréaficos das funcdes

gx)=x*e h(x)=2x’+5x—-6

A
y

35

Das duas formas podes concluir que:

x}—2x°-5x+6=0 & x=-2Vx=1Vvx=3,logo CS.={-2,1, 3}

Inequacdes envolvendo funcdes polinomiais

Também ja aprendeste que uma inequagao com uma incégnita x € uma desigual-
dade na qual figura uma unica variavel x, que representa um valor desconhecido.

Exemplo 27

1. 1+4x<3(x-2) <& 1+4x<3x-6
& 4x-3x<-6-1

& x<=-7
CS.=]-o00, = 7]
2. 2x—%—(x+2)>—’| = 2x—%—x—2>—’|
6 1 3 6 3
< 3¥7373¥" 3”273
& 6x—-1-3x-6>-3
& 6x—3x>-3+1+6
& i 2dd & x>%
con[4. e



2.4, Resolugao de problemas

4+ 3x 4+3x 2

2 27

2-4-3x<2x
-3x-2x<-2+4
-5x<2

Bx>-2

2
x>—5

3. 1-

<X

2_
2

Agora, como resolver uma inequacao do 2.° grau?
Considera a seguinte inequacao:

xX*+x-2<0

Para resolver esta inequacao, vamos estudar o grafico da funcado quadratica:

fX)=x’+x-2

Comecemos por determinar os seus zeros e estudar
o sinal da funcao no seu dominio.

ceros: —1+V 12— 4x1x(-2) "
X+x-2=0 & x=—— T
= x:;‘li\/§ ’
2
- x=—1213

& x=1vVvax=-2
Como a=1, afuncado tem concavidade voltada para cima.
Logo,

N Y R e
f(x)|+|0|—|0|+

Logo, f(x)<0 < x€]-2, 1].

Exercicio

@ Resolve as seguintes inequacoes:

321. - x*+4x-3<0 32.2.2x°+11x+5>0

32.3. x*>9x -2 32.4.3x° - 11x<4
N——

v

)
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2. Funcées

2.4.2. Resolucao de problemas envolvendo as
propriedades geomeétricas dos graficos de funcoes
reais de variavel real

Os conceitos e as propriedades que estudamos sobre as fungdes reais de variavel
real ajudam-nos a resolver problemas matematicos diversos.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 28

Um atleta mergulhou no mar, no Pontdo de Santa Maria, na ilha do Sal.

yAL
2t

Sabe-se que a profundidade, em metros, a que ele se encontra x segundos
depois de entrar na 4gua, é dada pela fungao f(x)= %x2 —3x, que esta
representada no referencial cartesiano acima.

Seja A o ponto que corresponde ao momento em que o atleta entra na &gua, e
o ponto B o momento em que ele chega a tona.

Indica as coordenadas dos pontos A e B.
Determina o vértice da parabola que representa graficamente a funcéo f.

Qual é a profundidade maxima atingida pelo atleta durante o mergulho?

P WD =

Supde agora que outro atleta também saltou do pontdo, mas o seu mergulho é
dado pela fungao g(x)=f(2x). Sera que este atleta atingiu uma maior
profundidade do que o atleta anterior? Justifica a tua resposta.

Resolucao
1. Por observacao do gréafico, conclui-se que A(0, 0) e B(6,0).

Algebricamente, poderiamos confirmar as abcissas dos pontos, uma vez que sio os zeros
da funcio f.

%x2—3x=0 PN x(%x—3)=0 = x=0\/%x—3=0 & x=0Vx=6
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2.4, Resolugao de problemas

2. Como a parabola é simétrica, a abcissa do vértice é o ponto médio de [AB], oseja x=3.
Para determinar a ordenada bastara determinar f(3).

9 _9-9_18__9_ 45

2 T2 2 2
O vértice da parabola tem coordenadas V(3; —4,5).

f(3)=3x3"-3x3=

3. O atleta mergulhou até aos 4,5 metros de profundidade.

4. A funcado g(x)=f(2x), emrelacdo a funcdo f(x), sofre uma contracio horizontal, logo
a profundidade atingida serd a mesma.

A diferenca que ocorre tem apenas a ver com a velocidade a que o atleta atinge a
profundidade méaxima (passados 1,5 s) e a velocidade a que regressa a tona (passados 3 s).

Exemplo 29

Considera a funcdo f de dominio IR e de contradominio [-1, 5].

Indica o contradominio das fun¢des definidas pelas seguintes expressoes:
gx)=rf(x)-4

h(x)=—f(x)+2

. j(x)=2f(x)

k(x) = [f ()]

»pow N oo

Resolucao
1. O grafico da funcdo g, em relacdo ao grafico da funcdo f, sofre uma deslocacio de
4 unidades para baixo,logo D;=[-5, 1].

2. O grafico da funcdo h, em relagdo ao grafico da funcio f, faz simetria em relacdo ao eixo
Ox e sofre uma deslocagdo de 2 unidades para cima, no eixo Oy, logo D,=[-3, 3].

3. O grafico da funcado j, em relacdo ao grafico da funcéo f, sofre uma dilatacio, na
vertical, de coeficiente 2, logo D,=[-2, 10].

4. O grafico da funcdo k, em relacio ao grafico da funcao f, faz simetria, em relacio ao

eixo Ox, apenas da parte que era negativa, portanto, transforma-se numa funcio de
contradominio ndo negativo, logo D,=[0, 5].
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Exercicios
@ Considera o grafico de uma funcao afim f que 4
interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 3 e o PEY
eixo Oy no ponto de ordenada 4.
5 L
33.1. Determina a expressao algébrica que define
afuncéo f. 4
33.2. Determina os zeros da funcdo g definida 31

por gx)=—f(x—-1).

33.3. Determina o contradominio da fungao h
definida por h(x)=—|f(x)|+2.

33.4. Esboca o gréfico da fungéo j definidaporj > 1 © 1 2 3\ i
x)=2f(—x)-1.

@ Considera a funcédo f de dominio IR e de contradominio [-2, 2].
Indica o contradominio das funcdes definidas pelas seguintes expressoes:

341. g(x)=f(x)+3 34.2. h(x)=f(-x) -2
34.3./(x)=—2f(x) 34.4. kK(x)=|f(x)|

2.4.3. Resolucao de problemas envolvendo funcoes em
contextos de modelacao

A modelagao matematica consiste no estabelecimento de um conjunto de ferramen-
tas matematicas que permitem fazer uma analise tedrica de uma situacao dada.

Identificar o
problema real

Escolher as hipoteses

Enunciar o problema

matematicamente Resolver o problema

usando técnicas
matematicas

Interpretar a solugcao

Comparar com arealidade
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2.4, Resolugao de problemas

Assim, e de forma analoga ao que fizemos na secc¢ao anterior, vejamos alguns exemplos
de situacdes em que se utilizam funcdes reais de varidvel real para modelar situacdes
reais.

Exemplo 30

Uma nova empresa de distribuicdo de agua afirma, na sua publicidade, que ira
praticar a seguinte tabela de precos:
* Tarifa fixa
° até 20m°, 200 escudos
 mais de 20 m®, 400 escudos
* Tarifa variavel
s até 20m°®, 345 escudos por m°
> mais de 20 m®, 580 escudos por m®

Para um consumidor doméstico:
1. Determina o preco a pagar por 20 m® de agua.
2. Determina o preco a pagar por 30 m® de agua.

3. Define analiticamente a funcdo p que traduz o preco a pagar em funcao dos
m® de 4gua consumidos.

Resolucao
1. Por 20 m® de 4gua, pagar-se-a:
» Tarifa fixa: 200 escudos
« Tarifa variavel: 20 x 345 =6900 escudos

Total: 200 + 6900 = 7100 escudos
2. Por 30 m’ de 4gua, pagar-se-a:

« Tarifa fixa: 400 escudos
o Tarifa varidvel: 30 x 580=17 400 escudos

Total: 400+17400=17 800 escudos

200+ 345x se x<20

3. p(x) =
p(x) {400+580x se x>20
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Exemplo 31

Considera um cone que tem altura igual ao triplo do raio da base.

1. Sendo r oraio da base, indica uma expressao que te permita determinar o
volume do cone em fun¢éao do raio da base.

2. Se o volume do cone forigual a 2t cm®, qual serd o raio e a altura do cone?

Resolucao

1. O volume de um cone é dado por:

_1 S
V_3Abxa—3nr xda
Mas como a = 3r, temos que:

V(r)= %nrz x 3r=nr’

2.Vn)=2n & nr’=2n & r=2 < r=v2

O raio sera \3/2 eaaltura 3 \3/2 .

Exemplo 35

Depois de uma analise financeira a um hotel de 5 estrelas em Cabo Verde,
conclui-se que o lucro do hotel num dia, em mil escudos cabo-verdianos, é
dado em fungdo do nimero de quartos alugados (x), nesse dia, por:
f(x)=—x+30x*+16x - 480, sendo 0<x<30.

1. Quantos quartos tem o hotel?
2. Se o hotel ndo alugar nenhum quarto, quanto tera de prejuizo?

3. Qual o numero minimo de quartos que o hotel tera de alugar por dia para ndo
ter prejuizo?

4. Se alugar os 30 quartos o hotel teré lucro? Justifica a afirmacgao.

Resolucao

1. Uma vez que x corresponde ao numero de quartos alugadose 0<x< 30, o hotel tem
no maximo 30 quartos.

2.f(0)=—0>+30x0*+16x0 — 480 = —480
Se ndo alugar nenhum quarto, o hotel terd 480 mil escudos cabo-verdianos de prejuizo.

3. Para que o hotel ndo tenha prejuizo, f(x)>0.
f(x)>0
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2.4, Resolugao de problemas

Zeros:
~x>+30x*+16x-480=0 < x*(-x+30)-16(-x+30)=0
& (x*-16) (~x+30)=0 < x*-16=0V -x+30=0
& x*=16Vvx=30 & x=-4Vx=4Vx=30
Mas 0< x< 30, logo, no contexto do problema, s6 nos interessam 4 e 30.
Logo,como 0<x<30.
x o | | 4] |
~x*+30x*+16x-480 | - |- | O |+ | O

Para que o hotel ndo tenha prejuizo, terd de alugar no minimo 5 quartos.

4. Se alugar os 30 quartos, o hotel nio tera lucro, pois f(30)=0.

Exercicios

@ Considera o seguinte problema:
O quadrado da soma de dois nimeros naturais consecutivos tem de ser 9.

35.1. Indica uma equacao que permita dar resposta ao problema.
35.2. Resolve-a.
@ Uma bola foi lancada verticalmente. A altura da bola é dada pela funcédo a (em

metros acima do solo), em fungdo de t (em segundos apds o instante inicial t=0),
definida por:

a(t)=-5t"+40t
36.1. A que altura estava a bola quando foi lancada?
36.2. Qual foi a altura maxima que a bola atingiu?
36.3. Quanto tempo esteve a bola a uma altura superior a 25 metros?

36.4. Ao fim de quanto tempo a bola atingiu o solo?

@ O efeito de um medicamento é medido numa escalade 0 a 15.

Considerando que, x horas ap0s a sua administracao, o efeito é dado,
aproximadamente, pela funcéao:

E(x)=-0,01x3+0,1x%+0,26x

37.1. Os efeitos do medicamento comegam a sentir-se quando E toma valores
superiores a 2. Quanto tempo apds a toma se comegam a sentir os efeitos?

37.2. Durante quanto tempo é sentido o efeito do medicamento?
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/ Sintese \

Resolucao de equacoes polinomiais

Uma fungao polinomial € uma funcao definida analiticamente por um polinédmio
com uma so variavel.

=
T e

Resolucao de inequacoes polinomiais

Estudar o sinal da funcao.

Indicar o conjunto-
-solugdo
° %
°
Q

Analisar a tabela
o
°
°

° Construir a tabela de
o®® sinais
e0®
Determinar os zeros
da funcao
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2.4, Resolugao de problemas

Resolve as seguintes equacoes:

1.1. %x2=2x+1 1.2. 3x+x(x—-1)=2x+1

1.3. ’+x(x-1)-2=4x-2+x°

Resolve as seguintes inequacgoes:

2.1. %x2+‘l>%x 2.2.3x<x(x=1)+1

2.3. ’+x(x-1)—-2<4x-2+x°

De um helicéptero foi langado um saco com alimentos. A distancia do saco
ao solo, durante o langamento, é dada, em metros, por f(x)=— 4x%+800,
com x em segundos.

3.1. De que altura foi langado o saco?

3.2. Quanto tempo demorou a chegar ao solo?

Um produtor de milho decidiu colocar

3.3. Qual era a distancia do saco ao solo 10 segundos apds ter sido langado?
uma vedacao no seu terreno
retangular que se encontra junto a

E. =
uma ribeira, de forma a proteger o

seu cultivo. X X

Ele tem 80 metros de rede disponivel.
O lado da regiao retangular junto a
margem da ribeira ndo necessita de
ser vedado.

80-2x

Quais devem ser as medidas, em metros, da regido para que a area vedada
seja a maior possivel?

O José vai construir uma cerca retangular no seu quintal para produzir
alguns legumes para a sua casa. Ele dispde de 24 metros de rede para fazer
a sua horta e ndo quer comprar mais rede.

5.1. Exprime alargura (/) da horta em funcao do seu comprimento (x).

5.2. Indica uma expressao, em fungao do comprimento (x), que permita
definir a area da horta.

5.3. Quais deverao ser as medidas da horta de forma que tenha area maxima?
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Teste

Qual dos seguintes diagramas representa uma funcao?

@ . (8)

(D)

6x+1 se x<1

Considera a fungao f, de dominio IR, definida por f(x) ={ .
2x+1 se x>1

Qual é o valor de f(%) ?

7 2
(A) 3 (B) 5 (€) 3 (D) O

Uma empresa de telecomunicag¢des anunciou o seguinte plano de precos
nas chamadas telefénicas feitas a partir de um telefone registado nessa
empresa.

27 escudos pelo primeiro minuto de conversagao (mesmo que a chamada
tenha duracao de menos de 1 minuto).

0,5 escudos por segundo, a partir do primeiro minuto.

Por exemplo, se a chamada tiver a duragdo de 1 minuto e meio, o preco
a pagar serade 42 escudos (27 escudos pelo primeiro minuto mais
0,5 escudos por cada um dos 30 segundos seguintes).

Qual das seguintes expressoes corresponde a modelagao matematica desta
situacdo da vidareal, onde t corresponde ao tempo em segundos da

chamada?

27 se tg60 27t se tg60
(A) (B)

0,5(t—60)+27 se t>60 0,5(t—60) se t>60

27t se tg60 27 se t<60
(€) (D)
0,5(t—60)+27 se t>60 0,5t+27 se t>60
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A
y
Considera a funcao f representada no referencial f 9
o.n.. 8
7
6
5
4
2
1
Em qual dos referenciais se encontra representada ~4-3-2-10[11 23 4=
afuncdo g(x)=f(-x)+3?
(A) (B) vt
yA f 9
8
F\\9 9 7
8 6
7 5
4
B
4 2
]
2 _4_3_2_11 l 2 34X;
1 . . 2
—4-3-2-10 1 2 3 4x -3
(c) A (D) A

_,'
oo N o <
Q
=y
Ao N ® o<
<

- N
= N

~4-3-2 10 1 2 3 4 5x -4-3-2-10] 1 2 3 4 5

Considera as funcdes f e g representadas no 1y
referencial cartesiano ao lado. ] f
Qual das afirmacées é verdadeira? 10
(A) Afuncao f ndo tem zeros.

6

(B) Afuncéo f temumzero, x=9.
(C) Afuncdo g nao tem zeros.
(D) Afungdo g tem um maximo relativoem x=—1.
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2. Funcoes
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Teste
A
Considera a fungao ao lado. Y
Qual das afirmacgdes é verdadeira? 81
(A) A funcdo tem dois zeros. 61
(B) Afuncéo é sempre crescente em todo 41
0 seu dominio. |
(C) Afuncao é decrescenteem [— 1, 1]. /‘i
(D) A fungo é bijetiva. 6 4 2 0\ )
-2
9| -4
-6+

Dadas as fun¢des definidas por f(x)=3x e g(x)=—x>.
Qual é a expressao algébricade fog?

(A) (fog)(x)=—3x"

(B) (fog)(x)=—9x’

(C) (fog)(x)=9x?

(D) (fog)(x)=3x"

Dada uma funcgao bijetiva, podemos dizer que:
(A) A funcéo admite fungéo inversa.

(B) Afuncao nao é sobrejetiva.

(C) Afuncao é constante.

(D) A funcéao tem dois zeros.

Para cada uma das correspondéncias seguintes indica, justificando, se
representam ou ndo uma funcgao.

Correspondéncia Correspondéncia Correspondéncia
entre pessoas e entre paises e cidades entre um niimero e a sua
numero de irmaos raiz quadrada

(o]

Portugal

‘H . o




Considera a funcao f representada pelo seguinte diagrama de setas.

10.1. Indica o dominio da funcgao.
10.2. Indica o contradominio da funcéo.
10.3. Qual é o conjunto de chegada?
10.4. Indica aimagem do objeto — 1.
10.5. Quais sdo os objetos que tém como imagem 2 ?
10.6. Completa:
f(0)=.. f.)=Ff(.)=1

Considera a funcado f, de dominio IR, definida por:

x-20 se x<0

f(x) =
3 {4x2—16 se x>0

11.1. Determina, caso existam, os zeros da funcéo f.

11.2. Refere um intervalo do dominio onde f admita concavidade e diga de
que tipo se trata.

-x?+1 se x<1

Considera a funcao g definida por g(x) = .
¢ao g por g(x) {x_1 o

12.1. Indica os zeros da funcao.
12.2. Representa graficamente a funcgao.
12.3. Estuda o sinal da funcéo.

12.4. Refere um intervalo do dominio onde f admita concavidade e indica de
que tipo se trata.

12.5. Indica, caso exista, extremos absolutos ou relativos da funcao.
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Teste

Considera afuncdo h, coma A
representacao grafica ao lado.

13.1. Completa de forma a definir a
funcéo h porramos.

—g(x+5)(x—1) se —5<x<0
[ x+[ ] se x>0

h(x)=

13.2. Indica o dominio de h.

13.3. Quais sao os zeros da funcédo h?
13.4. Indica 0 maximo absoluto da funcao h.

13.5. Estuda o sinal da fungéo h.

Indica, justificando, quais das seguintes fun¢des sao funcdes pares.
14.1. f,(x) = [3x] +1 14.2. f,(x) =5 Vx

14.3. f,(x)=x" - 2x 14.4. f,(x)=5x" — 3x*

Considera afuncao f(x)=2x-1.

15.1. Afuncao é injetiva? Justifica a tua resposta.
15.2. A funcéao é sobrejetiva? Justifica a tua resposta.
15.3. A funcéo é bijetiva? Justifica a tua resposta.

15.4. Determina a fungdo inversa da funcéo f.

Considera as funcées definidas por f(x)=2x -1 e g(x)=-x+2.
16.1. As funcgdes séo bijetivas. Justifica a afirmacao.

16.2. Determina fo g.

16.3. Indica o valor de (f-g)(3).

16.4. Determina g - f.

16.5. Indica o valorde (g-f)(3).

16.6. Da um exemplo de duas funcdes h e j, taisque hoj#joh.




Resolve a equacao (x — 1)°-1=0.
Resolve ainequacao (x — 1)°-1<0.

Uma bola é lancada.

Sabe-se que a altitude (f) da bola, em centimetros, em fungdo do tempo (x),
em segundos, apés ter sido langada, é dada por f(x)=100x — 5x°.

19.1. Determina a altura maxima atingida pela bola.

19.2. Resolve a seguinte inequacéo e interpreta o resultado no contexto do
problema: f(x)>0.

19.3. Resolve a seguinte equacéao e interpreta o resultado no contexto do
problema: f(x)=200.

Com uma folha de cartao de dimensées 90 cm de comprimento e 30 cm
de largura, constroem-se, numa empresa, caixas, cortando, em cada um dos
quatro cantos, quatro quadrados de x cm de lado e, de seguida, efetuando
as dobragens sugeridas pela figura.

1

. — — — — —

baabha ) - - - — - 4o

Foor et ————— =94

i 90 cm g
20.1. Entre que valores podera variar x ? Justifica.

20.2. Prova que o volume da caixa é dado, em fungcao de x, por:
V(x) = 4x° — 120x° + 675x

20.3. Qual sera o volume da caixa, caso os quadrados recortados tenham
1cm delado?
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Estatistica

3.1. Organizacao e interpretacao de
caracteres estatisticos

3.2. Distribuicoes bidimensionais




_— Variavel estatistica € uma caracteristica que admite diferentes valores (um nimero
anual .
e lolerativg ou uma modalidade), um por cada unidade estatistica.

Atividade .
Classificagdo de discretas

variaveis ) )
estatisticas quantitativas AC
continuas
nominais
qualitativas

ordinais

Frequéncia absoluta (f,) representa o nimero total de vezes que um determinado
valor ou categoria ocorre num conjunto de dados. Ou seja, € uma contagem direta de
ocorréncias de um dado especifico num conjunto de observacoes.

Frequéncia relativa (f,) indica a proporgao de vezes que um determinado valor ou
categoria aparece num conjunto de dados em relagdo ao total de observacgoes. E
geralmente expressa como uma fracdo, um numero decimal ou uma percentagem.

_ Frequéncia absoluta
"~ Total de observacdes

Agrupar os dados em classes

Num estudo estatistico, quando os dados estatisticos quantitativos (discretos ou conti-
nuos) sdo em numero elevado e variados, € util agrupé-los em classes. As classes cor-
respondem a intervalos de nimeros reais, fechados a esquerda e abertos a direita.

Tabelas de frequéncias sao ferramentas usadas na estatistica para organizar e resu-
mir um conjunto de dados, apresentando o nimero de vezes (frequéncia) que cada
valor ou grupo de valores ocorre. Permitem identificar padrdes, tendéncias e distri-
buicdes de dados de forma clara e estruturada.

Exemplos:
Tabela das leituras realizadas por 10 alunos nas férias
N.° de Frequéncia Frequéncia relativa Frequéncia relativa
livros lidos absoluta (Decimal) (%)
0 4 % -04 40%
1 3 3-03 30%
2 2 % =0,2 20%
3 1 11—0 =0,1 10%
Total 10 1 100%
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Grafico de barras representa dados qualitativos ou quantitativos discretos, em que
se utiliza barras retangulares cuja altura ou comprimento é proporcional ao valor que
representam.

Distribuicao do nimero de livros lidos pelos
alunos nas férias

1 2 3
NiUmero de livros lidos

Histograma

E um gréfico de barras retangulares justapostas, sendo a &rea dos retangulos direta-
mente proporcional a frequéncia absoluta.

Resultados da prova de Matematica
[0
5 Gt-------------- - eeeneeeeeeeeeaeenna
[}
a
S4r - W -
i)
e2r W . W W w7
«@©
z A : : : : : >
©0 20 40 60 80 100
- Classificacao (%)

Grafico circular apresenta dados em forma de setores circulares.

Cada setor representa uma categoria e a amplitude o setor é proporcional a frequéncia
absoluta ou relativa da categoria no conjunto de dados.

Percentagem de alunos relativamente ao
namero de livros lidos nas férias

@

0 m1 =2 3
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Grafico de linhas representa dados continuos ao longo de um intervalo de tempo.

Exportacao de bens e servicos
(% do PIB) Cabo Verde

46,71 —

13,26 : : . : : : : : : :
1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004 2008 2012 2016 2023

Fonte: https://pt.theglobaleconomy.com/Cape-Verde/exports/

Medidas de tendéncia central

Média: Valor igual ao quociente entre a soma de todos os dados e a quantidade deles.

Mediana: Valor central num conjunto ordenado de dados.

Moda: Valor mais frequente no conjunto de dados.

Exemplo:

A média de livros lidos pelos alunos foide 1, pois

10

A moda é 0, ouseja, a maioria dos alunos leu 0O livros.

A mediana relativamente ao nimero de livros lidos pelos alunos é de

Dadosordenados: 0000111223
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D

Frequéncia absoluta
O =N W

Ndmero de livros lidos

O><4+1><3+2><2+3><1=




Nocao de quartil

Os quartis, num conjunto de dados numéricos ordenados, sao valores que dividem
os dados em quatro partes de igual percentagem de ocorréncia. Como medidas de
localizacao, os quartis permitem obter a indicacdo da variabilidade e a distribuicéo
dos dados.

« O02.°quartil (Q,), igual a mediana (M,), é o valor que divide o conjunto em
duas partes com o mesmo namero de elementos:

—quando o nimero de dados é impar, a mediana (ou 2.° quartil) é o dado que

n+1.
2 ?
— quando o nimero de dados é par, a mediana (ou 2.° quartil) é a média dos dois

ocupa a posicao central: valor de ordem

dados centrais: valores de ordem % e %+ 1.

« O1.°quartil (Q,) éamediana dos dados que ficam a esquerda do 2.° quartil.
« 03.°quartil (Q,;) éamediana dos dados que ficam a direita do 2.° quartil.

Nota: Quando o niimero de dados é impar, a mediana é um dos dados. Esse dado é rejei-
tado para se determinar o Q; aesquerdadeleeo Q; adireita dele. Quando o nimero de
dados é par, a mediana é a média aritmética dos dois valores centrais. Esses valores ndo
sdo rejeitados, para a determinacdode Q, e Qs.

Diagramas de extremos e quartis

O diagrama de extremos e quartis, ou boxplot, € uma representacao grafica que per-
mite a interpretacao da distribuicdo de dados numéricos.

O diagrama de extremos e quartis divide os dados em partes iguais, cada uma con-
tendo aproximadamente 25% dos dados do conjunto.

mE

min Q, @, Q; max

Amplitude interquartil é a diferenca entre 0 3.° e 0 1.° quartis de um conjunto de dados.

Amplitude ¢ a diferenca entre o valor maximo e o valor minimo de um conjunto de dados.
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3. Estatistica

Antes de comecar

0 A professora de Matematica questionou os alunos da sua turma sobre o
nimero de horas que eles dedicam a atividades extracurriculares por
semana. Os dados recolhidos foram os seguintes:

2,3,2,4,5,5,3,0,2,4,3,2,1,4,5,3,3,2,4,0,3,1
1.1. Identifica a variavel estatistica presente neste estudo.
1.2. A variavel é quantitativa ou qualitativa? Justifica.
1.3. Quantos alunos tem a turma?

1.4. Constréi uma tabela de frequéncias que inclua a frequéncia absoluta e a
frequéncia relativa em percentagem.

e Numa outra turma, a professora questionou os alunos sobre o nimero de
minutos semanais de leitura. Os resultados obtidos foram os seguintes:

30, 10, 25, 75, 40, 50, 60, 15, 20, 45, 70, 35, 40, 55, 60, 30,
25, 45, 55, 65

2.1. Quantos alunos tem a turma?
2.2. Agrupa os dados em classes com amplitude 10.
2.3. Constréi um histograma para representar os dados agrupados.

2.4. Calcula a frequéncia relativa para cada classe e constréi um grafico
circular com as frequéncias relativas (em percentagem).

e Os niimeros de livros lidos por um grupo de alunos durante um ano foram
registados da seguinte forma:

0,4,2,1,0,1,1,2,4,3,3
3.1. Calcula a média do ndmero de livros lidos.
3.2. Determina a mediana do conjunto de dados.
3.3. Identifica a moda.

3.4. Qual é a amplitude dos dados?

o Os resultados de um teste de Matematica foram:
12, 14, 15, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 28, 30, 32

4.1. Determinao Q,, Q,(mediana)e Q3.
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4.2. Calcula a amplitude interquartil.

4.3. O seguinte diagrama é o digrama de extremos e quartis relativo aos
dados recolhidos? Justifica.

T

i i i i i
: : : : :

15 20 25 30 35

e A seguinte tabela mostra o peso, em percentagem, da exportacao de bens e
servicos, no PIB de Cabo Verde, ao longo dos ultimos cinco anos.

Ano | Exportacao (% do PIB)
2018 28,0
2019 26,5
2020 16,4
2021 18,3
2022 22,7

5.1. Calcula a média dos pesos, no PIB, em percentagem, das exportacdes,
nos cinco anos indicados.

5.2. Determina o0 ano em que a exportacdo atingiu o valor, em percentagem
do PIB, mais baixo e o valor mais alto. Qual é a amplitude desses dados?

5.3. Com base no seguinte grafico de linhas, analisa a tendéncia dos dados e
sugere possiveis fatores que expliquem a variagao.

Exportacao (% do PIB) de Cabo Verde
(2018-2022)

» o @

it

Exportacao (% do PIB)
= = N B N NN

2018 2019 2020 2021 2022
Ano
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A estatistica no
diaadia

3.1. Organizacao e interpretacao de caracteres
estatisticos

3.1.1. Aimportancia da estatistica na sociedade atual

A estatistica € uma ciéncia fundamental na sociedade moderna, desempenhando um
papel indispensavel na analise e compreensao de dados que afetam a vida quoti-
diana.

A estatistica oferece ferramentas cruciais para a recolha, analise e interpretacao de
dados. Num mundo cada vez mais regido pela informacéo, a capacidade de transfor-
mar numeros e dados em conhecimento acionavel é essencial para a tomada de de-
cisdes informadas em diversos setores, como economia, saude, educagao, tecnologia,
politica e meio ambiente.

No campo da saude, a es-
tatistica auxilia na andlise

de dados epidemiolégi- EPIDEMIA PODE TER-SE
cos, permitindo o controlo ESTABILIZADO
de pandemias e a elabora- nimero de confirmagdes didrias de casos do

Qéo de po“’tlcas pL'Jb|ICEIS coronavirus para de crescer

de prevencao e trata- OMS vé reducdo em casos |
mento. reportados por dia, mas diz |
ser cedo para comemorar

Na economia, é funda- 4000 . 3924 |
mental para a avaliagcdo de
mercados, previsdes eco- ]
némicas, politicas fiscais ************************************************

e monetdrias. |
: - | 2127
O impacto da estatistica 2000 * ,,,,,,,, mBEEEERRERER

pode ser observado, por
exemplo, na educacdao,
quando se avalia o de- 10002 * ffffffff ‘A EEEEEEER
sempenho escolar, e no
meio ambiente, ao medir
as mudancas climaticas e

21jan. 1 few. 5 fev. 9 fev.

0S seus impactos. ii{
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Indicadores de confianca e procura turistica
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4750000 -
4250000 +
3750000
3250000 +

indice de difusdo
nimero de dormidas
em percentagem

-100

Outros Portugal
Clima econémico e Reino Unido e Franca
Confianca dos consumidores Bélgica e Holanda Alemanha
"""" indice de Oferta de Crédito a Empresas (eixo direito) ==eseeetaxa de crescimento (eixo direito)

Além disso, num contexto de globalizacdo, no qual existem disponiveis grandes volu-
mes de dados, conhecido como Big Data, a estatistica é a chave para compreender
padrdes, tendéncias e fazer previsoes.

As empresas utilizam a andlise estatistica para otimizar operacdes e desenvolver es-
tratégias de mercado, enquanto os governos aplicam-na para incrementar politicas
publicas, baseadas em dados concretos. Nesse sentido, a importancia da estatistica
vai além dos numeros, ela molda a sociedade, orientando decisdes que afetam dire-
tamente a vida das pessoas.

Os dois graficos anteriores, apresentam dados sobre a procura turistica em Cabo
Verde, permitindo assim ao setor privado e publico tomar decisdes em relacdo ao
turismo com base em informacao estatistica.

Historia da estatistica no mundo

A historia da estatistica remonta a civilizagdes antigas, em que 0s primeiros registos
de atividades estatisticas podem ser observados no Egito e na Babildnia, por volta de
3000 a. C.. Nessa época, as sociedades contabilizavam colheitas, impostos e pro-
priedades.

Na China, o Governo também realizava censos regulares para quantificar a populagcao
e 0s recursos disponiveis.

A palavra "estatistica" deriva do termo latino status, que se referia a dados do Estado,
um reflexo da sua aplicacdo inicial na gestao de governos e populacdes.

Durante a ldade Média, a estatistica avancou lentamente, mas ganhou um impulso
significativo no século XVII, com o surgimento da Probabilidade como uma disciplina
formal. Este periodo foi marcado pelo trabalho de estudiosos como Blaise Pascal e
Pierre de Fermat, que desenvolveram as bases da teoria das probabilidades. No sé-
culo XVIlI, a estatistica moderna comecou a consolidar-se com a introducao de téc-
nicas como o recurso ao calculo da média aritmética, bem como fazendo-se os pri-
meiros estudos demograficos, como o trabalho de John Graunt, que analisou dados
sobre a mortalidade em Londres.
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3. Estatistica

No século XIX, a estatistica passou por uma revolu¢gdo com o desenvolvimento de
métodos mais robustos para andlise de dados. Personagens como Karl Pearson e
Francis Galton foram cruciais para 0 avango da estatistica, estabelecendo a correlagao
e o conceito de regressao e introduzindo a distribuicdo normal. A criacdo do conceito
de amostragem e a introducdo de métodos inferenciais, desenvolvidos por Ronald
Fisher noinicio do século XX, também foram passos fundamentais para o crescimento
da estatistica como ciéncia.

No século XXI, a estatistica continua a evoluir rapidamente gracas a parceria com a
ciéncia da computacao, permitindo a analise de grandes volumes de dados (Big
Data). Esses avan¢os ampliam ainda mais o impacto da estatistica em praticamente
todos os dominios da vida humana.

A estatistica em Cabo Verde

Em Cabo Verde, como em outros paises, a estatistica desempenha um papel crucial na
formulacao de politicas publicas e no desenvolvimento socioeconémico do pais. As
informacdes estatisticas sdo vitais para o0 governo, instituicdes e organizagdes interna-
cionais avaliarem o progresso em diversas areas, incluindo a saude, educacao, infraes-
truturas e desenvolvimento humano. A realizacdo de censos periddicos e pesquisas
estatisticas ajudam a desenhar um retrato detalhado da populacao, das suas condi-
cdes de vida e dos desafios que enfrentam, contribuindo para a implementacao de
politicas mais eficazes e alinhadas com as necessidades reais da populacao, como, por
exemplo, o planeamento de infraestruturas, como escolas e hospitais.

Espécies terrestres conhecidas, por ilha (2016)

Fungos Liquenes Plantas | Animais | Total
Nuamero (N.°)

Santo Antao 26 158 617 794 1595

Sao Vicente 26 81 328 569 1004
Santa Luzia 0 1 79 65 145
Ilhéu Branco 0 2 64 22 88
llhéu Raso 2 2 65 31 100

Sao Nicolau 16 113 405 560 1094
Sal 7 32 146 355 540
Boavista 1 28 222 360 611
Maio 0 13 229 260 502

Santiago 60 132 519 1204 1915

Fogo 5 105 451 519 1080
Brava 2 59 276 371 708

Fonte: INIDA
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

O primeiro censo oficial em Cabo Verde ocorreu em 1940, ainda sob a administracéo
colonial portuguesa, e, desde entdo, os censos tém sido realizados regularmente.
O mais recente aconteceu em 2021.

Os censos tém como objetivo recolher
dados fundamentais sobre a populacao,

Populacao residente por grupo
etario, 2011 - 2021 (%)

Homens 100+ Mulheres
como o numero de habitantes, estrutura 12599
etéria, nivel de educacao, situacao pro- S 8—
fissional e condigdes habitacionais. e
Além dos censos, o Instituto Nacional de 60-64
Estatistica (INE) de Cabo Verde, fundado 20-24
s . . . . .~ /10 44
em 1996, € a principal instituicdo res- 35-39
. ~ . , 30-34
ponsavel pela producao, analise e divul- 25-29
gacdo de dados estatisticos no pais. 15-19
. L. . 5-9
O INE conduz inquéritos de diversos 0-4
4% 3% 2% 1% 0% 0% 1% 2% 3% 4%

tipos, como o Inquérito Demografico e
de Saude Reprodutiva (IDSR), o Inquérito Multiobjetivo Continuo (IMC) e o Inquérito as
Despesas e Receitas Familiares (IDRF). Estes inquéritos permitem obter uma visao
ampla das condi¢cdes socioecondémicas do pais e oferecem informacdes valiosas
para, como ja referido, a formulacdo de politicas publicas e o desenvolvimento de
estratégias de combate a pobreza e a desigualdade social.

A producéo e disseminacao de estatisticas confidveis sdo também essenciais para a
monitorizacdo dos Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel (ODS) das Nagdes Uni-
das, com os quais Cabo Verde esta comprometido. Assim, o pais pode monitorizar
indicadores essenciais relacionados com a saude, educacao, igualdade de género,
meio ambiente e outros aspetos importantes para o desenvolvimento sustentavel.

Proporcao (%) da populagao abrangida por:

Protecao social Regime contributivo ::r?ti:in:urt‘slz
(INPS+CNPS) (INPS) (CNPS)
Total 48,0 43,9 41
Feminino 49,6 43,8 5.8
Masculino 46,6 441 25

Fonte: Instituto Nacional de Previdéncia Social e Centro Nacional de Pensao Social

Tomar decisdes informadas e resolver problemas de maneira eficaz depende da capaci-
dade de analisar dados de forma critica e estruturada. Para isso, é essencial desenvolver
habilidades de matematizacao, isto €, de organizar e representar dados usando concei-
tos matematicos, para entao tirar conclusdes que nos ajudem a entender melhor a
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realidade. Este processo envolve ndao apenas a manipulagcdo de numeros e graficos,
mas também a consciéncia dos limites dessa matematizacao, para que possamos inter-
pretar as conclusdes com responsabilidade.

3.1.2. Recolha e organizacao de dados de natureza
quantitativa e qualitativa, variaveis discretas e
continuas

Neste capitulo, vamos analisar aspetos relacionados com a formulacdo de questdes
pertinentes para a realizacao de um estudo estatistico, com a organizacao e represen-
tacdo dos dados de forma eficaz e como devem ser tratados esses dados de forma
critica, reconhecendo as limitacdes que podem existir durante todo o processo.

Recorda que a recolha de dados, a sua organizacao e tratamento, assim como a ana-
lise e interpretacdo dos mesmos, fazem parte de qualquer estudo estatistico.

Todos os dias sao publicadas noticias baseadas em estudos estatisticos de maior ou
menor relevancia, as quais pretendem transmitir informacées em diferentes domi-
nios da atualidade.

Formular questoes relevantes

O primeiro passo para analisar uma situacao é definir o que queremos saber ou estu-
dar. A formulacédo de questdes claras e bem definidas € fundamental para guiar o
processo de investigacao e analise.

Exemplos de questdes relevantes:

* Como tem evoluido a taxa de alfabetizacao nas diferentes ilhas ao longo dos
anos?

* Qual é a distribuicdo da populacdo em idade ativa nas zonas urbanas e rurais de
Cabo Verde?

* Quais sdo os impactos das mudancas climaticas na agricultura local?

Ao formular questodes, lembra-te de que elas devem ser:
* claramente definidas;

* especificas, pois quanto mais precisa for a pergunta, mais facil sera proceder a
sua andlise;

* relevantes, ou seja, as perguntas devem ser importantes para o contexto local e
para a realidade.
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CExemplo 1 )

Em vez de se perguntar "Como esta o turismo de Cabo Verde?", uma pergunta
mais pertinente seria "Como a pandemia afetou o turismo em Cabo Verde nos
ultimos dois anos?".

' Exercicio

a Estabelece a associacao entre as diferentes situacdes a ser estudadas e a
questado estatistica mais adequada.

Situacao Questao estatistica
Uma escola quer avaliar o desempenho Quantos turistas visitaram
dos seus alunos no exame nacionalde - * cadailha de Cabo Verde no
Matemética. ultimo ano?
Uma empresa de transportes Qual é a média das notas dos
maritimos em Cabo Verde deseja saber . . alunos no exame nacional de
a satisfacdo dos passageiros com os Matematica?
servicos oferecidos.
Uma operadora turistica quer avaliar a Qual é a proporcgéao da
distribuicdo de turistas entre as . * populagcédo vacinada contraa
diferentes ilhas do arquipélago. doenca em cada ilha?
O Ministério da Saude de Cabo Verde Qual é a percentagem de
quer estudar a taxa de vacinacao . . Passageiros que classificam
completa contra uma doenca 0 servico como "muito bom"
especifica em diferentes ilhas. ou "excelente"?
Uma organizacao ambiental quer Qual é a tendéncia na
analisar a quantidade de residuos . . quantidade de residuos
reciclados em diferentes municipios ao reciclados nos ultimos cinco
longo dos ultimos cinco anos. anos em cada municipio?

—

Definir a amostra

Durante a realizacdo de um estudo estatistico é necessario definir a populacao sobre
a qual realizamos esse estudo. Essa populagcdo néo corresponde necessariamente a
populacao de um pais, pois podemos realizar estudos sobre parte de uma populacao
ou ainda sobre instituicdes ou objetos.

Assim, consideramos populac¢ao, ou universo, uma colecao de objetos com uma ca-
rateristica comum.

A cada elemento da populacdo damos o nome de individuo ou unidade estatistica.
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CExempIo 2)

Numa pesquisa realizada numa escola secundaria com 800 alunos sobre
continuar os estudos no ensino superior, teremos como populacdo estatistica
todos os alunos dessa escola secundaria, ou seja, os 800 alunos, e como
individuo cada aluno dessa escola.

Um censo ou recenseamento é um estudo estatistico que implica a observacao de
todos os elementos da populacéo.

A realizacao de censos €, por vezes, muito dispendiosa pelo facto de terem de ser
recolhidos dados de todos os individuos da populacdo. Noutras situacdes, nem é
possivel estudar toda a populagéo.

CExempIo 3)

Uma empresa quer determinar o tempo médio de vida util de lampadas LED
que produz. Para isso, tera de realizar testes para descobrir o nimero de horas
que cada lampada funciona antes de fundir.

Repara que nado é possivel estudar toda a populagao, neste caso todas as
ldmpadas LED produzidas pela empresa, pois:

* testar todas as lampadas seria inviavel, pois isso exigiria destruir todas as
ldmpadas durante os testes, nao restando nada para ser vendido;

* 0 numero total de ldmpadas produzidas € muito grande, tornando o estudo de
toda a populacao inviavel em termos de tempo e custo.

Assim, muitos estudos estatisticos sao realizados observando s6 uma parte da po-
pulacdo. Um estudo estatistico deste tipo € uma sondagem.

Uma amostra é um subconjunto de elementos extraidos da populacdo em estudo
utilizando uma metodologia adequada. O processo ou técnica usada para selecionar
a amostra designa-se amostragem.

Uma sondagem é um estudo estatistico de uma populacéao a partir de uma amostra.

' Exercicio
e Para cada uma das seguintes situa¢des indica a populacao, o individuo e se o
estudo é, ou nao, uma sondagem.

Situacao 1: Uma fabrica de smartphones pretende saber o nimero médio de
defeitos encontrados nos seus produtos numa linha de producéao. Para isso, a
fabrica recolhe dados sobre a quantidade de defeitos por dispositivo fabricado.
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Situacao 2: Uma pesquisa pretende avaliar o consumo mensal de energia elétrica
de diversas casas num bairro. Os dados sao coletados de todas as residéncias do
bairro, com a quantidade de kWh consumidos por més.

Situacao 3: Uma universidade realiza um estudo sobre a producéo de pesquisas
cientificas nas suas faculdades. A analise concentra-se no nimero de artigos
cientificos publicados por cada faculdade nos (ltimos cinco anos.

Situacao 4: Esta a ser feita uma analise de mercado sobre o preco médio de um
produto em varias lojas de uma cidade. A pesquisa recolhe dados de pregcos de um
produto especifico em diferentes pontos de venda.

Situacao 5: Uma empresa agricola quer estudar o “peso” médio das mangas
produzidas na sua plantacao. A empresa recolhe dados de “peso” de todas as
mangas colhidas numa safra.

—

A fiabilidade de uma sondagem depende das metodologias usadas para construir a
amostra. A este procedimento de selegcao chama-se amostragem.

Processos de amostragem

A amostragem é usada para selecionar uma parte da populacdo que representara o
todo, otimizando recursos e tempo.

As amostragens mais usuais sao:

a) Amostragem aleatéria simples

Na amostragem aleatéria simples cada elemento da populagédo tem a mesma proba-
bilidade de ser selecionado, € um processo ideal para ser utilizado em populacdes
homogéneas.

CExemplo 4)

Uma escola com 500 alunos quer saber qual é a média de horas que eles
gastam a estudar em casa por semana. Para isso, a escola decide realizar uma
pesquisa, mas, em vez de perguntar a todos os 500 alunos, escolhe uma
amostra aleatdria, de 50 alunos, para fazer o levantamento.

Como na amostragem aleatoéria simples, cada aluno tem a mesma
probabilidade de ser escolhido para participar na pesquisa. A sele¢céo dos
alunos é feita de forma completamente aleatdria, sem que haja qualquer tipo
de critério para escolher quem sera incluido.

Para o processo de selecao é dado um numero de identificagdo (ID) a cada
aluno (de 1 a 500) e, posteriormente, sao escolhidos os 50 alunos através de
um sorteio aleatoério, ou seja, qualquer alunode 1 a 500 tem a mesma
possibilidade de ser selecionado.
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Vantagens da amostragem aleatéria simples:

* Imparcialidade: Todos os individuos tém a mesma possibilidade de serem
Q Manual selecionados, o que elimina qualquer viés na amostra.

Interativo

Videos * Simplicidade: A técnica é facil de implementar e pode ser aplicada de maneira
Como selecionar eficiente.

uma amostra?

T * Representatividade: Quando bem realizada, a amostra tende a ser representativa

da populacao, permitindo generalizacdes confiaveis.

Técnicas de

e Desvantagens da amostragem aleatdria simples:

aleatéria

* Dificuldade na obteng¢&o de uma lista completa da populagéo: Para realizar a
selecao aleatdria, é necessario ter uma lista completa de todos os elementos da
populacao, o que pode ser invidvel em populagdes grandes ou dispersas.

* Custos elevados e tempo: O processo pode ser caro e demorado, especialmente
quando envolve populacdes extensas ou geograficamente distribuidas, exigindo
muitos recursos para recolher dados de diferentes locais.

b2 5]
¥

' Exercicio

e Uma empresa quer saber a preferéncia dos seus funcionarios em relacao ao tipo
de transporte que utilizam para chegar ao trabalho. Para isso, decide realizar uma
pesquisa com todos os trabalhadores.

3.1. Identifica:
a) a populacao estatistica;
b) o individuo ou a unidade estatistica.

3.2. Supde que a empresa tem 500 funcionarios, mas decide entrevistar apenas
100. Este estudo trata-se de um censo ou de uma sondagem?

3.3. Explica como aplicarias uma amostragem aleatéria simples nesta situagao.

—

b) Amostragem estratificada

Na amostragem estratificada, a populacao é dividida em diferentes estratos, devendo
a proporc¢ao de individuos escolhidos em cada estrato ser aproximadamente igual a
proporcdo do estrato no total da populagdo. E bastante util quando h& subgrupos
com caracteristicas diferentes.

CExempIo 5)

Uma universidade pretende saber a opinidao dos estudantes sobre a qualidade
das instalacdes do campus.
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A populacao total é composta por 10 000 estudantes, divididos em quatro grupos:

* Curso de Engenharia: 4000 estudantes * Curso de Economia: 2500 estudantes
* Curso de Letras: 2000 estudantes * Curso de Artes: 1500 estudantes
Como esses grupos tém tamanhos diferentes, a universidade decide usar

amostragem estratificada, de 1000 estudantes, para garantir que cada grupo
seja proporcionalmente representado na amostra.

Assim, procede-se da seguinte forma:

1) Dividir a populag¢ao em estratos.
Neste caso os estratos sdo os cursos: Engenharia, Economia, Letras e Artes.

2) Calcular a proporc¢ao de cada estrato na populacéo.

. ia: ~4000 _ 409 . ia: 2900 _ 5y
Engenharia: 10000~ 40% Economia: 10000~ 25%

. . 2000 _ 5no . . 1500 _ ..o
Letras: 10000 - 20% Artes: 10000 " 15%

3) Distribuir a amostra proporcionalmente para cada estrato.
* Engenharia: 1000 x 40% =400 * Economia: 1000 x 25% =250
* Letras: 1000 x 20% =200 * Artes: 1000 x 15% =150

4) Selecionar os individuos.

Dentro de cada estrato (curso), sédo escolhidos os 400, 250, 200 e 150
estudantes, recorrendo ao método de amostragem aleatoria (ex. : sorteio ou
numeros aleatorios).

A amostra total de 1000 estudantes serd composta por:
* 400 estudantes de Engenharia * 250 estudantes de Economia
* 200 estudantes de Letras * 150 estudantes de Artes

Assim, a amostra é proporcional aos tamanhos dos estratos, garantindo que as
opinides de cada curso sejam representadas de forma justa.

Vantagens da amostragem estratificada:

* Representatividade garantida: grupos menores sao incluidos de forma
proporcional, 0 que ndo aconteceria numa amostragem simples.

* Reducao de vieses: cada estrato é representado de acordo com a sua
importancia na populacgao total.

Desvantagem da amostragem estratificada:

* Requer conhecimento prévio da populacao, bem como da estratificagdo que se
pretende realizar, tornando o processo mais trabalhoso.
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' Exercicio

° Uma empresa quer avaliar a satisfacao dos seus clientes em relagéo aos servigos
oferecidos. A empresa possui uma base de 6000 clientes, distribuidos por duas
regioes:

* Barlavento: 4000 clientes
» Sotavento: 2000 clientes
A empresa decide entrevistar uma amostra de 600 clientes, utilizando o método

de amostragem estratificada proporcional para garantir que cada regiao esteja
devidamente representada na amostra.

4.1. Quantos clientes devem ser selecionados de cada regidao?

4.2. Explica por que a amostragem estratificada proporcional € uma boa escolha
para esse estudo.

4.3. Se a empresa, por questdes de praticidade, decidir entrevistar apenas 50% dos
clientes sorteados no Barlavento, mas mantiver os nimeros exatos do
Sotavento, qual seria o total de clientes entrevistados?

4.4. Analisa os riscos de alterar o tamanho da amostra de apenas uma regiao na
representatividade dos resultados gerais.

—

c) Amostragem sistematica

Na amostragem sistematica, os elementos da populacao sdo escolhidos a partir de
uma regra previamente definida. E um processo simples e rapido, mas pode ser en-
viesado se houver padrdes na populacao.

CExemplo 6)

Uma empresa de pesquisas quer avaliar a satisfacédo dos clientes em relacéo a
um novo produto langado. A empresa tem uma lista de 1000 clientes e decide
selecionar uma amostra de 100 clientes para responder a pesquisa, sendo
que a selecao decorrera através de uma amostragem sistematica.

Assim, procede-se da seguinte forma:

1) Identificar o tamanho da amostra.
A empresa quer entrevistar 100 clientes a partir de uma lista de 1000 clientes.

2) Calcular o intervalo de amostragem.

O intervalo de amostragem é o numero de elementos entre cada amostra. Para
calcular, dividimos o tamanho da populacdo pelo tamanho da amostra:
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Populacéao _ 1000 _

Tamanho daamostra 100 10

Intervalo de amostragem =

Isto significa que, para selecionar a amostra, os clientes da lista serao

escolhidosde 10 em 10.

3) Escolher um ponto de partida aleatorio.

O préximo passo € escolher aleatoriamente o primeiro cliente da lista entre os

primeiros 10. Suponhamos que o nimero sorteado sejao 6.

4) Selecionar os clientes.

A partir do numero sorteado, a sele¢éo é feita sistematicamente, de 10 em 10:

* primeiro cliente sorteado: 6.° da lista;

* depois serdo os clientes nas posicdes 16.°, 26.%, 36.°, 46.°, ..., até se definirem os
100 clientes para a amostra.

5) Resultado da amostra.

A amostra serd composta pelos clientes nas posicdes 6, 16, 26, 36, 46 ....,
996 na lista de 1000 clientes.

Vantagens da amostragem sistematica:

* Simplicidade: O processo é facil de aplicar, especialmente quando os dados
estdo organizados numa lista ordenada.

Desvantagens da amostragem sistematica:

* Risco de viés: Se a lista tiver algum padrao (como clientes em ordem de
frequéncia de compras), a amostragem pode ser enviesada. Por exemplo, se a
lista estiver ordenada por data de compra, e houver um padrao de compras que
se repete a cada 10 clientes, a amostra pode nao ser representativa.

' Exercicio

e Uma empresa de telefones quer avaliar a qualidade do atendimento ao cliente na
sua central de suporte. Para isso, decide entrevistar 500 clientes a partir de uma
lista ordenada de 10 000 clientes atendidos no tltimo més. Sera realizada uma
amostragem sistematica.

5.1. Qual seré o intervalo de amostragem?

5.2. Se o ponto de partida aleatdrio sorteado for o cliente nimero 8, quais seréo os
primeiros cinco clientes selecionados?

5.3. Explica por que a amostragem sistematica pode ser uma boa escolha para este
estudo.

5.4. Quais sdo os potenciais riscos de usar a lista fornecida pela empresa para
aplicar a amostragem sisteméatica?
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d) Amostragem por conglomerados

A amostragem por conglomerados é um método em que a populacéo é dividida em
clusters (grupos) e alguns clusters sao selecionados aleatoriamente para andlise
completa. Revela-se muito Util em populacdes geograficamente dispersas.

CExempIo 7)

O Ministério da Educacao quer avaliar a qualidade do ensino nas escolas
publicas de todo o pais. Como o pais tem varias ilhas e muitas escolas, seria
impraticavel entrevistar alunos de todas as escolas de todas as ilhas. Assim, o
Ministério decide usar uma amostragem por conglomerados.

Procede-se da seguinte forma:

1) Definir os conglomerados.

Neste caso, as escolas publicas de uma ilha sdo os conglomerados. Cada
escola de uma ilha pode ser considerada um conglomerado.

2) Selecao dos conglomerados.

O Ministério decide selecionar quatro ilhas de forma aleat6ria entre as nove
ilhas que tém escolas.

3) Selecédo dentro dos conglomerados.

O Ministério decide entrevistar todos os alunos de todas as escolas das quatro
ilhas selecionadas. Ou seja, dentro de cada ilha, todos os alunos, de todas as
escolas publicas, serdo entrevistados sobre a qualidade do ensino.

Vantagens da amostragem por conglomerados:

« Eficiéncia: E mais pratico do que realizar uma amostragem aleatéria simples em
toda a populacéo, especialmente se os dados estao agrupados de forma natural
(como neste caso, em escolas).

* Economia de tempo e custo: Selecionar grupos inteiros (escolas) e estudar
todos os individuos dentro desses grupos pode ser mais rapido e barato, pois
evita deslocamentos para entrevistar pessoas dispersas geograficamente.

Desvantagens da amostragem por conglomerados:

* Maior variacao dentro dos conglomerados: Se os conglomerados nao sao
homogéneos entre si (ou seja, se dentro de uma mesma escola as opinides dos
alunos variam muito), a amostra pode nao ser representativa da populacao
inteira.
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* Possivel viés: Se as escolas selecionadas nao forem representativas das

diferentes caracteristicas da cidade (por exemplo, escolas de bairros mais ricos
ou mais pobres), os resultados podem ser enviesados.

' Exercicio

e O Ministério do Turismo de Cabo Verde deseja realizar uma pesquisa para avaliar a

—

satisfacédo dos turistas com os servicos de transporte entre as ilhas, como os
ferries e voos domésticos. Existem nove ilhas habitadas em Cabo Verde e o
Ministério tem dados sobre as condi¢bes de transporte em todas elas.

Como seria invidvel entrevistar todos os turistas de todas as ilhas, a pesquisa sera
feita usando uma amostragem por conglomerados. O Ministério decide selecionar
algumas ilhas como conglomerados e entrevistar todos os turistas que estiverem
nessas ilhas no momento da pesquisa.

A populagédo deste estudo corresponde ao total de 200 000 turistas que visitaram
as ilhas no ultimo ano, e as principais ilhas turisticas sdo: Santiago, Sal, Boa Vista,
Sao Vicente e Santo Antao.

O Ministério decide selecionar trés ilhas aleatoriamente e, dentro dessas ilhas,
entrevistar todos os turistas.

6.1. Quantos conglomerados foram selecionados para a amostra?

6.2. Supondo que as trés ilhas selecionadas sejam Santiago, Sal e Boa Vista, e que o
numero de turistas em cada ilha seja o seguinte:

Santiago: 70 000 turistas

Sal: 50 000 turistas

Boa Vista: 30 000 turistas

Quantos turistas serao entrevistados no total?

6.3. Explica por que a amostragem por conglomerados foi uma boa escolha para
esse estudo em Cabo Verde.

6.4. Quais sao os potenciais riscos ou limitagdes ao usar a amostragem por
conglomerados para avaliar a satisfacado dos turistas nas ilhas de Cabo Verde?

e) Amostragem por conveniéncia

A amostragem por conveniéncia € um método em que a amostra é escolhida com
base na facilidade de acesso aos elementos, sem um critério aleatério ou sistema-
tico. Embora seja pratica e econdmica, pode nao ser representativa da populacao,
resultando em possiveis vieses.
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CExempIo 8)

A Camara Municipal da Boa Vista deseja saber a opinido dos moradores sobre
a construcao de uma nova praca publica. Por limitagcdes de tempo e de
recursos, decide entrevistar apenas as pessoas que estdo a passear no parque
central da cidade quando se realiza a pesquisa.

Assim, ndo existe um processo propriamente dito.

A populagédo em estudo sao todos os moradores da cidade.

A amostra corresponde apenas as pessoas que estavam presentes no parque
central no momento da pesquisa e a escolha dos entrevistados é baseada na
facilidade de acesso (as pessoas disponiveis no local), sem considerar se a
amostra é representativa da populacao geral.

Vantagens da amostragem por conveniéncia:
« Rapidez e facilidade: E um método simples, ideal para quando ha restricdes de
tempo, recursos ou acesso.

* Baixo custo: Nao requer planeamentos ou métodos elaborados para selecionar a
amostra.

Desvantagens da amostragem por conveniéncia:
* Falta de representatividade: As opinides das pessoas podem nao refletir as
opinides de toda a populacao, ja que quem é escolhido pode ter caracteristicas
ou interesses diferentes dos restantes moradores.

* Vieses: O método pode resultar numa amostra enviesada, influenciando a
validade dos resultados.

. Exercicio

o Um pesquisador esta a desenvolver um estudo sobre as preferéncias
gastrondémicas dos turistas que visitam Cabo Verde. Como o estudo precisa de ser
realizado rapidamente, o pesquisador decide aplicar um método de amostragem
por conveniéncia.

Ele escolhe realizar as entrevistas nos restaurantes do centro turistico de Santa
Maria, na ilha do Sal, durante um Unico dia de trabalho. No total, ele entrevista 150
turistas que estavam a almocar ou a jantar nos restaurantes, durante o periodo da
pesquisa.

7.1. Qual é a populagao que é o alvo deste estudo?

7.2. Aamostrade 150 turistas obtida neste estudo é representativa de todos os
turistas que visitam Cabo Verde? Justifica.

7.3. Quais sao as principais vantagens da amostragem por conveniéncia neste caso?
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7.4. Quais sao os riscos de usar a amostragem por conveniéncia para um estudo que
pretende representar as preferéncias gastrondmicas de todos os turistas em
Cabo Verde?

7.5. Como o pesquisador poderia melhorar a representatividade do estudo?

De uma forma genérica, considerando as caracteristicas da populacdo, podemos
dizer que:
* Para uma populacdo grande e homogénea, a amostragem aleatéria simples sera
o0 método mais adequado.

* Para uma populacao heterogénea, sera melhor optar por uma amostragem
estratificada.

* No caso da populagéo ser dispersa ou agrupada, a amostragem por
conglomerados serd uma boa opc¢ao.

* No caso de um estudo exploratério inicial, sera mais facil utilizar uma
amostragem por conveniéncia.

Repara que estes métodos garantem analises estatisticas confiaveis, permitindo in-
feréncias robustas e representativas dos dados populacionais.

' Exercicios

e O INE - Instituto Nacional de Estatistica deseja realizar diferentes estudos
estatisticos para recolher dados sobre varias situacdes. Para cada caso, indica
qual o tipo de amostragem que consideras mais adequado. Justifica a tua escolha.

8.1. Pretende-se avaliar a satisfacdo dos turistas que visitaram todas as ilhas de
Cabo Verde durante o ano, desejando obter-se dados representativos de todas
as ilhas, mas existe um orcamento limitado para a realizacdo da pesquisa e s6 se
podem visitar trés ilhas para recolher os dados.

8.2. Pretende-se investigar a salde mental dos alunos, sendo que possuem 0s
dados dos estudantes divididos por faculdades (Ciéncias, Engenharia, Direito,
Medicina, etc.). Deseja-se garantir que a amostra represente proporcionalmente
os alunos de cada faculdade.

8.3. Pretende-se medir a satisfacdo dos passageiros que utilizam os ferries para se
deslocarem de uma ilha para outra. Entao, decide-se entrevistar passageiros em
diferentes pontos de recolha de passageiros, durante um Unico dia de pesquisa.

8.4. Pretende-se avaliar a satisfacdo dos clientes que utilizam servigcos de
fornecimento de energia de diferentes empresas. Entéo, selecionaram-se
aleatoriamente 5000 clientes de uma lista de 50 000 clientes registados.

8.5. Pretende-se avaliar o nivel de poluicao do ar em diferentes bairros de uma
cidade. Entao, selecionaram-se cinco bairros ao acaso e mediu-se a qualidade
do ar em todos eles.
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e Justifica, em cada uma das seguintes situagdes, porque é que a amostra escolhida
nao é aquela que conduz a resultados mais fiaveis.

9.1. Para saber qual o candidato mais votado para as elei¢des de Primeiro-Ministro
em Cabo Verde, ouviu-se a opinidao dos simpatizantes de determinado partido
politico.

9.2. Para avaliar a qualidade dos fésforos produzidos numa fabrica, acenderam-se
todos os fésforos fabricados num dia.

9.3. Para saber a opinido das pessoas sobre musica rock, questionou-se um grupo
de pessoas que saiam de um concerto de musica rock.

—

Organizar dados

Depois de formular a questao, o préximo passo é recolher dados que ajudem a res-
ponder a mesma. Os resultados obtidos, sejam quantitativos ou qualitativos,
chamam-se dados estatisticos.

A organizacgao desses dados de forma estruturada facilita a sua analise posterior.

Os dados podem ser organizados de diferentes formas, dependendo do tipo de in-
formacao recolhida. Contudo, normalmente, sdo organizados em tabelas.

Exemplo:

Numero de turistas que visitaram Cabo Verde ao longo dos ultimos anos

Ano Total de llha do Sal llha da Boa llha de Ilha de Sao
turistas Vista Santiago Vicente
2022 705 555 59,1% 34,5% 2.3% 2,1%
2021 302 957 61,2% 33,6% 2.2% 1,.9%
2020 85897 74,3% 20,0% 3.9% 1,0%
2019 819 308 40,2% 39.9% 11.,7% 5.1%

Fonte: Instituto Nacional de Estatistica (INE), 2022

Analisando a tabela anterior, podemos dizer que:

* allha do Sal continua a ser a mais visitada, com a maioria dos turistas
escolhendo esta ilha para a sua estadia;

* 0 numero de turistas diminuiu significativamente em 2020, com um total de
85 897 turistas;

* 0 numero de turistas aumentou significativamente em 2022, com um total de
705 555 turistas, mas ndo alcangcando os valores anteriores a 2020.
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Tabelas de frequéncias

Como ja foi referido, quando se recolhem dados estatisticos é essencial organiza-los
de forma a facilitar a sua leitura e interpretacao, por exemplo, recorrendo a tabelas.

Uma das questdes mais importantes é que a variavel estatistica em estudo seja defi-
nida de forma clara, bem como a populacdo ou a amostra sobre a qual incidem os
dados.

Sempre que se conhece o valor da variavel estatistica para cada individuo ou ele-
mento da populacdo ou da amostra em estudo dizemos que temos uma distribuicao
estatistica.

Designam-se por x,, X,, X3, ..., X, 0s diferentes valores que a variavel estatistica x
pode assumir.

No caso da variavel estatistica x ser quantitativa e assumir apenas um numero limi-
tado de valores x,, x,, X5, ..., X,, € necessario ordenar os valores que a variavel
assume por ordem crescente.

CExemplo 9)

Na turma do 10.° ano de uma determinada escola, realizou-se um estudo sobre
as idades dos alunos da turma. Os dados obtidos estéo registados na seguinte
tabela:

16 17 17 16 18 16 16 15 16 17
15 16 17 18 19 17 16 17 16 18
17 17 16 15 18 16 16 16 17 18

A variavel estatistica em estudo é a "Idade”, sendo que a populacao em estudo
é uma turma do 10.° ano.

Neste caso, a variavel estatistica pode assumir os valores:
15, 16, 17, 18, 19

Quando se pretende organizar os dados numa tabela, na coluna da esquerda
colocam-se os diferentes valores x; que a varidvel em estudo pode assumir e
na coluna seguinte regista-se o nimero de vezes que cada valor x; da variavel
aparece na amostra estudada.
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( Exemplo 10 )

Considerando a situacao do estudo da idade dos alunos de uma turma do
10.° ano, teriamos:

Idade N.° de alunos
15 3
16 12
17 9
18 5
19 1

A frequéncia absoluta de um dado estatistico é o nimero de vezes que este
se repete e representa-se por f;.

A tabela do exemplo é entdo representada da seguinte forma:

X, fi
15 3
16 12
17 9
18 5
19 1
Total 30

( Exemplo 11 )

Supde que precisavamos de comparar as idades dos alunos da turma do
10.°ano com as idades dos alunos da turma do 11.° ano da mesma escola, e
sabiamos que 8 alunos do 11.°ano tinham 17 anos.

Estainformacao, por si s6, ndo nos permite fazer uma comparagao, pois nao

sabemos o "peso” dos 8 alunos no total dos alunos do 11.° ano.
8

Imagina que o nimero total de alunos do 11.°ano é de 32, entédo 35" 25%
tém 17 anos.
Mas se forem apenas 20 alunos, entdo 2% =40% dos alunos do 11.°ano tém

17 anos.

A razao entre a frequéncia absoluta e o total de observacdes permite-nos
comparar melhor as duas distribuicdes.
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A frequéncia relativa de um dado estatistico corresponde ao quociente entre a fre-
guéncia absoluta (f;) e o nimero total de dados observados (n) e representa-se por:

A frequéncia relativa pode ser apresentada na forma de fracdo, numero decimal ou
percentagem.

CExemplo 12)

Assim, na turma do 10.° ano, teriamos a seguinte tabela de frequéncias
absolutas e relativas:

X f, fl',-
15 3 3 _01=10%
30
12 _q4a— 400
16 12 12 _04=40%
17 9 9 _0.3=30%
30
18 5 2 _0,1(6)=17%
30 0 10)=
i— ~ 0
19 1 5=00(3)=3%
Total | 30 100%

E, agora, supondo que os alunos do 11.°ano eram 24, ja poderiamos
comparar a propor¢ao de alunos com 17 anos.
i ~/ 0

Logo, apesar de no 10.° ano existirem mais alunos com 17 anos,no 11.°a
proporcao de alunos com 17 anos & maior.

Suponhamos agora que nos questionavam quantos alunos do 10.° ano tém
17 anos ou menos.

Para responder a questao, teriamos de somar as frequéncias absolutas ou
relativas para os 15 anos, 16 anose 17 anos, ou seja:

* 3+12+9=24 alunostém 17 anos ou menos;

* 10% + 40% + 30% = 80% dos alunos tém 17 anos ou menos.

Para responder a este tipo de questdes é util determinarmos e indicar na tabela as
frequéncias absolutas acumuladas e as frequéncias relativas acumuladas.
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CExempIo 13)
gManud x,' f, fl‘, Fi FI‘,
Interativo

video 15 3 33—0 =0,1=10% 3 10%
Tabela de
frequéncias
acumuladas 16 12 % =0,4=40% 3+12=15 10% + 40% = 50%

HLHE]

B 17 9 3?—0 =0,3=30% 15+9=24 50% + 30% = 80%
Gonstru uma 18 5 S _01(6)217% 24 +5=29 80% +17% = 97%
tabela de 30
frequéncias
absolutas e 19 1 L 0,0(3)~3% 29+1=30 97% + 3% = 100%
relativas 30

Total 30 100%

Chama-se frequéncia absoluta acumulada do valor x; a soma das frequéncias
absolutas de todos os valores da variavel até x; (inclusive) e representa-se por
F,.

Chama-se frequéncia relativa acumulada do valor x; a soma das frequéncias
relativas de todos os valores da variavel até x; (inclusive) e representa-se por
Fr;.

. Exercicio
@ Registou-se o0 numero de crias nascidas por ninhada de um casal de coelhos,
obtendo-se os seguintes dados:

52325341355241551244
23342354354435445442

Constréi uma tabela de frequéncias absolutas simples, relativas simples e
\ absolutas e acumuladas.

Representar dados

Uma vez organizados, os dados precisam de ser apresentados a sociedade de forma
precisa, clara, confortavel e apelativa. Na maioria das vezes, essa informacao
apresenta-se recorrendo a representacdes graficas, que podem assumir diferentes
formas, e que irdo facilitar a compreensao dos dados recolhidos.

244



3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Independentemente do tipo de gréfico utilizado, estes devem conter informacgdes
basicas, tais como:

* titulo: indicam o tema principal da tabela ou gréfico;
* eixos (em graficos): o eixo x e 0 eixo y mostram as variaveis representadas;

* legendas: ajudam a identificar o que cada elemento visual (cores, linhas, barras)
representa;

* escalas: identificam unidades e intervalos, garantindo que os dados sejam
comparaveis.

Graficos de barras

Os graficos de barras sédo ferramentas visuais amplamente utilizados em estatistica
e em anadlises de dados para comparar e representar dados qualitativos ou quantita-
tivos discretos de forma clara, permitindo identificar padrdes, tendéncias ou discre-
pancias nos dados.

Esta é uma das representacdes graficas mais usuais.

As categorias sao dispostas no eixo horizontal (eixo do x) se as barras forem verti-
cais, no eixo vertical (eixo do y) se as barras forem horizontais.

A altura (ou comprimento) da barra reflete o valor ou a frequéncia da categoria cor-
respondente, ou seja, é proporcional a frequéncia que lhe corresponde.

Os graficos de barras sao de facil leitura, por serem simples e intuitivos, mesmo
para qguem nao tem conhecimentos estatisticos avancados. Além disso, sao flexi-
veis, uma vez que podem ser usados para dados quantitativos ou qualitativos, e ver-
sateis, funcionam bem para pequenas ou grandes quantidades de categorias.

Contudo, pode-se tornar confuso se houver muitas categorias ou subcategorias e
uma escolha inadequada da escala do gréafico pode distorcer a interpretacao.

CExemplo 14)
I Distribuicao do nimero de turistas por diferentes ilhas
Um g.raflco de barras (2019 a 2022)
permite-nos colmparar, 45 000
neste caso, o numero 40 000
de turistas em cada 35000
uma das ilhas ao longo 30000
9 25 000
de quatro anos. 20 000
15 000
10000
5000
o i
2019 2020 2021 2022
B |lha do Sal ® llha da Boa Vista M llha de Santiago I llha de S&o Vicente
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Neste caso, podemos dizer que:

* 0 numero de turistas baixou drasticamente em 2020, provavelmente devido a
pandemia do Covid-19;

* em 2022, o numero total de turistas aproximou-se dos valores de 2019, sendo
que na ilha do Sal receberam mais turistas do que em 2019.

. Exercicio

0 Numa turma com 20 alunos, recolheram-se dados sobre o nimero de calgcado de
cadaum.

Os resultados obtidos foram os seguintes:

4342 4139 4137 4043 4440 3939 3841 4039 3839 3940

11.1. Constréi uma tabela de frequéncias absolutas simples e de frequéncias relativas.

\__M.2. Constrdium gréfico de barras que traduza as frequéncias absolutas da distribuigao.

Gréaficos circulares

Este tipo de representacdo pode ser utilizado em dados quantitativos e qualitativos.
E uma ferramenta visual usada em estatistica e em anélise de dados para representar
proporcdes ou percentagens de categorias num conjunto de dados.

Num grafico circular, representamos cada uma das categorias de dados por um setor
circular cuja amplitude é proporcional a frequéncia relativa. Assim, para obter a ampli-
tude de cada setor é suficiente multiplicar a respetiva frequéncia relativa, expressa
em numeral decimal, por 360°.

Normalmente, é utilizado para destacar a contribuicao relativa de cada categoria em re-
lagcdo ao todo, sendo ideal para comparar visualmente as propor¢cdes entre categorias.

E facil de entender e interpretar, mas ndo é adequado para conjuntos de dados com
muitas categorias, pois pode-se tornar confuso e pode ser menos preciso do que
outros graficos (como o de barras) para comparar valores préximos.

CExemplo 15)
Imagina que foi realizada uma Disciplina favorita N.° de alunos
pesquisa com 100 alunos sobre as Matematica 40
suas disciplinas favoritas e os ——
resultados foram: Ciéncias 30
Historia 20
Arte 10
Total 100
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Ao criar um gréfico circular, os setores terdo as seguintes amplitudes:

- Matemética: %x360°- 144°
* Ciéncias: %XSGO" 108°

* Histoéria: %x 360°=72°

- Arte: 11000 x 360° = 36°

Assim, obteriamos o seguinte gréfico circular:

Disciplinas favoritas

Arte

10% \

Historia Matematica
20% T A0%

(]

Ciéncias—~
30%

( Exemplo 16 )

Considera o seguinte grafico circular relativo a distribuicdo da populacéao de
Cabo Verde, em 2010.

Brava Santo Antao

‘ Sao Nlcolau
/ Sal

5%

Fogo
79

Yo

/ Boa Vista

2%
\Malo
1%

Fonte: Fernandes, Nélida & Carvalho, Paulo. (2014). Territério, populagao e desenvolvimento em Cabo
Verde. DELOS. 7 (19). 12 pp.

Neste caso, podemos dizer que:

* em 2010, a maioria da populagéo cabo-verdiana estava concentrada nailha de
Santiago;

* em 2010, as ilhas de Maio e Brava eram as ilhas com menor nUmero de habitantes.
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' Exercicio

@ Considera a situagao do exercicio anterior:

Numa turma com 20 alunos, recolheram-se dados sobre o nimero de calcado de
cadaum.

Os resultados obtidos foram os seguintes:

4342 4139 4137 4043 4440 3939 3841 4039 3839 3940

Constréi um grafico circular que traduza a distribuicao.

Gréficos de linhas

Os graficos de linhas sdo ferramentas visuais usadas para mostrar tendéncias, va-
riacdes ou padrées em dados continuos ao longo de um intervalo (como tempo, dis-
tancia ou qualquer outra variavel ordenada). Eles utilizam pontos conectados por li-
nhas para representar os dados.

Por norma, no eixo do x (horizontal) surge a variavel independente, como anos,
meses, ou dias e no eixo do y (vertical) a variavel dependente, como valores ou me-
di¢cdes. Os pontos sdo marcados em coordenadas no plano cartesiano e conectados
por linhas.

Este tipo de grafico permite mostrar como os valores variam ou evoluem ao longo do
tempo e identificar padrées como aumento, reducao ou ciclos nos dados.
Os graficos de linhas podem ser:

* simples: representa uma Unica série de dados;

* multiplo: representa varias séries de dados num Unico grafico para

comparagoes.

Estes graficos sdo faceis de interpretar visualmente para identificar picos, quedas ou
estabilidade, sdo excelentes para mostrar tendéncias e mudancas ao longo do tempo
e permitem comparar varias séries num mesmo grafico.

Contudo, ndo sao adequados para dados sem uma ordem ldgica e pode ser confuso
representar diferentes distribuicdes em simulténeo.

Devem ser utilizados para mostrar como os valores mudam ao longo do tempo, para
destacar padrdes e tendéncias, como crescimento, declinio ou sazonalidade, e para
comparar o desempenho de diferentes séries temporais num unico grafico.
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( Exemplo 17 )
A evolugéo da taxa de Taxa de ocupagéo média dos hotéis em Cabo Verde
ocupacao dos hotéis (%)
ao longo do tempo 70%
60% —
pode ser melhor 50% ~——

visualizada num grafico | 40%

; 30%
de linhas. 50%
10%

0%

2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

Neste caso, podemos dizer que:

* ataxa de ocupacao média de hotéis, em Cabo Verde, decaiu de 2019 para 2020;

* apartir de 2020 tem vindo a aumentar, sendo que ainda ndo alcangou os

valores de 2015.

. Exercicio

@ A seguinte tabela apresenta o crescimento de uma crianga, considerando variaveis
comuns como idade (anos), altura (em cm) e “peso” (em kg) durante 15 anos.

Idade (anos) | Altura(cm) "Peso” (kg)
1 75 9,5
2 88 11,0
3 95 12,5
4 102 14,0
5 108 15,5
6 115 17.0
7 122 18,5
8 130 20,0
9 137 22,0
10 143 24,0
11 150 26,0
12 157 28,0
13 163 30,5
14 168 32,0
15 172 34,0

Constréi os graficos de linhas relativos a variagcado da altura e a variacao do “peso”,

em funcao da idade.
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Pictograma

Um pictograma é um tipo de grafico que utiliza icones ou imagens para representar
dados quantitativos de forma visual e acessivel. Cada icone ou figura no gréfico corres-
ponde a um valor ou quantidade especificos e o nimero de icones reflete a frequéncia
do dado.

Um pictograma também torna a apresentacao de dados intuitiva e visualmente atraente,
simplificando a compreenséao de quantidades e proporg¢des e facilitando a comparagcao
entre categorias de forma direta e visual.

Contudo, pode ser pouco preciso, principalmente se os icones forem divididos.

( Exemplo 18 )

Distribuicao de idades dos alunos de
um curso profissional de uma escola 14anosmﬂE

Neste caso, podemos dizer que: 153n°$ﬂﬂﬂmﬁ

* amaioria dos alunos tem 15 anos e

desses 20 sdorapazese 16 sao 16anosmﬂm

raparigas; .
, . 17 anosmE I
* h4 8 alunoscom 14 anos e seis T

alunas com 14 anos.

H =4 rapazes
)
* =4 raparigas

. Exercicio

@ Uma escola realizou uma pesquisa sobre os estilos musicais preferidos de 30
alunos. Os resultados da pesquisa estao organizados na tabela seguinte.

Estilo musical Frequéncia absoluta
(n.° de alunos)

Pop 8
Hip-Hop 6
Kizomba 5
Rock 4
Misica classica 3
Reggae 4

Constréi um pictograma para representar estes dados.

Sugestao: Escolhe um simbolo, por exemplo, um circulo, que pode representar
dois alunos.
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Histograma

Um histograma é um tipo de grafico usado para representar dados quantitativos de
forma visual, mostrando a distribuicdo de frequéncias de um conjunto de dados. E
muito usado em estatistica para analisar dados numéricos continuos ou discretos
organizados em intervalos, ou seja, dados agrupados em classes.

O gréfico é formado por uma sucessao de retangulos adjacentes, ou seja, ndo existe
espaco entre eles. Isso indica que os dados sao continuos, tendo cada um por base
um intervalo de classe e por altura a frequéncia relativa ou absoluta.

( Exemplo 18 )

Numa associacao, perguntou-se a um grupo de criangas quantos cromos de
uma determinada colecédo tinham. As respostas foram:

170; 220; 100; 150; 50; 24; 118; 181

Organizaram-se os dados em classes e construiu-se a tabela de frequéncias

absolutas:
Quantidade de cromos na colecao frequéncia absoluta
[0, 50[ 1

[50, 100[ 1

[100, 150[ 2

[150, 200[ 3

1

8

[200, 250[
Total

Por fim, construiu-se um histograma para representar a distribuigao:

Colecao de cromos das criancas
da associacao

N.° de criangas

50 100 150 200 250
Quantia de cromos
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' Exercicio

@ Uma turma de 30 alunos do 10.° ano foi questionada sobre o niimero de horas que
dedicam ao estudo diario.

Os resultados obtidos foram agrupados na tabela a seguir.

Horas de estudo | Frequéncia
por dia absoluta
[0, 1] 5
[1.2[ 8
[2, 3[ 9
[3. 4 5
[4. 5[ 3

\ Constréi um histograma que represente estes dados.

E importante ter sempre em consideracdo que a escolha da representacado grafica
deve ser feita com base no tipo de dados e na pergunta a que se quer responder.

Atualmente, a construcao de graficos estatisticos manualmente tem-se tornado ob-
soleta devido ao avanco tecnolégico e ao surgimento de diversas ferramentas digi-
tais especializadas. Estas ferramentas sao mais eficientes, precisas e rapidas, pois
automatizam o processo de criacao e analise de graficos, eliminando erros humanos
comuns na elaboragéo manual.

Com o uso de software como Excel, Google Sheets, SPSS, Tableau ou outros pro-
gramas estatisticos, é possivel criar graficos de forma rapida e interativa, o que faci-
lita a analise visual de dados. Além disso, esses recursos permitem ajustes automati-
cos, atualizacbes em tempo real e acesso a recursos avancados de visualizacédo de
dados.

Portanto, ao invés de recorrer a elaboracao manual de tabelas e representacdes gra-
ficas, as ferramentas digitais oferecem maior praticidade, confiabilidade e produtivi-
dade para estudantes, pesquisadores e profissionais na analise e interpretacédo de
informacdes estatisticas.
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J" Tarefa ¥

o Construcao de tabelas e graficos com recurso ao

1. Abrir o Excel.

Excel

No teu computador abre o programa Excel. O aspeto visual assemelha-se a uma
tabela (folha de calculo), sendo que os diferentes separadores se assemelham

aos separadores que surgem no Word.

(
i Nome do documento
ket Gme Seew Oessher  Gwpmes debiges fesuin  Omdes Seer Ve Seplewsiey dpde e Fest  Teas P Ogess & O
i — s = - i ] B Separador Base
g L L L R com ferramentas
el e e A [ J— de formatagao
Lo T i L e =
&l £
Assistente de
P | ] [ ° 5 [ & - ' ' " L - ™ . fungbesebarra
 — de férmulas
L ]
]
L]
]
.
%
]
" _ :
= [% v M= 6C o)
g Folha ativa Zoom (ver maior ou mais pequena) )
2. Insere os dados.
Na folha de célculo insere os seguintes dados. Tem em atencao que em cada
célula deves colocar a informacgao correspondente.
. (e \
- Numero de a
Atividade e : :
alunos icheiro E Inserir  Esquema da Pigina Formulas Dados Rever Ver Aj
. I:\I'j A ] Aptos Narmow “in A AT - !E.
Leitura 8 Colo ®:s-@-|a-A- =g
Futebol 6 Area de Transferénca 5 Tipo de Letra 1] Alnhamento
B2 v i Je - Aividade
Musica 7 A B c D E ; G
1
Cinema/TV 5 : e
4 Futebol 6
Natacdo 3 2 S 3
. 7 Natagio 3
Videogame 1 ; T R
10
1
12
A y
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3. Estatistica

3. Construir graficos.
Depois de inserirmos os dados, podemos construir diferentes tipos de graficos.

Selecionar todas as células que contém informacao

~
)  Guardar aoraticamense (@ ) B X~ 0 5 Liviod - Excel
Ficheiro Base Inserir Esquema da Pagina Formulas Dados  Rever
ﬁl & | Aptos Narrow =111 - A A"
-~
Claz# [Wlf EvaG‘-,ﬂ,v
Area de Transferdncia 15 Tipo de Leira [ Ailir)
B2 N E fr o Atvidade
A B C D E F

1

2 Atividade | Mimero de Alunos.

3 Leitura 8

4 Futebol 8|

5 Musica 7|

6 CinemalTV 5|

7 Natagéo 3|

8 [Videogame 1]

9

10

11

12

13
A A

Clicar em "Inserir”.

Escolher o tipo e estilo de grafico pretendido, por exemplo, Grafico
Circular >>Circular 2D.

[ ®-R-A@ |
auncos P v e, -
R camianciitos: | il ~ L_ - =
| Ceutar 20 -
O
| [ A e
O LEloy esa e e gl Do s
(a 3 § [ y LT praporpfa T S g e
| ‘ _-|-'J. -.-,_..-_-- .
? O & ]
Gréficos | 9?" i_v ' (,) . !_ -
Recomendados | OT}L ¥ _— i
; 'm M an Gratoon Ceolares i
k J L .-._ - j
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O gréfico surgira na folha de calculo.

l. Y
a
Nchsing Bits  ieaarlr  Diguesms de Phging  Foemslsr  Dados  Raver Vo Muds
o - -] = = w- o - r B> - H- - e == 4
| i ] 23] : Rt i iiouiaion 40 A /l i ":. - M 0 !: e:i F W =
ks Tntwi Demdeeacas Taein | N0 FOPRRS A Samarier fo— s P B B o G Linkas ol Gashay' e
Dinireien +  Amcovessdeion W ko ol Cahuedefod- | Verkeachs  erommdsdes g [ - ¢ o
T Fortim e [T . & F—
E7) o | ¥
A 1 € r | K L M

M e Aluns

flemes | [
[ramems | |
(Mimea | :lI
F [Fe— [
y :m-. ‘. a
5 Vibungarast | [
15
n
"
i
I
o s - - avhiey
1
I
A2 y

Atencao: Podes alterar o aspeto visual do grafico incluindo o titulo clicando
sobre as diferentes caixas que surgem.

é N

O O O
INL’lmero de AlunosI

® Leitura = Futebol wMuisica =Cinema/TV = Natacdo = Videogame

o O O
\ 4

4. Explora o programa e constréi agora um grafico de barras.
e Considera todos os graficos que construiste nesta secao.

Utilizando o Excel ou outro software de estudo estatistico e constroi
novamente, agora em formato digital, esses graficos.
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3. Estatistica

Interpretacao de tabelas e graficos

Em qualquer estudo estatistico, apds a recolha, organizacao e representacao dos
dados, é fundamental realizar a analise e reflexdo sobre os resultados obtidos. Isso
significa que apenas apresentar os dados de forma visual ou numérica nao é sufi-
ciente. E necessério interpreta-los de maneira critica para identificar padrdes, ten-
déncias, correlacdes ou problemas relevantes.

O tratamento e a analise dos dados envolvem examinar as informacgdes para respon-
der as perguntas do estudo, validar hipéteses ou identificar oportunidades de acao.
A reflexdo permite compreender o significado dos dados no contexto da situacao
analisada, ajudando na tomada de decisdes fundamentadas.

Portanto, ap6s a representacao visual (graficos, tabelas, histograma, etc.) ou numé-
rica dos dados, é essencial ndo apenas observar, mas analisar, interpretar e refletir
sobre esses resultados para implementar acdes eficazes e orientadas pela realidade
dos dados.

Essa abordagem transforma a informacdo em conhecimento pratico, que pode ser
aplicado para resolver problemas, planear estratégias e tomar decisdes mais preci-
sas e fundamentadas.

Vejamos, entdo, essas etapas.

Tratar dados e realizar conclusoes

ApOs a representacao, € necessario tratar os dados. Isso envolve calculos, analises e
a interpretacdo critica dos resultados.
Outras técnicas podem ajudar a tirar conclusdes a partir dos dados, como:

* média, mediana e moda, para descrever caracteristicas da distribuicao;

* calculos de crescimento ou variacao, para entender tendéncias.

(Na seccéo seguinte proceder-se-a ao estudo destas medidas de localizagao e dis-
persao.)

No entanto, € importante ter consciéncia dos limites dessa matematizagéo. As con-
clusdes tiradas a partir dos dados podem ser influenciadas por diversos fatores ex-
ternos, como erros na recolha dos dados, limitacdes nas fontes ou até mesmo na
amostra considerada para aplicar o estudo estatistico. Por isso, ao concluires as tuas
analises, reflete sempre sobre as possiveis incertezas e limitagcdes do processo.

Reflexao critica e conclusao

Por fim, a analise critica dos dados implica questionar as conclusdes tiradas. Nao se
deve confiar cegamente nos resultados obtidos, mas sim refletir sobre as implica-
coes desses dados para a sociedade, para a politica e para o futuro.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

CExemplo 20)

Considera o seguinte grafico de linhas no qual se apresenta a taxa de
mortalidade, desde 1960 a 2022, em Cabo Verde.

A taxa de mortalidade é expressa como “numero de mortes por mil habitantes
por ano”.

Taxa de mortalidade em Cabo Verde
18,47

4,87 — 1 1 1 1 1 1 1 1 ! ' '
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Considerando o grafico, podemos concluir que:

* em 2022, Cabo Verde teve uma taxa de mortalidade de cerca de 5 mortes por
cada 1000 habitantes;

* 0 valor minimo foi de 4,87 mortes por 1000 habitantes, entre 2015 e 2020, e 0
maximo foide 18,47 em 1960;

* o gréafico indica que a taxa de mortalidade tem diminuido desde 1960. Contudo,
a taxa de mortalidade sofreu ligeiros aumentos por volta de 2005 e, novamente,
por volta de 2019.

Refletindo sobre os dados apresentados, podemos dizer que:
* 0 aumento da taxa de mortalidade, em 2020, é justificado pela pandemia Covid-19;

* refletindo criticamente sobre mudancas em politicas publicas para reduzir a
taxa de mortalidade, poderiam ser priorizadas as seguintes acdes:

* melhoria no acesso aos servi¢os de saude: garantir acesso a hospitais,
clinicas e programas de vacinacao;

* programas de prevencao de doencas: campanhas de consciencializagao
sobre doencas cronicas e transmissiveis;

* investimentos em saneamento basico e agua potavel: evitando doencas
causadas por falta de infraestruturas;

* educacao em saude materna e infantil: reduzir a mortalidade neonatal e a
materna com acompanhamento pré-natal;

* atencdo a grupos vulneraveis: apoio a idosos e a populacdes de risco com
programas especificos.
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3. Estatistica

Atencao: Ha alguns erros comuns que se cometem na analise de dados e tabelas,
tais como:

* ndo compreender as escalas dos eixos;
* ignorar os rétulos ou titulos;
* assumir tendéncias sem base nos dados apresentados.

' Exercicios

@ A seguinte tabela apresenta a proporg¢ao da populacao pobre, por sexo, grupo
etario e populacdao empregada.

Proporcao de populagao pobre (%)

Cabo Verde 35,2
Sexo

Masculino 34,5

Feminino 35,9

Grupo etario

0-4 anos 44,4

5-14 anos 43,1
15-24 anos 38,4
25-34 anos 27,7
35-64 anos 29,0

65 anos ou mais 27,2
Populacao empregada 27,2
Masculino 27,1
Feminino 27,4

Nota: Proporgédo da populagdo pobre = Incidéncia da pobreza
Fonte: INE - Inquérito as Despesas e Receitas Familiares (DIRF), 2015.

16.1. Qual é a proporc¢ao total da populacao pobre em Cabo Verde, de acordo com
os dados fornecidos?

16.2. A tabela mostra diferencas na proporcao de pobreza entre homens e mulheres.
a) Qual dos dois sexos tem uma maior incidéncia de pobreza?
b) Qual é a diferenca percentual entre eles?

16.3. De acordo com a tabela, que grupo etario apresenta a maior proporcao de
populacao pobre? Que grupo apresenta a menor?
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16.4. Aincidéncia de pobreza também é analisada entre a populagdo empregue.

a) Qual é a proporcao de pobreza entre os homens empregados e as mulheres
empregadas?

b) Ha diferenca significativa entre os dois?

Considera o seguinte grafico de barras em que se apresenta a taxa de
alfabetizacdo em Cabo Verde em diferentes anos.

Taxa de alfabetizagcao em Cabo Verde

8533 86,79 91.00

76,11
B I I I

1990 2000 2012 2015 2022

Fonte: https://pt.theglobaleconomy.com/Cape-Verde/Literacy_rate/

17.1. Qual era a taxa de alfabetizacdo em Cabo Verde em 19907?
17.2. Qual foi a taxa de alfabetizagcdo em 20007?
17.3. Qual foi 0 aumento da taxa de alfabetizacao entre 1990 e 20007?

17.4. Compara a taxa de alfabetizagdo entre os anos de 2012, 2015 e 2022. Houve
algum aumento significativo durante esse periodo?

17.5. Qual foi 0 ano em que a taxa de alfabetizacdo apresentou o maior valor?
17.6. Calcula a diferenca entre a taxa de alfabetizagdo em 2012 e a taxa em 2015.

17.7. Considerando a taxa de alfabetizacdo em 2022, qual é o percentual de aumento
em relacao a 19907

17.8. Que fatores acreditas que contribuiram para o aumento da taxa de
alfabetizacdo em Cabo Verde desde 1990 até 2022?

17.9. De acordo com os dados apresentados, € possivel identificar uma tendéncia de
crescimento na taxa de alfabetizacdo em Cabo Verde?
Justifica a tua resposta.

17.10. Com base nos dados histéricos do grafico, que acdes poderiam ser
implementadas para continuar o progresso na taxa de alfabetizacdo no futuro?
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@ Considera o seguinte grafico em que se apresentam as temperaturas médias

anuais, maxima e minima, bem como a precipitacdo média anual, na Cidade da

Praia.

Grafico de temperatura e precipitacao anual na estacido meteorolégica da

Cidade da Praia

£1007 355
g 90T 07 o7 28 28 P82 30 &
o 80725 95 25 26 > B 22 26 5
o i 23 23 -25+
o 70 @
£ 20 o
= 50 €
® 40+ 152
& 30+ 10

20+

10+ 5

0 | | | | | | | | | | | 0

I I I I I I I I I I I
Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez
Precipitagdo (mm) —=—Temperatura maxima média (°C)
== Temperatura minima média (°C)

Fonte: https://www.destinoseviagens.com/clima-cabo-verde-quando-ir/#google_vignette

18.1. Quais sao as variaveis em estudo?

18.2. Qual é a temperatura maxima média no més de setembro?
18.3. Em que més ocorre o maior nivel de precipitacdo?

18.4. Qual é a temperatura minima média no més de fevereiro?
18.5. Como varia a temperatura maxima média durante o ano?

18.6. Observa as variacdes da precipitacdo no periodo de julho a setembro. O que se
nota acerca desses meses?

18.7. Considerando o padrao da precipitacédo nos meses de agosto e setembro, qual
pode ser a explicacdo para o aumento observado?

18.8. Ha alguma relacao aparente entre a precipitacao e as variacdes de
temperatura?

Justifica a tua resposta.
18.9. Qual foi a diferenga da temperatura maxima média entre janeiro e setembro?

18.10. Se tivesses de prever as condi¢cdes climaticas para o més de outubro, com
base neste grafico, como farias?

Que fatores considerarias?

260



3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

@ Foi realizada uma pesquisa com 50 estudantes do 10.° ano para avaliar o niimero
de horas que eles estudam por semana. Os resultados estado apresentados na
tabela seguinte.

Horas de estudo Frequéncia absoluta
por semana (nimero de estudantes)
[0, 5[ 10
(5, 10[ 15
[10, 15] 12
[15, 20[ 8
[20, 25] 5

19.1. Calcula a frequéncia relativa em percentagem de cada classe de horas de
estudo por semana.

19.2. Apresenta os resultados numa tabela com as frequéncias relativas.
19.3. Constrdi um histograma para representar esses dados.

19.4. Constrdi um grafico circular para visualizar as frequéncias relativas calculadas
na questao anterior.

19.5. O que podes concluir com este estudo?

@ Uma pizaria faz entregas ao domicilio. Para avaliar a qualidade do seu servico,
durante uma semana, registaram a duracao de cada entrega, desde 0 momento em
que o funciondrio sai da pizaria até a entrega em casa do cliente.

.o del Tempo de duracdo de entrega de pizas

entregas
40+

35t

30t

257

207

157

10

5

0,

35

3 5 7 9 11 13 tempo
(minutos)

20.1. Qual é a variavel em estudo?
20.2. Que tipo de gréfico foi utilizado para representar os dados obtidos?
20.3. Consideras que o grafico foi bem escolhido? Porqué?

20.4. Qual a classe de tempos mais habitual nas entregas de pizas?
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3. Estatistica

3.1.3. Medidas de localizacao de uma amostra (moda, média,
mediana, quartis e percentis) e medidas de dispersao
(amplitude interquartil, variancia, desvio-padrao)

Medidas de localizacao e de dispersao

Os graficos, como histogramas, graficos de linhas ou graficos de dispersao, sao repre-
sentacdes visuais que ajudam a identificar padrdes, tendéncias e a estrutura geral dos
dados de forma empirica e rapida, oferecendo uma visdo panoramica e intuitiva da dis-
tribuicdo dos dados, mas existem outros elementos estatisticos que nos permitem,
também, compreender os dados recolhidos: as medidas de localizacao e dispersao.

As medidas de localizagao e dispersao sao valores numéricos que resumem aspetos
especificos da distribuicdo dos dados, fornecendo precisdo e detalhe quantitativo
sobre as caracteristicas desses dados. Sdo fundamentais em estatistica, permitindo
a compreensao da sua variabilidade e tendéncia.

Enquanto as medidas de localizacdo, como média, mediana e moda, indicam onde os
dados estdo concentrados, as medidas de dispersao, como variancia, desvio-padrao
e amplitude, quantificam o grau de variacao ou afastamento em torno dessa concen-
tragcdo. Juntas, sdo essenciais para analises comparativas, previsdes e tomadas de
decisao informadas, pois ajudam a capturar tanto a esséncia geral, quanto as pecu-
liaridades dos dados analisados.

Em conjunto, graficos e medidas de localizacao e de dispersao permitem uma analise
estatistica mais completa, uma vez que se complementam.

Medidas de localizacao

As medidas de localizacdo, como média, mediana e moda, identificam os valores
centrais ou mais frequentes, servindo como pontos de referéncia que resumem o
conjunto de dados.

Média
A média, também conhecida como média aritmética, é a medida de localizacdo mais

utilizada.

Representa-se por x e determina-se da seguinte forma:
* somam-se todos os valores;
¢ divide-se a soma pelo numero total de elementos.

Exemplo
Registaram-se as classificagcdes de um aluno:
8,8,8,12, 12,15
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Assim, a média das suas classificacdes é dada por:

8+8+8+12+12+15
6

Mas também poderia ser feito de forma mais simples e rapida:

)f: =10,5

3x8+2x12+15

X = 6

=105

Dada uma amostra ou uma populacao com n elementos, sejam x,, x;, X3, ...
X, os dados recolhidos e seja X a média, tem-se que:
X1+ X+ X3+ ...+ X,

n
Em geral, dada uma amostra ou populacdo com n elementos, onde cada variavel
x; assume k valores diferentes, sendo f; e fr; a frequéncia absoluta e relativa de
X;, tem-se que:

X=

fixx;+ XX+ F3X X5+ ...+ fie X X
n

X=

X=fry XX, +fry XX, + frs X X3+ ... + fre X X

CExemplo 21 )

Consideremos a situa¢ao da pesquisa da idade dos alunos numa turma do
10.°ano, em que obtivemos a distribuicdo de dados representada na tabela de
frequéncias seguinte:

X; f; fr;
15 3 0.1
16 12 04
17 9 0.3
18 5 0,17
19 1 0.03
Total 30 1

Neste caso, a média é dada por:

_3x15+12x16+9%x17+5%x18+1x19
a 30

Oux=01%x15+04%x16+0,3%x17+0,177x18+0,03x19=16,6(3)~ 17

Ou seja, em média, os alunos, nesta turma, tém aproximadamente 17 anos de
idade.

=<

=16,6(3)~ 17
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( Exemplo 22 )
_— A Mayra decidiu registar o nimerode  ©12
anual i . [3)
Q Interativo horas que dormiu durante 50 dias. 10
Video Depois construiu o histograma ao o
Média de dados o 8
discretos e de lado. L
dad
agr::ados em Como os dados estdo agrupados em 6
classes classe, para determinar o nimero 4
T médio de horas que dormiu, ela
precisa de determinar a marca de 2
- . oy 0
Calcular a média cada classe, ou seja, a media dos 6 65 7 75 8 85 9 95 10
para dados extremos da classe. Horas de sono
agrupados em
classes Assim:
Classe Marca da classe f;
[6: 6,5 °5+8 625 2
165; 7[ 7405 675 9
[7: 750 1547 725 12
[7,5; 8l 8+27'5 =775 12
[8; 85I 8'52+8 =825 11
8,5 9l 9485 _g75 2
[9; 9,50 2549 925 2
Total 50

E a média sera dada por:

_2%x6,25+9%x6,75+12x7,25+12%x7,75+11%x8,25+2x8,75+2x%x9,25 _
= =5 =

=

=76~8

Ou seja, em média, a Mayra dormiu aproximadamente 8 horas por noite.

Atencao, embora a média seja facil de calcular e interpretar, ela pode ser sensivel a
valores extremos (outliers).

Por exemplo, num conjunto de salarios em que a maioria das pessoas ganha 18 000
escudos cabo-verdianos e uma unica pessoa ganha 100 000 escudos cabo-
-verdianos, a média sera influenciada pelo valor mais alto e podera nao representar
com precisao a maioria dos casos.
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' Exercicios

@ As temperaturas observadas na cidade da Praia foram registadas durante 30 dias
de um determinado més.

26 27 26 29 30 31 27 31 29 30
26 29 27 30 31 26 27 29 29 30
31 32 29 28 30 31 30 29 31 30

Determina a média das temperaturas registadas nesses 30 dias.

@ Considera a seguinte distribuicdo de idades:

X; f;
26 6
28 7
30 4
32 3

Determina a média da distribuicao dada.

@ O seguinte grafico de barras apresenta a frequéncia relativa em relagdo ao niimero
de irmaos dos alunos de uma turma do 10.° ano.

Nimero de irmaos dos alunos de uma turma do 10.° ano

8l

6|

4t

ol

0-— : : : : . :
1 2 3 4

5 ou mais

-— -— -—
iy
T

Frequéncia absoluta

NUmero de irmaos

Determina a média do nimero de irmaos.
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@ Um servico telefénico recolheu informacgdes sobre o tempo de espera, em
minutos, até a chamada ser reencaminhada para um assistente.

Os dados obtidos, depois de agrupados em classes, foram os seguintes:

Tempo de N.°
atendimento (min) | de pessoas

[0, 2[ 54

[2, 4] 80

(4, 6[ 32

(6, 8[ 16

(8, 10[ 12

[10, 12] 6

Em média, quanto tempo demora até que uma chamada seja reencaminhada para
\ um assistente?

Mediana

A mediana € uma medida de localizagéo que indica o valor central de um conjunto de
dados, dividindo-o em duas metades iguais, quando os valores estdo organizados
por ordem crescente ou decrescente.

A mediana, ao contrario da média, ndo é influenciada por valores extremos (outliers),
pelo que é ideal para representar dados que possuem distribuicao assimétrica, ou
seja, muito dispar.
Representa-se por X e determina-se da seguinte forma:
* Organiza-se o conjunto de dados por ordem:
* se 0 numero de elementos for impar, a mediana sera o valor no meio da
sequéncia;
* se 0 numero for par, a mediana sera a média dos dois valores centrais.

CExempIo 23)

* No seguinte conjunto de dados impar: 3, 7, 9, 12, 15.

O valor central ¢ 9, logoamedianaé 9.

* No seguinte conjunto de dados par: 2, 4, 6, 8, 9, 9.

A mediana serd a média dos dois valores centrais: X = % =7.

A mediana é o valor (pertencente ou ndo ao conjunto de dados) que divide esse con-
junto ordenado ao meio, ou seja, 50% dos elementos da amostra sdo inferiores ou
iguais a mediana e os outros 50% sao superiores ou iguais a mediana.
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Para determinar a mediana de uma amostra de n elementos, primeiro ordenam-se
0s elementos da amostra e:

* se n éimpar: a mediana é o elemento que ocupa a posicao n-; L ;
* se n é par: a mediana é a média dos elementos que ocupam as posicdes
n_n
> e 5 +1.
( Exemplo 24 )
Registou-se o numero de crias nascidas por ninhada de um casal de coelhos:
N.° de crias Frequéncia Frequéncia absoluta
absoluta acumulada
2 2 3
3 24 27
4 30 57
5 13 70
6 7 77
Total 77

O numero total de crias € 77 (impar), a mediana é o valor que ocupa a posi¢ao:

77+1 _78
2 2

Observando a coluna das frequéncias absolutas, podemos concluir:

=39.

Os elementos x,, x,, x; sdotodosiguaisa 2, do x, até x,;, sdo todos iguais
a 3 e assim sucessivamente. Logo, a mediana é X =x;,=4.

Em 50% das ninhadas nasceram quatro crias ou menos.

Considerando que houve mais algumas ninhadas, tem-se agora a seguinte
distribuicdo, com um nuamero total de crias de 114 (par).

N° de crias Frequéncia Frequéncia absoluta
absoluta acumulada
2 3 3
3 24 27
4 30 57
5 30 87
6 27 114
Total 114
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3. Estatistica

Como o numero de dados é par, entdao a mediana é dada pelos valores que se
114 114

encontram nas posicoes — = 57 e 5t 1=58.

x57+x58:4+5:
2 2

Assim, X = 4,5

' Exercicios

@ Considera a seguinte distribuicdo de idades:

X; f;
26 6
28 7
30 4
32 3

Determina a mediana das idades.

@ Considera o grafico de barras relativo ao nimero de irmaos dos alunos de uma
turma do 10.° ano.

Nimero de irmaos dos alunos de uma turma do 10.° ano

Frequéncia absoluta

— — —

eM H P @O M A
T T T 1

1 2 3 4 5 ou mais
NUmero de irmaos

Determina a mediana do niimero de irm3os.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

@ Um servico telefénico recolheu informacgdes sobre o tempo de espera, em minutos
até a chamada ser reencaminhada para um assistente. Os dados obtidos, depois
de agrupados em classes, foram os seguintes:

Tempo de atendimento (min) N.° de pessoas
[0, 2[ 54
[2, 4] 80
(4, 6] 32
(6, 8[ 16
(8, 10[ 12
[10, 12[ 6

\ Determina a classe onde se encontra a mediana dos tempos de atendimento.

Moda

A moda é uma medida de localizacao em estatistica que indica o valor ou categoria
que ocorre com maior frequéncia num conjunto de dados. E especialmente util para
identificar tendéncias em dados qualitativos (como cores ou marcas) ou quantitati-
vos, destacando o elemento mais comum dentro de um grupo.

CExempIo 25)

Numa pesquisa sobre as cores preferidas de um grupo de pessoas, se a cor
"azul" foi a mais escolhida, a moda sera "azul".

No conjunto de nimeroscomo 2, 3, 3,4, 5, amodaé 3, porqueéo
namero que aparece mais vezes.

Sendo x,, x,, x5, ..., X, 0S k valores distintos de uma variavel estatistica, a
moda corresponde ao valor que apresenta maior frequéncia absoluta (ou
relativa) e representa-se por Mo.

CExemplo 26)

No seguinte conjuntode dados 3; 4; 3;6; 2;3;6;5; 3.
Amodaé 3.

CExemplo 27)

No seguinte conjunto de dados 3; 4; 3;6; 2;3;6;5; 6.
Existem dois valores que apresentam a mesma frequéncia (3 e 6).
Assim, dizemos que a distribuicdo é bimodal e as modas sdo 3 e 6.
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( Exemplo 28 )

No seguinte conjunto de dados: 4, 3,5, 7,1, 2
Nenhum valor se repete, logo, dizemos que ndo existe moda.

Assim, relativamente a um conjunto de dados ou distribui¢do, podemos dizer que:
* A moda pode ser unica — unimodal
* Pode haver mais do que uma —bimodal ou multimodal
* Pode nao existir, caso nenhum valor se repita —amodal

' Exercicio

@ Considera a seguinte distribuicdo de idades:

X; f;
26 6
28 7
30 4
32 3

Indica a moda das idades.

No caso de os dados estarem agrupados em classes, a classe com maior frequéncia
absoluta d4-se o nome de classe modal.

. Exercicio

@ Considerando a distribuicao do nimero de irmaos dos alunos de uma turma do
10.° ano, representada no grafico de barras abaixo, qual é a moda do nimero de

irmaos?
NiUmero de irmaos dos alunos de uma turma
do 10.° ano
8147
=
o 12+
Ko

Frequéncia
N D OO ©

o

< 10T I
: I : : I : I : . :
1 2 3

4 5 oumais
NUmero de irmaos
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Se representamos o0s dados
agrupados em classes por um
histograma é possivel fazer uma
estimativa geométrica para a 81
moda, procedendo da seguinte 6+

forma: 4t
* representar os dados num 2+
histograma; . | . .

. 0 25 Mg 135 19 245 30
e determinar a classe modal;

* unir os vértices superiores do retangulo da classe modal com os vértices
superiores das classes contiguas;

* tracar uma perpendicular ao eixo das abcissas, partindo do ponto de intersecao
das linhas obtidas anteriormente;

* indicar a localizacao grafica da moda.

. Exercicio

@ Considera os dados obtidos, depois de
agrupados em classes, relativamente a um
servico telefénico que recolheu

Tempo de N.°
atendimento (min) | de pessoas

informacodes sobre o tempo de espera, em [0, 2 54
minutos, até a chamada ser reencaminhada [2, 4] 80
para um assistente. [4, 6] 32
30.1. Qual é a classe modal? (6, 8] 16
30.2. Representa os dados num histograma. [8, 10[ 12
30.3. Determina geometricamente a moda (10, 12 6

deste conjunto de dados.

Quartis e percentis

Em muitos estudos estatisticos, com populacdes ou amostras de grande dimensao,
€ interessante conhecer a maior ou menor concentracao de dados ao longo do inter-
valo de variacdo dos seus valores, ou seja, entre o maior € o menor valor que a distri-
buicdo toma.

Os quartis e percentis sdo medidas de posi¢cdo que ajudam a dividir um conjunto de
dados ordenado em partes iguais, permitindo analisar a dispersao e distribuicdo dos
valores.
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* Quartis

Os quartis dividem o conjunto ordenado de dados em quatro partes com a mesma
Q Hapia’ quantidade de dados, cada uma representando 25% dos valores:

Interativo

Video * 1.° quartil (Q,): é o valor da variavel, tal que 25% dos dados sdo menores ou
Quarti o ~ . o
verte iguais e 75% sdo maiores ou iguais;

* 2.° quartil (Q,): é o valor da varidvel que coincide com a mediana;

* 3.° quartil (Q;): é o valor da variavel tal que 75% dos dados s&@o menores ou
iguais e 25% s&o maiores ou iguais.

CExempIo 29)

Foi registado o numero de mensagens SMS recebidas num telemével durante
11 dias.

12 12 6 6 5 8 7 10 9 10 M

* Primeiro ordenamos os elementos da distribui¢ao:
5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12

* Depois, determina-se a mediana.

O numero de dados é impar (11), logo, a mediana corresponde ao valor na
11+1_4

2 T

5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12

posicao

* De seguida, determina-se o 1.° quartil.
Neste caso, teremos de determinar a mediana entre o 1.° e 0 5.° valores.

5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12
Q, Q,
* Por fim, determina-se o 3.° quartil.
Neste caso, a mediana entre 0 7.° e 0 11.° valores.
5 6 6 7 8 9 10 10 11 12 12
Q1 Q2 QS
Para este conjunto temos:
Q1=6;Q2:£:9;Q3:11

Como o menor valor deste conjunto de dados é 5 e o maior é 12, é possivel
construir o diagrama de extremos e quartis.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

I Tarefa

e Na Folha de Calculo é possivel construir rapidamente o diagrama de
extremos e quartis:

1) Abre a Folha de Célculo.

2) Insere os dados recolhidos.

3) Seleciona 0s dados. [ s wer o it e

EJl [ S N—_—

By e e T e B &
- & - - 3 - a8 I xton e Crvuta - o -
walic vl S |:I - .
‘.Il“ onc.u.t".r\.’un . |‘ ‘El ] N
Apmie !:m%l..‘.,m. ...:‘-ﬁ.-.-:- [ LI D W]
4) Seleciona [
Inserir > Gréaficos 0 4
Recomendados. i),
Ao "'ﬂ"‘:w na..-.-v:-:-.-ll comwil o W B - + - x;/
B) Seleciona o (a : = s T
separador Todos os me D K rEz— B -
£ci |l =SS
Gréficos e escolhe a i =3
~ . a -lt e 12 oy
opcgao Diagrama de |ttt o
Bigodes.

6) ClicaemOKeo
diagrama de extremos
e quartis surge na area
de trabalho.

. "

v

.

" o ]
2 s

2 .

2

5

Do z—%—-.—— ke PR e smaw (@ @ E - n - -.\:)
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3. Estatistica

e Sen=13
HK_J HK_J
Q,=Médiado 3.°e4.° Q,=7° Q;=Médiado 10.°e 11.°
e Sen=14
. T :
Q,=4r° Q,=Médiado7.°e8.° Q=110
e Sen=16
- —— —

Q,=Médiado4.°eb5° Q,=Médiado8.°e9.° Q,=Médiado12.°e 13.°

. Exercicio

@ A tabela seguinte apresenta os "pesos” (em kg) de 20 atletas.

“Peso”(kg) | 55 | 57 | 60 | 62 | 65 | 68 | 70 | 72 | 75 | 78
Frequéncia | 2 | 1 | 3 [ 2 [ 4 | 2 |3 | 1| 1]

31.1. Constréi a tabela de frequéncias relativas acumuladas.

31.2. Determina a mediana do conjunto de dados.

\__31.3. Calcula o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;).

* Percentis

Os percentis sao medidas que dividem a amostra (por ordem crescente dos dados)
em 100 partes, cada uma com uma percentagem de dados aproximadamente igual.

O k-ésimo percentil P, é o valor x (x,) que corresponde a frequéncia cumulativa e

n.%, onde n é otamanho amostral.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Portanto:
* 0 1.° percentil (P,) determinao 1% menor dos dados;
* 098.° percentil (Pys) determina os 98% menores dos dados;
* 0 25.° percentil (P,5) corresponde ao 1.° quartil;
* 0 50.° percentil (Ps,) corresponde a mediana;
* 0 75.° percentil (P,5) corresponde ao 3.° quartil.

Percentis sdo amplamente usados em &reas como avaliacao de desempenho (como
em testes padronizados, em que um aluno no 90.° percentil superou 90% dos ou-
tros) e saude (analise de crescimento infantil ou niveis de colesterol).

CExempIo 30)

Numa prova de acesso a um emprego candidataram-se 40 pessoas.

Decidiu-se que todos os candidatos com classificagdes acima do percentil 70
passariam a uma fase de entrevista.

As classificacdes obtidas pelos candidatos foram (numa escalade 0 a 150):

78 83 100 93 35 99 28 99
102 95 102 89 38 108 89 140
110 93 109 50 41 140 111 77
150 70 35 148 84 84 106 85
141 46 149 137 96 78 95 86

Para determinar a classificacao que corresponde ao percentil 70, temos de

perceber em que posicao estard, na lista das classificacdes organizadas.
Assim, sendo 40 classificagdes, o percentil 70 esta na posicao
k 70

n'm:4o>(m:28

Entdo, vamos procurar a 28.° classificagao, na lista de dados ordenados

28:;35;35;38;41;46;50; 70; 77;78;78;83;84;84;85; 86; 89;
89;93;93;95;95;96; 99;99; 100; 102; 102; 106; 108; 109; 110;
111; 137; 140; 140; 141; 148; 149; 150

Assim, serado entrevistados os candidatos que obtiveram uma classificacao
superiora 102.
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3. Estatistica

' Exercicio

@ Numa prova, 650 alunos foram aprovados com nota igual ou superiora 10.
A distribuicdo das notas foram de acordo com a seguinte tabela:
Notas | 10 | 11 | 12| 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
N.° de alunos | 125 | 106 | 58 | 100 | 60 | 151 | 0 | 25 | 18 | 5 | 2

Os alunos com classificacao inferior ou igual ao percentil 60 terdo de realizar uma
prova pratica. Determinar as notas dos alunos que terao de realizar essa prova.

( Exemplo 31 )

Observa o gréafico de percentis, ao 515 95
lado, que serve para analisar uma 5 14 /5/ 90
crianga num dado momento da sua 213 P
evolugéo, relacionando a idade com o & lf A1 A 88
“peso”. 10 /:/// /;; L~ })0
No grafico podes observar varias 9 ééi =
curvas (os percentis 5, 10, 25, 50, 3 L2
75, 90 e 95) e o valor de 6. VA
“normalidade” geralmente encontra- 7/
-seentreo 5% e o 95%. 4
O gréfico de percentis serve tanto 3
para analisar a crianga num dado 1
momento como perspetivar a sua 0

0 5 12 18 24

evolucao.
¢ Idade (meses)

Ha um grafico para cada parametro e

intervalo de tempo. Por exemplo, o

grafico de "peso” para aidade de 0 a 24 meses. Para exemplificar, vamos
dizer que existe uma crianca de 1 ano de idade (12 meses)com 10kg.

Em que parte do grafico estaria essa crianca?

Podemos ver entdo que, cruzando os eixos idade e “peso”, uma crianga com
1 ano deidade (12 meses) e 10 kg encontra-se entre os percentis 50 e 75
(ponto vermelho), estando dentro da faixa de normalidade.

Ja uma crianca com a mesma idade e 7 kg (ponto verde), estaria abaixo do
percentil 5, sendo um sinal de alerta para desnutri¢cao, por exemplo.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Consulta o gréfico e repara:
* em que linha se posiciona uma criangca com 22 meses e com 10 kg ?
Esta precisamente na curva de percentil 5. Isso quer dizer que, para a idade de
22 meses, 5% das criancas tém 10 kg ou menos.
* e se considerarmos uma crianga com 14 meses, que pese 11 kg, percebemos
que esta na linha do percentil 75.

Isso significa que, 75% das criancas nessa idade tém esse “peso” ou menos, e
apenas 25% delas terdo maisde 10kg.

. Exercicio

95
2 95
: . : =90 190
@ Considera o grafico de percentis ao ? a5 P 75
Iac_io que relaciona a idade de uma EQL) 20 A //f/gg
criangca com a sua altura. 1T +—T—113
75 A 15
O que poderas dizer sobre uma 70 ,/f/ = — .
crianca que tenha 12 mesese 65 /;,//
70 cm de altura? 60 7 4
55
50
45
40
0 5 12 18 24

Idade (meses)
—

Medidas de dispersao

Jé as medidas de dispersao, como desvio-padrao, variancia e amplitude, quantificam
0 grau de afastamento dos dados ao redor da localizacao central, indicando a consis-
téncia ou heterogeneidade do conjunto.

Amplitude Interquartil € uma medida de disperséo que indica a extensao dos dados
dentro do intervalo compreendido entre o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;).
Amplitude interquartil=Q; — Q,

Recorda que:
* Q, (1.° quartil): é o valor que separa os 25% menores dados do conjunto;
* Q; (3.° quartil): € o valor que separa os 25% maiores dados do conjunto.

Logo, a amplitude interquartil mostra onde esté concentrada a metade central dos
dados (entre Q, e Q,), ignorando os valores mais extremos.

Esta medida é util para comparar a dispersao, uma vez que conjuntos de dados com
maior amplitude interquartil tém uma maior variacdo na metade central dos valores.
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3. Estatistica

CExempIo 32)

Dados: 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40
* Q,=15 (25% dos dados estao abaixo).
* Q;=35 (25% dos dados estdo acima).

Amplitude interquartil é Q; — Q,=35-15=20.

A metade central dos dados estd concentrada no intervalo de 20 unidades,
entre 15 e 35.
' Exercicio

@ A tabela abaixo apresenta os “pesos” (em kg) de 20 atletas.

“Peso”(kg) | 55 | 57 | 60 | 62 | 65 | 68 | 70 | 72 | 75 | 78

Frequéncia|2|1|3|2|4|2|3|1|1|1

Determina o intervalo interquartil.
(Nota: Ja determinaste, anteriormente, os quartis para este conjunto de dados.)

Variancia e desvio-padrao
A medida de localizagao central mais utilizada € a média. O desvio-padrdo € uma me-
dida de dispersao associada a média. Vejamos:

* Variancia

A variancia é a medida que se obtém dividindo a soma dos quadrados dos desvios
das observacoes relativamente & média pelo numero de observacgdes e representa-
-se por s°.

K —\2
2_ 2iea(—X)

s =
n

Caso os dados sejam discretos e tenhamos a frequéncia absoluta de cada valor,
temos que:

—\2
2 _ i filx = X)
n

Portanto, a variancia € uma medida estatistica que descreve o grau de dispersao dos
dados em relacao a média. Por outras palavras, indica o quao espalhados ou concen-
trados estao os valores de um conjunto de dados, respondendo a questao:

"Em média, quanto se afastam os dados da média do conjunto?"
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Assim:

* valores pequenos de variancia indicam que os dados estdo muito proximos da
média, ou seja, ha baixa variabilidade;

* valores grandes de variancia indicam que os dados estdo mais espalhados, ou
seja, ha alta variabilidade.

( Exemplo 33 )

Considera a tabela ao lado onde se apresenta o N.° de golos | N.°de jogos
numero de golos marcados por um clube em
cada uma das 20 primeiras jornadas de um
campeonato.

Para determinar a variancia:

a| W IN|=|O
= fwlo|bjOoT N

* Determinamos a média:

2Xx0+5x1+4x2+5%x3+3%x4+1x%x5
20

¢ Construimos uma tabela com os valores envolvidos no célculo da variancia, o
que facilitara a organizacao dos dados.

X= =2,25

X; f; X;—X (x,-—y?)2 f; (x,-—:?)2

0 2 0-225=-2,25 (- 2,25)°=5,0625 2x5,0625= 10,125
1 5 1-225=-1,25 (- 1,25)*=1,5625 5x 1,5625=7,8125
2 4 2-225=-0,25 (- 0,25)°=0,0625 4x0,0625=0,25
3 5 3-2,25=0,75 0,75°=0,5625 5x0,5625=2,8125
4 3 4-225=175 1,75°=3,0625 3x3,0625=9,1875
5 1 5-2725=275 2,75°=7,5625 1x7,5625=7,5625

Total 20

5
Assim, S/f(x;—X)°=10,125+7,8125+0,25 + 2,8125 +9,1875 + 7,5625 = 37,75
i=1
, Shaf-X)° 3775
B n 20
A variancia calculada é 1,8875, o que indica o grau de dispersao dos niumeros
de golos marcados em relacao a média (2,25 golos).

€es

=1,8875.

Nota: No caso de dados continuos, agrupados em classes, determina-se a
variancia usando a marca da classe.
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' Exercicio

Q Manual @ Realizou-se um controlo de qualidade a um fio elétrico produzido por uma
empresa, medindo-se o comprimento de 10 fios.
Exercicio
Determinar o Obtiveram-se os seguintes resultados:
desvio-padréao
de uma amostra
- 10,4 10,3 9.8 10,2 10 10,2
Atividade
Propriedades do
doavio-padiio 10,2 10,1 9,8 9,9 10 9,7

35.1. Determina a média do comprimento do fio.

35.2. Determina a variancia da distribuicado e indica se ha uma grande variabilidade
\___ dos dados, justificando a tua resposta.

* Desvio-padrao

A variancia permite-nos comparar diferentes distribuicées, pois quanto maior forem
0s quadrados dos desvios em relacdo a média, maior sera a variancia. Nao €, no en-
tanto, reveladora em relacao aos dados da distribuicao, pois a ordem de grandeza é
diferente da dos desvios.

Por este motivo, em vez de usar a variancia como medida de dispersao relativa a
média, usamos a sua raiz quadrada a que chamamos desvio-padrao.

ooVe? o S fi = X)°

n

CExempIo 34)

Sabendo que:

s?=1,8875

temos que:

o=Vs?=+1/18875 ~ 1,37 (2 cd)

De forma anéaloga a variancia, relativamente ao desvio-padrao podemos dizer que:

* um desvio-padrao pequeno indica que os dados estdao muito préximos da média,
ou seja, ha uma baixa variabilidade e os dados sao consistentes;

* um desvio-padrao grande indica que os dados estao espalhados em relagéo a
média, ou seja, hd uma alta variabilidade e uma maior diversidade entre os dados.
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CExemplo 35)

Considera que duas turmas fizeram a mesma prova e os resultados foram os
seguintes:

e Turma A (Notas): 50, 52, 54, 51, 53 — Média: 52

* O desvio-padrao sera pequeno, pois as notas estao todas proximas de 52.

=~ 1,41

o \/(50 —52)%+ (52 — 52)° + (54 — 52)* + (51 — 52)* + (53 — 52)°
B 5

* Turma B (Notas): 30, 60, 90, 20, 100 — Média: 60

* O desvio-padrao sera grande, pois as notas variam bastante emrelacédo a 60.

~ 31,62

oo \/(30 —60)° + (60 — 60)” + (90 — 60)° + (20 — 60)* + (100 — 60)°
B 5

A turma B tem maior dispersao dos dados em relacdo a sua média, quando
comparativamente com a disperséao existente nos dados da turma A.

Repara que a variancia mede a dispersao, mas a sua unidade é ao quadrado (por
exemplo, se os dados sdo em metros, a variancia serd em metros quadrados), en-
quanto o desvio-padrao, sendo a raiz quadrada da variancia, tem a mesma unidade
dos dados originais, o que facilita a interpretacéo.

. Exercicio

@ Num viveiro de peixes foi medido o comprimento de cada peixe, de uma amostra,
para estudar o impacto de uma nova alimentacao no seu crescimento. Obtiveram-
-se 0s seguintes dados, em cm.

299 40,2 37,8 19,7 30,0 29,7 19,4 392 24,7 204 19,1 34,7 33,5 183
19,4 27,3 382 16,2 36,8 33,1 414 13,6 32,2 24,3 19,1 374 23,6 333
31,6 20,1 17,2 13,3 37,7 12,6 39,6 24,6 186 180 33,7 38,2

36.1. Agrupa os dados em classes, construindo uma tabela de frequéncias.
36.2. Determina o desvio-padrao.

36.3. O que podes dizer relativamente a variabilidade dos dados recolhidos? Justifica
a tua resposta.
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3. Estatistica

Populacao, ou universo, corresponde a uma colecdo de objetos com uma ca-
racteristica comum.

A cada elemento da populacdo damos o nome de individuo ou unidade esta-
tistica.

Um censo ou recenseamento € um estudo estatistico que implica a observa-
cao de todos os elementos da populagéo.

Uma amostra é um subconjunto de elementos extraidos da populacdo em es-
tudo utilizando uma metodologia adequada.

Uma sondagem é um estudo estatistico de uma populacédo a partir de uma
amostra.

Processos de amostragem

a) Amostragem aleatdria simples
 Cada elemento da populagao tem a mesma probabilidade de ser selecionado.
* |deal para populagcdes homogéneas.

b) Amostragem estratificada

* Seleciona elementos de diferentes estratos da populacdo, em numero
proporcional ao existente na populagéo.

* Representatividade de todos os estratos da populacdo assegurada, em
proporcao igual a existente na populacéao, salientando a influéncia de cada
um para o todo.

c) Amostragem sistematica
* Seleciona elementos a partir de uma regra previamente definida.
» Simples e rapida, mas pode ser enviesada se houver padrdes na populagao.

d) Amostragem por conglomerados

* A populacao é dividida em clusters (grupos) e alguns clusters sao
selecionados aleatoriamente para andlise completa.

« Util para populacdes geograficamente dispersas.

e) Amostragem por conveniéncia
* Baseia-se na facilidade de acesso aos participantes.
* Rapida e econdmica, mas menos representativa.

Uma distribuicao estatistica corresponde ao valor da varidvel estatistica para
cada individuo ou elemento da populagdo ou amostra em estudo.

Designam-se por x,, x,, X3, ..., X, 0s diferentes valores que a variavel esta-
tistica x pode assumir.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

A frequéncia absoluta de um dado estatistico € o nimero de vezes que este se
repete e representa-se por f;.

A frequéncia relativa de um dado estatistico corresponde ao quociente entre
a frequéncia absoluta (f) e o nimero total de dados observados (n) e

f;
representa-se por fr,= El .
A frequéncia relativa por ser apresentada na forma de uma fracao, numero de-
cimal ou percentagem.

A frequéncia absoluta acumulada do valor x; corresponde a soma das frequén-
cias absolutas correspondentes a todos os valores da variavel até x; (inclusive)
e representa-se por F;.

A frequéncia relativa acumulada do valor x; corresponde a soma das frequén-
cias relativas correspondentes a todos os valores da variavel até x; (inclusive) e
representa-se por Fr;.

Representacoes graficas

Gréfico de barras Gréfico circular Gréfico de linhas
Cores favoritas dos Tempo de estudo dos Nota no teste dos 5
f, , meus amigos alunos da minha turma ¢ A primeiros alunos
16 o
13 2 horas 5% =
18 6 horas 3 Qg(;as 1
6 45% ’ o]
‘2‘ 4 horas o
0 b 20% o
g . 1 2 3 4 5
© 5 horas 20% n.° de aluno
. ) Diagrama de extremos
Pictograma Histograma 9 .
e quartis
Notas dos alunos de
Fungdes desempenhadas umaescola num teste
pelos funcionarios f,
S 60
e 50 i i
e 40 R 1
e e 39 14 161718 22
o, S o 10
° Administrativos 0 25 50 751 00
notas
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3. Estatistica

A média representa o valor médio de um conjunto de dados.
Dada uma amostra ou uma populagdo com n elementos, sejam x;, xX,, X3, ..., X,
os dados recolhidos e seja X a média, tem-se que:

X+ Xo+ Xg+ .o+ X,
n

X=
Sendo f; e fr; afrequéncia absoluta e relativa de x;, tem-se que:

fixx,+HLXx,+ XX+, + XX,
n

X=

X=1r XX, +fry XX, + fryxXxg+ ...+ fryx x,

A mediana € uma medida de localizacdo que indica o valor central de um con-
junto ordenado de dados, dividindo-o em duas metades de igual dimensao.

n+1
S

* Se n é par: a mediana é a média dos elementos que ocupam as

* Se n éimpar: a mediana é o elemento que ocupa a posi¢ao

x N _n
posigcoes 5 e §+ 1.

Sendo x,, x,, x5, ..., X, 0s k valores distintos de uma variavel estatistica, a
moda corresponde ao valor que apresenta maior frequéncia absoluta (ou rela-
tiva) e representa-se por Mo.

* A moda pode ser unica —unimodal
* Pode haver mais de uma - bimodal ou multimodal
* Pode nao existir, caso nenhum valor se repita —amodal

Os quartis dividem o conjunto ordenado de dados em quatro partes de iguais
dimensdes, cada uma representando 25% dos valores.

* 1.° quartil (Q,): é o valor da variavel, tal que 25% dos dados sdo menores
ouiguais e 75% sao maiores ou iguais.

* 2.° quartil (Q,): é o valor da variavel que coincide com a mediana.

* 3.° quartil (Q,): € o valor da variavel tal que 75% dos dados sdo menores
ouiguais e 25% s&o maiores ou iguais.
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

Se n é par: Se n éimpar:
Quartil Localizacao Quartil Localizacao
Q,=x, k=112 Q,=x, =21
Q=% k=" Q=% | k=0t
Q,=x, k=30x2 Q,=x, k=30%1

Os percentis sao medidas que dividem a amostra (por ordem crescente dos

dados) em 100 partes, cada uma com uma percentagem de dados aproxima-
damente igual.

* O 1.° percentil (P;) determinao 1% menor dos dados.

* 098° percentil (Pyg) determina os 98% menores dos dados.
* O 25.° percentil (P,5) corresponde ao 1.° quartil.

* 0 50.° percentil (Ps,) corresponde a mediana.

Amplitude interquartil indica a extensédo dos dados dentro do intervalo com-
preendido entre o 1.° quartil (Q1) e o 3.° quartil (Q3).

Amplitude interquartil=Q; — Q,
Variancia

s (%= f)z

S =
n

Desvio-padrao

n —\2
Sz > filx = X)
o=Vs" = P
* Um desvio-padrao pequeno indica que os dados estdao muito préximos da

média, ou seja, ha uma baixa variabilidade e os dados sao consistentes.

* Um desvio-padrao grande indica que os dados estao espalhados em

relacdo a média, ou seja, hd uma alta variabilidade e uma maior diversidade
entre os dados.
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3. Estatistica

Uma universidade deseja realizar uma pesquisa sobre a satisfacdo dos
alunos com os servicos de apoio académico, como orientacao académica,
biblioteca e apoio psicoldgico. A universidade possui um total de 10 000
alunos matriculados, distribuidos por cinco faculdades (Faculdade de
Ciéncias, Faculdade de Engenharia, Faculdade de Direito, Faculdade de
Medicina e Faculdade de Economia).

A pesquisa deve ser feita com uma amostra de 500 alunos e a universidade
quer usar diferentes métodos de amostragem para selecionar essa amostra.

1.1. Se a universidade utilizar amostragem aleatéria simples, como deve
proceder para selecionar a amostra de 500 alunos?

Explica como a amostra sera escolhida de forma aleatéria.

1.2. Se a universidade optar por amostragem estratificada, como deve dividir
os alunos e como serao os alunos selecionados de cada estrato?

1.3. Se a universidade decidir usar amostragem sistematica, qual seria o
intervalo de amostragem para selecionar 500 alunos a partir dos alunos
matriculados?

Calcula o intervalo de amostragem e explica como seria utilizado.
1.4. Se a universidade escolher a amostragem por conglomerados, como

poderia selecionar os conglomerados e quais seriam os alunos incluidos
na amostra?

1.5. Se a universidade optasse por amostragem por conveniéncia, onde

poderia selecionar os alunos e como seria obtida a amostra?

A tabela ao lado apresenta os resultados obtidos por 20 alunos numa prova
de Matematica.

2.1. Calcula a média, a mediana e a moda Nota (%) Frequéncia
dos resultados.
0-10 2
2.2. Determina a variancia e o desvio- 11-20 3
-padrao.
21-30 5
31-40 4
41-50 3
51-60 2
61-70 1
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3.1. Organizacéo e interpretacéo de caracteres estatisticos

O gréafico de barras ao lado mostra o niumero de livros lidos por més por um
grupo de estudantes.

o -
o
C
E,-
<
O |
©
31 8
S 6
=N
= 5
o |
a1
o 1 2 3

NUmero de livros lidos

3.1. Qual é o numero médio de livros lidos por més?
3.2. Calcula a amplitude interquartil, considerando os dados do gréfico.

3.3. Determina e explica aimportancia do desvio-padrao para estes dados.

Os dados a seguir representam as idades (em anos) de 15 pessoas que
participaram de uma pesquisa:

21, 25, 30, 35, 28, 40, 20, 22, 32, 31, 33, 27, 29, 23, 34
4.1. Organiza os dados por ordem crescente.
4.2. Calcula a mediana, o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;).

4.3. Calcula a variancia e o desvio-padrao dos dados.

A tabela a seguir apresenta as notas médias de dois grupos de estudantes
em dois exames diferentes.

Grupo Exame 1 Exame 2
Grupo A 14 16
Grupo B 12 15

5.1. Compara as notas médias dos dois grupos nos dois exames.
5.2, Calcula o desvio-padrao de cada grupo para os dois exames.

5.3. Com base nos resultados, qual o grupo que teve uma performance mais
consistente? Justifica a tua resposta.
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3. Estatistica
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A tabela a seguir mostra o nimero de vendas mensais de um produto
durante seis meses.

Més Vendas
Janeiro 50
Fevereiro 70
Marco 60
Abril 80
Maio 75
Junho 90

6.1. Constréi um grafico de linhas para representar a evolucao das vendas ao
longo dos meses.

6.2. Calcula a média de vendas durante os seis meses.

6.3. Que més teve 0 maior aumento nas vendas em relagao ao més anterior?

Considera as seguintes afirmacdes e classifica-as de Verdadeira (V) ou
Falsa (F), justificando as respostas.

(A) O 1.° quartil (Q,) é o percentil que separa os 25% menores dados do
conjunto de dados.

(B) O percentil 90 (Pg) indica que 90% dos dados estéo abaixo do valor
correspondente a esse percentil.

(C) A mediana de um conjunto de dados é sempre igual ao 2.° quartil (Q,).
(D) O percentil 50 (Ps,) corresponde a mediana de um conjunto de dados.

(E) O 3.° quartil (Q;) é o percentil que separa os 25% maiores dados de um
conjunto.

(F) Ointervalo entre o 1.° quartil (Q,) e 0 3.° quartil (Q;) é chamado de
amplitude interquartil e mede a dispersao dos dados no meio da
distribuicao.



3.2. Distribui¢des bidimensionais

3.2. Distribuicoes bidimensionais

3.2.1. Dados bidimensionais

Introducao as distribuicdoes bidimensionais

As distribuicoes bidimensionais explo-
ram a relagcdo entre duas varidveis e
ajudam-nos a compreender como elas
se relacionam. No nosso dia a dia, en-
contramos situacdes em que duas varia-
veis estdo relacionadas. Por exemplo:

* Sera que ha relacao entre o numero
de horas de estudo e o desempenho
escolar?

* Atemperatura e o consumo de
energia stardo relacionados?

Por meio do estudo das distribuicdes bidimensionais, poderemos analisar essas re-
lacdes e tirar conclusdes importantes.

Neste subtema, comegaremos por perceber que dados bidimensionais se relacio-
nam com observacoes de valores de duas variaveis.

Compreenderemos como esses dados sdo organizados e apresentados, formando a
base para as analises subsequentes. A partir de representagdes visuais, com uma
abordagem grafica e intuitiva, aprenderemos a interpretar e identificar padroes em
distribuicoes bidimensionais, o que nos permitird perceber como duas variaveis se
relacionam entre si.

O diagrama de dispersao é uma ferramenta grafica muito util que nos ajuda a vi-
sualizar a correlacdo entre duas varidveis. Também estudaremos a reta de regres-
sao, que nos permite descrever, de forma aproximada, a relacao entre as variaveis
em estudo. Por fim, trataremos com o coeficiente de correlacao, uma medida
numérica que expressa a forca e a direcao da relacao entre duas variaveis. Este
conceito sera essencial para uma anélise quantitativa mais rigorosa das distribui-
¢bes bidimensionais.

Distribui¢coes bidimensionais

Os dados bivariados consistem em pares ordenados de valores associados a duas va-
riaveis. Normalmente, para uma populagédo de n elementos, representam-se por:

(10 Y1) (20 ¥2) s (X530 Ya) s ooe s (X0 Vi)
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3. Estatistica

Cada par ordenado representa uma observagao em que os valores de duas variaveis

sao registados simultaneamente. Por exemplo, num estudo sobre a altura e o “peso’

4

de atletas de uma equipa, cada atleta fornece um par de valores: a altura (em centi-
metros) e 0 “peso” (em quilogramas).

- Peso” (em quilogramas) Altura (em metros)
) )

Atleta 1 84 (x,) 1.87 (v1)

Atleta 2 78 (x,) 1.82 (y,)

Atleta n 79 (x,) 190 (v»)

A distribuicao bidimensional refere-se a distribuicdo conjunta de duas variaveis.
E representada por tabelas ou graficos que mostram como os valores de uma varia-
vel se associam a outra. Esta abordagem é essencial para compreender a interacao e
a interdependéncia entre variaveis.

Diagrama de dispersao

64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84"Peso”

-

"Peso” Altura
84 187
Altural
78 182 190 |
74 180 1887
64 170 1861
18471
79 183 1804
17871
77 179 1767
76 185 1741 ¢
1727
64 175 1701 .
83 187
73 176
79 190

Quando duas varidveis exibem uma relagao préoxima a linear, dizemos que ha uma
correlacao entre elas. A correlagao € uma medida estatistica que avalia a forca e a
direcéo dessa relacao linear.
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

3.2.2. Abordagem grafica e intuitiva de distribuicoes
bidimensionais

Um diagrama de dispersao, também chamado de nuvem de pontos, € o grafico uti-
lizado para representar visualmente a relacdo entre duas varidveis quantitativas.
Cada ponto no grafico corresponde a uma observacao dos dados, com a coorde-
nada horizontal (x;) que representa o valor de uma varidvel e a coordenada vertical (
y;) o valor da outra variavel.

(' Exemplo 36 )

Um grafico de dispersdo mostra a relagdo, neste caso, entre o niumero de
turistas e o gasto médio diario em Cabo Verde, entre os anos 2015 e 2022.

Relacdo entre nimero de turistas e gasto médio diario (Cabo Verde, 2015-2022)

2022
S 6500 .
&
o 2019
o .
5 6000 -+ 5618
© )
= 2017
~§ 5500 |- .
E 2016
% 2015
& 5000 )
4500 |-
2020
[ ]

200000 300000 400000 500000 600000 700 000 800000
Numero de turistas (em milhares)

Cada ponto representa um ano, com os valores do nimero de turistas no eixo
do X e o gasto médio diariono eixodo Y.

Assim, por exemplo, em 2017, um numero de cerca de 650 000 turistas
conduziu a um gasto diario médio de 5500 escudos.

Esse grafico é utilizado em estatistica para analisar padrdes, tendéncias e relacdes
entre as variaveis, sendo uma ferramenta fundamental na analise de correlacao e re-

gressao.
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3. Estatistica

Podemos analisar as distribuicdes bidimensionais através da abordagem grafica e
intuitiva de distribui¢cdes bidimensionais:

Positiva Negativa Nula
A A A
y y y
[ ] °
[ ] i i [ ]
o o ° ° L4 ° . .

e ® o -

° i L] ° N x

° ° ° [ °
° ° ©
[ ] ° °
x x

* Correlagao positiva: Os pontos formam uma tendéncia ascendente, ou seja,
conforme x aumenta, y também aumenta.

* Correlacao negativa: Os pontos formam uma tendéncia descendente, ou seja,
conforme x aumenta, y diminui.

* Sem correlacao: Os pontos estao distribuidos de forma aleatéria, sem um
padrao aparente.

' Exercicio

@ Interpreta a correlacdo de cada um dos seguintes diagramas de dispersao (A, B, C
e D).

\j

—

Num diagrama de dispersao é comum representar-se o centro de gravidade da distri-
buicao.

O centro de gravidade de uma distribuicdo bidimensional ou ponto médio da nuvem
de pontos é o ponto (X, ).

( Exemplo 37 )

No caso dos atletas aos quais se recolheu as medidas do “peso” e da altura, a
distribuicao bidimensional dos valores (x, y), onde x € o peso e y é aaltura, o centro
de gravidade é, aproximadamente, o ponto de coordenadas (x, y)=(76, 182).
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' Exercicios

@ Em diferentes dias, foram
registados as
temperaturas médias e o
consumo de energia
elétrica (em kWh).

Representa os dados num
grafico, de modo a obteres
um diagrama de dispersao.

Temperatura (°C)

3.2. Distribui¢des bidimensionais

Consumo de energia (kWh)

20 300
22 320
25 360
28 400
30 420

38.1. Determina e marca o centro de gravidade da distribui¢cdo bidimensional.

38.2. Interpreta a relacao das variaveis.

@ Constréi um grafico e analisa a relacao entre a temperatura média mensal (em °C)
e o consumo médio de energia elétrica (em kWh), por residéncia. No grafico marca
o centro de gravidade da distribuicao.

Més | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov
(°C) 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 30 | 28 | 25
(kWh) | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200 | 210 | 220 | 210 | 190 | 160

—

Reta de regressao

Quando verificamos que existe correlagao linear entre as variaveis, em estudos de
distribuicdes bidimensionais, é possivel prever o valor de uma das variaveis conhe-
cido o valor da outra variavel correspondente. Para isso, necessitamos de determinar
areta de regressédo para o nosso conjunto de dados.

Areta deregressao linear de um conjunto de dados bidimensionais € a reta que passa
pelo centro de gravidade da distribuicdo e que melhor se ajusta a nuvem de pontos.

Os gréficos seguintes sdo exemplos de uma distribuicao de bidimensional linear e de
uma distribuicdo de bidimensional ndo linear.

yﬂ

Linear

\J

N3ao linear

\J
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3. Estatistica

Para exemplificar como podemos obter a equacdo da reta de regresséao linear e
representa-la no grafico de modo adequado, vamos recorrer ao seguinte exemplo.

Manual
Interativo

Video

video ( Exemplo38 )

regressao ou

;ﬁ};ﬁs Equacao da reta de regressao linear e representacao grafica
quadrados

O seguinte conjunto de dados corresponde a relacao entre o nimero de horas
de trabalho e venda de um determinado artigo.

X (horas de y (nimero de
trabalho) artigos vendidos)
2 60
g 65
4 70
5 75
6 80
Relacdo entre horas de trabalho e niimero de
artigos vendidos
® 90
380 | .
T 70 y o
o 60 °
50
8 20
= 30
@ 20
g10
Z 0 1 2 3 4 5 6 7
Tempo (horas)

Como visualmente verificamos que existe correlacado entre as duas variaveis,
podemos determinar a equacao da reta de regressao.

A equacao da reta de regressao é do tipo y=mx + b e passa no ponto de
coordenadas (X, ¥), em que m é o coeficiente angular (o declive da reta).

Ex: 2+3+4+5+6 _20_

*="n 5 5 - °
j—2Y_60+65+70+75+80 _350_-q
n 5 5

(x, ¥)=(470)
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

Para determinar o coeficiente angular m, precisamos dos seguintes
somatorios:

Xx=2+3+4+5+6=20

Xy=60+65+70+75+80=350

Y (xy)=(2%x60)+(3x65)+(4%x70)+(5x75)+(6x80)=1450
Y(x?)=22+32+42+524+62=90

_MZ(xy) - XxTy _ 5x 1450 — 20 x 350 _ 7250 — 7000 _ 250 _ .
nx (x?) — (2x)* 5% 90 — 20° 450-400 ~ 50

Entdo, aretaseradotipo y=5x+b.

Para determinar b (coeficiente linear), como (4, 70) pertence areta,
resolvemos a equagao:

70=5%x4+b & b=70-20 < b=50

Logo, a equagéao da reta de regressao é y=5x+50.

Relacdo entre horas de trabalho e nimero de
artigos vendidos

® 90
3 80 T
'g 70 JPerTE ox-mmtt y =5x + 50
g 60 onmnntl

50
8 40
+= 30
@ 20
g 10
Z 0 1 2 3 4 5 6 7

Tempo (horas)

Assim, podemos representar a equacao da reta de regressao de modo rigoroso.

Para prevermos o valor de uma das variaveis conhecido o valor da outra
variavel correspondente, utilizamos a visualizagéo grafica ou a equacao da reta
de regressao.

Qual sera o numero estimado de artigos vendidos em oito horas de trabalho?
y=5x8+50=90

Em oito horas de trabalho, prevé-se que sejam vendidos 90 artigos.
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3. Estatistica

' Exercicios

@ Para o conjunto de dados bivariados ao lado: ¥ y
40.1. Representa o diagrama de disperséo. 5 50
40.2, Determina a equacdao da reta de regresséo linear. 10 40
40.3. Qual é o valor estimado de y se x=127? 15 30

i _ 20 20
40.4. Qual é o valor estimado de x se y=127?
25 10

m A tabela seguinte apresenta a relagao entre a precipitagcdo média anual (x, em
mm) e a producao de milho (y, em toneladas).

Ano 2010 [ 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019

x (mm) | 200 | 220 | 240 | 260 | 280 | 300 | 320 | 340 | 360 | 380

y (t) 150 [ 170 | 190 | 210 | 230 | 250 | 270 | 290 | 310 | 330

41.1. Representa o diagrama de disperséo.

41.2. Consideras que existe uma correlacdo entre a precipitacdo média anual e a
producao de milho? Justifica a tua resposta.

41.3. Determina a equacédo da reta de regressao linear e indica a previséo de

toneladas produzidas se a precipitacdao média anual for de 250 mm.

@ Em diferentes dias, foram registadas temperaturas médias (em °C) e os consumos
de energia elétrica (em kWh).

Temperatura (°C) | Consumo de energia (kWh)
20 300
22 320
25 360
28 400
30 420

42.1. Representa os dados num grafico e determina a reta de regressao.
42.2. Prevé o consumo de energia para um dia de temperatura média de 32 °C.

42.3. Comenta a afirmacao: "Nao existe relacdo entre as temperaturas médias e o
consumo de energia elétrica”.
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

3.2.3. Coeficiente de correlacao

O coeficiente de correlagdao é uma medida estatistica que permite estabelecer o
grau de correlacao entre duas variaveis. Geralmente, dizemos que o coeficiente de
correlacdo mede a forca e a direcao da relacao linear entre duas variaveis e usual-
mente é representado pelaletra r.

A férmula para o célculo do coeficiente de correlacao, para duas variaveis quantitativas,
é dada por:
r= (5 —-X) (vi—Y))
\/E (x;—X)2 x \/Z (Vi—y)?

Em que:
X e y sao, respetivamente, as médias das variaveis x e y;
X representa a soma de todos os valores.

O valor do coeficiente de correlagcao variaentre —1 e 1, emque:

* se r<0, acorrelacao é negativa e significa que a variacdo das variaveis é feita
em sentidos opostos, quando uma aumenta a outra diminui;

* se r>0, acorrelagao é positiva e significa que a variagdo das variaveis é feita
no mesmo sentido, quando uma aumenta a outra também aumenta;

* se r=0, acorrelacao é nula e significa que ndo ha correlacao entre as variaveis.

CORRELACAO NEGATIVA CORRELACAO POSITIVA
FORTE FRACA FRACA FORTE

-1 0 1

* Quando r=1 indica uma correlacao positiva perfeita.

* Quando r=-1 indica uma correlagao negativa perfeita.

CExempIo 39)

Interpretacoes do coeficiente de correlacao linear

Se r=0,85, existe uma correlacao positiva forte entre as variaveis.

Se r=0,15, existe uma correlacdo positiva fraca entre as variaveis.

Se r=-0,91, existe uma correlagado negativa forte entre as variaveis.
Se r=-0,12, existe uma correlacao negativa fraca entre as variaveis.
Se r=0,51, existe uma correlacdo positiva moderada entre as variaveis.
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3. Estatistica

( Exemplo 40 )

Determinar e interpretar o coeficiente de correlagao

(o Jr
PR (x) %) Para os 13 estudantes de umaturma, a
ntetpretaro 5 16 tabela apresenta o tempo de estudo
correlagéo 7 19 médio realizado por semana para a
4 11 disciplina A por cada estudante, em
6 16 horas (x), e a correspondente
5 1 classificacdo obtida no final do ano
3 14 letivo a mesma disciplina A (y).
1 8
4 10
6 17
4 13
3 13
2 10
2 11
Para determinarmos o coeficiente de correlagéo, vamos comecar por determinar
xey.
y=o+8+4+.. . +3+2+2_52_,
13 13
7= 16+19+...T313+10+11 _ 11639:13
X; Yi |xi—-Xx|yi-Yy (x5 =X) (v;i—¥) (xi_)?)2 (yl‘—y)z
B 16 1 & & 1 9
7 19 3 6 18 9 36
4 11 0 -2 0 0 4
6 16 2 3 6 4 9
5 11 1 -2 -2 1 4
& 14 | -1 1 -1 1 1
1 8 -3 -5 15 9 25
4 10 0 -3 0 0 9
6 17 2 4 8 4 16
4 13 0 0 0 0 0
3 | 13| -1 0 0 1 0
2 10 | -2 -3 6 4 9
2 11 -2 -2 4 4 4
Z((-%) (v;—y)) =57 | Z(x-X)'=38 | Z(y;-¥) =126
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

2((=X) (vi-¥)) 57

r= = ~0,823754
VE-X)2x/Z(y-y)? V38xV126

Com este valor para o coeficiente de correlagdo, podemos afirmar que existe
uma correlacao positiva forte entre o tempo de estudo médio realizado por
semana para a disciplina A e a classificagao obtida no final do ano letivo a
disciplina.

' Exercicios

@ Para cada conjunto de dados seguinte, determina e interpreta o coeficiente de

correlacao.

43.1. 43.2,
X y X y
1 9 5 50
3 7 10 40
5 5 15 30
7 3 20 20
9 1 25 10

@ Numa determinada regido de um pais, a relagao entre a populagcdo de um
municipio (x, em milhares) e o nimero de escolas (y) pode ser verificada na
seguinte tabela.

Municipio A B C D E F G H | J
(n)fil) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
y 3 5 7 o | 11| 13| 15 | 17 | 19 | 21
(escolas)

44.1. Existe uma correlacado entre o niumero de habitantes e o nimero de escolas por
municipio existentes naquele pais?

44.2. Se um municipio tiver 135 890 habitantes, qual serd o nimero previsivel de
escolas?

44.3. Se um municipio tem duas escolas, qual sera o nimero previsivel de
habitantes?
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3. Estatistica

3.2.4. Distribuicoes bidimensionais com folha de calculo
bidimensional

Diagrama de dispersao e reta de regressao

A anélise de distribui¢cdes bidimensionais, em particular a determinacdo do coefi-
ciente de correlacao e a construcao grafica do diagrama de dispersao e da reta de
regressao, € um processo demorado e que exige muitos calculos.

Fagralnical (TR

i Ii [Cotitcepe  -[3 -[8 & | = = _ I B B .| me 2
. NIE- L == E e W o B vt || o s';“:"ai'&f_ Sobver
deni o Brarafingia Forts [ Alinhaments ai W Edtiled Cilulay Edigin Setuer
Ml =1 fo -
e e ] L3 S i e e R o R R o NN Y ] N O VS RN B 1 SERUEEE
: C°’“P"m°{:::n‘:° otslitos | . . | 5,9] 73|78 ‘ 8,2 I 8,3 {9,1 ‘ 9,2 [9,4 10,2
4 Massa do peixe, (q) gs | 92 | 71 | 74 | 185 | es | 201 | 283 chss 222
5 ;CCIITIpl'imEI'ILCI d | Massa do peixe . i TR0 ol Dfu::l:‘:gi'.&; ]
« | & otélitos {mm) (a} Cormetacia [lng 400 = : [0:]
5 ! 6,6 &6 CORREL !250 .. |
: 6,9 a2 .
: 7.3 71 |20 2
u 75 74 2150 c
8 82 185 |
= 8,3 85 il LT T ®
| 9,1 201 | 50
= 9,2 283 0 [
7 a4 255 | & 7 8 9 10 11 |
al 10,2 222 il g i I T ; T T ™ L
.| vaniar | Planihas [ iamhan | @ i T |
- | 1 - P

Para tornar a analise de distribuicdes bidimensionais mais eficaz, podemos realiza-la
com o auxilio de folhas de céalculo como Excel ou Google Sheets. Este tipo de andlise
permite estudar a relacdo entre duas variaveis, representadas como pares ordenados,
para identificar padrdes, correlagdes ou tendéncias.

Numa folha de célculo, é possivel organizar os dados em tabelas, calcular medidas
estatisticas como média, desvio-padrdo e correlacdo, além de visualizar a relacéo
entre as varidveis por meio de graficos de dispersao e retas de regressao. Essa abor-
dagem pratica e visual facilita a interpretacao dos dados e o entendimento das inte-
racdes entre variaveis, sendo amplamente utilizada em diversas areas, como econo-
mia, ciéncia e engenharia.
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3.2. Distribui¢des bidimensionais

( Exemplo 41 )

Determinar o coeficiente de correlacao e efetuar representacdes graficas com
uma folha de calculo.

y
16

19
11
16
11
14
8
10
17
13
18
10
11

NIV WO |IN| O =

Neste exemplo vamos recorrer a um outro ja realizado, mas agora com uma
folha de célculo.

Para os 13 estudantes de uma turma, a tabela apresenta o tempo de estudo
médio realizado por semana para a disciplina A por cada estudante, em horas
(x), e acorrespondente classificagdo obtida no final do ano letivo a mesma
disciplina A (y).

Procedimentos

1) Abre o Excel ou Google Sheets.

2) Insere as variaveis e os dados fornecidos.

N\

A B = D
Por exemplo, a variavel x na célula A1 e os dados B~ | »
nacolunaAeavariavel y nacélulaBleosdados % +
na coluna B. | 4 1
5 ] 16
6 5 11
7 3 14
8 1 8
9 4 10
10 6 17
1 4 13
12 3 13
12 2 10
14 2 1
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3. Estatistica

“

Para determinar o coeficiente de correlagcao fe~ | =CORREL(A

D2 v
3) Numa célula vazia (por exemplo, D1), insere o : f L £ - DI :
7 n ~ x ¥ orre o
titulo "Correlagao”. 2] s 16 (0823754
3 7 19
4) Na célula abaixo (por exemplo, D2), insere a 4 ; :;
p . . ~ 5
formula para calcular o coeficiente de correlagao: 6| s 1
7 T 3 14
—No Excel: Usa aféormula el 1 8
=CORREL (A2:A14;B2:B14). '-‘D ; ig
—No Google Sheets: Usa a férmula ! ; :g
=CORREL (A2:A14, B2:B14). 3| 2 10
4 2 11
5) Pressiona Enter para obteres o valor do .
coeficiente de correlagao.
Representacgédo grafica — Grafico de dispersao [ A g c Dl
. 1 x ¥ Corre
6) Seleciona os dados. + = e
Clica e arrasta para selecionares as colunas x e a : E
. . 4
y (incluindo os cabecalhos). s e 15
e 6| & 1
7) Insere o grafico. | s 14
- Vai até a aba Inserir. gl 1 8
§ |0 10
— Escolhe o Grafico Dispersao (XY). w| & 17
11 4 1
r 3 3 " R 12 3 13
h? 8% @ [ = & sl 2w
Graficos U NIE Y Mapas  Grifico Linhas Cals 14 2 11
Recomendados £ ~  Dindmica « \ 1%
[F] Gréaficos
Inserir Grafico de Dispersdo (X, ¥) ou de Bolhas
Utilize este tipo de grafico para mostrar a
J K relacdo entre conjuntos de valores. =)
Clique na seta para ver os diferentes tipos de
graficos de disperido & de bolhas disponiveis e
pare Gp\'}ntﬂ[ﬂ sobre o5 iCones para ver uma
pré-visualizacdo no seu documento.
(erri:ol v i b3
A B c [} E F <] H 1 ]
1 x ¥ Comelagio
2 ] 16 023754
3 7 19 o O 0
4 4 11 ¥
5 B 16
[ L 11 5 -
o [ 1 I .
8 i 8 16 - -
SR | ¢ .
0, 6 17 2 . .
11 4 13 w - -
12 3 13 [ -
13 2 10 B
14 2 11 4
15
& o
17 [ i 2 3 4 L3 & &
\1_3 L&} 0
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8) Adiciona a Reta de regressao linear.

3.2. Distribui¢des bidimensionais

Seleciona os pontos do grafico, clicando num dos pontos.

Seleciona as opcdes: Adicionar Linha de Tendéncia... e Linear.

f A B
1« | ¥
2 5 16
3 7 19
4 4 1
5 6 16
6 5 1
7 F] 14
8 1 ]
9 4 10
10 6 17
11 4 13
12 3 13
13 2 10
14 2 11

-

U

E

F G H T T

T

Correlagio
0,6823754
o
Relagao entre as horas de estudo semanale a E
classificacdo final da disciplina A 'Z|
20 -
. 2
:: & — 2 Série "y “i
Presnchiments Contoma
14 §
)12 % [e)
10 % ¥ Eliminar

o ma@

B selegionar Dados...

o 10

Adicionar Eétulos de Dados

O) Formatar Série de Dados...

B Repor para Corresponder Estilo

dll Atterar Tipo de Grifico de Série...

| |
e Adicionar Linha de Tendéncia... -

¥

diagrama de dispersao.

M © Linear

Deste modo, obténs o tracado da reta de regressao linear juntamente com o

Classificacao final

SN

oOM-hCDmOM-hO’mO

Relacao entre as horas de estudo semanal e a

classificacao final da disciplina A

""-

-
-

o __.o®

Fa
-
-

2 3 4 5

6

Tempo de estudo (horas)

7 8

' Exercicio

@ Para cada conjunto de dados seguinte, e recorrendo a uma folha de calculo,

determina e interpreta o coeficiente de correlacao e representa graficamente o
diagrama de dispersao e a reta de regressao.

45.1.
(x) )
1 9
3 7
5 5
7 3
9 1

45.2.

(x) (2
5 50
10 40
15 30
20 20
25 10
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3. Estatistica

304

Analisa cuidadosamente cada uma das afirmacdes seguintes e indica se
cada afirmacao a seguir é Verdadeira (V) ou Falsa (F).

(A) Quando o coeficiente de correlacao linear r é igual a zero, significa que as
variaveis ndo possuem relacao.

(B) Uma dispersao de pontos alinhada numa reta inclinada positivamente
indica uma correlacao positiva perfeita.

(C) O coeficiente de correlagéo linear r pode assumir valores fora do
intervalo [-1, 1].

(D) O grafico de dispersao é uma ferramenta util para visualizar a relacao
entre duas variaveis qualitativas.

(E) Aregressao linear procura modelar a relagao entre duas variaveis
utilizando uma equacao de reta.

(F) A equacao de regressao € Unica para cada conjunto de dados e depende
das varidveis em estudo.

(G) No estudo de variaveis bidimensionais, uma relagao nao linear entre
variaveis nao pode ser analisada por regressao linear.

(H) E possivel ter uma correlacdo perfeita mesmo com dados que ndo sejam
linearmente relacionados.

Observa os seguintes diagramas que relacionam duas variaveis.

0
®

Diagrama | Diagrama I

2.1. Apresenta dois exemplos de variaveis estatisticas que possam
corresponder a cada um dos diagramas.

2.2, Interpreta as correlacdes de cada diagrama.

A tabela seguinte relaciona a quantidade de publicidade (x) em milhares de
escudos e o numero de vendas de um produto (y).

x (milescudos)| 1 | 2 | 3 | 4|5 6|7 |89/ 10
y vendas) | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 50 | 45 | 60 | 70

3.1. Representa o diagrama de dispersao dos dados bivariados.

3.2. Com base no diagrama de dispersao, interpreta a relagao entre a
quantidade de publicidade (x) em milhares de escudos e o nimero de
vendas de um produto (y).



O diagrama ao lado apresenta a
relagcéo entre o grau de
satisfagao de clientes e o @ |
nimero de dias de atraso na § 4.0

A
25.07
O .
8457 . °
o

3.2. Distribui¢des bidimensionais

entrega de um produto. 35|
_ 3.0
4.1. Qual dos seguintes 251
coeficientes de correlacdo B
. L 2.0 T
seréa mais ajustado aos _20 _10

dados do grafico?
(A) r=-0,70
(C) r=0.1

4.2. Justifica a escolha que fizeste na alinea anterior.

0 10

Dias de atraso
(B) r=0,75
(D) r=-01

A.tab_ela ao lado apre.serjta dados ) Emiss3o de diéxido
bivariados para a emissao de Producéao da
diéxido d b d f3bri fabrica de carbono
|0);| o] we c(;ar <,)no e:ma a Irlcti:a, (e tonoladas) (em partes por
em unt.;ao o numero de toneladas milhdo - ppm)
produzidas.
1 2,04
5.1. Representa num gréfico a
1.1 2,14
nuvem de pontos dos dados.
Determina o centro de 1.2 230
gravidade desta nuvem. 1.3 2,46
5.2. Representa graficamente areta 1.4 2,64
de regressao linear. 1.5 2,83
5.3. Determina o coeficiente de 1.6 3.03

correlagéo.

A tabela seguinte apresenta a relagao entre a temperatura diaria (x, em °C)

e o consumo de gelado (y, em litros).

xC) | 20|22 24|26 28|30 32]34]36] 38

ylitos) | 5 | 6 | 7 | 8 [ 10|12 |14 |15 16 | 18

Recorrendo a uma folha de calculo, representa graficamente o diagrama de
dispersao e areta de regressao, determina e interpreta o coeficiente de

correlagao.

CVMAA10-20
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3. Estatistica
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Teste

O que caracteriza uma amostragem aleatéria simples?

(A) Todos os elementos tém a mesma probabilidade de serem selecionados.
(B) Escolha baseada na conveniéncia.

(C) Divisao proporcional em estratos.

(D) Selecao de grupos inteiros.

Considera a seguinte tabela de Frequéncia
frequéncias relativas de idades numa Idade Relativa (%)
turma. Qual é a idade média dos alunos na 15 10
turma? 16 40

(A) 165 17 30

(B) 16,8 18 17

(C) 17,0 19 3

(D) 16,7

Foi realizada uma pesquisa com 200 N.° deirmdos | Frequéncia
alunos acerca do numero de irmaos. o 20
Qual é a moda desses dados? 1 80
Ly 2 50
B 3 20

{2 2 4 10

(D) 3

Qual grafico é ideal para representar dados continuos ao longo do tempo?
(A) Grafico de linhas (B) Grafico de barras
(C) Grafico circular (D) Diagrama de disperséao

Qual é o método mais adequado para avaliar a dispersao em torno da média?
(A) Moda (B) Amplitude
(C) Desvio-padrao (D) Mediana

O que mede o coeficiente de correlagao?

(A) O valor central de um conjunto de dados.
(B) Arelacao entre duas variaveis.

(C) A amplitude entre o maior e o menor valor.
(D) A moda dos dados.



A tabela seguinte, apresenta dados sobre o Temperatura | Consumo

consumo de energia em diferentes (°C) (kWh)
temperaturas. Qual grafico seria mais adequado 20 300
para representar a relacao entre as variaveis? o5 350
(A) Grafico de barras 30 400
(B) Diagrama de dispersao 35 450
(C) Grafico circular 40 500

(D) Histograma

Observa os seguintes diagramas de dispersao e identifica a opgao correta.

o o
y y 0 9%, Yie , 0y o
o o o

00 ) o

8 %0 oo © ° o ®

oogo o © 00 0o o o o

o
0 Lo o %90 o0 o o0
0 0,0 o0 %%0 0 o o o
O 000 o o ) o © o
oo o o 9
o © 0 o, ©
> > >

X X X

(A) Os diagramas 1 e 2 apresentam correlacéo positiva e o diagrama 3
correlacao nula.

(B) Osdiagramas 1 e 2 apresentam correlacao positiva e o diagrama 3
correlacédo negativa.

(C) Osdiagramas 1 e 2 apresentam correlagao negativa e o diagrama 3
correlacao nula.

(D) Os diagramas 1 e 2 apresentam correlacéo negativa e o diagrama 3
correlacao positiva.

Um estudo regista o nimero de horas trabalhadas semanalmente (x) e o
saldrio semanal em escudos (y) de 10 individuos. A correlagéo calculada é
r=0,92. O que podemos concluir darelacdoentre x e y?

(A) Nao ha correlagao (B) Correlagcao moderada positiva
(C) Correlacao forte positiva (D) Correlagcao negativa

A reta de regressao para um conjunto de dados é dada por y=3x +2.
Se x =4, qual sera o valor previstode Y ?

(A) 12 (B) 14 (C) 15 (D) 20

Considera trés nimeros naturais diferentes dos quais 1 € o menore a éo
maior. Sabe-se que o valor exato da média aritmética desses trés nimeros
é 11. Qual é o maior valor que a pode tomar?
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3. Estatistica

Teste

O Martin e a Mariana registaram o total de livros lidos por todos os alunos de
uma escola por més e elaboraram o seguinte o grafico.

Livros lidos por més

JANEIRO
FEVEREIRO
MARGO
ABRIL
MAIO
JUNHO
JULHO
AGOSTO
SETEMBRO
OUTUBRO
NOVEMBRO
DEZEMBRO

12.1. Indica 0 més em que se leram menos livros.
12.2. Em que més se leram mais livros e quantos livros se leram?

12.3. Qual foi o numero de livros lidos, pelos alunos da escola, no primeiro
semestre desse ano?

Complete a distribuicao abaixo, : e F F

determinando as frequéncias simples: ] 2' ' 2“
2 3
3 4 21
4 5 29
5 6 34

>=34
Numa turma do 10.° ano, obtiveram-se os Intervalo da A .
i o g - Frequéncia
seguintes resultados no teste de classificacao
o o absoluta

Matematica, sendo que as classificacdes (%)

dos alunos foram registadas e agrupadas [0: 20] 2

em intervalos de pontuacao. [20: 40[ 5

A tabela ao lado mostra a distribuicdo de [40; 60[

frequéncia absoluta desses intervalos. [60; 80[

14.1. Quantos alunos tem a turma? [80; 100]

14.2. Quantos alunos obtiveram 40% ou
mais?

14.3. Qual é a percentagem de alunos que obtiveram 60% ou mais?
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Observa o diagrama de

extremos e quartis abaixo, ] I S

relativo as alturas, em . min o o o | max
centimetros, de 32 alunos de A S AN B O L S B
uma turma. 130 140 150 160 170 180 190 200 210

15.1. Indica possiveis alturas para dez dos alunos da turma.
15.2. Comenta a afirmacao: “O aluno mais baixo mede 138 cm".

15.3. Quantos alunos medem 150 cm ou mais?

Considera o seguinte conjunto de dados.

20 35 28 40 15 27 50 44 31 26 32 29 42

16.1. Indica a mediana.
16.2. Determina a amplitude dos dados.

16.3. Constrdi o diagrama de extremos e quartis.

Os dados seguintes apresentam a relagao entre o peso de um objeto (x, em
kg) e o nimero de pessoas para levanta-lo (y).

x (kg) | 5 | 10|15 |20 | 25|30 35|40 | 45 | 50

y
(n.° de pessoas)

1 1 1 2 2 3 3 3 4 | 4

17.1. Representa o diagrama de dispersao dos dados.

17.2. Determina o coeficiente de correlacédo dos dados.

E esperado que a massa muscular de uma pessoa diminua com a idade. Para
estudar essa relacédo, uma nutricionista selecionou 18 mulheres, com idade
entre 40 e 79 anos, e observou em cada uma delas aidade (x) e amassa
muscular (y).

Idade

) 716443 |67|56|73|68|56|76|65(45|58(45|53(49|78|73|68

Massa
muscular | 8291|100 68 |87 |73 [78|80|65|84|116| 76|97 (100{105/77 |73 |78

)

Estuda a relagdo e comente a afirmacéo inicial: “E esperado que a massa
muscular de uma pessoa diminua com a idade.”
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Solucbes

Pagina 12 - Antes de comecar Tarefa 2
11. 125cm? Por exemplo:
1.2. 150cm’ N N N N /N
. ININININ IN
1.3. 7.1cm (arred. as décimas) %\f\i\/\f\
2.1. 1420 cm’ J(IWMM\
2.2, 2400 cm’ g§ /§ ?§ ?§ ?% ?§
] ININININ TN
3. 1200cm /l I |><|><|><|>
4.1. Aproximadamente, 38792 cm®. \A \/ \,\’
2 o YUV
V7 \/I\/l\/ 7
Pagina 13 WAV
B3 §; §; §; 2
5.1. Porexemplo, AB e DC. LV AV Vi V4
5.2. Porexemplo, AB e AG.
5.3. Porexemplo, AB e HC. -
5.4. Porexemplo, ABC e ABH. Pagina 23
5.5. Porexemplo, ABC e FGH. 3 B,CeD
5.6. Porexemplo, AB. 4
5.7. Porexemplo, GB. )
5.8. Porexemplo, AH. Amplitude de Nimero de
; Poligonos | cada angulo A (b 2
6.1. a) perpendicular; | int d encontram num | pavimentar
b) ndo complanares; regulares fnterno de vértice de o plano?
, um mosaico q -~
¢) obliqua: pavimentacao
d) contida; Triangulo 60° 360°:60°=6 Sim
e) perpendiculares. " R :
6.2. Sim, se o triangulo [ABC] for equilatero ou Quadrado 90 360°:90°=4 Sim
isésceles de base [AB]. Pentagono 108° 360°:108°=3,(3) N&o
.. Hexagono 120° 360°:120°=3 Sim
Pagina 14 12857
3 Heptégono ' 360°:128,57°=2,8 Néo
71. 6 nd (aprox.)
7.2. 1206,37cm® Octégono 135° 360°: 135°=2,(6) Nao
8.1. 7350007mcm® Eneagono 140° 360°:140°=2,57 N&o
8.2. 154007 cm’ . . ,
5. N&o, porque os angulos internos de um
9.1. 283cm’ ) R . (10-2)-180
9.2. 1440cm?® decagono tém de amplitude — 0
=144° e 360°:144°=2,5, que ndo é nimero
Pagina 19 inteiro.
3 -y -
1. 56cm Pagina 24
2. 105,98 m 6.  Vértice de pavimentagao tem um tridangulo
.. equilatero, dois quadrados e um hexagono,
Pagina 21 logo, 60°+2 x 90° + 120°=360° .
Tarefa 1 -
T TTTT4 T vwewwwy | Pagina27
>4 q Qe Tarefa 3
gh 0 S0 RN ,
FIZIT TN CQaaaag 3.1. 128 ~Ca|xas.
NINININININS 3.2. OpcaoD.
S 4 € 3.3. Respostaaberta.
7.1. 20 retangulos.
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1.3.

=
o

2.2,

2.3.

7.2,

5cm

6cm

25 circulos.
64 cubos.

Pagina 28

155 m?
10.2. 125m®

10.1.

Pagina 29

Tarefa4

4.1.

Se aarestadocubo é a, entdo a arestado

av?2
e

cuboctaedro é

625 .y

6

4.2,

Pagina 30

11.

4 faces, 6 arestase 4 vértices.

Quadrado. 12 arestas. Prisma quadrangular.

12.
13.

Quadrado. 5 faces, 8 arestas e 4 vértices.
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Solucbes

Pagina 33
5.

Poligonos

Soma das amplitudes

1 hexagono e
4 triangulos equilateros

1x120°+4 x60°=360°

2 hexagonos e
2 triangulos equilateros

2x120°+2x60°=360°

2 octégonos e
1 quadrado

6. 220 caixas.
7. 144 latas.

Pagina 34

8.  2649,.375cm’

9. 140m’

10. 87,45cm® (aprox.)

11. 1102,70m® (aprox.)
12.  2261,95cm?® (aprox.)

2x135°+1x90°=360°

Pagina 37 - Antes de comecar

11. 5
12. 2
1.3. 8

14. 22
]
15. 272

2. 4

31 a>b

32. a-3>b-3
3.3. 4a<ba

34. 4b<ba

35. a+5>b+5
36. —2b>-2a

3.7. ab<O0

38. 5>ab

3.9. —2ab>2ab
1.1

3.10. b < 3

3.11. a’>b

3.12. a°>3b

3.13. a>b°

3.14. a>b’-3

Pagina 39

14. Exercicios de demonstracao.

Pagina 40

15.1. a) > h) <
e) > f) <

314

c) < d) <
g) > h) <

15.2. a) < bh) < c) >
d) < e) > f) <

16.1. Porexemplo, 2 e 3.
16.2. Porexemplo, -3 e 2.
16.3. Porexemplo, 2 e 3.
16.4. Por exemplo, -3 e 2.
16.5. Porexemplo, 0 e 1.

Pagina 43
17.1. V10 17.2. V=6
17.3. V1 =1 17.4. V100
2 33
17.5. \fg 176. /-3
5 1 3
177, /505 17.8. /32
5
17.9. 3 17.10.V/2"
Pagina 44
18.1. 5v2 182. 3V3 183. 3V3
184. 2 V3 185. 162
19. N&o.a=13-2+3.
Pagina 45
20.  Sim. 3
1. Y2 212. 3V 593 4V6
2 5 15
214. V5-2  215. @ 21.6. 2/3+3
Pagina 46
Tarefa b
2,5,6,15, 6=2x3, 15=3x3.3
2,10, 4,20, 4=2x2, 20=10x2, 2
22.1. V10 222, V2
223. V3 224, V2?
Pagina 47
23.1. V37 23.2. V/5? 23.3. V216
6 5
23.4. V45 23.5. 4° 236, V4°
15
23.7. 3° 23.8. V4 239. V/3°
7
24.1. 4° 24.2, 4
a1 a1
24.3. 26 24.4, 52
25.1. V6 25.2. V/5? 25.3. 3%
31 3 1 2 3
24. |/ 25.5. (Z) 25.6. V/4



Solugdes

Pagina 48 , . 35.2. 3V3
3 Ed 7

26.1. 10° 262, (%)5 263. (%)5 36.1. 245
6 ; 1 36.2. 4V/15+8V3
= 3

26.4. 5° 26.5. 55 26.6. (%)

Pagina 56 - Para aplicar

11. 3V3 1.2. 55 13. 43
14. 3V7 15. 10V2 16. 2V71

7
26.7. 2° 26.8.

P

al|=

~—
olw

5 °/(10)° 6/1
21 v10 w2 () zma 21, 3v2 22 6v5  23. 56
. - e 24. 5V3 25. 73 26. —V7
6
27.4. V5° 27.5. \/; 216 \/7 31 P=10v3: A= 18
32. 9V2;A=6
21.7. V2! 27.8. (/--
53 41. V10 42. 4+2\V14
Pagina 49 43. 2V5+5 44. 23
45, 2 46. 6
Ta’efaf 4. % 48. 9
3 1
6.1. 3%, expoente —.
4 7V3
1 a2 2. 4
6.2. 2%, expoente % > 3 ° \a
63 1el_2 5.3. % 54. 3V8
47274
i 12 4vV5+2V3
64, 3_V3 e PBooi VP 1 55. 10-5v3 56, —————
1 1 1 2
4 _ 24 2 _ Q4 4 _ 2)\4 _ s =
6.5. \/§ixx4fz_3 x22=3%x24=(3x2})*= Pagina 57
4:\/
12 12 ; 6.1. 20-10V3 6.2. V707 -396V3
2.1. V6 28.2. V3072 7.1. 30 7.2. 600 7.3. 20
283, /-3 28.4, /256 4073 - 48
256 3 g T
29.1. Exercicio de demonstragao. 5
29.2. Exercicio de demonstragao. 9.1. 5 9.2. 28
9.3. 15 9.4. V45
Pagina 52 10. Exercicio de demonstracao.

30.1. \/3 20 dm de aresta. Pagina 59
30.2. /3200 dm 9
31.1. V3 cm 37. A(1,0); B(-1,0): C(0,1);: D(0,-1);

31.2. Exercicios de demonstragéo. EQL1)F2-1).

NG 38. A —Eixo das abcissas
32.1. V7 cm 32.2. —5 - ¢m B — Eixo das abcissas
V14T 7 ) C - Eixo das ordenadas
323. ~—~cm 324.0+5V3cm D — Eixo das ordenadas
33.1. Exercicio de demonstracao. 'E_ 1'0 8323:2:2
33.2. V972 '
. Pagina 60
Pagina 53 9
39.1. Porexemplo, 1.
34.1. a) 10u. 39.2. Porexemplo, 3.
b) 5v2u. 39.3. N3o existe.
c) 5)/5 u. 39.4. Por exemplo, — 2.
34.2. O tridngulo é retangulo. 39.5. 2
34.3. Exercicio de demonstragao. 39.6. — 1

35.1. Exercicio de demonstracgao.
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Solucbes

Pagina 62

40.1.
40.2.

41.1.

41.2,

41.3.

y=2
x=-3
a) C e E, pois tém a mesma ordenada (3).
b) A e D, poistémamesma abcissa e ser
perpendiculara Ox corresponde a ser
paralelaa Oy.
a) -1
5

b) -3
¢) N3o existe.

1
0 2 5 7
a) y=— 257

b) y=—2x+1
c) y=—x+3

Pagina 64

42.1.
42.3.

43.1.
43.2,

43.3.

2413 422, 52
25 424. 25

A(1,2); B(3,4); C(4,-1)

a) 2v2

b) V26

c) 32

Sim, a medida dos seus lados satisfaz o
Teorema de Pitagoras.

Pagina 65

44.1.
443,
45.

=1
(2.0
C(5.10)

7 3
442, (5,5)
444, (-1,-2)

Pagina 67

46.

3,49
y=9**g

Pagina 69

47.1.

316

SN W S

~4-3-2-10[ 1 2 3 4x

47.2,

47.3.

47.4.

417.5.

- N W BN

210 1 2 3 4

I
T
RSP € S N A

= dw s

4-3-2-10 1 2 3 4x

4-3-2 10 1 2 3 4

]

[

4-3-2 10 1 2 3 4x

Pagina 70

48.

[-D) I1-B) l-B)



Solucoes

Pagina 71 3.2,
49, y>-x+2A/Ax<2

Pagina 72

50. (x—1)+(y+1)°=1
51.1. (x+3)’+(y—1)’=13

§)2 2_13 2 3 4x
51.2. (x+2 +y = 2
Pagina 73
52.1. (C) 52.2, (C) 52.3. (B)
3.3.
Pagina 76 ;‘/1“
53.1. M(2,2)
53.2. y=x 3]
533. (x—1)*+(y-1)’=2 2]
53.4. Sim. 11
53.5. (0,0), (0,2) e (2,0) R
54.1. (x—1)*+(y—1)’=1 -4 -3 -2 —1_?_ 1 2 3 4x
542, (x— 1)’ +(y-1’<1V(x-4>+(y-1Y <4 )
Pagina 77 _3|
55.1. x>0AX<2AY>2—-X+2Ay<—Xx+6
55.2. 8 3.4,
55.3. 8+4/2 %
56.1. a) Sim. 1 ponto; g
b) Néo; 41
¢) Sim. 2 pontos; 3
d) Sim. 2 pontos; 21
e) Sim. 2 pontos. 1
56.2. Porexemplo, x=0. s 4 3.9
~11
Pagina 80 - Para aplicar 2
11. A6,3)eB(-2,-1) —4
1.2 (2,1) -5
13. (-2,9) 3.5.
2. 6 y
8
3.1

- N W RS

~4-3-2-1.101 2 3 4

1
-4-3-2 10 1 2 3 4
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Solucdes

3.6. Pagina 84
57.

3,0,3) A
(0,0,0) (0]
(3,0,0) E
0,2,3) ©
3,2,3) B
(0,0,3) D
(0,2,0) G
(3.2,0) i
3.7.
yA 58.1. Eixo das cotas.
58.2. Eixo das ordenadas.
6 58.3. Eixo das abcissas.
° 58.4. xOz
4 58.5. yOz
2 58.6. xOy
] 58.7. xOz, xOy, yOz
-5-4-3-2-1,]01 23456 x Pagina 85
-g 59.1. — 1
B 59.2. 1
3.8. . .
Pagina 86

60.1. A(2,2,0);B(-2,2,0); C(-2,-2,0);
D(2,-2,0); E(2,2,4);F(-2,2,4);
G(=2,-2,4); H2,-2,4)

60.2. a) z=0 b) y=2 c) z=4
d) x=2 e) x=-2 f) y=—

—6-5-4-3-2-1 Pagina 88
99 ) <_§2 ) (_2_2 )
61.1.A<2,2,0 :8(-2.3.0)ic(-2.-2.0
9 9 99 o). (99
41. y>-1 D(E"E'o) 22 9)'F< 2'2'9
42, y<2 ( 9 9 ) <9 9 )
“3, -2 9)H(2,-2,
43. (x-2 +y’<1AX’+y’<4 G 7' "7 9 272 °
N 61.2. a) y=3 Az=0
Pagina 81 9
b) y=—>AZz=0
22 ©) x=—SAy=3
6.1. V53 0 47 61.3. a) y=%/\z=0/\—%<x<%
6.2. y=—7x+ﬁ 9 9 9
b) y=§/\z=9/\—§<x<§
7.  Centro (3, —4) eraio V2.
) ) t:)ng/\z=0/\—2<y<g
81 (x-2 +(y+1)°=4 2 2 2
82 -1-3 d)x:%Ay:% 0<z<9
Pagina 89
62.1. V6 62.2. V45 62.3. 7

318



Pagina 90

63.1. (—%,1,0) 63.2. (—%,—1,%)
63.3. (o,o,-%)

Pagina 91

64.1. A(2,3,0); B(3,5,0); C(0,5,0); E(2,3,2);

F(3,5,2); G(0,5,2); H(, 3,2
64.2. a) 4y+2x=21

b) 4y —4x=12

¢) 4y+6x=25

64.3. Por exemplo, <§

2,4,0).

Pagina 93

65.1. (x — 2)2+(y+ 1)2+(z+ 3)2=4
65.2. (x—2)°+(y+1)*+(z-3)°=24

66.1. Centro (5,2, 1) eraio V5.
66.2. Sim.

Pagina 95

67.1. (x—5)°+(y-5)*+(z-5)°<25
e (x=5)+(y—15)’+(z-5)°<25
67.2. (10, 15,5)

Pagina 98 - Para aplicar

11. C(0.1,0); D(0,0,0); £(0,0,1); F(1,0, 1)
12. z=1Ay=1
13. y=1

21. k=45 ou k=—35
22, (x-2°+(y+1)+(z-3)’=14
23. Opontoé (4,0,0).

31. A(2,0,0);B(2,4,0); C(2,4,3); D(2.0,3);
E(0,0,0); F(0,4,0); G(0,4,3); H(0,0,3)

32. x=2Az=3

33. x=2Az=3A0<y<4

34. y=4

35. C(-2,4,3)

3.6. —4x+8y+6z=21

41. R, S, TeU
42, O,P,Q,R, S, T,UeV
43. V48

Pagina 99

5.1. Centro (2,0, -1) eraio 5.
52. 10
53. z=4 o0u z=-6.

6.1. A(0,4,8) ou A0, -4,8)
6.2. z=8AX+y’<16

71. z=2 7.2. Néo. 7.3. Reta AD.

Solugdes

Pagina 100
Tarefa?7

7.1. 50cm 7.2,
7.3. Nao.

500 kg
7.4. Sim. Nao.

Pagina 101
68. (B)

Pagina 103

69.1. l7ll=4, [6l=8, IIcl=3, ldll=v73,
lell=4, lzll=va5, IVII=4, Wl=3
69.2. a) Porexemplo, @ e V;
b) Porexemplo, 3 e € ;
g cew;
d)dec;
e) Porexemplo, @ e V;

—

f) Porexemplo, we b.
70. Por exemplo:

= =
EINR £

Pagina 104

71.1. Por exemplo, A_C’
71.2. Por exemplo, BD .
71.3. Por exemplo, ﬁ
71.4. Por exemplo, ﬁ

Pagina 106

721. b=—2W e ?:%U
72.2.

o)
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Solucbes

Pagina 108 Pagina 118
73. 3(-1,2);b(0,2): 3@, -1); 52, 2); 85.1. 62
ind - - — 85.2. — 3,74
. 0); u(=2,0);v(-2,-3); ,—4 '
t(3.0); u( 0);v( 3); w(0 ) 85.3. 0
74. U(1,-2,0);V(1,0,-1) 85.4. — 12
Pagina 109 Pagina 119
75.1. V8 86.1. Agudo, 45°.
75.2. V10 86.2. Raso, 180°.
75.3. V10 86.3. Agudo, 4°.
86.4. Obtuso, 114°.
76. V41 uso
L . Pagina 120
Pagina 110 9
87. b=b5a+2
771. (0, -6, 4)
77.2. (2,0, 1) 88. U:(%,-g) ou U= (-gg)
773. (2,3,-1)
Pagina 111 Pagina 121
x=—4+2k
78.1. (3, 4) -
78.2. (1, 4) 89. (=T kR
78.3. (3, 16) z=1-k
784. (4,1,-1) -
785. (- 16, 2, 10) Pagina 124
78.6. (_ 11, -3, §) 90.1. Exercicio de demonstrag&o.
2 90.2. A(-3,-3) e B(3,3)
< - 90.3. Exercicio de demonstracao.
Pagina 113 90.4. (0, 4) ¢
791. (x,y,2)=(2,1,2)+k(0,4,4), kKER ..
79.2. (x,y,2)=(2,1,2) +k(=2,4,1), kER Pagina 125
79-3- Sim. 91.1. 4Cm
_ 1 7 91.2. A(2,-2,0); B(2,2,0); C(-2,2,0);
80. y=—4x--<
y==2*73 D(-2,-2,0)
- 91.3. Por exemplo, (-2, 2,0).
Pagina 114 91.4. Nio.
81. Todos os pares de retas sio paralelos. 91.5. 1
1
Pagina 116 92.1. Por exemplo, (—5, 2) e(-1,2).
1
82.1. 64 92.2. (5' 3>
82.2. 32
93.1. A(2,-2,5);B(2,2,5); C(-2,2,5);
82.3. —32
D(-2,-2,5)
g3.1. V3 93.2. (-4, 0,0)
2 93.3. x=0
83.2. @ . )
Pagina 128 - Para aplicar
Pagina 117 11. a) 3.1)
84.1. 6 b) (4. -3)
c) (-12,-4)
84.2. 0 . ~
1.2. Exercicio de demonstracao.
84.3. 6 e ~
84.4. 1 1.3. Exercu::;lo de demonstraggo.
14, M1<—§,—1) e M2<6,§)
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2.1. Porexemplo, (-4, 3).
2.2. (0,3)
2.3. b:y:—%x—1
24. 56
25. y= —gx
4

Pagina 129

31 (8,5,0)
32, (x,y,x)=(14,-7,4)+k(-3,6,-2), kER

41. a) D b) E
¢) DC d) AD
42. 3
43. 27
4.4, Porexemplo, (x,y,2)=(1,2,0)+k
(-3,-1,7), kER.
x=1
45. ly=2-k, kER
z=T7k
46. (1,3,-7)
47. (1,2,0)
48. (-2,2,0)
49. (0,v2,-7v2) ou (0,-v2,7V2)

Pagina 130 - Teste

1.1. (D)

1.2. (A)

2. (0

3. (D

4. (C)

5 (A

Pagina 131

6. (C)

7. (D)

8. (B

9. 345m’

Pagina 132

10. (A) Regular; (B) Semirregular;(C) Semirregular.

11.1. 198rcm’

11.2. Embalagem A: 4780 cm?®, Embalagem B:
4752 cm® e Embalagem C: 4752 cm®.

11.3. Embalagem C.

12.1. 3% 12.2. 4% . 12.3. 211*0

124, 2% 12 (1) 1261

CVMAA10-21

Solugdes

Pagina 133

13.1.
13.2.

14.1.
14.2,
14.3.

15.
16.1.
16.2.

17.1.
17.2.
17.3.
17.4.

3v6 e 56
16 V6

Porexemplo, -2 e 1.
Por exemplo, 2 e 1.
Porexemplo, -2 e 2.

\/ﬂ
(53)
(50)
(2.-3)
\/ﬁ

(0,-6) e (0,0)
Sim.

Pagina 134

18.1.
18.2.

19.1.
19.2.

19.3.
19.4.
19.5.

19.6.
20.
21.1.

21.2

10V3

Exercicio de demonstracgao.

B
B

o}

G

B

GE

Exercicio de demonstracao.

a) (x,y)=(0, )+k(2,-2), kER
b) y=—x+1
Nao.

Pagina 135

22,

23.

24.1.
24.2,

24.3.

25.1.
25.2
25.3.

26.
27.1.

27.2.
27.3.

x:_1+5k,kelR

Por exemplo, {y= 35k

(3.2
Vg

C esta mais proximo de B.
< 17 §>

T2'2'2
5V3

3
75 - 14

4VT +4V2
5

a) x+y+z=12

b) Sim.

-5

Obtuso.

Falso, porque - V#0.
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Solucoes

Pagina 142 - Antes de comecar

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.

S
h—y=x+6
p—y=—x+1
g—y=—2x+1
s—x=3
t—y=-2

a) y=-2

b) x=3

c) y=x+6

d) y=—2x+1
y=—x+5

Pagina 143

2.1.
2.2,
2.3.
2.4.
2.5,

3.1.

3.2.

4.1.
4.2,

6 horas.

12 horas.

Sim, porque vxt é constante.
120

A distancia percorrida.

»
Ll

_.,
=N

W b 00O N 0O © O

1

-4—37/-1? 123 4x

(-1,1e@,9

y=2x
2V2

Pagina 144

1.

fi g

Pagina 146

2.1.
2.2,
2.3.
2.4.
2.5.

f(x)=x-2
g (x)=5x
h(x)=x
j(x)=0
ix)=x*

Pagina 147

3.

322

A, B,CeE.

Pagina 148
4.1.

A B
4.2,

4.3.

4.4,

4.5.
C D
——t
Pagina 150

51. D,={2,3,4,5)
cch,={0,1,2,3,4)
D,={0,1,2,3}



52. D,={0,1,4,8}
cCh,=1{0, 5, 10, 20, 40}
D,=1{0,5, 20, 40}

53. D,={-1,-2,-3}
CCh,={-1,-2,-3}
Dy={-1,-2,-3}

54, D={-2,-1,0,1,2,3}
CCh={-8,-1,0,1,8,27}
D,={-8,-1,0,1,8,27)

55. D,={2,5,10,20}, CCh,={1,0,2}

J

D,={0}
Pagina 151
6.1. Injetiva.
6.2. Injetiva.
6.3. Injetiva.
6.4. |Injetiva.

6.5. Nao injetiva.

Pagina 152

7.1. Nao sobrejetiva.
7.2. Nao sobrejetiva.
71.3. Sobrejetiva.
7.4. Sobrejetiva.
7.5. Nao sobrejetiva.

Pagina 153

8.  Sao bijetivas as funcdes: h e i.

Pagina 155

9.1. g-f(0)=a, gof(1)=a, g-f(2)=c
9.2. N&o.N&o éinjetiva: g-f(0)=g-f(1)=a e
também nédo é sobrejetiva.

10.1. g-f(x)=—2x-5
10.2. fog(x)=—2x+4
10.3. g-f(—-1)=-3
104. fog(—1)=6

Pagina 158 - Para aplicar

1.  Acadaelemento do conjunto A (dominio)
corresponde um Unico elemento de B
(conjunto de chegada).

2, a)c)e)eg)

Solugdes

Pagina 159

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

4.1.
4.2,

43.

5.1.
5.2.
5.3.

f(1)=5; f(2)=6; f(3)=7; f(4)=7

N&o, pois héa dois objetos que tém a mesma
imagem (f(3)=f(4)=7).

N&o, pois existe um elemento do conjunto de
chegada que nao tem correspondente no
dominio.

N&o existe porque a fungao nao é bijetiva.

gof(1)=9; g-f(2)=7,; g-f(3)=8

Sim, todos os elementos do dominio tém
imagens diferentes.

gof(x)=4x>+12x+8
fog(x)=2x"+1
gof(2)=48; fog(2)=9

Pagina 161

11.1.
11.2.
11.3.
11.4.
11.5.
11.6.

D;=R
D,=R\{2}
Dy=[-2, +0o9[
D,=R\{0, 1}
D;=[3, +o0[
D,=R

Pagina 163

12.1.
12.2.
12.3.
12.4.

13.1.

13.2.
13.3.
13.4.

13.5.
13.6.

-3,-1.2

o wW-= ooN
N

|
LS
WI=N e

N
1

o0 tem zeros.

[

Pagina 164

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

Positivaem ]-oo, - 3[. e |- 1, 2[;
negativaem ]-3, - 1[ e ]- 2, + oof.
Positivaem ]— oo, 2[;

negativa em ]2, + ool

Negativaem ]—-oco, —1[ e ]0, +oo[;
positivaem ]-1, 0.

Negativaem ]— oo, O[ e ]2, +oo[;
positivaem ]0, 2.

323



Solucbes

Pagina 166

| =

15.1. Negativaem ]— 00,

:

15.2. Positivaem ]—oo, 0] e ]

, F oo

——w

positivaem ]

w|=
N w

oo

negativa em ]0% .

15.3. Positiva em todo o dominio: ]— 2, +oo[.

15.4. Negativaem ]—oo, —%[ e ]0, 1[;

positiva em ]—%,O[ e ]1, +oo[.

15.5. Positiva em todo o dominio: ]3, +oof.
15.6. Negativaem ]— oo, 1[;
positivaem ]1, + oof.
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16.1. a) f(2)=-6
b) f(5)=10
¢) f(10)=20
d) f(3)=2

16.2. Sim, —-4.

16.3.

»
|l
X

01234567

N

16.4. D;=R e D;=]-7, + 9]
16.5. Nao, porque ndo é injetiva, uma vez que
f(4)=f(4,5)=9.
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17.1. (B)
17.2. D,=[-4,7]
17.3. D,={-5}U[4, 6]

18.1. f(—2)=0; f(0)=1; f(2)=5; f(4)=5
18.2. —3242

324

18.3.

1

0t

)

18.4. D;=R e Di=]-4, + 9]

b
01234567 x
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19.
X f)=x* | gx)=Ixl
1 1
-1 1 1
2 4 2
-9 4 2
1 1 1
2 4 2
_1 1 1
2 4 2
X X X
—X _x2 X
Pagina 174
20.
X h(x)=x* | j)=x
1 1
—1 —1 —1
2 8 2
-2 -8 -2
1 1 1
2 8 2
_1 _1 _1
2 8 2
X Xa X
=3 =5 —x
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21. Funcgdes pares: a), c) e g).

Funcdes impares: d), e), h), e i).
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22.1. Par.
22.2. N&o é par nem impar.
22.3. N&o é par nem impar.
22.4. Par.
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23. (D)

Pagina 183

24, Deslocou-se uma unidade para baixo e duas

unidades para a esquerda. y=(x+ 2)° -1
25.1.

| -
02 4 6x

25.2,

25.3.

»
|
X

02 4 6 8 10

25.4.

N A O 0 O N

Solugdes

6 -4 -2

-2

25.5.

02 4 6

Ll
X

-6 -4 -2

—21

25.6.

R £

-4 -2

2

25.7.

25.8.

02 4

v

6 -4 -2

02 4 6

X

v
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Pagina 186 - Para aplicar
11. D;=]-2,5\{0}

. 1_4
1.2. Sim. -3 €3
. 1 4].
1.3. Negatlvaem]—2,—§[e]0,§[.
o 1 4
p03|t|vaem]—§,0[e]§,5[
21. D;=[-4, +o0[
22. D;=[-3,+00[
§x+ﬂ se —4<x<-1
23. f(x)= 3 3
3. )= 2 se —1<x<2
3x—-4 se x>2
11
2.4. -5
3.1. D=R
3.2. D;=[0, +oo[
33. 1

3.4. Positivaem IR\{0}.

3.5. N&o, porque f(—x)=f(x).
36, g(x)=2x+2

3.7. Funcéo par.

4, D;=R; D;=[-2,+0o[; Zeros: -1 e 1;

Funcéo par; positivaem ]—oo, —1[ e ]1, + oo[
e negativaem ]-1, 1[.
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5. a) sem paridade;
b) par;
¢) impar.

N
»
X

-1 0 1 2 3 4 5

7. g@)=fx+1); h(x)=f(x)+1; j(x)=i(2x);
k(x)=2i(x)
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26.1. f: Decrescenteem ]—oco; —2] e [0,5; +oo[;
crescenteem [-2; 0,5].
26.2. g: Decrescenteem R.
26.3. h: Decrescenteem ]—co, —1[ e ]-1, +o0[.
26.4. i: Crescenteem ]—oo, 1];
decrescente em [1, + ool

326
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27. a) Minimo absoluto: -2,5;
Méximo absoluto: 3,5; minimo relativo: 1;
maximo relativo: —1; 2,5.
b) Minimo absoluto: -7 ;
N&o tem méximo absoluto; minimo relativo: -5
maéximo relativo: -1, 2, 0.
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28.1. Concavidade voltada para cima.
28.2. Concavidade voltada para baixo.
28.3. Concavidade voltada para cima.
284. (-1,-2)e (2,3)
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29.1. Voltada para cima, porque 2>0.
29.2. Voltada para baixo, porque —1<0.

29.3. Voltada para cima, porque %> 0.

29.4. Voltada para baixo, porque —2<0.
29.5. Voltada para baixo, porque —10<0.
29.6. Voltada para cima, porque 1>0.

Pagina 196 - Para aplicar

1.1. Crescenteem [-4,—-1] e [2,+0o0[ €
constanteem [- 1, 2].

1.2. Minimo absoluto: - 3.
Méaximo e minimo relativo: 2.

2.1. Crescente emtodo o dominio: ]-2, 0[U]O0, 5[.
2.2. Nao existem.

3.1. Decrescente em ]— oo, 0] e crescente em
[0, +oof.

3.2. Minimo absoluto é- 2.

3.3. Concavidade voltada para cima.

41. Crescenteem [-5,-2] e [2,4] e
decrescenteem [- 2, 2].

4.2, Minimo absoluto: —4; maximo absoluto: 4;
maximo relativo: 0.

4.3. Concavidade voltada para baixo [- 5, 0] e
concavidade voltada para cima [0, 4].
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30.1. {o, %}

30.2. {0;2-v2;2+Vv2}
303. {0; 1}
30.4. {-2,0; 1}

31.1. {-V3; V3; 4}

312 {-Vv6;1;V6)}
313. {-v2;Vv2; 2}
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32.1. ]-o0, 1]U[3, +

oof

Solugdes

3.1. 800 metros.
3.2. Um pouco mais de 14 minutos.
3.3. 400 metros.

oo, — _1 [
82.2. ]- 00, = 5[U ] 2+ 4. 20 metrose 40 metros.
32.3.]—w.9_273[U]9+2V73.+oo[ A /=12-x
1 52, A(x)=12x-x’
324. ] 3 4 [ 5.3. Quadrado delado 6 metros.
Pagina 204 Pagina 210 - Teste
331 y=-3Fx+4 1. (© 2. (B 3. (A
332. 4 Pagina 211
33.3. |- o0, 2]
33.4. “ w0
v 5 (D)
12
10 Pagina 212
g 6. (C) 7. (A 8. (A
9.  Correspondéncia entre pessoas e o nimero de
irmé&os é fungao, pois a cada pessoa
4 corresponde um e um Unico nimero de irmaos.
Correspondéncia entre paises e cidades ndo é
2 funcdo, porque, por exemplo, a Portugal
corresponde duas cidades, Lisboa e Porto.
-4-3-2-1101 2 3 45x Correspondéncia entre um nimero e a sua raiz
_92 quadrada nao é funcao, porque ao nimero -1
nao corresponde nenhum numero.
-4
Pagina 213
34.1. [1, 5]
34.2. [- 4, 0] 10.1. Df={_2'_1'0'1'2}
34.3. [- 4, 4] 10.2. D;={0,1,2}
34.4. [0, 2] 103. CCh,={-2,-1,0,1, 2}
104. 1
Pagina 207 105. -2 e 2
10.6. 7(0)=0 e f(-1)=f(1)="1
35.1. (x+x+1)°=9
352 —2e 1 niz o
11.2. Concavidade voltada para cima no intervalo
36.1. Om [0; +ool.
36.2. 80 m )
36.3. Aproximadamente, 6,6 segundos. 12';' -lel
36.4. 8 segundos. 12.2. A
37.1. 4 horas. Y
37.2. Aproximadamente, 7 horas. 2t
Pagina 209 - Para aplicar /
[4-2V7 . 4+2V7 5 >
1.1. 3 ; 3 -3 -2 1 1 2 x
120 {-1;1}
13. {0}
2.1. 2]

2.3. 10, +o9[

R
22, ]-00;2-3]U; [24V3; +00[

12.3. Negativaem ]—oo; — 1[ e positivaem ]-1;
+oo[\{1}.
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12.4. Concavidade voltada para baixo no intervalo
]=oo; 1.
12.5. Maximo relativo: 1; minimo relativo: 0.
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4
"9 - -5<x<
13.1. h(x)= g(+5) (=1 se -5<x<0
-2x+1 se x>0
13.2. [-5; +09[
1
133. -5 e 3
13.4. 4
13.5. Positivaem ]— 5; %[ e negativa em ]% +oo[ )

14.1. Par, porque f,(—x)=f,(x).
14.2. Nao é par, porque f,(—x)#f,(x).
14.3. Nao é par, porque f;(—x) #f;(x).
14.4. Par, porque f,(—x)=f,(x).

15.1. Sim. Ndo ha objetos com imagens iguais.

15.2. Sim. O contradominio é igual ao conjunto de
chegada.

15.3. Sim. A funcao € injetiva e sobrejetiva.

15.4, f”(x):% e D, =R.

16.1. Sim, pois sao injetivas e sobrejetivas.
16.2. fog(x)=—2x+3

16.3. fog(3)=-3

16.4. g-f(x)=—2x+3

16.5. g-f(3)=-3

16.6. Por exemplo, h(x)=-2x e j(x)=-2.
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17. {0,2}
18. [0, 2]

19.1. 500 centimetros.

19.2. [0, 20]. Intervalo de tempo desde que a bola
foi langada do chao até atingir novamente o
chéo.

19.3. {10-2+/5,10+2+/5} corresponde aos
instantes de tempo em que a bola esteve a
uma alturade 200 cm.

20.1. 0<x<7,5
20.2. Corrigir o enunciado:

V(x)=16x> — 480 x* + 2700x
20.3. 2236¢cm’

Pagina 222 - Antes de comecar

1.1. "n.°de horas que os alunos se dedicam a
atividades extracurriculares”

1.2. Quantitativa, porque é quantificavel.

1.3. 22 alunos.

328

1.4.
Horas Frequéncia Frequéncia Relativa
Absoluta (%)
0 2 9
1 2 9
2 5 23
3 6 27
4 4 18
5 3 14
Total 22 100
2,1. 20 alunos.
2.2,
Classes | Frequéncia Absoluta
[10, 20[ 2
[20, 30[ 3
[30, 40[ 3
[40, 50[ 4
[50, 60[ 3
[60, 70[ 8
[70, 80[ 2
Total 20
2.3.
Tempo semanal de leitura
faA
41 —
3..
2..
i
10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo (min)
2.4,
Classes Frequén(c(;)i/oa) Relativa
[10, 20[ 10
[20, 30[ 15
[30, 40[ 15
[40, 50[ 20
[50, 60[ 15
[60, 70[ 15
[70, 80[ 10
Total 100




3.1. A média do numero de livros lidos é
aproximadamente 1,9.

3.2. A mediana do nimero de livros lidos é 2.

3.3. A modadonumero delivroslidosé 1.

3.4. Aamplitude dos dados é 4.

41. Q,=18, Q,=21,5. (mediana), Q,=26.

4.2. Aamplitude interquartil é 8.

4.3. Nao, porque o valor maximo é 32 eoqueo
diagrama assinala apresenta-se mais préximo
de 35 doquede 30.
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5.1. A média da exportacao como percentagem do
PIB¢é 22,38%.

5.2. O anocom menor exportagdo foi 2020 (16,4%)
e 0 ano com maior exportagao foi 2018 (28,0%).
A amplitude dos dados de exportacao é
11,60%.

5.3. Por exemplo: em 2020, as exportagdes
diminuiram devido a pandemia Covid-19.
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1.

Uma escola quer avaliar o
desempenho dos seus
alunos no exame nacional de

Situacao

Tempo de estudo
semanal

Questao estatistica

Quantos turistas visitaram
cada ilha de Cabo Verde
no Gltimo ano?

Matematica.

Uma empresa de transportes
maritimos em Cabo Verde
deseja saber a satisfagdo dos

Qual é a média das notas
dos alunos no exame
nacional de Mateméatica?

passageiros com o0s servigos
oferecidos.

Uma operadora turistica quer
avaliar a distribuicdo de
turistas entre as

Qual é a proporgédo da
populacdo vacinada
contra a doenga em cada

diferentes ilhas do ilha?
arquipélago.

O Ministério da Saude de
Cabo Verde quer estudar a
taxa de vacinagdo completa
contra uma doenga
especifica em diferentes
ilhas.

Uma organizagdo ambiental
quer analisar a quantidade de
residuos reciclados em
diferentes municipios ao
longo dos tltimos cinco anos.

Qual é a percentagem de
passageiros que
classificam o servigo
como “muito bom” ou
“excelente"?

Qual é atendéncia na
quantidade de residuos
reciclados nos ultimos
cinco anos em cada
municipio?

Solugdes
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2.  Situacdo 1: Populagdo: Todos os dispositivos

fabricados na linha de producgao da fabrica.
Individuo: Cada dispositivo fabricado.
Amostragem: N&o, pois séo recolhidos dados
dos defeitos encontrados em todos os
dispositivos fabricados.

Situacdo 2: Populacao: Todas as residéncias
do bairro.

Individuo: Cada residéncia no bairro.
Amostragem: N&o, pois os dados séo
coletados de todas as residéncias do bairro.
Situacdo 3: Populacao: Todas as faculdades
da universidade.

Individuo: Cada faculdade da universidade.
Amostragem: No, pois o estudo abrange
todas as faculdades da universidade.
Situacado 4: Populagao: Todas as lojas de uma
cidade que vendem o produto especifico.
Individuo: Cada loja que vende o produto.
Amostragem: Sim, pois os dados séo
recolhidos de diferentes pontos de venda, mas
nao de todas as lojas da cidade.

Situacdo 5: Populacao: Todas as mangas
produzidas na safra da empresa.

Individuo: Cada manga produzida.
Amostragem: N&o, pois os dados sdo recolhidos
de todas as mangas colhidas na safra.
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3.1.

3.2,
3.3.

a) Apopulagao estatistica € o conjunto
completo de todos os trabalhadores da
empresa.

b) O individuo é cada trabalhador da empresa.
Sondagem.

Por exemplo, de todos os 500 funcionarios
sortear aleatoriamente 100 deles paraa
pesquisa.
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4.1.

4.2,

43.
4.4,

Barlavento: 400 clientes.

Sotavento: 200 clientes.

A amostragem estratificada proporcional é
uma boa escolha porque: garante que cada
regido esteja devidamente representada na
amostra de acordo com seu peso na
populacgéo total; reduz o risco de
enviesamento, assegurando que os resultados
reflitam com maior precisao a diversidade das
opinides em todas as regides; é especialmente
util quando diferentes estratos (no caso, as
regides) tém tamanhos muito desiguais, como
neste exercicio.

O total seria 400 clientes entrevistados.
Alterar o tamanho da amostra de apenas uma
regido pode gerar 0s seguintes riscos: Perda
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de representatividade; enviesamento nos
resultados; conclusdes incorretas.
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5.1.

Intervalo de amostragem: 20.

5.2. Os primeiros cinco clientes selecionados séo:
8,28, 48, 68, 88.

5.3. E simples de aplicar, exigindo apenas a
definicdo do intervalo e um ponto de partida
aleatério. Garante uma distribuicdo uniforme
da amostra ao longo da lista, evitando
concentracado de entrevistados em uma parte
especifica. E eficiente para populacdes
grandes, como neste caso, reduzindo o custo
e 0 tempo em comparag¢do com outros
métodos.

5.4. Padrdes ocultos na lista; Ordem ndo aleatoria;
Representatividade reduzida.
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6.1. Trés conglomerados.

6.2. 150000 turistas.

6.3. Viabilidade pratica; Logistica simplificada;
Representacgao de caracteristicas locais.

6.4. Risco de falta de representatividade; Variagdo
entre conglomerados; Dependéncia do
tamanho dos conglomerados; Generalizagao
indevida.
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7.1. Todos os turistas que visitam Cabo Verde.

7.2. Pode nao ser.

7.3. Rapidez Baixo custo; Facilidade de acesso aos
respondentes.

7.4. Enviesamento de localizagao; Enviesamento
de selecao; Generalizagdo inadequada.

7.5. Paramelhorar arepresentatividade, o
pesquisador deve incluir turistas de outras
ilhas, diversificar os locais e horarios de coleta
e adotar métodos de amostragem mais
amplos, como estratificagcao ou aleatoriedade.
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8.1. Conglomerados (trés ilhas).

8.2. Estratificada proporcional (faculdades).

8.3. Conveniéncia (passageiros de ferries).

8.4. Aleatéria simples (clientes de energia).

8.5. Conglomerados (bairros).
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9.1. Aamostra é enviesada porque considera

330

apenas 0s simpatizantes de um Unico partido
politico, que tém maior probabilidade de apoiar
o candidato desse partido. Isso ndo representa
a opinido geral da populacéo, composta por

9.2,

9.3.

eleitores com diferentes preferéncias
politicas. Para resultados mais adequados, a
amostra deveria incluir eleitores de todos os
partidos e independentes, escolhidos de
forma aleatdria ou estratificada.

Acender todos os fosforos fabricados num dia
é ineficiente e desnecessario, pois
compromete o produto e os custos de
producé@o sem uma real necessidade
estatistica. Uma amostragem aleatéria de
fosforos seria suficiente para avaliar a
qualidade de forma representativa, garantindo
que a inspecdo seja pratica e mantenha a
maior parte dos produtos intactos.

Questionar pessoas que saem de um concerto
de musica rock gera uma tendéncia de
selecdo, pois elas ja tém uma predisposi¢ao
positiva em relagdo ao género musical.

A opinido desse grupo néo reflete a percegéo
da populacéo geral, que inclui pessoas com
gostos musicais variados. Para resultados
mais representativos, a amostra deveria incluir
individuos de diferentes contextos e com
variados interesses musicais.
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10.

N.° de
crias

0,075 0,075

0,175 0,25

0,2 0,45

4

12 30 0,3 0,75

5

10 40 0,25 1

Total

40 1

Pagina 246

1.1

N.° de cal¢cado

Pyl
~
i~

37 0,05

38 0.1

39 0.3

40 0.2

41 0,15

42 0,05

43 0.1

= IN|=2 W[ O |N|=

44 0,05

Total

N
o
-
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11.2. _ Pagina 250
Distribuicao do nimero de calgado 14
© 6ff - ' Estilos musicais preferidos
O
@5l Pop Y
2 Hip-Hop 00
g4 — Kizomba 00 (
- Rock o0
371 Musica classica (
Reggae ()
2 H H ® =2 alunos
’I 4
I_I I_I I_I > Pagina 252

0 37 38 39 40 41 42 43 44

. 15.
Numero de calgado Horas de estudo por dia
5% 10
Pagina 248 ° 8
12. < 6
Numero de calgcado g 4
5 2
44 37 =
43 38 D 0 1 2 3 4 5
w Tempo (horas)
42 Pagina 258
16.1. Aproporgé&o total da populagéo pobre € 35,2%.
16.2. a) As mulheres tém uma maior incidéncia de
pobreza.
41 b) 1.4%
39 16.3. O grupo etério 0-4 anos tem a maior

proporgdo de populagdo pobre. O grupo etério
65 anos ou mais tem a menor proporgéo de
populagdo pobre.

40 16.4. a) Homens empregados: 27,1% ; mulheres
empregadas: 27,4%.

b) Diferenca: 0,3%, que é pequenae,

Pagina 249 portanto, ndo significativa.
13. P
Crescimento da crianca Pagina 259
_a (altura e peso) 17.1. 62,80%
21801 -~ Attura (om) 17.2. 76,11%
= 140} = Peso (kg) 17.3. 13,31% S
o 120 17.4. O aumento de 2015 a 2022 foi mais significativo.
3 100 17.5. 2022
Q
‘s 80 17.6. 1,46%
8 60 17.7. 44,90%
s 40; 17.8. Por exemplo: aumentar a educagé&o.
20 M R 17.9. Sim, h4 uma clara tendéncia de crescimento,

2 4 6 8 10 12 14 com a taxa de alfabetizacdo aumentando
consistentemente de 62,80% em 1990 para
91,00% em 2022.

17.10.Com base apenas nos dados do grafico, ndo é
possivel determinar que agdes devem ser
implementadas no futuro.

Idade (anos)
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18.1. Temperatura maxima média (°C); Temperatura
minima média (°C) e Precipitagdo média (mm).

18.2. 28°C

18.3. setembro.

18.4. 19°C

18.5. A temperatura maxima média varia entre 25 °C
(janeiro, fevereiro, dezembro) e 28-29 °C
(agosto e setembro). H4 um aumento gradual
da temperatura méaxima média de janeiro a
setembro e uma diminui¢do a partir de
outubro.

18.6. A precipitacdo aumenta significativamente
entre julho (cerca de 20 mm) e setembro
(90 mm). Agosto também apresenta um
aumento moderado, com cerca de 60 mm.

18.7. A explicagado provavel é a ocorréncia da época
das chuvas, em Cabo Verde, influenciada pelas
chuvas tropicais tipicas dessa época do ano.

18.8. Sim. Durante os meses de maior precipitacdo
(agosto e setembro), as temperaturas maxima
e minima médias estdo mais altas (28-29 °C e
24 °C, respetivamente). Isso sugere que o
aumento da temperatura contribui para a
formacao de condig¢des climaticas favoraveis a
precipitagao.

18.9. 3°C

18.10. Temperatura maxima média: cerca de 27 °C
(levemente inferior a setembro); Temperatura
minima média: cerca de 24 °C (semelhante a
setembro); Precipitacao: deve diminuir, mas
ainda significativa, com niveis moderados
(provavelmente inferiores a setembro, cerca
de 60-70 mm). Fatores considerados:
tendéncia de queda da precipitacdo apés
setembro. Declinio gradual das temperaturas
maximas apos o pico em setembro. Dados
histdricos apresentados no grafico, que
mostram transi¢ces sazonais consistentes.
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19.1. e 19.2.
Horas de
estudo por f, f, (%)
semana
[0, 5[ 0.2 20
[5,10[ 0.3 30
[10, 15[ 0,24 24
[15, 20[ 0,16 16
[20, 25] 0,1 10
Total 1 100
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19.3.

19.4.

19.5.

20.1.
20.2.
20.3.

20.4.

Horas de estudo por semana

_

NDOOONL~OD

Frequéncia absoluta

o

5 10 15 20 25
Tempo (horas)

Horas de estudo
por semana

m[0, 5[m[5, 10[ m[10, 15[
m[15, 20[ m[20, 25[

A maioria dos estudantes dedicaentre 5 e 10
horas por semana ao estudo. Um ndmero
consideravel estuda entre 10 e 15 horas por
semana, mostrando um esfor¢o maior; apenas
uma pequena fragdo (10%) estuda quase

25 horas por semana, indicando que poucos
alunos dedicam muito tempo ao estudo. Cerca
de 20% dos estudantes dedicam menos de

5 horas por semana, o que pode sugerir falta de
envolvimento ou planeamento nos estudos.

Tempo de entrega (em minutos).

Histograma.

O histograma € ideal para varidveis continuas,
como o tempo de entrega. Também permite
visualizar rapidamente a frequéncia das
entregas em cada periodo especifico.

As alturas das barras tornam evidente quais
tempos de entrega sdo mais comuns,
ajudando na analise da eficiéncia do servigo.
Entre 7 e 9 minutos.
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21.
23.

29,03°C 22, 28,4 anos

2,4 irmaos
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24,

3,7 minutos
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25. 28 anos 26. 2 irmaos
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27. [2,4]
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28. 28 anos 29. 2 irmaos
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30.1. [2,4]
30.2.
Tempo de atendimento (min)

o N
o O O

w b
o O

Numero de pessoas
N o1
o o

-
o o

[0, 2[ [2. 4l [4.6[ [6,8[[8,10[[10, 12[
Tempo de atendimento (min)

30.3. Amoda, calculada geometricamente, é
aproximadamente 2,70 minutos.
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31.1.
“Peso” f, f. F,
59 2 0,10 0,10
57 1 0,05 0,15
60 & 0,15 0,30
62 2 0,10 0,40
65 4 0,20 0,60
68 2 0,10 0,70
70 3 0,15 0,85
72 1 0,05 0,90
75 1 0,05 0,95
78 1 0,05 1
Total 20 1
31.2. 65 kg

31.3. Q,=60kg; Q,=70kg
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32. Terdo de fazer a prova pratica os alunos com
nota igual ou inferiora 13 (ou seja, os
primeiros 389).

Solugdes
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33. Acrianca situa-se no percentil 25, o que
significa que 25% das criangas com 12
meses tém 70 cm ou menos de altura.
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34. 10

Pagina 280

35.1. 10,05cm

35.2. ¢°=0,0475
Este valor da variancia indica que os dados
estao préoximos da média. Assim, ndo ha
grande variabilidade nos comprimentos dos
fios, pois os valores séo consistentes.
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36.1.
Comprimento dos peixes f,
[12,6;16,8] 4
[16.8; 21,0 11
[21,0; 25,2[ 4
[25,2; 29,4[ 1
[29.4; 33,6] 8
[33.6; 37.8[ 5
[37.8; 42,0 7
Total 40
36.2. 0=838

36.3. O desvio-padrdo de 8,8 cm é significativo em
relagdo a média (27,4 cm), indicando alta
variabilidade nos comprimentos dos peixes.

Pagina 286 - Para aplicar

1.1. Amostragem aleatéria simples: A universidade
deve numerar todos os 10 000 alunos e usar
um software ou sorteio aleatério para
selecionar 500 alunos, garantindo que todos
tenham a mesma probabilidade de serem
escolhidos.

1.2. Amostragem estratificada: Devem dividir os
alunos por faculdade (estratos) e selecionar
proporcionalmente cada faculdade com base
no numero de alunos matriculados em cada
uma. Dentro de cada estrato, usar amostragem
aleatdria simples para selecionar os alunos.

1.3. Amostragem sistematica: Escolha um numero
inicial aleatério entre 1 e 20 e selecione cada
21.° aluno a partir desse ponto na lista.

1.4. Amostragem por conglomerados: Escolha
aleatoriamente algumas faculdades ou turmas
(conglomerados). Todos os alunos dentro dos
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conglomerados selecionados faréo parte da
amostra.

1.5. Amostragem por conveniéncia: Selecione
alunos em locais de facil acesso, como
bibliotecas, refeitérios ou corredores da
universidade, dependendo de quem estiver
disponivel no momento.

2,1. Média: 31,5%

Mediana: 30%
Moda: 25%

2.2. Variancia: 262,8
Desvio-padrdo: 16,2

Pagina 287

3.1. Aproximadamente, 1,2 livros.

3.2. Amplitude interquartil: 2.

3.3. Aproximadamente, 1,12.

4.1. Dados emordem crescente: 20, 21, 22, 23,
25,27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 40

4.2. Mediana: 29; Q,: 23; Q;: 33

4.3. Variancia: 31,8
Desvio-padréo: 5,5

5.1. Grupo A teve médiasde 14 noExame 1e 16
no Exame 2 (melhora de +2).

Grupo B teve médiasde 12 noExame 1e 15
no Exame 2 (melhora de + 3).

Conclusao: o Grupo A obteve melhores
médias em ambos os exames, mas o Grupo B
apresentou maior progresso.

5.2. Grupo A-Desvio-padrao: 1
Grupo B-Desvio-padrao: 1,5

5.3. O Grupo A foi mais consistente, com menor
variabilidade.
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6.1.

Evolucao das vendas mensais
A
90+
851
807
757
707
6571
60t
557
50%'
.aoé\(o e(é\@((@(qo ,80(\\ ((\fo\o ) \\)(\‘(\0
X &eﬂ
Meses
6.2. Aproximadamente, 70,8 vendas.
6.3. O maior aumento foide 20 vendas, ocorrido
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nos meses de fevereiro e abril.

(A)V
(B) V
Qv
(D) Vv
(E) F
(F) v
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37.

A positiva; B: sem correlagéo; C: sem
correlacdo; D: negativa.
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38.

38.1.
38.2.

39.

400 .

300 .

200

100

0] 5 10 15 20 25 30 35 40 45#

(25,360)

Ha uma relagao positiva entre temperatura e
consumo de energia elétrica. A medida que a
temperatura aumenta, o consumo de energia
também aumenta.

Relacéo entre temperatura
e consumo de energia

oz 220 +
52 210 .
EéQOO °

-8 190 .°

Eg180 .

ac 170 .

52160 .

Oo 150

24 25 26 27 28 29 30 31
Temperatura média mensal (°C)

Existe uma relacdo positiva linear entre
temperatura e consumo de energia elétrica. A
medida que a temperatura aumenta, o
consumo de energia também aumenta.
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40.1. Diagrama de dispersao
e regressao linear
Y507
45
40 °
35
30 °
25
20 o
15
10 °
50 7,5 10,0125 150 17,5 20,0 22,5 25),?
40.2. y=-2x+60
40.3. y=36
40.4. A questao correta deve ser: "Qual o valor de x
se y=257"
x=175
41.1. Precipitacao vs Producao de milho
©325 ¢
@] °
%300 o
£275 .
E250 .
o)
T225 ¢
[®] °
® 200 o
3175
21500
200225250275300325350375
Precipitacdo média anual (mm)
41.2. Sim. Existe uma forte correlacdo positiva entre
a precipitacdo média anual e a produgao de
milho. Isso é evidente pela tendéncia linear
crescente, em que o aumento na precipitagdo
resulta num aumento na produc¢éo de milho.
41.3. Reta: y=x-51. Aprevisdo de produgao é
200 toneladas.
42.1. T
emperatura vs Consumo
de energia
<440
2420 .
© 400 °
o)
5 380
c 360 .
© 340
0320 *
£300¢°
@ 20 22 24 26 28 30 32
o] Temperatura (°C)

A equacdo dareta de regressao é:
y=12,35x+51,18

42,2,

42.3.

Solugdes

O consumo estimado &, aproximadamente,
446,47 kWh .

Arelacdo entre temperatura média e consumo
de energia elétrica é fortemente positiva e
linear. O aumento na temperatura média
resulta num aumento consistente no consumo
de energia, como evidenciado pela tendéncia
ascendente no grafico. Portanto, a afirmacgéo é
falsa.
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43.1.

43.2.

44.1.

44.2,
44.3.

O coeficiente de correlagdo é r=-1. Existe
uma correlacdo negativa perfeita.
O coeficiente de correlagdo é r=—-1. Existe
uma correlacao negativa perfeita.

O coeficiente de correlagdo r=1 indica uma
correlagdo positiva perfeita. Isso significa que
0 numero de escolas aumenta linearmente
com o aumento da populagao.

28 escolas.

5000 habitantes.
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45.1.
45.2,

Exercicio a realizar com software.
Exercicio a realizar com software.

Pagina 304 - Para aplicar

1.

2.1.

2.2,

3.1.

(A)F (B) V (C)F (D) F
BV (F) v (OB (H) Vv

Diagrama | (Correlacao Positiva). Por exemplo —
Horas de estudo (x) e classificagcdo de uma
prova (y). Diagrama Il (Correlacdo Negativa).
Por exemplo - Distancia percorrida (x) e
combustivel restante no depdésito (y).
Diagrama |: Este diagrama apresenta uma
correlagdo positiva entre as variaveis. Isso
significa que a medida que uma variavel
aumenta, a outra também aumenta.
Diagrama II: Este diagrama apresenta uma
correlagdo negativa entre as variaveis.
A medida que uma varidvel aumenta, a outra
diminui.
Publicidade vs Vendas

U')70 3
3
560 °
=50 .

40 °

30 .

20 *

2 4 6 8 10
Publicidade (mil escudos)

335



Solucbes

3.2. Existe uma tendéncia geral positiva, indicando 13.
que, em geral, 0 aumento na quantidade de

. ) i X; F; Fac;
publicidade provoca um aumento no nimero
de vendas. 1 2 2 2
2 3 7 9
41. (A) 4 5 29
4.2. O coeficiente r=-0,70 é o mais ajustado 5 6 34

porque o grafico mostra uma correlagao
negativa moderada a forte, com a satisfagéo a 14.1. 40 alunos.

diminuir com mais dias de atraso. 14.2. 33 alunos.
5.1. e 5.2. 14.3. 450/0
Producao vs Emissao de CO, .
Pagina 309
€30 >
o 15.1. Valores entre 150cm e 180cm.
£2.8 15.2. A afirmacéo é verdadeira.
§2,6 15.3. 24 alunos.
%2 4 16.1. Mediana: 31.
o 16.2. Amplitude: 35.
$2,2 16.3. ]
@2 . Diagrama de Extremos
520 e Quartis

10 1.1 12 13 14 15 16
Producao (toneladas)

Centro de gravidade =(1,30; 2,49)

53. r=0996 I — | I

6. O coeficiente de correlagdo r=1,9946. Esse
valor estd muito préximo de 1, o que indica
uma forte correlagéo positiva entre a
temperatura e o consumo de gelado. Isso

significa que a medida que a temperatura 15 20 25 30 35 40 45 50
aumenta, o consumo de gelado também tende
a aumentar de forma consistente. 17.1. i
"Peso” vs Numero de pessoas
Pagina 306 - Teste ©4,0 o o
o
1. (A 2. (D) ©3.5
o}
3. (B 4. (A 33,0 o o o
5. (C) 6. (B 225
.. o 2,0 o o
Pagina 307 §1 c
Z '
7. (B) 8. (A 10le o o
8. (© 10. (B) 10 20 30 40 50
11. 30 "Peso” do objeto (kg)
o 17.2. r=0,969
n
Pagina 308 18. r=-0,837 indica uma correlacdo negativa
12.1. Dezembro, 17 livros. forte. Isso significa que a medida que a idade
12.2. Abril, 28 livros. aumenta, a massa muscular tende a diminuir.
12.3. 136 livros. Afirmacéo verdadeira.

336



Matematica Aplicada as Artes 10.° ano

Criacao intelectual Design Edicao
Joana Cunha Porto Editora 2025
Revisao cientifica Creéditos fotograficos

Universidade Shutterstock.com

de Cabo Verde Porto Editora

© Pedro Moita

Este manual segue

0 programa experimental
da disciplina, publicado pelo
Ministério da Educacao.



Cabo Verde

& SANTO ANTAO

7
Mindelo 6‘98 o, SAL
% @ SANTA LUZIA °p
SAO VICENTE S o,
i Yo Espargos
8 0(‘0
Tarrafal
SAO NICOLAU
BOA VISTA

T Sal Rei
v OCEANO

ATLANTICO

Bandeira
o W

CABO VERDE SENEGAL

ento
do SotaV
0 |Lhas

SANTIAGO g:éhﬁt.; o) MAIO

N S3o Salvador
do Mundo
ila do Maio

i Sao Jorge
e MU?W dos 6Jrgios
BRAVA  SaoFilipe L
i de Santiago

Vila ! Céva Figueira
de Sintra




