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Apresentacao

Este manual de Geometria Descritiva, vocacionado para o 11.°ano
de escolaridade, pretende dar continuidade ao estudo da disciplina,
iniciado no 10.° ano.

Por isso, ao longo do manual, sdo frequentes as referéncias a
conteudos anteriormente estudados, bem como o aprofundamento
de certos conceitos.

Com as bases ja consolidadas, neste ano propde-se a sua aplicacao
em contextos mais concretos, como a representacao de figuras ou
sélidos, e uma maior compreensao da representacao do espaco,
através da relacao entre diferentes elementos geométricos.

Sugere-se um estudo com um ritmo equilibrado entre compreensao
de temas através de descricdes de resolucdes de problemas,
esquemas tridimensionais e consolidagdo de conhecimentos
através de resumo de ideias-chave e aplicagdo de conhecimento

na rubrica “Para Praticar”.

O culminar de uma caminhada de dois anos pela Geometria
Descritiva devera tornar o aluno capaz de entender o espaco
tridimensional, visualizar a realidade através da abstracao e aplicar
os principios da Geometria nos desafios diarios da vida pratica e
profissional.
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Paralelismo

Paralelismo entre retas

Duas retas sado paralelas se ndo possuirem, no espaco geométrico, qualquer ponto comum.

Como ja foi estudado anteriormente duas retas paralelas sdo sempre complanares,
ou seja, pertencem a um mesmo plano.

Na verdade, duas retas paralelas podem ser:

= estritamente paralelas, caso o0 seu ponto comum seja um ponto a distancia infinita (ponto
improéprio), entendendo que nao se intersetam;

= coincidentes (paralelas em sentido lato), caso todos os seus pontos pertencam, em
simultaneo, a ambas.

ay b2 a= b2




Paralelismo entre retas

O principio estudado no 10.° ano desta
disciplina indica que retas paralelas Po
(estritamente paralelas) terdo sempre as b, b
suas projecdes paralelas entre si. No % @
entanto, tal ndo se verifica num caso

particular, respeitante a retas de perfil.

Yo
Considera as duas retas obliquas a e b, na

imagem ao lado.

As duas retas s&o paralelas entre si, no
espaco.

As suas projecdes homdnimas sao,
também, paralelas entre si:

= a, e b, sdo paralelas entre si;
= a, e b, sdo paralelas entre si.

Resumindo

= Duas retas paralelas tém sempre as suas
projecoes homoénimas paralelas entre si.

Observando, agora, o0 exemplo em dupla a, b,
projecao ortogonal, é possivel verificar que

as projecoes das retas séo paralelas entre

Si.

E, por isso, possivel determinar se duas
retas sdo paralelas com base nas suas

projecdes. X

Contudo, ha uma excepc¢ao a esta regra:
as retas de perfil.



Paralelismo

Paralelismo entre retas de perfil

No que respeita ao paralelismo entre retas,
as retas de perfil sdo a familia de retas que
constituem uma excecao ao principio ja
enunciado, em que duas retas, cujas
projecdes homonimas sao paralelas entre
si, sdo sempre retas paralelas.

No caso das retas de perfil, dada a sua
natureza, as suas projecdes serao sempre

Po

P1

paralelas entre si, independentemente da
posicao que as duas retas assumam entre si.

Observa as retas p e p' no espaco.

Ambas sao retas de perfil, logo, ndo se
intersetam, pois cada uma pertence a um
plano de perfil, paralelos entre si. No
entanto, as retas ndo possuem a mesma
direcao, tratando-se, por isso, de retas
enviesadas.

Deste modo, conclui-se que asretasp e p'
nao sao paralelas, pois ndo sao
complanares.

Recorda que, para duas retas serem
paralelas, estas tém de ser complanares
€ nao possuir qualquer ponto comum a
ambas.

No entanto, em dupla projecéo ortogonal,
as proje¢cdes homodnimas das duas retas
sao paralelas entre si, como podes verificar
na representacao ao lado.

Em suma, as retas de perfil sdo o tnico
caso em que o paralelismo entre as suas
projecdes homdnimas nao é uma condi¢cao
suficiente para determinar se as retas séo
paralelas.

8

p=p2

p=p’;

Yy,



Paralelismo entre retas

Deste modo, impde-se a necessidade de determinar, a partir das suas projecoes, se duas

retas de perfil sdo, ou ndo, paralelas entre si.

Neste caso, o procedimento podera consistir em recorrer a métodos geométricos
auxiliares. Contudo, existem procedimentos mais simples para a mesma finalidade.

Em dupla projecao ortogonal, umareta de
perfil devera ser sempre definida por dois
pontos, uma vez que a sua dire¢cao so sera
reconhecida através de uma terceira
projecao.

Considerando as retas p e p', pretende-se
determinar se ambas as retas sao paralelas
entre si.

A reta p, de perfil, esta definida pelos
pontos A e B, e a reta p’, também de perfil,
esta definida pelos pontos C e D.

A verificagc&o do paralelismo entre as duas
retas é feita com recurso a duas retas
auxiliares, concorrentes, simultaneamente,
comasretaspep'.

Assim, considera a reta a, concorrente com
aretapnoponto Aecomaretap'no
ponto C. Por sua vez, umaretab,
concorrente com areta p no ponto B e com
areta p' no ponto D.

Representadas ambas as retas auxiliares
pelas suas projecdes, conclui-se queaeb
nao sao complanares nem paralelas (ndo
possuem um ponto de concorréncia e nao
sao paralelas). Desta forma, verifica-se que
as retas de perfil p e p’' ndo sao paralelas.

P1=p2 p4=p’
A
G
B
2 D,
X
A
1 G
B
Dy
P1=p; P=p"
\ A
a
N 2
2 D, —— P
X
A
\1\ G
\{;]1




Paralelismo

Em oposic¢éo, considerando o exemplo ao
lado, em que se tracaram duas retas
auxiliares, também concorrentes com as P1=P2 P'=P’
retas p e p', verifica-se que asretasaeb \

sao paralelas, e por isso, complanares, uma

vez que as suas projecdes homdnimas sdo \ B
paralelas entre si. \ D,

Este facto permite comprovar que as retas

p e p' sao paralelas entre si. A
\1\ G
T
Resumindo \81\ u

= Para comprovar o paralelismo entre duas
retas de perfil, devem tracar-se duas retas
auxiliares, que devem ser complanares,
concorrentes com ambas as retas de perfil.

Tendo sido enunciado o procedimento para verificar o paralelismo, sendo dadas duas retas de
perfil, torna-se imperativo abordar o procedimento a seguir para tracar uma reta de perfil
paralela a uma reta dada, também de perfil, ndo recorrendo a métodos geométricos auxiliares.

Sendo dada uma reta p, de perfil, definida pelos pontos A e B, pretende-se a determinacao
de uma outra reta de perfil, p’, paralela a reta p, e que contenha o ponto C.

Esta determinacao poderia ser feita através
de um rebatimento. Contudo, existem

outros processos graficos que possibilitam P=P2

atingir o objetivo pretendido. A,

Assim, a semelhanca do processo de G
verificagcdo de paralelismo entre retas de B,

perfil, abordado anteriormente, sera

necessario recorrer a retas auxiliares,
concorrentes com as retas de perfil em A,
estudo.

Neste caso, o procedimento comecara por

fazer passar uma reta que contenha, em
simultaneo, o ponto C e outro qualquer
ponto da reta dada (reta p).

10



Neste caso, optou-se por determinar as
projecoes de uma reta a, que contém os
pontos A e C. Desta forma, antevé-se que
a reta a sera uma reta obliqua, concorrente
com areta p e com areta pretendida, p'.

Nessa reta a, devera ser determinado um
ponto que lhe pertenca, externo as duas
retas de perfil - ponto P.

Esse ponto sera o ponto de concorréncia
das duas retas auxiliares que irdo conduzir
a determinacao dareta p', paralela a reta p.

Deste modo, tracar-se-a uma outra reta
auxiliar, concorrente com a reta p no ponto
B. e que contenha o ponto P.

As retas a e b sao retas obliquas e sao
complanares, pois possuem um ponto
comum —ponto P — ponto de concorréncia.

Como foi abordado anteriormente, duas
retas de perfil sdo paralelas se for possivel
tracar duas retas com estas concorrentes,
€ que sejam complanares.

Umavez que asretasae b sdo
complanares, a determinacao dareta p'
podera ser feita imediatamente.

Sabendo de antemao a direcédo das
projecdes da nova reta, uma vez que se
trata de uma reta de perfil, resta determinar
a intersecao entre as projecdes daretab e
a abcissa do ponto C. Ai ter-se-a o ponto D.

Areta p' estd, assim, definida por dois
pontos —pontos C e D, e é paralela a reta p.

Paralelismo entre retas

.
N

—
X N /

D,
P, c
B 1
k/ 1 a
Pi=P2 p=p
a, /
\AZ P2 Dz
V BZ
X
A /
D,
P c
B 1
t/ 1 %

M



Paralelismo

Para praticar

o Determina as projec6es de uma reta p’, paralela a uma reta p, de perfil, definida
pelos pontos A (1; 3; 4) e B (5; 6). Sobre a reta p', sabe-se que contém o ponto
C(-2;1:3).

9 Determina as proje¢oes de duas retas de perfil paralelas, p e p', sendo dados os
seguintes pontos:
= A(0; 4 2); = B(0; 6; 3); = C(-3;2;6).

e Determina as proje¢c6es de uma reta de perfil p', paralela a uma reta p também de
perfil. Sabe-se que a reta p esta definida pelos pontos A (0; 4; 2) e B (6; 4). Areta p’
localiza-se na abcissa -3 e o ponto de concorréncia de duas retas concorrentes
com ambas as retas de perfil é o ponto P (-2; 3; 3).

Retas paralelas a planos

Relembrando o critério de paralelismo entre retas e planos, sabe-se que:

Para que uma reta seja paralela a um plano, este deve conter uma reta paralela a reta dada.

Com base neste principio, a determinacao de um plano paralelo a uma determinada reta
devera ser feita através de uma reta, paralela a reta dada.

Considera o seguinte exemplo: a

Sendo dada uma reta a, representada pelas
suas projegoes, pretende-se representar
pelos seus tragos um plano e, paralelo a
reta a e que contenha o ponto P.

Uma vez que, para um plano ser paralelo a
uma reta, teré de conter uma reta paralela a
reta dada, o procedimento passara por

tracar, pelo ponto P, uma reta paralela a
reta a. P,

Dado que areta a ndo é uma reta de perfil,
a determinacdo de uma reta que lhe seja

;. . d
paralela é imediata. !

12



Deste modo, por P, é tragcada a projecao de
uma retar, paralela a reta a:

= r,contém P, e é paralela a a,;
= r,contém P, e é paralela a a,.

Determinada aretar, paralela areta a,
basta determinar os tracos de um plano
que contenha aretar. Esse plano sera,
obrigatoriamente, paralelo a reta a.

Para a determinacao dos tracos do plano,
€ necessario, em primeiro lugar, determinar
os tragos dareta r — para que uma reta
pertenca a um plano, devera ter os seus
tracos sobre os tragos do plano - para, de
seguida, determinar os tracos do plano.

Tendo os pontos H e F dareta r, poderao
ser tragcados os tracos do plano. Neste
caso concreto, ndo sao necessarios mais
dados, e o ponto de concorréncia dos
tracos do plano no eixo x podera ser
qualquer ponto desse mesmo eixo, uma
vez que podera ser qualquer plano, desde
que contenha aretar.

Assim, esta o plano o definido pelos seus
tracos, paralelo a reta a.

Resumindo

= Para que um plano seja paralelo a uma
reta, devera conter uma reta paralela a reta
dada.

Retas paralelas a planos

a;
P,
P,
]
ay
fo
A
M
G
P,
H,
Fi
P
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Paralelismo

Para praticar

0 Determina os tracos de um plano ¢, paralelo a uma reta r, definida pelos pontos
A (3; 1;5) e B(0; 4; 2). O ponto P (-4; 3; 5) pertence ao plano.

e Determina os tragos de um plano a, paralelo a uma reta r, definida pelos pontos
A (2; 2; 6) e B(-2; 5; 2). O ponto de concorréncia dos tracos do plano é um ponto

com -5 cm de abcissa.

Retas paralelas a planos bissetores

Existem trés familias de retas que poderao ser paralelas aos planos bissetores:

= retas obliquas;
= retas de perfil;
= retas fronto-horizontais.

Na verdade, as retas fronto-horizontais, dada a sua natureza, sdo sempre paralelas aos planos
bissetores. Contudo, as retas obliquas e de perfil ndo apresentam sempre essa relacao de
paralelismo com estes planos. Para que uma reta destas duas familias seja paralela a um

plano bissetor, tera de ser paralela a uma reta desse mesmo plano.

Retas obliquas paralelas ao ,,,

Sendo o plano (3,,, um plano de rampa
passante, sabe-se que as retas que Ihe
podem pertencer sao:

= retas obliquas passantes;
= retas de perfil passantes;
= retas fronto-horizontais.

Considera o seguinte exemplo:

Sendo dado um ponto P, pretende-se
determinar, pelas suas projecdes, uma reta
paralela ao 32,4 que contenha o ponto.

14




Relembrando o principio de que, para que
uma reta seja paralela a um plano, tera de
ser paralela a uma reta desse plano,
representou-se uma qualquer reta obliqua
passante do plano 3,,

Areta r tem as suas projecdes coincidentes
sendo, por isso, uma reta do plano 3,,,

Uma vez que retas paralelas tém as suas
projecoes homdnimas paralelas entre si, a
determinacao de uma reta que contenha o
ponto P e que seja paralela ao plano B, é
imediata, consistindo em fazer passar, por
P, uma projecao paralelaar, e por P, uma
projecao paralelaar,.

Aretaa éumaretaparalelaaretar, e, por
isso, paralela ao plano 3,,.

Retas obliquas paralelas ao 3,,;

Sendo o plano 3,5 um plano de rampa
passante, sabe-se que as retas que lhe
podem pertencer sao:

= retas obliquas passantes;
= retas de perfil passantes;
= retas fronto-horizontais.

Considera o seguinte exemplo:

Sendo dado um ponto P, pretende-se
determinar, pelas suas projecdes, umareta
paralela ao 3,,3 que contenha o ponto.

Relembrando o principio de que, para que
uma reta seja paralela a um plano, tera de
ser paralela a uma reta desse plano,
representou-se uma qualquer reta obliqua
passante do plano B,s.

Retas paralelas a planos

r1Er2 aZ

P,

15



Paralelismo

Aretar tem as suas projecdes simétricas
sendo, por isso, uma reta do plano 3.

Uma vez que retas paralelas tém as suas
projecdes homoénimas paralelas entre si, a
determinacao de uma reta que contenha o
ponto P e que seja paralela ao plano ,/; €
imediata, consistindo em fazer passar, por
P, uma proje¢ao paralela ar, e por P, uma
projecao paralelaar,.

Aretaaéumaretaparalelaaretar, e, por
isso, paralela ao plano 3.

Retas de perfil paralelas ao §2,,,

Como ja verificamos, as retas de perfil sdo a Unica familia de retas em que o paralelismo
entre si ndo pode ser verificado com base apenas nas suas projecdes, uma vez que as
projecdes de uma reta de perfil sdo sempre idénticas, qualquer que seja a sua posicao

relativa no espaco.

Assim, a determinacao de uma reta de perfil paralela a um plano bissetor tera sempre de ser

feita com recurso a um método auxiliar.

Este pode ser um método geométrico auxiliar: rebatimento do plano de perfil que contém areta;
ou através do método de paralelismo entre retas de perfil enunciado nas paginas 9, 10 e 11.

Considerando o exemplo ao lado, em que
se tem um ponto P, pretende-se conduzir,
pelo mesmo, uma reta de perfil, paralela ao

plano By,

Uma vez que as projecdes de uma reta de
perfil sdo sempre coincidentes,
perpendiculares ao eixo x, estas podem ser
representadas imediatamente.

Dado que uma reta de perfil necessita de
ser definida por dois pontos, torna-se
necessario determinar um outro ponto da
reta.

16
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Neste caso, ira recorrer-se a um método
geomeétrico auxiliar — rebatimento.

Sobre as projecdes da reta, estarao,
também, os tracos do plano de perfil que a
contém, bem como as projecdes da reta de
intersecdo desse plano de perfil com o
plano @,,-retai.

Sendo a reta i uma reta do plano 3,,, areta
p devera ser paralela aretai.

Neste caso, optou-se pelo rebatimento do
plano de perfil sobre o Plano Frontal de
Projecdo. Assim, tem-se areta i rebatida
(reta de perfil passante cujos pontos tém
todos as suas projecdes coincidentes) e 0
ponto P rebatido. Assim, por P, sera
conduzida a reta p rebatida - p,.

Tendo a reta p rebatida, paralela aretai
rebatida, e por isso, paralela ao 3, resta
determinar um segundo ponto daretap e
efetuar o seu contrarrebatimento.

A, esta sobre p,, pertencendo areta. Apds
0 seu contrarrebatimento, tem-se o ponto
A representado pelas suas projecoes.

Areta p é uma reta paralela ao 3,,,, definida
pelos pontos A e P.

Tal como ja foi referido, a determinacao de
uma reta de perfil paralela a um plano
bissetor pode ser, também, feita com
recurso ao critério de reversibilidade (ver
pagina 11).

CVGD11_02

Retas paralelas a planos

p15p25f’115 h’ITEf’ITrEi1 Eiz
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A
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Paralelismo

Considerando o mesmo ponto P, pretende-se tracar,
pelo mesmo, uma reta de perfil paralela ao B,.

Uma vez que, para uma reta ser paralela a
um plano tera de ser paralela aumareta
desse plano, tragou-se uma outra reta de
perfil — p', pertencente ao plano [2;2,4.

Nota que a reta p’ pertence ao plano 3,
pois esta definida por dois pontos cujas
projecdes sdo coincidentes em ambos.

Tracando as projecdes da reta p, passando
pelo ponto P, recorre-se a duas retas
auxiliares, a e b, paralelas entre si. Aretaa é
concorrente com p' no ponto Ae coma
reta p no ponto P. Areta b é paralelaareta
a e concorre com a reta p’ no ponto B.
Onde interseta as projecdes homodnimas
da reta p, tem-se 0 segundo ponto, que
define a reta p, paralela ao plano 3,,.

Retas de perfil paralelas ao 3,3

Az

p=

P2 P=P2

Ay

A semelhanca do que j4 foi ilustrado anteriormente, para determinar uma reta de perfil

paralela a um plano bissetor, é necessario recorrer a métodos auxiliares, sendo estes:

= rebatimento do plano de perfil;
= critério de reversibilidade.

Verificando o exemplo ao lado, tem-se um
ponto P, pelo qual se pretende tracar uma
reta de perfil, paralela ao plano 3.

Uma vez que uma reta de perfil, em dupla
projecao ortogonal, tem de estar sempre

definida por dois pontos, torna-se necessario

determinar um outro ponto da reta p.

18
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Essa determinacao sera feita com recurso
a um método geométrico auxiliar, através
do rebatimento do plano de perfil sobre o
Plano Frontal de Projecao.

Rebatido o plano de perfil, é possivel tracar
aretai, de intersecédo do plano de perfil
com o plano B,,;. Rebatendo, também, o
ponto P, é possivel tracar, pelo mesmo, a
reta p rebatida, paralela a reta i rebatida.

Nota que todos os pontos dareta i terao
projecdes simétricas, verificando-se que a
reta pertence ao plano bissetor dos
diedros impares.

Recordando que umareta s6 é paralela a
um plano se for paralela a uma reta desse
plano, pode concluir-se que areta p sera
paralela ao plano 3.

Assim, a reta p podera ficar definida por
dois pontos.

Determinado um segundo ponto da retap —
ponto A —, este sera representado, em
primeira instancia, no rebatimento.

Apds o seu contrarrebatimento, o ponto A
é assinalado sobre as projecdes da reta p.

Assim, é determinada, a partir de um ponto,
uma reta de perfil paralela ao plano 3,
com recurso a um rebatimento.

Retas paralelas a planos

p15p25fﬂ‘5 h7'CEf7'CrEi1§ iz

pPr I

P, P,

XEh’TCr /

p15p25f7'r§ hTEEfTErEi'lE iz

pr I

X= hTfr /
P1/
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Paralelismo

A semelhanca do que foi enunciado no
exemplo do plano B,,,, é possivel aplicar
o critério da reversibilidade.

Assim, sendo dado o mesmo ponto P, é
tracada uma reta de perfil passando pelo
ponto.

Areta p', situada num outro plano de perfil, 8 /MZ/
é uma reta do plano 3,/3— 0s seus pontos Ioz/2

PZ
tém projecdes simétricas. A, /

p=p" p=pP2

Recorrendo a duas retas auxiliares, X
paralelas entre si, tem-se: a
Ay Py
= Areta a, que é concorrente com a reta p’ b,
no ponto A e comareta p no ponto P; B, M,

= Areta b, que é concorrente com areta p’
no ponto B e é paralela a reta a.

Aintersecdo daretab com areta p da-se
no ponto M.

A reta p, definida pelos pontosPe M é
paralela ao plano 3.

Para praticar

0 Sendo dado um ponto P (4; 6), determina as projecdes de uma reta p, de perfil, que
contém o ponto P, e que é paralela ao plano {,,.

9 Sendo dado um ponto P (3; 5), determina as projecdes de uma reta p, de perfil, que
contém o ponto P, e que é paralela ao plano [3,.

9 Considera a reta p, de perfil, definida pelos pontos A (6; 3) e B (4; 1). Verifica se a
reta p é paralela a algum dos planos bissetores.
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Paralelismo entre planos

Paralelismo entre planos

Planos paralelos sé@o planos que se intersetam no espaco a distancia infinita, segundo uma
reta denominada reta improépria.

Assim, planos paralelos sdo planos que possuem a mesma orientacao.

Resumindo

= Dois planos séo paralelos entre si apenas se duas retas concorrentes desse plano forem
paralelas a outras duas retas concorrentes, do outro plano.

Considerando a representacao ao lado,

<
de dois planos & e 3, estes contém >< e
.

retas concorrentes paralelas entre si.

Asretasr e s pertencem ao plano e. S m

As retas r' e s' pertencem ao plano §. ><

= r e r' sdo paralelas entre si;
= s € 8' sao paralelas entre si.

Deste modo, conclui-se que os dois planos sao paralelos entre si, porque:

Dois planos sao paralelos entre si se tiverem duas familias de retas comuns entre si.

Na generalidade dos planos, o seu
paralelismo reflete-se nos seus tracos.
Isto é, planos paralelos tém os seus tracos
paralelos entre si.

Esta condicdo nao se verifica em planos de
rampa, como ird ser abordado mais adiante.

No caso dos planos a. e 3, os tragos
homonimos s&o paralelos entre si. Sendo os
tracos de ambos os planos retas frontais e

horizontais dos planos, respetivamente com

afastamento e cota nulos, concorrentes

num ponto situado no eixo x, ent&o, ha
conclui-se que um dos planos possui duas

retas concorrentes, paralelas a outras duas

retas concorrentes do outro plano.
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Paralelismo

Deste modo, sendo dado um plano definido
pelos seus tragos, e um ponto exterior ao
plano, pretende-se determinar os tracos

de um plano, que contenha o ponto e seja
paralelo ao plano dado.

Sabendo que, a excecao dos planos de
rampa, os planos paralelos tém os seus
tracos paralelos entre si, é ja conhecida

a direcao dos tracos do plano pretendido.
No entanto, é necessario que esse plano
contenha, neste caso, o ponto P.

O procedimento passara, entao, por
representar, pelas suas projecdes, uma reta
que contenha o ponto P e que seja paralela
a uma reta do plano dado.

Neste caso, optou-se por uma reta frontal.
A partir do traco frontal do plano e,

é conhecida a direcao das retas frontais
desse plano. Assim, é possivel representar
aretaf, que contém o ponto P, e que

€ paralela as retas frontais do plano ea.

Determinado o traco horizontal da reta -
ponto H —, havera elementos suficientes
para determinar os tracos do plano
pretendido, pois ja € conhecida a direcao
dos mesmos.

Assim, é determinado um plano, pelos seus
tracos, paralelo a um plano dado, que
contém um dado ponto.

22

fa
P,
P,
he
fo f,
P,
H,
f;
H1 P1
he
fO(. fa fz
P,
H
fy
H1 P1
he h



Paralelismo entre planos de rampa

Tal como ja foi referido, existe uma excecao na qual nao se verifica o paralelismo entre

planos apenas com base no paralelismo entre os seus tracos.

Paralelismo entre planos

Na verdade, tendo os planos de rampa tragos sempre paralelos ao eixo x, isso implicara
que o0s seus tragos serao sempre paralelos entre si. Contudo, os planos poderao nao ser

paralelos.

Deste modo, a determinacao de um plano
de rampa paralelo a um outro necessitara
de recurso a um método auxiliar.

Observando o exemplo ao lado, é dado um
plano de rampa p e um ponto P, exterior ao
plano.

E pretendido um plano de rampa, paralelo
ao plano dado, que contenha o ponto P.

Uma vez que o trago frontal do plano é uma
reta fronto-horizontal de afastamento nulo, e
o traco horizontal é umareta
fronto-horizontal de cota nula, pretende-se a

determinacao de uma qualquer reta do plano.

Para que uma reta pertenca a um plano,
devera ter os seus tragos sobre os tragcos
do plano. Deste modo, aretar serauma
reta concorrente com duas retas do plano:
traco frontal e trago horizontal.

fp
P,
P
1 he
r
F, fp
P,
2
X F
P, h 0
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Paralelismo

Representada a reta r pelas suas
projecdes, é agora necessario fazer passar
pelo ponto P uma reta paralela aretar.

Determinados os tracos dessa reta, sdo
imediatamente determinados os tragos
do plano de rampa que a contém.

Essaretas, paralelaar, é concorrente com
retas fronto-horizontais paralelas as do
plano dado (retas fronto-horizontais sao
sempre paralelas).

Assim, conclui-se que ambos os planos
contém retas concorrentes paralelas entre
si, ficando provado o paralelismo entre os
dois planos.

Para praticar

) S
F, fs
f
P, P
F P
X F

P
H he
H', h;

ﬂ Sendo dado um plano ¢, cujos tracos horizontal e frontal fazem, respetivamente,
angulos de 30° (a.d.) e de 45° (a.d.), determina os tragos de um plano §, paralelo ao
plano &, cujos pontos do eixo x distem 4 cm entre si.

9 Sendo dado um plano e. cujos tracos horizontal e frontal fazem, respetivamente,
angulos de 40° (a.e.) e de 35° (a.e.), determina os tragos de um plano {3, paralelo ao
plano e, que contenha o ponto P (2; 4; 3). O plano & contém o ponto de abcissa -3

no eixo X.

e Considera um plano de rampa p, cujo trago frontal tem 4 cm de cota e o trago
horizontal 3 cm de afastamento. Determina os tracos de um qualquer plano de

rampa, paralelo ao plano dado.

Resumindo

= Planos paralelos tém sempre 0s seus tragos paralelos, exceto no caso dos planos de

rampa.

= Planos de rampa terdo sempre os seus tracos paralelos, sendo estes, ou ndo, paralelos

entre si.
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Perpendicularidade e ortogonalidade entre retas

Perpendicularidade
e ortogonalidade

A distincdo entre perpendicularidade e ortogonalidade ja foi abordada no programa do
10.° ano de escolaridade. Contudo, considera-se importante relembrar os conceitos:

= Duas retas concorrentes cujas direcoes formem um angulo reto (90°) sao perpendiculares;
= Duas retas ndo-complanares cujas direcdes formem um angulo reto (90°) sao ortogonais.

Assim, duas retas perpendiculares sao sempre complanares. Retas ortogonais deverao ser

paralelas a duas retas perpendiculares.

Desta forma, o conceito de ortogonalidade
revela-se mais abrangente.

Observando o exemplo ao lado, verifica-se
que as retas a e b sdo perpendiculares,
pois sdo concorrentes no ponto P e
formam um éngulo de 90° entre si.

No entanto, as retas a e ¢ sdo ortogonais,
uma vez que nao possuem qualquer ponto

@o

de concorréncia. Sendo areta ¢ paralela a
reta b, conclui-se que as direcdes das retas
a e ¢ sao ortogonais.

Em suma:

= As retas a e b sdo perpendiculares;
= As retas a e ¢ sdo ortogonais.

Vo,

Perpendicularidade e ortogonalidade entre retas

Ao contrario do que sucede com o paralelismo entre retas, que pode ser verificado através

das projecdes das mesmas, na perpendicularidade e ortogonalidade o mesmo ja nao
acontece. Na verdade, retas perpendiculares ou ortogonais podem nao evidenciar essa
relacao nas suas projecdes, devido a deformacao que pode ocorrer, consoante a sua

relacédo com os planos de projecéo.
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Observando as retas a e b, verifica-se que

ambas sdo concorrentes entre si no ponto Po
P, e formam um angulo de 90°. Asretas a

e b sédo, porisso, perpendiculares. b, ® a

Contudo, nas suas projecdes, essa ANy b b,
perpendicularidade ndo se verifica.

P,
A

Naturalmente, as projec¢des horizontais X
e frontais de ambas as retas continuam

a ser concorrentes nas projecoes

homadnimas do ponto P. No entanto, as

projecdes nao formam angulos de 90°
entre si, devido a deformacgao prépria
da projecao.

Em suma:
= a, e b, ndo sado perpendiculares;
= a, € b, ndo sdo perpendiculares.

Esta deformacéao ocorre por se tratar, neste caso, de retas obliquas, em que nenhuma das
suas projecdes se encontra em verdadeira grandeza.

Deste modo, no caso particular de perpendicularidade entre retas obliquas, é necessario
O recurso a processos auxiliares, que irdo ser abordados mais adiante.

Uma vez que esse caso particular se deve ao facto de nenhuma das retas obliquas se
projetar em verdadeira grandeza nos planos de projecao, conclui-se que, tratando-se de
retas paralelas aos planos de projecao, a situacao sera diferente.

Retas paralelas aos planos de projecao: perpendicularidade
e ortogonalidade

Retas horizontais (de nivel)

Retas horizontais projetam-se em verdadeira grandeza no Plano Horizontal de Projecao.
Deste modo, a sua perpendicularidade ou ortogonalidade podera ser verificada em
projecéo horizontal.
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Verifica o0 seguinte exemplo:

Sendo dada uma reta h, horizontal,
pretende-se determinar as projecdes de
uma outra reta horizontal, concorrente com
areta h no ponto P e perpendicular a esta.

Por se tratar de retas horizontais, sabe-se
que as suas projecdes horizontais se
encontram em verdadeira grandeza.

Esse facto implica que o angulo por estas
formado também se verifique em projecao
horizontal.

Deste modo, a determinacao dareta h',
horizontal e perpendicular a reta h far-se-a
tracando uma perpendicular a h,, passando
por P, (pois pretende-se que ambas as
retas sejam concorrentes no ponto P).

Assim, obtém-se a projec¢éao horizontal da
retah'.

A sua projecao frontal sera, naturalmente,
coincidente com a projecao frontal dareta h.

As retas h e h' sdo perpendiculares:

= h, e ', sdo perpendiculares.

Por sua vez, se se pretender a
determinacao de duas retas horizontais
ortogonais entre si, estas ndo poderao ser
concorrentes.

Considerando a reta h, pretende-se
determinar uma outra reta horizontal que
contenha o ponto P e seja ortogonal areta h.

Perpendicularidade e ortogonalidade entre retas

P, h,
X
P1
hy
P2 hZEhIZ
X
P
h' hy
PZ
hy
X
P1
hy
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Perpendicularidade e ortogonalidade

O procedimento é, em tudo, semelhante ao anterior, com a exce¢ao do ponto P ndo ser um
ponto de concorréncia entre ambas as retas, mas pertencer apenas a reta h'.

Assim, por P, traca-se uma perpendicular P, h',
a projecao horizontal da reta h.

Determinada a projecao horizontal da reta
h', segue-se a determinacao da sua

projecéo frontal.

A projecao h', contém P, e é paralela ao

eixo x, sendo uma reta horizontal.

hy
Asretas h e h' sdo ortogonais: h',
= N40 possuem nenhum ponto de
concorréncia;
= as suas projecdes horizontais sdo
perpendiculares.

Retas de topo (projetante frontal)

As retas de topo s&0 um caso particular das retas horizontais. A semelhanca destas ultimas,
as retas de topo séo paralelas ao Plano Horizontal de Projecédo. Contudo, ao contrario das
retas horizontais, cuja relagcdo com o Plano Frontal de Projecdo abrange uma infinidade de
opcoes, as retas de topo sao sempre ortogonais ao Plano Frontal de Projecao (sao retas
projetantes frontais). Deste modo, duas retas de topo sdo sempre paralelas entre si.

Com base neste pressuposto, ao contrario do que acontece com as retas horizontais, em
que uma reta horizontal pode ser perpendicular a uma outra reta, também, horizontal, no
caso de uma reta de topo, esta nunca podera ser perpendicular a uma outra reta de topo.
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Considerando o exemplo ao lado, tem-se
uma reta t, de topo, e um ponto P.

Pretende-se, pelo ponto P, tracar uma reta
ortogonal aretat.

Uma vez que a reta t tem a sua projecéo
horizontal em verdadeira grandeza, é
suficiente tracgar, por P,, uma perpendicular
a t1-

Neste caso, trata-se de uma reta frontal,
dado que a projecao horizontal, sendo
perpendicular a t,, serd, obrigatoriamente,
paralela ao eixo x.

Estando areta f ja representada pela sua
projecéao horizontal, resta a sua projecao
frontal, para que o processo seja concluido.

Neste caso, a projecao frontal podera ser
qualquer uma, desde que contenha o ponto
P, que se quer como pertencente aretaf.

Assim, por P,, traca-se uma projecéo,
obliqua ao eixo x, de forma arbitraria, visto
que a ortogonalidade ja esta assegurada
em projecao horizontal.

Nota que ambas as retas ndo possuem
qualquer ponto em comum.

Sao, assim, retas ortogonais.

Perpendicularidade e ortogonalidade entre retas

(t)

(t)
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Reta perpendicular ou ortogonal a uma reta frontal (de frente)
Uma reta frontal € uma reta paralela ao Plano Frontal de Projecao.
Deste modo, é uma reta cuja projecao frontal estéa projetada em verdadeira grandeza.

Esse facto permite concluir que qualquer reta perpendicular ou ortogonal a uma reta frontal
tera a sua projecéo frontal perpendicular a projecao da reta frontal em questao.

Observa o exemplo:

Sendo dada uma reta f, frontal, e um ponto P,

P, exterior a reta, pretende-se determinar \
uma outra reta, ortogonal a reta f, que

contenha o ponto P. \fz
Por se tratar de uma reta frontal, a sua

projecao frontal esta em verdadeira X

grandeza, uma vez que a reta f é paralela ao
Plano Frontal de Projecdo. Assim, a
perpendicularidade ou ortogonalidade com
qualquer outra reta sera representada em

projecéo frontal.

Assim, determina-se a projecao frontal de r
uma retar, ortogonal a reta f. Por P,

passara a projecao frontal daretar,

fazendo um angulo reto com a projecéao P
frontal dareta f.

No caso da projecéao horizontal, esta pode \fz

assumir qualquer dire¢ao, desde que
contenha o ponto P, uma vez que a

X /
ortogonalidade entre ambas as retas esta /

assegurada em projecdao frontal.

Py
As retas f (reta frontal) e r (reta obliqua) sdo / f
ortogonais. r

30



No caso de se tratar de uma reta vertical,
sendo este um tipo de reta especifico das
retas frontais, uma vez que é ortogonal ao
Plano Horizontal de Projecéo, o raciocinio
é idéntico.

Sendo dada uma reta v, vertical, e um
ponto P, exterior a reta, pretende-se
determinar as projecdes de uma qualquer
reta, ortogonal a reta v e que passe pelo
ponto P.

Sendo areta v uma reta paralela ao Plano
Frontal de Projecéo, a perpendicularidade
das projecoes sera verificada em projecao
frontal.

Assim, por P,deverd tragar-se uma
projecao que forme um angulo reto (90°)
com a projecao frontal da reta v.

Deste modo, fica desde ja assegurada a
ortogonalidade, uma vez que as projecdes
frontais de ambas as retas sé&o
perpendiculares.

Determinando h,, fica apenas a faltar
determinar a projecao horizontal da reta h.

A semelhanca dos exemplos anteriores, a
determinacao desta projecao podera ser
arbitraria, desde que contenha a projecao
horizontal do ponto P, sendo que a
ortogonalidade esta assegurada em
projecéo frontal.

As retas v (reta vertical) e h (reta horizontal)
sao ortogonais.

Perpendicularidade e ortogonalidade entre retas

\/)

(v9)

(vy) hy
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Reta perpendicular ou ortogonal

a uma reta fronto-horizontal

Até agora foram abordados exemplos de
retas perpendiculares ou ortogonais a retas
paralelas a um dos planos de projecéo.

No caso das retas fronto-horizontais, estas
sao paralelas aambos os planos de
projecao.

Observa o exemplo ao lado:

Sendo dada uma reta g, fronto-horizontal,
pretende-se determinar as projecdes de
uma reta ortogonal a reta dada que
contenha o ponto P.

Uma vez que areta g é paralela a ambos os
planos de projecao, conclui-se que
qualquer reta que seja ortogonal a um dos
planos de projecao serd, forcosamente,
ortogonal areta g.

Deste modo, considerou-se umaretav,
vertical.

Uma vez que retas verticais sdo retas
projetantes horizontais, a sua projecao
horizontal estara coincidente com a
projecao horizontal do ponto P. A sua
projecao frontal, passando por P,, estara
em verdadeira grandeza e sera
perpendicular a g,, atestando a
ortogonalidade entre ambas as retas.

O mesmo seria possivel optando por uma
reta de topo (reta t).

Neste caso, a ortogonalidade entre ambas
seria verificada em projecao horizontal,
como se pode verificar no exemplo.
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Resumindo

= Retas fronto-horizontais serdao sempre
ortogonais ou perpendiculares a retas
verticais e de topo.

Outro tipo de retas que sera sempre
perpendicular ou ortogonal a uma reta
fronto-horizontal sdo as retas de perfil.

Uma vez que uma reta fronto-horizontal é
sempre ortogonal a qualquer plano de perfil,

sera sempre ortogonal ou perpendicular auma

reta que pertenca a um plano dessa natureza.

Deste modo, qualquer projecao de reta de perfil

que passe pelo ponto P é ortogonal areta g.

Perpendicularidade e ortogonalidade entre retas

P1=p2
P,
u 92
S
X
P,
N O
5

A definicao da reta p s6 estard completa com dois pontos. A determinacao do ponto S
podera ser arbitraria, sendo que a reta p sera sempre ortogonal a reta g, qualquer que seja a

sua relacado com os planos de projecao.

Reta perpendicular ou ortogonal a uma reta obliqua

Como ja foi estudado anteriormente, uma
reta obliqua é, tal como o nome indica, uma
reta obliqua a ambos os planos de
projecéo. Nesse sentido, conclui-se que
nenhuma das suas projecoes estara em
verdadeira grandeza. Assim, sendo dada
uma reta obliqua e um ponto exterior areta,
pelo qual se pretende passar umareta
ortogonal a reta dada, é importante
recorrer a retas que sejam paralelas a
algum dos planos de projecado. S6 assim,
em dupla projecao ortogonal, sem recorrer
a métodos geométricos auxiliares, é
possivel verificar a ortogonalidade, estando
uma das retas projetada em verdadeira
grandeza num dos planos de projecao.

CVGD11_03
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Deste modo, tendo uma reta r, obliqua,
e um ponto P, exterior a essa reta,
pretende-se determinar, pelas suas
projecdes, uma reta que contenha o ponto f,
P e que seja ortogonal aretar. 2
Uma vez que essa reta devera ser paralela
a um dos planos de projecéo, e que a sua
projecao em verdadeira grandeza devera
formar um angulo reto com a projecao

homonima da reta dada, optou-se, neste
caso, por uma reta frontal. Assim, a

projecao horizontal é imediata, pois deve
ser paralela ao eixo x e conter a projecao

horizontal do ponto P. Ja f,devera ser
perpendicular ar, e conter P,.

As retas r (reta obliqua) e f (reta frontal) sdo
ortogonais.

No entanto, também seria possivel recorrer
a uma reta horizontal.

Neste caso, a ortogonalidade é assegurada
em projecao horizontal, pois uma reta
horizontal projeta-se em verdadeira
grandeza no Plano Horizontal de Projecao.

Deste modo, a projecéo frontal dareta h X
sera imediata, passando por P, e sendo

paralela ao eixo x. A projecao horizontal >

da reta h devera passar por P, e formar

um angulo de 90° comr,. M h,

As retas r (reta obliqua) e h (reta horizontal)
sdo ortogonais.
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Ortogonalidade entre retas e planos

Ortogonalidade entre retas e planos

Relembrando os conteldos abordados no 10.° ano, sabe-se que uma reta é ortogonal a um
plano se, e apenas se, for ortogonal a duas retas concorrentes desse plano.

Em sintese, uma reta é ortogonal a um plano se a sua dire¢ao for ortogonal a orientacao
desse plano.

Observando a ilustracao ao lado,
verificamos que o plano & contém as

retasg het.

~ . o
As retas g e t sdo perpendiculares g )://
entre si e concorrentes com a reta h. h ¢!

Areta v, exterior ao plano, é
perpendicular a reta h, pois é
concorrente com esta e ortogonal
faceasretasget.

Em suma, conclui-se que a reta v é ortogonal ao plano a e, por conseguinte, ortogonal a
qualquer reta pertencente ao plano e.

= uma reta é ortogonal a um plano se for ortogonal a duas retas
concorrentes desse plano;

= um plano é ortogonal a uma reta se contiver duas retas concorrentes
ortogonais a reta dada.

Critério de ortogonalidade
entre retas e planos
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Retas ortogonais a planos - caso geral

O estudo que se segue ira incidir sobre retas ortogonais a planos definidos pelos seus tragos,
sendo estes concorrentes num qualquer ponto do eixo x, excetuando, assim, o caso particular
dos planos de rampa, cujos tragos nao se intersetam, e que sera abordado mais a frente.

Deste modo, serédo elencados exemplos de determinacdo de uma reta ortogonal a um dado

plano.

Considera o plano obliquo . e o ponto P,
exterior ao plano.

Pretende-se determinar as projecoes de
uma reta que contenha o ponto P e que
seja ortogonal ao plano dado.

Uma vez que os tracos do plano sao
sempre retas do plano que pertencem,
simultaneamente, aos planos de projec¢ao,
considera-se que estas sao retas que se
encontram projetadas em verdadeira
grandeza (neste caso, coincidentes com
a sua projecao).

Relembrando

= O traco frontal de um plano é uma reta
frontal do plano de afastamento nulo;

= O traco horizontal de um plano é umareta
horizontal do plano de cota nula.

Deste modo, a ortogonalidade é verificada
em ambas as projecoes.

Ou seja, a determinacao de uma reta
ortogonal ao plano deve ser feita através
de projecdes perpendiculares aos tracos
homadnimos do plano contendo o ponto P.

Assim, por P, traca-se uma perpendicular
afo, e por P, uma perpendicular a he.

Assim, é determinada uma reta ortogonal a um
dado plano obliquo, definido pelos seus tracos.
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Ortogonalidade entre retas e planos

Retas ortogonais a planos projetantes

No caso dos planos projetantes, o processo
€, em tudo, semelhante ao dos planos
obliquos.

Na verdade, uma reta ortogonal a um
plano tera sempre as suas projecoes
perpendiculares aos tracos do plano
dado.

Observa o exemplo:

Sendo dado um plano de topo, e um ponto
exterior ao plano que se quer pertencente
a reta pretendida, deverao tracar-se ambas
as projecoes perpendiculares aos tracos
do plano dado.

Deste modo, considera-se uma reta f,
frontal, que contém o ponto P:

= f, faz um éngulo de 90° com he;
= f, faz um éngulo de 90° com fa.

Atenta, agora, no exemplo de um plano
vertical.

Pretende-se determinar uma reta que
contenha o ponto P e seja ortogonal ao
plano dado.

O procedimento é idéntico ao que foi descrito
acima. Neste caso, por se tratar de um plano
vertical, a reta em questao serd umareta
horizontal cuja projecao horizontal seja
perpendicular ao trago horizontal do plano.

Esse procedimento sera valido para
qualquer caso em que se pretenda a
determinacado de uma reta ortogonal
a qualquer plano projetante.

hy

fo
PZ
X
1 fi
P,
ha
fa
] PZ h,
X
P

ha
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Para praticar

0 Considera um plano obliquo ¢, cujos tragos concorrem no eixo x num ponto com
3 cm de abcissa. O traco frontal forma um angulo de 45° (a.d.) com o eixo x e o
traco horizontal um angulo de 35° (a.d.). Determina as projecoes de umaretar,
ortogonal ao plano dado, que contenha o ponto P (-1; 2; 5).

@ Considera um plano de topo &, cujos tragos concorrem no eixo x num ponto com
2 cm de abcissa. O traco frontal do plano forma um éngulo, com o eixo x, de 40°
(a.d.). Determina as projecdes de uma qualquer reta ortogonal ao plano.

9 Considera um plano horizontal, com 3 cm de cota. Determina as projecées de uma
reta ortogonal ao plano que contenha o ponto P (-1; 3; 5).

Retas ortogonais a planos de rampa

Como ja foi referido anteriormente, o caso de retas ortogonais a planos de rampa constitui
um caso particular no que respeita a ortogonalidade entre retas e planos. Isso deve-se ao
facto de os tracos de um plano de rampa serem paralelos entre si. Desse modo, umareta
que tenha a sua projecao frontal perpendicular ao traco frontal do plano terd, forcosamente,
a sua projecao perpendicular ao trago horizontal do plano.

Assim, aplicando o caso geral, s6 € possivel garantir que a reta determinada € ortogonal a uma
familia de retas do plano. Uma vez que o critério de ortogonalidade entre retas e planos dita
que para uma reta ser ortogonal a um plano tera de ser ortogonal a duas retas
concorrentes desse plano, conclui-se que 0 método de tracar projecoes perpendiculares aos
tracos de um plano, no caso dos planos de rampa, € insuficiente para verificar a ortogonalidade.

Observando a representacao tridimensional
ao lado, tem-se um plano de rampa e uma
reta de perfil cujas projecdes sao

perpendiculares aos tracos do plano. < jpz/\

No entanto, a reta p néao é ortogonal ao plano,

pois nao forma um angulo reto com este.

. . Yo
Nesse sentido, fica claro que, em dupla /
projecao ortogonal, ndo é suficiente N

determinar uma reta pelas suas projecdes,
sendo estas perpendiculares aos tracos de
um plano de rampa, para ser possivel afirmar
que a reta é ortogonal ao plano em questao.
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Tomando, agora, em consideracédo a
representacao ao lado, verifica-se que a
reta p ja forma um angulo de 90° com o
plano de rampa dado. No entanto, as
projecdes dessa reta p sdo semelhantes
as do exemplo anterior.

Relembrando o que ja foi estudado
anteriormente, sabe-se que uma reta

de perfil nunca esta suficientemente
representada pelas suas projecoes,
mesmo conhecendo um ponto da reta,
uma vez que, em dupla projecao ortogonal,
nao é possivel conhecer a direcdo de uma
reta de perfil, sendo necessario recorrer a
métodos geométricos auxiliares.

Nesse sentido, e analisando a situacado acima
descrita em dupla projecao ortogonal, tem-se:

= um plano de rampa definido pelos seus tragos;

= um ponto exterior ao plano (ponto P).

Pretendendo-se determinar as projecdes
de uma reta ortogonal ao plano de rampa
que contenha o ponto P, comeca-se por
tracar as suas projecoes, através de uma
perpendicular a ambos os tracos do plano,
que contenha P, e P,

Nesta etapa, ndo é possivel atestar a
ortogonalidade entre a reta p e o plano p,
uma vez que areta p ndo esta
suficientemente representada, sendo
necessario outro ponto da reta.

Para tal, devera recorrer-se a um rebatimento
do plano de perfil que contém a reta p,
determinando, também, a reta de intersecao
entre o plano de rampa e esse plano de perfil
(reta p').

Ortogonalidade entre retas e planos

pEp,=hn=fr=p"=p",
P,
F fP
FeH,
P1 hp
H
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Perpendicularidade e ortogonalidade

pep,shr=fr=fr=p'=p',

Determinando os tragos da reta p’ sobre os P, P,
tracos do plano de rampa e rebatendo-os,
determina-se a reta p' rebatida (p',). F=Fr fo

Deste modo, consegue-se o equivalente a
uma vista de perfil do plano de rampa, Fi=H, Hr

sendo possivel tracar, diretamente, uma x=hm

reta ortogonal a este.

Rebatendo o ponto P, tem-se P,, que
pertencera a p,.

Posteriormente, por P, devera tracar-se
uma perpendicular a p’,. Uma vez

determinada a reta p rebatida, é possivel ol A, P pz;h”iﬁfmzp'ﬁp'z
determinar qualquer ponto da reta, ficando P, P Pr
esta definida por dois pontos.

F=F fo

Optou-se por um ponto A, determinado na
reta p rebatida. Efetuando o seu
contrarrebatimento, tem-se o ponto A em Fi=H, H,

dupla projegao ortogonal. x=hm /
Py

Deste modo, a reta p é comprovadamente
ortogonal ao plano p e esta definida pelos
pontosP e A.

Para praticar

Q Sendo dado um plano de rampa p, cujos tragos horizontal e frontal tém,
respetivamente, 3 cm de afastamento e 4 cm de cota, determina as projecoes
de uma reta p, ortogonal ao plano dado, que contém o ponto P (0; 5; 2).

9 Sendo dado um plano de rampa p, cujos tragos horizontal e frontal tém,
respetivamente, 5 cm de afastamento e 2 cm de cota, determina as proje¢cdes de
uma reta p, ortogonal ao plano dado, que contém um ponto P, do plano, com 3 cm
de afastamento.

9 Sendo dado um plano de rampa p ortogonal ao plano bissetor dos diedros
impares, cujo traco frontal tem 4 cm de cota, determina as projecoes de uma reta
p. ortogonal ao plano, de abcissa nula e que contém o ponto P (3; 6).
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Ortogonalidade entre retas e planos

Planos ortogonais a retas

Até agora foram abordados os casos em que é dado um plano e se pretende a determinagao
de uma reta ortogonal a este. No entanto, o contrario também pode suceder, ou seja: a partir
de uma reta, determina-se um plano ortogonal a esta.

Observa o exemplo:

Sendo dada umaretar, obliqua, pretende-se
determinar os tragos de um plano ortogonal
a reta dada e que contenha o ponto P.

Nestes casos, o raciocinio é inverso ao
praticado no caso de retas ortogonais a planos.

Os tracos do plano devem ser
perpendiculares as proje¢cdes homdnimas
da reta dada, pelo que o procedimento
passara por tracar uma reta horizontal ou
frontal, que contenha o ponto P, e cuja
projecéo frontal, no caso de se tratar de
uma reta frontal, seja perpendicular a
projecao frontal da reta dada (no caso de
se optar por uma reta horizontal, deveriam

considerar-se as projecdes horizontais).

Neste caso, optou-se por uma reta frontal f,
tracando a sua projecao horizontal por P,. ry
Perpendicularmente ar, e também P,

contendo P,, tem-se f,

Areta f é umareta ortogonal a retar que
contém o ponto P. Assim, procede-se a

determinacao dos tracos de um plano que
contenha areta f e que contenha retas
concorrentes com areta f e igualmente f,
ortogonais aretar. Py

Determinando o traco horizontal dareta f,
obtém-se um dos pontos dos tragcos do
plano e conhece-se a dire¢cédo do seu traco
frontal (paralelo a projecao frontal da reta f).
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Perpendicularidade e ortogonalidade

O traco horizontal do plano devera
conter o tragco horizontal dareta f e ser
perpendicular a projecao horizontal daretar.

Com esses elementos, é possivel tragar
o traco horizontal do plano e, assim,
determinar o ponto de concorréncia dos
tracos no eixo x. A partir dai, basta tracar
uma paralela a f, para que o plano fique
definido pelos seus tracos.

O plano o é ortogonal aretar.

Para praticar

N

he

o Determina os tracos de um plano & ortogonal a uma reta r, definida pelos pontos

A(2;4;5)eB(-2;2; 3).

9 Determina os tracos de um plano o ortogonal a uma reta r, definida pelo ponto
A (0; 3; 5) e cujas projecdes horizontal e frontal fazem, respetivamente, angulos

de 35°(a.d.) e de 40° (a.e.).

Ortogonalidade entre retas nao-paralelas aos planos

de projecao

Uma reta ortogonal a um plano é ortogonal
atodas as retas desse plano (ver pagina 35).

Quando se trata de retas ndo paralelas aos
planos de projecéo, a ortogonalidade com
outras retas ndo pode ser verificada pelas
suas projecdes, uma vez que nenhuma
destas estard em verdadeira grandeza.
Deste modo, o procedimento passara por
determinar um plano ortogonal a reta dada
e, de seqguida, determinar uma qualquer
reta do plano. Essa reta sera sempre
ortogonal a reta dada.
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Deste modo, aplica-se o procedimento de
determinagcao de um plano ortogonal a uma
reta dada, tal como ja foi abordado.

Sendo dado um ponto da reta pretendida,
esse ponto pertencera ao plano. Como tal,
conduz-se, pelo ponto P, uma reta que seja
ortogonal a reta dada. Essa reta deve ser
paralela a um dos planos de projecéo, para
que a ortogonalidade entre ambas possa
ser verificada.

Optando por uma reta h, horizontal,
conduz-se a projecao frontal da reta h por
P, e a projecao horizontal dareta h
perpendicularmente ar, e passando por P,.

Areta h é ortogonal a reta r. Determinados
0s pontos notaveis da reta h, é possivel
tracar os tracos de um plano que a contém
e que é ortogonal aretar.

Sabendo que os tracos do plano deverao
ser perpendiculares as projecdes
homodnimas da reta r, conduz-se por F,
uma perpendicular a r,, obtendo o traco
frontal do plano. Pelo seu ponto de
concorréncia com o eixo X, traca-se,
também, uma perpendicularar, e
obtém-se o trago horizontal do plano.

O plano o é ortogonal aretar. Ou segja,
todas as retas pertencentes ao plano o
serao ortogonais aretar.

Como tal, a determinagdo de uma qualquer
reta pertencente ao plano & garantira a
ortogonalidade entre essa mesma reta

e areta dada.

Ortogonalidade entre retas e planos

r

ha
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Assim, por P, conduz-se uma qualquer
projecao, que correspondera a projecao
frontal da reta pretendida —reta s.

Determinando os tracos da reta s sobre os

tracos homoénimos do plano que a contém,
€ possivel determinar ambas as projecdes
daretas.

A reta s pertence a um plano ortogonal a

retar, logo, é ortogonal aretar. X

Resumindo

= Quando uma reta é ortogonal a um plano,
é ortogonal a todas as retas desse plano.

= Quando um plano é ortogonal a uma reta,
todas as retas contidas nesse plano sao
ortogonais a essa reta.

Para praticar

2\

0 Sendo dada uma reta r, definida pelos pontos A (2; 4; 5) e B (-2; 2; 3), determina as
projecoes de umareta s, ortogonal a retar, cuja projecao frontal forme um angulo

de 35° (a.e.) e contenha o ponto P (0; 2; 2).

Q Sendo dada uma reta r, definida pelos pontos A (1; 3; 6) e B(-2; 1; 2), determina as
projecoes de umareta s, ortogonal a retar, cujo traco frontal tem abcissa nula.

Ortogonalidade entre planos

Os planos ortogonais, ao contrario das
retas ortogonais, que nao possuem
qualquer ponto de concorréncia,

<

tém sempre uma reta de intersecgao.
Sao planos secantes que formam,
entre si, diedros de 90°.
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Ortogonalidade entre planos

Deste modo, um plano é ortogonal a outro
apenas se contiver uma reta ortogonal a fo

esse plano.
Nota o exemplo ao lado. P

Aretar é ortogonal ao plano & e qualquer
plano que contenha aretar é ortogonal ao
plano e.

Em dupla projecao ortogonal, sendo dado X
um plano e, pretende-se determinar um

outro plano que contenha o ponto P e seja P,
ortogonal a a..

Aplicando o principio de que, para um plano

ser ortogonal a outro, tera de conter uma he
reta ortogonal ao outro plano, o

procedimento comecara por conduzir, pelo

ponto P, uma reta ortogonal ao plano a.

Assim, por P, conduz-se uma

perpendicular ao traco frontal do plano e, fo

obtendor,, e por P, conduz-se, igualmente,
uma perpendicular ao trago horizontal do
plano e, obtendor,.

A retar é uma reta ortogonal ao plano e.

Qualquer plano que contenha areta r sera

ortogonal ao plano e, pois contém uma reta
ortogonal a este.

Finalmente, resta determinar os tracos de
um qualquer plano.

Esse plano sera sempre ortogonal ao
plano e. ho N
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Nota que, por vezes, poderdo ser

fornecidos dados adicionais acerca do

plano pretendido, nomeadamente, angulos

dos seus tracos. Nesse caso, o tracado dos F,
mesmos nao sera arbitrario.

Ira conter, naturalmente, os tracos dareta x ~H,"\F1
que se tracou, ortogonal a reta dada, e

respeitara, simultaneamente, as condigbes P,
elencadas nessa situacdo concreta.

Os planos & e 3 sdo ortogonais entre si.

Planos ortogonais aos planos bissetores

No caso de planos ortogonais aos planos bissetores, aplica-se o caso geral de
ortogonalidade entre planos.

Sabe-se que os planos bissetores sao planos de rampa passantes. Desse modo, sabe-se
que qualquer plano de perfil sera sempre ortogonal a um plano bissetor, tornando o seu
estudo irrelevante, pois é uma situagao que se verifica sempre.

Assim, sera dada especial énfase aos casos em que um outro plano sera ortogonal a um
plano bissetor.

Planos ortogonais ao 3,5

Para que um plano seja ortogonal a um outro plano, devera ser ortogonal a uma reta desse
plano.

Desse modo, sendo dada uma reta pertencente ao 3,5, pretende-se determinar os tragos
de um plano ortogonal a este plano bissetor.
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Observaaretar.

Sabe-se que a reta r pertence ao plano
Ba/a porque:

= € uma reta obliqua passante (as suas
projecdes concorrem sobre o €ixo Xx);

= as suas projecdes sao simétricas
relativamente ao eixo x.

Pretende-se definir, pelos seus tracos, um
plano ortogonal ao plano .

Sendo a reta r uma reta do plano bissetor
B3 esta deveréa ser ortogonal a qualquer
plano que seja ortogonal ao plano 5.

Aplicando o método geral de
ortogonalidade entre retas e planos,
conduz-se perpendicularmente ar, o trago
frontal do plano e.. Onde o traco cruza o
eixo X, conduz-se o traco horizontal do
plano e, perpendicularmente ar,.

O plano o € ortogonal aretar, logo, é
ortogonal ao plano 3,5.

Resumindo

= Planos ortogonais ao [3,/5 tém os seus
tragos simétricos entre si.

Ortogonalidade entre planos

I
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Perpendicularidade e ortogonalidade

Planos ortogonais ao §3,,,

O mesmo principio devera ser aplicado no
caso de planos ortogonais ao 8,

fo=hs r=
Neste caso, sabe-se que aretar é umareta
pertencente ao plano bissetor ,,, pois:

= € uma reta obliqua passante;

= as suas projecdes sdo coincidentes.

Aplicando o método geral, devera tracar-se
os tracos de um plano ortogonal aretar.
Os seus tracos deverao ser
perpendiculares as proje¢cdes homdonimas
da reta. Neste caso, os tragos do plano
serdo, também, coincidentes.

O plano d é ortogonal aretar, logo é
ortogonal ao plano B3,,.

Resumindo
= Planos ortogonais ao {32,4 tém os seus tragos coincidentes entre si.

Para praticar

o Sendo dado um plano d, cujos tragos horizontal e frontal fazem, respetivamente,
angulos de 45° (a.d.) e 35 (a.d.) com o eixo x, determina os tracos de um plano
ortogonal a este, cujo trago frontal forme um angulo de 50° (a.e.) com o €ixo x.

9 Considerando o plano § do enunciado anterior, determina os tragos de um plano
de topo, ortogonal a este.

9 Considerando uma retar, cuja projecao frontal faz, com o eixo x, um angulo de 35°
(a.d.), e sabendo que se trata de uma reta pertencente ao plano (31,3, determina os
tracos de um plano ortogonal a este plano bissetor.

0 Considerando uma retar, cuja projecéo frontal faz, com o eixo x, um angulo de 40°
(a.e.), e sabendo que se trata de uma reta pertencente ao plano @2,4, determina os
tracos de um plano ortogonal a este plano bissetor.
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Figuras planas |

Projecao de figuras planas em planos horizontais

ou frontais

Relembrando os conceitos ja estudados, os planos horizontais e frontais sdo planos

projetantes e, portanto, ortogonais a um dos planos de projecao. O que os distingue dos
demais planos projetantes é o facto de estes serem, simultaneamente, paralelos ao outro

plano de projecao.

Deste modo, qualquer elemento constante num plano horizontal ou frontal terd uma das

suas projecoes em deformagao maxima e a outra em verdadeira grandeza.

Observando a representacao ao lado,
verifica-se que o quadrado [ABCD],
contido no plano horizontal v, se projeta,
em projecao frontal, através de uma linha
- esta em deformagao maxima.

Ja em projecéao horizontal, a sua projecao
é geometricamente igual ao quadrado
[ABCD] - estd em verdadeira grandeza.

Em dupla projecéo ortogonal, os vértices C
e D estdo coincidentes na projecao frontal,
bem como os vértices A e B. Conclui-se
que os lados [CD] e [AB] sao segmentos
contidos em retas de topo. Ja os lados
[CA] e [DB] sdo segmentos contidos em
retas fronto-horizontais, uma vez que
ambas as suas projecdes sao paralelas

ao eixo x.

A projecao horizontal do quadrado [ABCD]
estd em verdadeira grandeza.
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Analisando, agora, em dupla proje¢éo
ortogonal um caso em que sao dados dois
pontos de uma figura geométrica contida
num plano horizontal v, da qual se pretende
determinar as suas projecdes, considera:

= 0s pontos A e C correspondem a dois
vértices de um triangulo equilatero [ABC];

= 0 lado [AB] estéa contido numa reta
fronto-horizontal.

Deste modo, unindo as projecdes
horizontais dos pontos A e C, tem-se
um dos lados do triangulo.

Sabendo que o lado [AB] é
fronto-horizontal, tragcou-se umareta
paralela ao eixo x, passando por A,.

Com o auxilio de um compasso,
coloca-se a ponta seca sobre a proje¢éo
horizontal do ponto C, abrindo até a
projecao horizontal do ponto A. Tracando
um arco, este interseta a linha paralela ao
eixo X, que contém A, em dois pontos: A,
e B,, uma vez que se trata de um tridngulo
equilatero.

A projecao frontal do ponto B esta sobre
o traco frontal do plano v.

Assim, sdo determinadas as projec¢des de
um tridngulo equilatero contido num plano
horizontal, sendo dados dois dos seus
pontos.

Projecao de figuras planas em planos horizontais ou frontais

AZ CZ (fv)
X
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G
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Figuras planas |

Considerando, agora, um outro exemplo:

Sabe-se que o ponto O corresponde ao 0,
centro de uma circunferéncia de 2 cm de
raio, contida num plano frontal.

Tratando-se de um plano frontal,
antevé-se que a sua projecao frontal

estard em verdadeira grandeza, visto este X
ser paralelo ao Plano Frontal de Projecao.

(hs)

0

Assim, com o auxilio de um compasso,

coloca-se a ponta seca sobre a projecao

frontal do ponto O, abrindo o mesmo em

2cm. A, 0, B,

Tracando uma circunferéncia de 2 cm de
raio com centro em O,, tem-se a projecao
frontal da circunferéncia.

(h;)

Para definir a circunferéncia em projecao Ay O B,
horizontal, tracou-se um didmetro, paralelo

ao eixo X, determinando, assim, os pontos

extremos da circunferéncia A e B.

Deste modo, sdo determinadas as A 0, B,
projecdes de uma circunferéncia contida
num plano frontal, sendo dado o seu centro

e a medida do seu raio.

(hs)
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Projecao de figuras planas em planos nao-paralelos aos planos de proje¢ao

Para praticar

0 Determina as projecdes de um quadrado [ABCD], sabendo que o quadrado esta
contido num plano horizontal v. Os pontos A e C definem a diagonal do quadrado
e tém as seguintes coordenadas: A (-2; 2; 3) e C (0; 6; 3).

e Determina as projecées de um tridngulo equilatero [ABC] contido num plano
frontal, sabendo que o tridngulo esta inscrito numa circunferéncia de 3 cm de raio,
cujo centro é o ponto O (0; 3; 4). O vértice C é o vértice de maior cota do tridngulo
e o lado [AB] esta contido numa reta fronto-horizontal pertencente ao plano.

e Determina as projecées de um quadrado [ABCD], sabendo que o quadrado esta
contido num plano horizontal v. O quadrado esta inscrito numa circunferéncia com
3 cm de raio, cujo centro é o ponto O (0; 6; 3) e uma das suas diagonais pertence a
uma reta horizontal que forma um angulo de 35° (a.d.) com o Plano Frontal de
Projecao.

Figuras planas i

Projecao de figuras planas em planos nao-paralelos
aos planos de projecao

Projecao de figuras planas em planos verticais ou de topo

Os planos verticais e de topo sao planos projetantes, tal como os planos horizontais

e frontais. Contudo, ao contrario dos dois ultimos, que sado paralelos a planos de projecéo,
0s planos verticais e de topo nao estabelecem esse paralelismo com nenhum dos planos
de projecéo. Assim, nenhuma das projecdes de figuras contidas neste tipo de planos estara
em verdadeira grandeza. Deste modo, podera ser necessario recorrer a métodos
geomeétricos auxiliares para a resolucao de alguns enunciados.

O exemplo da pagina seguinte ilustra o que foi referido acima.
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Figuras planas Il

Considerando um triangulo [ABC], contido
num plano e, de topo, verifica-se que a
projecao frontal do tridngulo estara em
deformacao maxima, uma vez que um

plano de topo é um plano projetante frontal.

Ja a projecao horizontal nao estd nemem
deformacao maxima, nem em verdadeira
grandeza, encontrando-se, apenas,
deformada.

Nota que o lado [AB] corresponde a um
segmento de topo. Por isso, apesar de a
projecao horizontal do triangulo nao estar
em verdadeira grandeza, é possivel medir
0 segmento em questao diretamente em
projecao horizontal, pois € paralelo ao
Plano Horizontal de Projecéo.

Ja os lados [AC] e [BC] estao contidos
em retas obliquas, pelo que nenhuma
das medidas das suas projecdes
corresponde a realidade.

Analisa o seguinte exemplo:

Considerando um plano vertical &, sabe-se
que este contém um quadrado [ABCD].

A sua diagonal [AC] pertence a uma reta
obliqua do plano e a sua projecao frontal
faz, com o eixo x, um angulo de 45° (a.d.).

Pretende-se determinar os vérticesBe D
do quadrado, ficando este representado
pelas suas projecodes.

Uma vez que se sabe que a diagonal faz,
com o eixo x, um angulo de 45°, isso
permite antever que os lados do quadrado
estardo contidos em retas horizontais

e verticais.
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Projecao de figuras planas em planos nao-paralelos aos planos de proje¢ao

Deste modo, sdo determinadas as
projecdes dos pontos B e D.

Nota que, se a direcdo da diagonal fosse
diferente, a solucao seria determinar,

a partir do seu ponto médio, uma
perpendicular, e inscrever o quadrado
numa circunferéncia, de modo a determinar
0s pontos em falta.

Assim, os lados [BC] e [AD] sao segmentos
horizontais, e os lados [AB] e [CD] séo
segmentos verticais.

Neste caso, embora o quadrado nao tenha
nenhuma das suas projecdes em
verdadeira grandeza, os seus lados estédo
contidos em retas paralelas aos planos de
projecao. Deste modo, é possivel medir os
seus lados [AB] e [CD] em projecéo frontal
e os seus lados [BC] e [AD] em projecao
horizontal.

fo
BZ CZ
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Figuras planas Il

Considera, agora, o exemplo de um plano
de topo que contém os pontos A e O.

Relativamente a O, sabe-se que corresponde
ao centro de uma circunferéncia na qual se
inscreve um triangulo equilatero [ABC].

Pretende-se determinar as projecdes

do tridngulo.

Uma vez que se trata de uma figura contida
num plano de topo, e ndo especificando a
dire¢cdo de nenhum dos seus lados, torna-se
essencial recorrer a um método geométrico
auxiliar, de forma a poder desenhar o
triangulo em verdadeira grandeza.

Neste caso, optou-se por rebater o plano
de topo e sobre o Plano Frontal de Projecao.

Rebatidos os pontos O e A, com centro em
0, até ao ponto A, traca-se a circunferéncia
na qual o tridngulo estara inscrito. Unindo
A, a O, prolonga-se a linha até a outra
extremidade da circunferéncia, achando

o didmetro desta.

Tratando-se de um tridngulo equilatero,
com o auxilio de um compasso, coloca-se
a sua ponta seca sobre 0 ponto oposto a A,
nesse diametro, e marca-se uma
semicircunferéncia. Nos dois pontos de
intersecao desta com a circunferéncia com

centro em O, estdo os dois vértices do
triangulo rebatidos - B, e C..

Estando o tridangulo [ABC] representado
em verdadeira grandeza, no rebatimento,
segue-se o contrarrebatimento dos pontos
BeC.

fa

0,

Ay

X

0,

Aq

ha
By
Or
fo=for
hey
B,
N\,
G
A
X
G \
0,
B,
he A

Deste modo, obtém-se as projecdes do
tridngulo [ABC].
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Projecao de figuras planas em planos nao-paralelos aos planos de proje¢ao

B,

Nota que, estando o tridangulo contido
num plano de topo, este tera a sua proje¢ao
frontal em deformacao maxima. hay

Or
fo=for

Neste caso, nenhum dos segmentos G,
correspondentes aos lados do triangulo A,
esta contido em retas paralelas aos planos
de projecéo, pelo que nenhuma das
projecdes permite, por si s6, conhecer X
a verdadeira dimensao dos seus lados. Gl

Como tal, neste caso, foi necessario

recorrer ao rebatimento para determinar

as projegodes do triangulo [ABC]. \

Projecao de figuras planas em planos de perfil

Os planos de perfil sdo um caso particular dos planos projetantes, uma vez que
sdo duplamente projetantes, isto é: sdo ortogonais a ambos os planos de projecao.
Assim, qualquer figura contida num plano de perfil terd ambas as suas projecdes
em deformagdo maxima.
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Figuras planas Il

Observa a representacao ao lado:

O plano de perfil T contém uma
circunferéncia, cujo centro é o ponto O
e cujos segmentos [AC] e [BD] sdo
didmetros da circunferéncia
perpendiculares entre si.

Ambas as suas projecdes estdo em
deformacao maxima, reduzidas a um
segmento, em projecao frontal e em
projecéao horizontal.

Verifica o0 exemplo em dupla projecao
ortogonal.

Sendo dado um plano de perfil T € o ponto
0, sabe-se que:

= 0 ponto O é o centro da circunferéncia;
= a medida do raio da circunferéncia é
3 cm. Considera o desenho a uma
escala 1/2.

Para a resolucao deste problema,

€ necessario desenhar a circunferéncia
em verdadeira grandeza, de forma a
determinar mais pontos para que esta
fique definida em dupla projecao.

Deste modo, recorreu-se a um rebatimento.
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Projecao de figuras planas em planos nao-paralelos aos planos de proje¢ao

Rebatendo o plano de perfil sobre o Plano
Frontal de Projecao, obteve-se O,. Com o

auxilio de um compasso e tendo O, como
centro, tracou-se uma circunferéncia com
3 cm de raio.

Estando a circunferéncia representada
em verdadeira grandeza, determinaram-se
quatro pontos, referentes a opostos dos
didmetros da circunferéncia, e efetuou-se
0 seu contrarrebatimento.

Deste modo, sobre os tracos do plano de
perfil estdo delimitados os segmentos que
correspondem as projecdes horizontal e
frontal da circunferéncia.

Assim, esta representada a circunferéncia
em dupla projecéo ortogonal, evidenciando
que qualquer figura plana que esteja
contida num plano de perfil tem ambas as
suas projecoes em deformagao maxima,
uma vez que planos de perfil sdo
duplamente projetantes.

Este é o Unico caso em que, observando
apenas a representacdo em dupla projecdo
ortogonal, ndo é possivel determinar de
que tipo de figura plana se trata.
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Figuras planas Il

Para praticar

0 Considera um plano ¢ de topo, cujo traco frontal faz, com o eixo x, um angulo
de 40° (a.d.). Sabe-se que o plano contém um retangulo, cujos lados de maior
dimensao sdo segmentos de retas de topo. Um desses segmentos é definido
pelos pontos A e B, tem 2 cm de cota e mede 6 cm. O ponto C tem 3 cm de
afastamento, sendo que o segmento [AC] é frontal e mede 3 cm. O lado [CD] do
retangulo é o seu lado de maior cota.

9 Sendo dado um ponto A de um triangulo equilatero, contido num plano vertical ¢,
determina as projec¢des do tridngulo [ABC], sabendo que:

= 0 trago horizontal do plano faz, com o eixo x, um angulo de 45° (a.e.);

= A(3;4)

= 0 segmento [AB] é horizontal e mede 4 cm, sendo B o ponto de maior
afastamento;

= 0 ponto C é o ponto de menor cota do tridngulo.

9 Sendo dado um ponto O (4; 6), determina as proje¢coes de uma circunferéncia, cujo
raio mede 3 cm e que tem o ponto O como centro. Sabe-se que a circunferéncia
esta contida num plano de perfil .

Resumindo

Figuras planas contidas em planos horizontais:
= projecao frontal em deformacao maxima;
= projecao horizontal em verdadeira grandeza.

Figuras planas contidas em planos frontais:
= projecao frontal em verdadeira grandeza;
= projecao horizontal em deformag¢ao maxima.

Figuras planas contidas em planos de topo:
= projecao frontal em deformacao maxima;
= projecao horizontal em deformacao.

Figuras planas contidas em planos verticais:
= projecao frontal em deformacao;
= projecao horizontal em deformagao maxima.

Figuras planas contidas em planos de perfil:
= projecao frontal em deformacao maxima;
= projecao horizontal em deformagao maxima.
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Representacao de sélidos |

Representacao de piramides e prismas
com bases contidas em planos
horizontais, frontais e de perfil

Representacao de cones e cilindros
com bases contidas em planos
horizontais e frontais

Nocao de contorno aparente e
invisibilidades num sélido

Representacao de linhas e pontos
pertencentes a sélidos geométricos

Representacao de solidos li

Representacao de piramides e prismas
com bases contidas em planos
nao-paralelos aos planos de projecao

Representacao de solidos com bases
contidas em planos de topo

Representacao de solidos com bases
contidas em planos verticais



Representacao de solidos |

Representacao de piramides e prismas com bases
contidas em planos horizontais, frontais e de perfil

A representacao de sélidos resulta da
interligacéo entre a representacao de figuras
planas e de retas ortogonais ou obliquas aos
planos que contém essas figuras,

Qo

tratando-se respetivamente de sdlidos retos
ou obliquos.

Abordando o estudo de uma piramide reta, P 'A Ls,

cuja base estéa contida num plano horizontal =D,

(de nivel), obtém-se o seguinte exemplo:

O quadrado [ABCD] é a base de uma /
pirdmide quadrangular regular, pertencente

G

a um plano horizontal v. X

O seu vértice V nao pertence,
naturalmente, ao plano da base, estando
contido numa reta ortogonal a esse plano.

Deste modo, a altura da piramide pode ser medida diretamente em projecao frontal, uma
vez que o segmento compreendido entre a intersecao da reta que contém o vértice e 0
plano da base e 0 ponto V se projeta em verdadeira grandeza no Plano Frontal de Projecao.

Visualizando em dupla projecao ortogonal:
Sendo o plano ¥ um plano projetante frontal,
a base da piramide, contida nesse plano,

tem a sua projecéo frontal em deformacéao
C=D,

maxima. Tratando-se de uma pirémide reta,
em gue o seu vértice esta contido numa reta

Va

A=B, (f+)

ortogonal a base, intersetando a mesma no
seu centro geométrico, é possivel medir a

sua altura em projecao frontal. G

A altura da piramide é medida sobre o seu
eixo, que € uma reta vertical. Dy

62

A

B,



Representacao de piramides e prismas com bases contidas em planos horizontais, frontais e de perfil

Considerando, agora, a mesma base
[ABCD], e sendo dado o ponto V,
representado pelas suas projecdes,
sabe-se que este é o vértice de uma
pirdmide obliqua cuja base é o quadrado
[ABCD].

Nota que a projecao horizontal do ponto V
nao coincide com o centro geométrico

da base. Assim, conclui-se que se trata

de uma piramide obliqua.

Neste caso, o eixo da pirdmide é uma reta
frontal, uma vez que a sua projecao
horizontal é paralela ao eixo x.

Ao contrario do que acontece com uma
pirdmide reta, a altura da piréamide obliqua
é medida perpendicularmente ao plano
da base, ndo correspondendo a medida
do seu eixo.

Nota que o eixo da piramide poderia ndo
ser frontal, mas sim obliquo. Na verdade,
qualquer reta que seja obliqua face ao
plano da base podera ser uma reta de
suporte do eixo da piramide.

A reta de suporte do segmento que traduz
a altura do sdlido, neste caso, sera sempre
paralela ao Plano Frontal de Projecéo, uma
vez que a base pertence a um plano
horizontal (de nivel), e a reta deve ser
ortogonal a esse plano.

Y
C=D, A=B, (fv)
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\
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Representacao de sélidos |

Observa o exemplo seguinte.

Sendo dados dois planos de perfil, que
contém dois quadrados, sabe-se que
esses quadrados séo bases de um prisma
quadrangular regular.

Nota que se trata de um prisma regular,
uma vez que, em ambas as projecoes,
as arestas sdo sempre ortogonais face
aos planos das bases.

Neste caso, o eixo do prisma é um
segmento fronto-horizontal, estando
projetado em verdadeira grandeza em
ambas as projecoes.

Uma vez que as bases pertencem a planos
de perfil, estas nao se projetam em
verdadeira grandeza em nenhuma das
projecdes, mas sim em deformagao maxima.

Observando, agora, um exemplo em que
as arestas laterais ndo sdo ortogonais aos
planos das bases, conclui-se que se trata
de um prisma obliquo.

Nota que, em projecéo horizontal,

as projecdes das arestas sdo ortogonais
aos planos de perfil, mas em projecao
frontal isso nao se verifica. Tal deve-se
ao facto de, neste caso, as arestas
corresponderem a segmentos frontais.

Na verdade, tridimensionalmente, estas sdo

obliquas face aos planos das bases. Assim,
a altura do prisma, neste caso, ndo se mede
sobre o eixo do mesmo, mas sim aferindo a
distancia entre ambos os planos das bases.

A altura do sélido (h) é medida sobre um
segmento fronto-horizontal compreendido
entre os planos das bases.
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Representacao de cones e cilindros com bases contidas em planos horizontais e frontais

Para praticar

0 Sendo dados os pontos A (-2; 3; 5) e B (1; 3; 2), e sabendo que estes sao vértices
de um tridngulo equilatero contido num plano frontal, correspondente a base de
uma piramide reta do 1.° diedro, cujo vértice V tem 7 cm de afastamento e que o
vértice C é o ponto de maior cota da base, determina as projecdes da piramide.

@ Considerando o triangulo [ABC] do enunciado anterior, e sendo esse uma das
bases de um prisma triangular obliquo com 5 cm de altura, determina as projecoes
do prisma sabendo que A’ (0; 8; 8) € um dos vértices da outra base do prisma.

9 Sendo dados os pontos A (-1; 2; 5) e C (3; 4; 5), e sabendo que estes sao vértices
opostos de um quadrado [ABCD] horizontal, determina as projecoes de uma
piramide obliqua, cuja base é o quadrado [ABCD], sabendo que o seu eixo esta
contido numa reta frontal que forma, com o Plano Horizontal de Proje¢cao, um
angulo de 45° (a.d.) e que mede 6 cm.

Representacao de cones e cilindros com bases
contidas em planos horizontais e frontais

Observa o exemplo ao lado.

Sendo dado um ponto O, centro de uma
circunferéncia correspondente a base de 020",

um cilindro reto, contida num plano frontal, r
e sendo dado o seu raior, a base do
cilindro estara representada em verdadeira
grandeza em projecao frontal.

Tratando-se de um cilindro reto, as bases
estardo coincidentes em projecao frontal,

. , . h
€ 0 seu eixo estara contido numa reta de (hs)

0

topo.

A altura do cilindro podera ser medida

em projecao horizontal e corresponde ()
oY 5

a distancia entre os planos das bases.
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Representacao de sélidos |

Neste exemplo, tem-se uma circunferéncia
contida num plano horizontal, que é a base
de um cone obliquo. Neste caso, é dado o
vértice do cone (ponto V). Em projecéao
horizontal (verdadeira grandeza da base),
unem-se os extremos da base a projecao
horizontal do ponto V. Em projecao frontal,
0 processo é semelhante, unindo os
extremos da projecéo frontal dabasea V,,

Conforme se pode observar, neste caso,
0 eixo é obliquo, pois ambas as projecdes
sao obliquas face ao eixo x.

Embora o eixo, sendo obliquo, ndo possa
ser medido diretamente em dupla projecao
ortogonal, a altura do cone podera ser
medida através de uma reta vertical que
contém o ponto V e que &, por conseguinte,
ortogonal ao plano da base do cone.

A altura do cone é medida em projecao
frontal.

Para praticar
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o Considera um ponto O (0; 2; 5), correspondente ao centro de uma circunferéncia
horizontal que é a base de um cone de revolugédo, com 2 cm de raio. Sobre o cone,
sabe-se que tem 5 cm de altura e que o vértice é um ponto do Plano Horizontal de

Projecao. Determina as projecdes do cone.

e Considera um ponto O (0; 3; 3), correspondente ao centro de uma circunferéncia
tangente ao Plano Horizontal de Projecdo. Sendo esta uma das bases de um
cilindro obliquo, cujo eixo esta contido numa reta horizontal, que faz com o Plano
Frontal de Projecao um angulo de 50° (a.d.) e mede 6 cm, determina as projecoes

do cilindro.
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Nocao de contorno aparente e invisibilidades num sélido

Nocao de contorno aparente e invisibilidades
num soélido

Experimenta observar um qualquer objeto que tenhas a tua disposi¢ao a partir de um
determinado angulo. Regista essa imagem.

Mantendo a localizacdo do mesmo, move-te e observa-o a partir de um outro ponto.
Regista essa imagem.

Comparando ambos os registos, pode concluir-se que, a partir de um ponto de
observacao, ndo é possivel visualizar todas as partes de um dado objeto. Assim, ha um
lado visivel e outro invisivel, uma vez que um objeto, ou sdlido, sao feitos de matéria.

Na verdade, quando observamos um dado objeto, visualizamos apenas uma das suas
partes, delimitada por uma silhueta a que se da o nome de contorno aparente do sélido.

Em Geometria Descritiva, por contorno aparente do sélido entende-se o seguinte:

= Linha fechada (pode ser quebrada, curva ou mista) que separa as partes visiveis do soélido
das nao-visiveis.

Observa o exemplo ao lado.

. . 01
O cilindro representado, de bases frontais,

tem, delimitado a azul, o seu contorno

aparente, tendo em conta as duas posicdes

do observador quando se trata de dupla \
projecéo ortogonal. | 02

Po

0, — corresponde a posicao relativa do \ /

—_—— = - e

observador na projecéo horizontal do ™

cilindro.
0, - corresponde a posicao relativa do /

observador na projecéo frontal do cilindro.

Com base na observacao do exempilo,
conclui-se que, em caso de sobreposicao
de elementos:

= Em projecao frontal, prevalecem os pontos e arestas de maior afastamento;
= Em projecao horizontal, prevalecem os pontos e arestas de maior cota.
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Representacao de sélidos |

Representacao de linhas e pontos pertencentes

a sblidos geométricos

Das consideracdes anteriores, sabe-se que
as faces de um poliedro correspondem a
porcdes de planos e que as suas arestas
sdo segmentos de reta cujas retas de
suporte sdo retas pertencentes aos planos
das faces do sélido.

Observa a piramide quadrangular.

O ponto P é um ponto contido na aresta
[AB].

Pelo ponto P, pretende-se tracar um
segmento que pertenca a face [AVB].

Para que esse segmento pertenca a face
pretendida, deve conter dois pontos dessa
face.

Neste caso, optou-se por considerar uma
geratriz do sélido e, por isso, uniram-se as
projecdes do ponto P as projecdes
homadnimas do ponto V.

Areta g é areta de suporte de um
segmento de reta [VP] que pertence a face
[AVB] e, por conseguinte, a piramide
quadrangular.
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Representagao de linhas e pontos pertencentes a sélidos geométricos

Considerando a mesma piramide,
pretende-se, agora, a determinacdo de um
ponto que pertenca a face [BVC], cuja cota
assuma o valor z.

Para tal, recorre-se a uma reta h, horizontal,
com a cota pretendida. Onde a projecao
frontal da reta hintersetar as arestas da
face do sdlido, tem-se dois pontos da reta:
M e N. Através das projecdes horizontais
dos pontos, é possivel determinar a
projecao horizontal da reta h.

Tendo o segmento [MN], sabe-se que
qualquer ponto da face [BVC] com a cota
pretendida estara sobre o segmento [MN].

Abordando, agora, 0 caso de um cone de
revolucao, pretende-se determinar um
ponto com cota z, que pertenca a
superficie do cone.

Para tal, considera-se um plano horizontal
cuja cota corresponda a cota do ponto
pretendido.

Em projecéo frontal, o plano interseta
0 contorno aparente do cone em dois
pontos: M e N.

Em projecao horizontal, os pontos
assumem o mesmo afastamento do centro
da base, uma vez que marcam os extremos
de uma circunferéncia paralela a base.

Esta, assim, determinado o lugar
geomeétrico onde se encontram todos

0s pontos da superficie conica com a cota
pretendida.
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Representacao de solidos Il

Representacao de piramides e prismas com
bases contidas em planos projetantes
nao-paralelos aos planos de projecao

A representacao de sélidos com bases contidas em planos projetantes nao paralelos aos
planos de projecao, isto é, planos verticais e de topo, resulta da conjugacao de dois temas:

= representacao de figuras planas contidas em planos verticais e de topo;
= ortogonalidade entre retas e planos verticais ou de topo (tratando-se de sélidos regulares).

Uma vez que os planos verticais e de topo ndo sdo paralelos aos planos de projecdo, nenhuma
das bases dos solidos contidas nestes planos esta representada em verdadeira grandeza em
dupla projecao ortogonal, sendo necessario recorrer a métodos geométricos auxiliares.

Dada a sua natureza, destacam-se como retas ortogonais a planos de topo as retas
frontais; e como retas ortogonais a planos verticais as retas horizontais.

Assim, tratando-se de soélidos regulares, pode concluir-se que:

= sélidos regulares com bases em planos de topo tém o seu eixo numa reta frontal,
= solidos regulares com bases em planos verticais tém o seu eixo numa reta horizontal.

fo
Representacao de sélidos

com bases contidas em
planos de topo "

Observa o plano de topo &, que contém
os pontos A e O.

0,

Sabe-se que o ponto O corresponde
ao centro de um quadrado [ABCD].
Sobre esse quadrado é dado o ponto A, o

que é um dos seus vértices. A

O quadrado ¢é a base de uma pirdmide
regular, cujo vértice V é um ponto do
Plano Horizontal de Projecéo.

ha
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Representagao de solidos com bases contidas em planos de topo

Para representar o solido em dupla projecao ortogonal, € necessario, em primeiro lugar,

determinar as projecdes da sua base.

Uma vez que se trata de uma base contida num plano de topo, nenhuma das suas projecdes

se encontra em verdadeira grandeza. has

Como tal, é necessario recorrer aum
rebatimento para proceder a construgcao
do quadrado, partindo dos pontos O € A.

Rebatendo o plano de topo e sobre o
Plano Frontal de Projecao, tendo como

B
fo=for

Or G

B

charneira o traco frontal do plano de topo,
tem-se o centro do quadrado [ABCD]
rebatido, bem como o seu vértice A. Com
centro em O, até A, tem-se o raio da
circunferéncia que circunscreve o
quadrado.

Prolongando esse raio, encontra-se o didmetro
dessa circunferéncia e, consequentemente,

a diagonal do quadrado. No extremo da
diagonal que contém A, encontra-se o ponto C.

Perpendicularmente a esta diagonal,
passando por O, tem-se a outra diagonal e os
restantes dois vértices do quadrado: B e D. hes
Efetuando o contrarrebatimento dos

pontos B, C e D, tem-se o quadrado

[ABCD] representado em dupla projecao
ortogonal.

Sabendo que se trata de uma piramide

ho

D, G

O

A B‘;

B

regular, cujo vértice é um ponto V, X
pertencente ao Plano Horizontal de
Projecéo, recorre-se a uma reta f, ortogonal fy

ao plano e, que sera areta de suporte do
eixo da piramide.

Areta f devera conter o ponto O, e a sua
projecéo frontal fard um angulo de 90°
com o traco frontal do plano.

he

0, v,
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Representacao de sélidos I

Neste caso, uma vez que o ponto V pertence
areta f e ao Plano Horizontal de Projecao, este
corresponde ao traco horizontal da reta f.

Nota que, caso fosse especificada a altura

da pirdmide, essa medida poderia ser

marcada, diretamente, sobre a projecéo

frontal da reta f, uma vez que se encontra her
em verdadeira grandeza.

Determinadas as projecdes do ponto V,
€ possivel unir os vértices da base ao
ponto V, determinando as projecdes
das arestas laterais da piramide.

fo=for

Nota que as arestas [VD] e [VA] sdo
invisiveis em projecao horizontal, por
serem as arestas de menor cota, e ndo f,

constituem o contorno aparente do sélido.

A aresta [DV] também é invisivel em
projecao frontal, por ndo ser parte do
contorno aparente do soélido e por ser
a aresta de menor afastamento.

ha

Representacao de sdlidos com bases contidas

em planos verticais

Considera, agora, um plano vertical que
contém os pontos Ae O.

Sobre o ponto O, sabe-se que corresponde
ao centro de uma circunferéncia na qual
se inscreve um tridngulo equilatero.

O ponto A é um dos vértices desse

fo

Ay

0,

tridngulo e é o ponto de maior cota X
e menor afastamento do triangulo.

O tridngulo [ABC] corresponde a uma
das bases de um prisma triangular regular
com 3 cm de altura.

72
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Representacao de solidos com bases contidas em planos verticais

A outra base do prisma, o triangulo [A'B'C],
€ a base de maior afastamento do prisma.

Para determinar as projecdes do prisma
triangular de bases verticais, € necessario,
primeiramente, representar uma das suas
bases em dupla projecao ortogonal.

Como as bases estdo contidas em planos
verticais g, por isso, nenhuma das suas
projecdes se encontra em verdadeira
grandeza, é necessario recorrer a um
rebatimento.

Neste caso, optou-se por rebater o plano
vertical sobre o Plano Frontal de Projecao,

utilizando como charneira o traco frontal do plano

vertical.

Rebatidos os pontos A e O, € possivel construir o

tridngulo [ABC] no rebatimento. Contrarrebatendo

0s seus pontos, tem-se o tridngulo representado

em dupla projecdo ortogonal.

Tratando-se de bases contidas em
planos verticais e de um prisma regular,
sabe-se que o eixo do mesmo sera
ortogonal a base e, portanto, devera
estar sobre uma reta ortogonal a um
plano vertical.

Assim, o eixo do sélido estara sobre

uma reta horizontal.

Passando por O, traca-se uma perpendicular
ao traco horizontal do plano vertical da base
[ABC] (projecao horizontal da reta de suporte
do eixo) e uma paralela ao eixo x (projecéo
frontal da reta de suporte do eixo).

Sendo a reta horizontal uma reta paralela ao
Plano Horizontal de Projecao, tem a sua
projecao horizontal em verdadeira grandeza,

pelo que a altura do prisma podera ser medida

sobre h,, correspondendo ao segmento [00'].

fo=for
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Representacao de sélidos I

Uma vez que, num prisma, ambas as bases sao sempre paralelas, é possivel determinar
imediatamente as projecdes da base [A'B'C'].

Estd, assim, representado em dupla projecao ortogonal um prisma regular de bases
verticais.

Resumindo

= S¢lidos regulares com bases em planos de topo tém o seu eixo numa reta frontal.
A altura de so6lidos de bases de topo é medida em projecao frontal.

= Sélidos regulares com bases em planos verticais tém o seu eixo numa reta horizontal.
A altura de sdlidos de bases verticais € medida em projecéo horizontal.

Para praticar

o Determina as proje¢c6es de um cubo sabendo que:
= asuaface [ABCD] é de topo e esta inscrita numa circunferéncia, cujo centro
€ o ponto O (-1; 5; 4) com 3 cm de raio;
= o plano da base faz, com o Plano Horizontal de Proje¢ao, um angulo de 40°
(a.d.);
= os lados do quadrado [AB] e [CD] sdo segmentos de topo;
= aface oposta ao quadrado [ABCD] é a face de maior cota do cubo.
Representa o solido em dupla projecao ortogonal, evidenciando as suas faces
VISIVEeIS e Invisivels.
Q Determina as proje¢c6es de uma piramide triangular regular sabendo que:
= asuabase [ABC] é um tridangulo equilatero contido num plano vertical que faz,
com o Plano Frontal de Projecao, um angulo de 65° (a.e.);
= o ponto A (2; 1) é um dos vértices da base e o ponto B tem afastamento nulo
e cota 6.
= aaltura da piramide é de 5 cm;
= 0 solido localiza-se inteiramente no 1.° diedro.

e Determina as projec6es de uma piramide quadrangular regular sabendo que:
= 0 quadrado [ABCD] é de perfil e é a base da piramide;
= o ponto O (4; 4) é o centro da circunferéncia circunscrita ao quadrado;
= o ponto A (1; 5) é um dos vértices do quadrado;
= 0 pontoV, vértice da piramide, tem abcissa inferior a base;
= apiramide tem 6 cm de altura.

74



Métodos geométricos
auxiliares li

Rebatimento de planos nao-projetantes
Rebatimento de planos obliquos
Rebatimento de planos de rampa
Rebatimento de planos passantes



Métodos geomeétricos
auxiliares

Rebatimento de planos nao-projetantes

Os métodos geométricos auxiliares tém como propdsito permitir a determinacéo da
verdadeira grandeza de elementos geométricos que, em dupla proje¢ao ortogonal, se
encontram deformados.

Assim, estes consistem em alterar a posicao do objeto, para que este se posicione
paralelamente a um dos planos de projecao, e assim determinar a sua verdadeira grandeza.

Anteriormente, foram abordados trés métodos:

= mudanca do diedro de projecao;
= rotacdo;
= rebatimento.

O método aplicavel a planos é o do rebatimento, consistindo numa rotacdo do mesmo em
torno de um eixo, correspondendo este, normalmente, a uma das retas notaveis desse plano
considerado como charneira.

Assim, na maioria das vezes, a charneira do rebatimento de um plano é um dos seus tracos,
consoante se trate de um rebatimento sobre o Plano Frontal de Proje¢&o ou sobre o Plano
Horizontal de Projecéo.

Os rebatimentos s6 se aplicam em planos nao paralelos aos planos de projecao, uma vez
que, guando o sao, Nnao é necessario recorrer a métodos geométricos auxiliares, pois uma
das projecoes ja se encontra em verdadeira grandeza.

Tendo sido ja abordado o rebatimento de planos projetantes nao paralelos aos planos de
projecao, é agora 0 momento de estudar o rebatimento de planos ndo-projetantes e nao
paralelos aos planos de projecao: planos obliquos, planos de rampa e planos passantes.

Uma vez que os arcos de rebatimento constam sempre de um plano ortogonal a charneira do
rebatimento, no caso de planos projetantes, estes coincidiam com os planos de projecao.

No caso de planos nao-projetantes, esse principio ja nao se aplica.

Nestes casos, ha dois aspetos-chave a considerar:

= selecionar sobre que plano se dara o rebatimento;
= selecionar e identificar a charneira do rebatimento e a identificagcdo dos planos ortogonais
a esta, onde constardo os arcos do rebatimento.
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Rebatimento de planos obliquos

Rebatimento de planos obliquos

Num rebatimento, o que é rebatido é sempre um plano, e ndo pontos ou retas isolados.
Na verdade, esses elementos que constam de um plano sdo transportados aquando
do rebatimento do préprio plano.

Assim, o rebatimento de um plano obliquo pode seguir dois processos:

= 0 rebatimento dos seus tracos;
= 0 rebatimento dos pontos que o definem (tridngulo do rebatimento).

De facto, quando se trata de rebatimento de planos projetantes, como estes sdo ortogonais a,
pelo menos, um dos planos de projecao, os arcos do rebatimento estdo em verdadeira
grandeza. Tal ndo acontece com o rebatimento de planos ndo-projetantes.

Observa o exemplo:

Considerando um plano e, obliquo, do qual
faz parte o ponto P, pretende-se rebater o
plano sobre o Plano Horizontal de Projecéo.

Para tal, proceder-se-a ao rebatimento do
ponto P.

O arco do rebatimento estara contido num
plano ortogonal a et que contenha o ponto P.

Como tal, recorre-se a um plano auxiliar, 6,

que contenha o ponto P. / ; © PR
he

Tratando-se de um plano vertical, traca-se, X
por P,, uma perpendicular ao traco
horizontal do plano obliquo.

Considerando a intersec¢éao dos tracos horizontais de ambos os planos, encontra-se o
centro do arco do rebatimento — 0. Com centro em O, até ao ponto P, transporta-se a
medida até ao Plano Horizontal de Projec&o, isto &, até ao traco horizontal do plano 6.

Assim, a distancia que permite rebater o ponto P é [OP].

Nota que o arco de rebatimento ndo se projeta em verdadeira grandeza em nenhum dos
planos de projecédo, sendo esse o problema a ultrapassar no processo de rebatimento de
planos obliquos.
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Métodos geométricos auxiliares I

Rebatimento de planos obliquos - rebatimento pelos seus tragos

Uma forma de contornar a questdo da determinac&o da verdadeira grandeza do arco do
rebatimento de um plano obliquo é proceder ao rebatimento dos seus tracgos.

Deste modo, apds o rebatimento dos tracos do plano, da-se o rebatimento sucessivo de
retas e pontos pertencentes ao plano.

Visualizando o rebatimento de um plano obliquo sobre o Plano Horizontal de Projecao,
considera-se como charneira do rebatimento o traco horizontal do plano obliquo.

Assim, uma vez que o plano obliquo nao é
paralelo a nenhum dos planos de projecao,
€ necessario recorrer a um plano auxiliar,
que lhe seja ortogonal, onde seirdo
desenvolver os arcos do rebatimento.

Assim, uma vez que a charneira do F=F,
rebatimento é o traco horizontal do plano

obliquo, o plano auxiliar deve ter o seu d
traco horizontal perpendicular a charneira.

Desse modo, considera-se um plano / Ly

vertical. <

Para rebater o traco frontal do plano,
considera-se o ponto F, ponto de
intersecdo dos tracos frontais de ambos
0s planos.

O centro do arco do rebatimento é o ponto
O, ponto de intersecao dos tragos
horizontais dos planos.

O ponto K, ponto de concorréncia dos tracos do plano obliquo no eixo x, € um ponto que
pertence aambos os tracos e que roda sobre si mesmo. Assim, com centro em K, até F,
transporta-se essa medida até ao traco horizontal do plano vertical. 6? corresponde ao
arco do rebatimento. Onde o arco interseta o traco horizontal do plano vertical tem-se o
ponto F rebatido - F..

A partir dai, unindo K a F,, tem-se o traco frontal do plano obliquo rebatido.
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Observa o exemplo:

Rebatimento de planos obliquos

Considerando um plano obliquo et ao qual pertence o triangulo [ABC], pretende-se
determinar a verdadeira grandeza do triangulo.

Para tal, € necessario rebater o plano que o contém, para, posteriormente, rebater as retas

que contém os vértices da figura.

Uma vez que o plano et néo

€ ortogonal a nenhum dos
planos de projecdo, os arcos
do rebatimento ndo se
projetam em verdadeira
grandeza em nenhuma das
projecdes. Neste caso,
optou-se por rebater o plano o
sobre o Plano Horizontal

de Projecédo, usando como
charneira o traco horizontal
do plano.

Assim, o traco a ser rebatido
sera o seu traco frontal.

Para tal, comeca-se por
rebater um dos pontos do
traco frontal. Rebatido esse
ponto, é possivel determinar o
traco rebatido, dado que o
ponto de concorréncia dos
tracos do plano no eixo x se
mantera, também, no
rebatimento.

L] fo
£ B, h',
Fll‘) CZ h”2
F
A h,
O, [Fy[F"1F4
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Métodos geométricos auxiliares I

Assim, recorrendo a um plano auxiliar, ortogonal ao plano e, a partir do traco frontal da reta
que contém o ponto B (nota que poderia ser escolhida uma qualquer outra reta do plano),
traca-se uma perpendicular ao trago horizontal do plano e, passando pela projecao
horizontal do traco frontal da reta que contém o ponto B.

Tratando-se de um plano vertical, a determinacao do seu traco frontal é imediata.

Na intersecao dos tracos horizontais dos f5 fu
planos, tem-se o ponto O, de cota nula,
que é o centro do arco do rebatimento do
ponto F'.

Onde o arco cruza o trago

horizontal de e rebatido, F' B, ht

tem-se o ponto rebatido. " B
2

Rebatendo os tracos das F A, h,
outras retas que contém os 0, [F[F"JF

restantes vértices do triangulo, X

determinam-se as retas 1 B,
rebatidas, paralelas ao traco N A
horizontal rebatido, tratando-se

de retas horizontais. Fr
A partir das projecdes horizontais ho B G

dos pontos, perpendicularmente h™

ao traco horizontal rebatido do for hy

plano, tem-se os pontos @ h, hezchehoy
rebatidos, assim que essas he h'r

perpendiculares intersetem
as paralelas provenientes dos
tracos frontais rebatidos das
retas.

Rebatimento de planos obliquos - tridngulo do rebatimento

Contrariamente ao método de rebatimento de um plano obliquo, através do rebatimento
dos seus tracos, que permite contornar a questao da ndo-existéncia de uma projecdo em
verdadeira grandeza do arco do rebatimento, o método do triangulo do rebatimento
permite, precisamente, determinar a verdadeira grandeza desse arco, COmo veremos.
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Rebatimento de planos obliquos

No caso do rebatimento de um plano
obliquo através do triangulo do
rebatimento, este é feito ponto a ponto.

No caso do rebatimento do ponto P,

pela sua projecao horizontal dever-se-a
fazer passar um plano vertical (nota que,
neste caso, se optou por um rebatimento
sobre o Plano Horizontal de Projecao; se
fosse sobre o Plano Frontal de Projecéo,

o plano auxiliar deveria conter a projecéo / F
frontal de P e ser um plano de topo). he
Na interse¢do dos tragos horizontais dos

planos, tem-se o ponto O, centro do arco
do rebatimento.

[OP] corresponde ao raio do arco do
rebatimento.

Neste caso, o triangulo do rebatimento € o tridangulo [OPP,] . Esse tridngulo esta contido
no plano vertical, pelo que, para conhecer a sua verdadeira grandeza, é necessario rebater
o plano vertical. Assim, uma vez que O e P, estao contidos na charneira do rebatimento
do plano vertical, rebate-se apenas a cota do ponto P -P,,.

Com centro em O, e abertura até P,,, transporta-se esse arco até ao trago horizontal
do plano auxiliar vertical. Ai tem-se o ponto P rebatido - P,.

Considerando o mesmo plano obliquo e (ver pagina 79), ao qual pertence o tridngulo [ABC],
pretende-se determinar a verdadeira grandeza da figura geométrica recorrendo ao triangulo
do rebatimento.

Como tal, o procedimento a seguir devera seguir uma sucessao de passos.

81

CVGD11_06



Métodos geométricos auxiliares I

Considerando, novamente, o trago
horizontal do plano obliquo como
charneira, deve tracar-se,
perpendicularmente a este, o traco
horizontal de um plano vertical que
contenha a projec¢é&o horizontal do
ponto a rebater.

O processo inicia-se com

o rebatimento do ponto C.
Assim, por C, traca-se uma
perpendicular ao trago
horizontal do plano et que é a
charneira do rebatimento.

B,

Essa perpendicular corresponde

ao traco horizontal de um plano

ortogonal ao plano obliquo -
plano 6. O ponto C é um ponto

que pertence, em simultaneo,
aambos os planos.

Na intersecao dos tracos
horizontais de ambos os planos —
0, -, tem-se o centro do arco do
rebatimento do ponto C.

Fazendo passar por Cumareta
horizontal, pertencente ao plano
o, marca-se sobre esta a cota do
ponto C, determinando C,,

Nota que, tratando-se de uma
reta horizontal, a sua projecao
horizontal estd em verdadeira
grandeza, pelo que a cota

do ponto pode ser marcada
diretamente sobre a projecao
horizontal da reta que o contém.
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Rebatimento de planos obliquos

A partir de O,, até C,,, tem-se o raio do arco do rebatimento. Prolongando esse arco até
ao traco horizontal do plano vertical, tem-se o ponto C rebatido - C,. A uniao de O,, C,, e C,
da origem ao triangulo do rebatimento.

O rebatimento dos restantes vértices do tridangulo segue 0 mesmo procedimento.

Veja-se:

Rebatendo o ponto A,

faz-se passar, pela projecéo
horizontal deste, um novo
plano auxiliar, vertical, cuja
intersecao do seu traco
horizontal com o traco
horizontal do plano e, da
origem ao centro do arco

do rebatimento do ponto A -
o',

Transportando a cota do
ponto A para a projecao
horizontal da reta horizontal
que o contém, tem-se 0
rebatimento da sua projecao
horizontal - A,,.

Comcentroem O, até A,
tem-se o raio do arco de
rebatimento, que é
prolongado até intersetar

o traco horizontal do plano
vertical que contém o ponto
A, originando A..

f'o

fo

fo

he'

h6

G

Bi

Or

ho=ch=har
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Métodos geométricos auxiliares I

O processo devera ser repetido para

o ponto B, através de um terceiro plano ol I
vertical, determinando o novo tridngulo
do rebatimento, e consequente fu
rebatimento do ponto B.

Unindo os pontos A,Be C
rebatidos, tem-se a verdadeira
grandeza do triangulo [ABC]. B,

o

Comparando a figura rebatida M ho

com a que foi determinada
no exemplo da pagina 80,
recorrendo ao rebatimento A 1
dos tracos do plano obliquo, o'

podes verificar que resultam A ON B

na mesma solugao grafica. /

Isso prova que, he' " & )
N o

independentemente do he" ~— Cr

método utilizado, o propdsito G

da determinacédo da /

verdadeira grandeza he ho=ch=ho
€ alcancado em ambos

0S casos.

Para praticar

0 Determina a verdadeira grandeza de um tridngulo [ABC] contido num plano
obliquo, sabendo que A (-2; 3; 5), B (0; 4; 3) e C (1; 6; 4).

e Sendo dado um plano obliquo cujos tragos horizontal e frontal fazem,
respetivamente, angulos de 45° (a.d.) e 40° (a.d.) com os planos de projecao,
determina as projecées de um quadrado [ABCD], sabendo que:

= A(2;5);

= adiagonal [AC] esta contida numa reta horizontal do plano e mede 5 cm.

= 0 quadrado situa-se no 1.° diedro.
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Rebatimento de planos de rampa

Rebatimento de planos de rampa

O rebatimento de planos de rampa, a semelhanga dos planos obliquos, pode ser feito
de duas formas:

= através do rebatimento dos tracos do plano e consequente rebatimento dos seus
pontos, pelas retas do plano;
= através do tridngulo do rebatimento.

Neste exemplo, considera-se um plano

de rampa p que contém o ponto P. f=| <

fp T
O plano auxiliar a ter em consideragéo é um /
plano de perfil T, que também contém o F/

ponto P. > o

O ponto O é o centro do arco do P, P he

rebatimento e situa-se na intersecao dos H,

tragcos horizontais de ambos os planos _ - Pl —<ZH
0=070 hr

(uma vez que se opta por rebater o plano 3 P
sobre o Plano Horizontal de Proje¢éo). X

A cota do ponto P devera ser transportada,

paralelamente ao eixo X, no mesmo
alinhamento de P,. Assim, o raio do arco
do rebatimento sera: [OP,,].

Onde o arco interseta o traco horizontal do plano de perfil tem-se P,.
O triangulo do rebatimento € o triangulo [P,,P,0l.

Este é o rebatimento de um plano de rampa segundo o método do tridngulo do rebatimento.
Na verdade, o método do rebatimento pelo rebatimento dos tragcos recorre, de igual modo,
ao tridngulo do rebatimento, mas considerando um ponto do traco a rebater.

Rebatimento de planos de rampa - triangulo do rebatimento

Considerando o triangulo [ABC], contido num plano de rampa p, pretende-se determinar
a sua verdadeira grandeza.

Para tal, recorre-se a um rebatimento do plano de rampa sobre o Plano Horizontal de
Projecao através do método do triangulo do rebatimento. Nota que o rebatimento poderia,
igualmente, ser feito sobre o Plano Frontal de Projecao.
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Métodos geométricos auxiliares I

Assim, o trago horizontal do plano correspondera a charneira do rebatimento.

A semelhanca do que se passa com o rebatimento de planos obliquos, também aqui sdo
considerados planos auxiliares, ortogonais ao plano a rebater. Neste caso, sendo o plano
arebater um plano de rampa, os planos auxiliares a considerar serao planos de perfil.

Deste modo, pelas projecdes
horizontais dos pontos a
rebater, deverdo passar 0s
tracos horizontais dos planos
de perfil, auxiliares, onde

se irdo desenvolver os arcos
de rebatimento.

Na intersecado dos tracos
horizontais do plano de rampa
e do plano de perfil em
questao, estara o ponto O, que
corresponde ao centro do arco
do rebatimento.

Paralelamente ao traco do
plano de rampa, e partindo

da projecao horizontal de cada
um dos pontos, devera ser
anotada a sua cota.

Considerando o rebatimento
do ponto C, com centro em O,
e abertura até C,,, tem-se o
raio do arco do rebatimento,
que corresponde a hipotenusa
do triangulo do rebatimento.

Onde o arco interseta o traco
horizontal do plano de perfil
tem-se o ponto C rebatido.
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O processo devera ser
repetido para os restantes
vértices do tridngulo,
conforme evidenciado

no desenho.

Nota que as hipotenusas
dos trés triangulos de
rebatimento
representados sao
paralelas entre si. Estas
estao contidas em retas

de perfil, paralelas entre si.
cll

O triangulo [A,B,C,] é a verdadeira
grandeza do triangulo [ABC].

Rebatimento de planos de rampa

F

F',

Ay

B,

a

Hy

hp=ch=hpr

0"=0"

by

Rebatimento de planos de rampa através dos seus tracos

A semelhanca do que sucede com os planos obliquos, também os planos de rampa podem
ser rebatidos recorrendo ao método do tridngulo do rebatimento, assim como ao

rebatimento dos seus tragos.

Uma vez que ja foi abordado o rebatimento de um plano de rampa recorrendo ao triangulo

do rebatimento, estudaremos agora o rebatimento de um plano de rampa através dos seus

tracos.
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Métodos geométricos auxiliares I

Considerando o mesmo plano de
rampa e 0 mesmo tridngulo [ABC]
do exemplo anterior, pretende-se

determinar a verdadeira grandeza da E, F, o T
figura geométrica rebatendo o plano
. a
de rampa através dos seus tracos.
B, b,
Neste caso, nenhum dos vértices A G
. A 2
do tridangulo pertence aos planos
de projegdo. Assim, néo ha H, HY, F F,
nenhum fator preferencial que X
dite para que plano de projecédo

B
deve ser feito o rebatimento. /

Se um dos vértices pertencesse

hp

ao Plano Frontal de Projecao, H,=H; HL=HY
de acordo com o principio de a b,

economia de meios, o plano

deveria ser rebatido sobre

o Plano Frontal de Projecao,

e sobre o Plano Horizontal de

Projecéo, caso um dos vértices

tivesse cota nula.

O rebatimento do plano p € feito com recurso a um plano ortogonal, neste caso, um plano
de perfil.

Uma vez que o rebatimento se fara sobre o Plano Horizontal de Projecao, apenas se
representa o traco horizontal do plano .

Esse plano de perfil devera estar na mesma abcissa do ponto do trago frontal de p que ira
constar do rebatimento.

Neste caso, considera-se o traco frontal da reta b.

Onde os tragos horizontais dos planos se intersetam tem-se o ponto O,, que é o ponto de
origem do rebatimento.

Tendo em conta o ponto F', este deve ver a sua cota transposta sobre o eixo x. Assim, com
centro em F', e abertura até F',, transpbe-se essa medida para o eixo x, originando F',,.
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Rebatimento de planos de rampa

£
F, F, P

O segmento [O,F,,]
corresponde ao raio do
arco do rebatimento em B, b,
verdadeira grandeza. 2/

a

. A
Onde o arco interseta ;

otracodo plano T, Hy H, F Fy Fi
tem-se o ponto F'
rebatido. Tratando-se -
de um plano de rampa, N d

esse ponto sera o he=chzher
H;=Hr T=HY

suficiente para
determinar o traco
frontal rebatido
do plano p.

A b,

br
Uma vez que os tragos

horizontais das retas ja
se encontram rebatidos,
pois pertencem a
charneira do (h)

F for

rebatimento,
a determinacéo de b, F, P o
é imediata, unindo H',
aF'.

No caso dareta a, C/
2,

0 processo é A
2
semelhante, fazendo

a

H, H', Fy F Fr

passar um outro plano X
de perfil ' pelo seu

traco frontal, o ponto F. N\ /

a

Estando determinadas o hechshgr

asretasaebno Hr gHr
3 by

rebatimento, segue-se
a determinacao dos b,
pontos rebatidos,

de forma a obter a a
verdadeira grandeza

do tridngulo. . . o

(h«') (h-)
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Métodos geométricos auxiliares I

F, F, fo

Para tal, o procedimento
a

passa por transportar

linhas de chamada, B, b,
perpendiculares ao eixo c/
X e aos tracos do plano, A

a partir das projecoes
p projec " e, 3 P, F

dos pontos, culminando X
nas retas que os B,
contém no rebatimento. I

A 4/
Sobre a, estarédo A, e B,; o hezchsher

, SHr =H/
e sobre b, estara C..
a by

A
Através da uniao dos C
trés pontos rebatidos,
tem-se a verdadeira B br

grandeza do triangulo
[ABC].

ar

Fr F'r fPI’

(h=) (hz)

O rebatimento de planos de rampa recorrendo ao rebatimento dos seus tragos pode ser
0 método indicado em casos de grande complexidade dos elementos a determinar, dada
a sua simplicidade de tracado.

Considera agora o exemplo de uma figura plana
contida num plano de rampa, da qual se pretende ay
determinar a sua verdadeira grandeza.

b,

A, R, fe

Observa o plano p ao qual pertence
o paralelogramo [ABCD]. B,

O vértice A da figura € um ponto do trago
frontal do plano de rampa. Neste caso,
H' H

para determinar a verdadeira grandeza X A F
do paralelogramo, justifica-se rebater o

plano de rampa sobre o Plano Frontal de E<
Projecao, uma vez que um dos vértices, H, C, he

By

pertencendo a charneira, fica H
automaticamente rebatido, contribuindo & by
para alguma economia de tracado.
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Assim, uma vez que o ponto A é

um ponto dareta a, pretende-se
rebater essa reta, pois um dos seus
pontos ja se encontra rebatido.

A semelhanca do procedimento
enunciado anteriormente,
recorre-se a um plano auxiliar,
ortogonal ao plano de rampa
(plano de perfil). Neste caso, dado
que se pretende rebater

o plano sobre o Plano Frontal de
Projecao, considera-se apenas

o traco frontal do plano auxiliar.

Na intersecao de ambos os tracos
frontais dos planos, tem-se O,,

que corresponde ao centro do arco
do rebatimento.

Transpondo o afastamento do traco

horizontal da reta a (ponto H'),
tem-se H',,.

O segmento [O,H",,] corresponde
ao raio do arco do rebatimento.

Assim, com centro em O,, traca-se
o arco de rebatimento, até este
intersetar o traco frontal do plano
de perfil. Ai estara o ponto H',,

e sera possivel determinar

o traco horizontal do plano

de rampa no rebatimento.

Com dois pontos dareta a, esta
fica representada no rebatimento.
Uma vez que a e b sdo paralelas,
partindo do traco frontal dareta b
traca-se uma paralela a a,

e tem-seb,.

ar

(fz)

Rebatimento de planos de rampa

HY h pr
dy b2
Or A=A F, fe=ch=for
B,
D,
&
H '1 r H I2 HZ /
] F1
B,
D
C1 hp
HY H,
a1 b1
ar br
(fr)
H'r h pr
Cr dy
b,
DrY
By
Or , fp=chefer
A=A F,
D, B,
C
H'r H' H, ,2/ Fi
T
B
Dy
G hp
H, H,

a
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Métodos geométricos auxiliares Il

A partir das proje¢des dos pontos, as linhas de chamada culminam nas retas rebatidas que
0s contém, obtendo-se os pontos rebatidos.

Resumindo

Um plano de rampa pode ser rebatido segundo dois métodos:
= friangulo do rebatimento;
= rebatimento dos seus tragos.

Em ambos os casos, sao utilizados planos auxiliares, ortogonais aos planos de rampa — planos de
perfil.

Quando a charneira do rebatimento é o trago horizontal do plano de rampa, considera-se o trago
horizontal do plano de perfil.

Quando a charneira do rebatimento é o traco frontal do plano de rampa, considera-se o traco
frontal do plano de perfil.

Para praticar

0 Considera um plano de rampa p definido pelos seus tracos:
= o traco frontal tem 4 cm de cota;
= o0 traco horizontal tem 3 cm de afastamento.

Efetua o rebatimento do plano de rampa através do rebatimento dos seus tracos,
sobre o Plano Frontal de Projecao.

9 Considera o triangulo [ABC], contido num plano de rampa p, sendo que:

= o tridngulo é isésceles, e o lado [AB] é fronto-horizontal, com 2 cm de cota
e mede 8 cm;

= o vértice C é o ponto de concorréncia de duas retas obliquas, que contém,
cada uma, os pontos A e B, respetivamente;

= o Vvértice Ctem 5 cm de cota e 2 cm de afastamento;

= os lados [AC] e [BC] sao geometricamente iguais;

= 0 traco horizontal do plano tem 5 cm de afastamento.

Determina a verdadeira grandeza do triangulo.
€) Considerando o lado [AB] do exercicio anterior, contido no mesmo plano de

rampa, considera que este é o lado de um quadrado [ABCD]. Determina as
projecdes do mesmo.
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Rebatimento de planos passantes

Rebatimento de planos passantes

Um plano passante é um caso particular dos planos de rampa, em que 0s seus tragos
coincidem com o eixo x. Deste modo, o rebatimento de um plano passante ndo podera ser
feito através do rebatimento dos seus tracos. Contudo, existem dois métodos que podem
ser adotados:

= rebatimento através do tridangulo do rebatimento;

= rebatimento através das suas retas.

Considerando um plano passante p,

que contém um ponto P,

pretende-se proceder ao

rebatimento do mesmo sobre

o Plano Horizontal de Projecéo. £

A semelhanca do rebatimento de um
plano de rampa, também aqui existe /

0 recurso a um plano auxiliar, de
perfil, ortogonal ao plano passante.

Neste caso, assim como os tracos
do plano passante estao sobre o
eixo X, qualquer que seja o
rebatimento a executar, estes
manter-se-ao sempre coincidentes
sobre o eixo x. Assim, o ponto O &,

hx

também, um ponto do eixo x,
resultado da intersecao dos tracos
do plano passante com os tracos
do plano de perfil.

A cota do ponto P devera ser transposta sobre uma linha horizontal, paralela a x e que
contenha P,. O segmento [OP,,] corresponde ao raio do arco do rebatimento. O ponto de
intersecao do arco com o traco horizontal do plano de perfil é o ponto P rebatido - P..

O tridngulo do rebatimento é o tridngulo [OP,P,,].
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Métodos geométricos auxiliares I

Observa o exemplo:

O plano p, passante, contém o triangulo
[ABC], do qual se pretende determinar

a sua verdadeira grandeza.

Neste caso, um dos lados
do tridngulo ja se encontra
em verdadeira grandeza,
uma vez que corresponde
aum segmento de reta
fronto-horizontal [AB].

No entanto, os segmentos
[AC] e [BC] estao sobre
retas obliquas passantes,
nao se projetando em
verdadeira grandeza em
nenhum dos planos de
projecao.

p)

G

S2

x=hp=fp

G

I

S1

As retas de suporte destes segmentos sao as retasr e s, pertencentes ao plano passante.

Procede-se, entéo, ao rebatimento do plano sobre o Plano Horizontal de Projecao.

Estando os seus tragos coincidentes

no eixo X, também a charneira do
rebatimento do plano estara sobre
0 eixo x, coincidente com os tracos

rebatidos.

Também neste caso se recorre a um

plano auxiliar, ortogonal ao plano

passante —plano de perfil.

Comecando por rebater o ponto B, faz-se
passar, por este, um plano de perfil, e

transpbe-se a cota do mesmo-B,,.

Onde os tragos de ambos os planos se
intersetam tem-se o centro do arco do

rebatimento - O.
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Rebatimento de planos passantes

Sendo [0,B,,] o raio do arco do s,
rebatimento, com centro em O, traca-se o0
mesmo, até intersetar o traco horizontal do A& B,

plano de perfil, determinando o ponto B G
rebatido - B,.

O processo repete-se para o ponto C, 0'20'£0| 020,20

. xshefEhpafprach
recorrendo a um outro plano auxiliar. N G

G K

Nota que, sendo o segmento [AB] um
segmento fronto-horizontal, ndo é
necessario proceder ao rebatimento do
ponto A. A determinacdao do mesmo é feita
através da intersecao de uma linha

horizontal que contém B, e uma linha ()] ()

vertical, passando pelas projecdes do
ponto A.

Repara que, para determinar a verdadeira grandeza do triangulo, foi feito o rebatimento
dos vértices do triangulo, com recurso ao triangulo do rebatimento, mas também através
do rebatimento de retas de suporte dos lados do tridngulo.

Assim, no rebatimento de um plano passante, podem ser conjugados os dois métodos,
consoante o que se revelar mais pertinente em cada caso.

Resumindo

No rebatimento de planos ndo-projetantes, € necessario recorrer a planos auxiliares, ortogonais
ao plano a rebater.

= Rebatimento de plano obliquo: sobre PHP — plano auxiliar vertical
= Rebatimento de plano obliquo: sobre PFP — plano auxiliar de topo
= Rebatimento de plano de rampa — plano auxiliar de perfil

= Rebatimento de plano passante — plano auxiliar de perfil
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Para praticar

0 Determina a verdadeira grandeza de um tridangulo [ABC], sendo que:
= 0 Vértice Atem 2 cm de abcissa e 4 cm de cota e o vértice B tem -2 cm de

abcissa e 4 cm de cota;
= o triangulo pertence a um plano de rampa passante p.

e Considerando um plano de rampa passante p definido pelo eixo x e pelo ponto
P (-3; 6), efetua o rebatimento do mesmo sobre o Plano Horizontal de Projecao.

€ Considerando o plano do enunciado anterior, rebate-o, agora, sobre o Plano
Frontal de Projecao.

Q Considerando o segmento [BD], que corresponde a diagonal de um quadrado
[ABCD], sabendo que este pertence a um plano de rampa passante p e que:

= B(1;5;2) e Dtem 1 cm de afastamento e -4 cm de abcissa.

Determina as proje¢6es do quadrado.

6 Considera um retangulo [ABCD] situado num plano passante, em que:
= A(2:4,4),B(-2;4,4),C(2;2;2)eD(-2;2;2)

Determina a verdadeira grandeza do retangulo, recorrendo ao rebatimento
do plano de rampa sobre o Plano Frontal de Projecao.

G Sobre um plano passante, sabe-se que esta definido pelos seus tragos e por uma
reta fronto-horizontal, pertencente ao plano bissetor dos diedros impares, que
tem 3 cm de afastamento. Essa reta suporta o segmento [AB], com 4 cm, lado
de maior cota de um tridngulo cujo ponto C é um ponto do eixo x, com a mesma
abcissa do ponto B.

Determina a verdadeira grandeza do tridngulo rebatendo-o sobre qualquer um
dos planos de projecao.

Resumindo

Planos ndo-projetantes podem ser rebatidos segundo dois métodos:

= Tridngulo do rebatimento;

= Rebatimento dos seus tracos (a excecao dos planos passantes, cujos tracos
sao coincidentes, no eixo X).

No método do triangulo do rebatimento, as diferentes hipotenusas do triangulo
do rebatimento de pontos complanares serdao sempre paralelas entre si.
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Figuras planas i

Projecao de figuras planas em planos obliquos

Até ao momento, foi abordada a representacao de figuras planas em planos projetantes,
sendo estes paralelos, ou ndo, aos planos de projecao.

Quando estes séo paralelos aos planos de proje¢cdo, uma das proje¢cdes da figura plana esta
em verdadeira grandeza. No caso de planos projetantes ndo-paralelos a planos de projecao,
nenhuma das projecdes da figura estd em verdadeira grandeza, pelo que é necessario
recorrer ao rebatimento do plano projetante que a contém (ver pagina 53).

Na verdade, no caso de figuras planas contidas em planos obliquos, € também necessario
recorrer a métodos geométricos auxiliares, através do rebatimento do plano obliquo que o
contém. Este pode ser feito com recurso a um dos dois métodos abordados no tema
anterior:

= rebatimento de um plano obliquo pelo rebatimento dos seus tracos;

= rebatimento de um plano obliquo pelo tridangulo do rebatimento.

Projecao de figuras planas a partir do rebatimento dos tracos do plano
obliquo que as contém

Num caso em que sejam fornecidos, por exemplo, dois vértices de um quadrado
pertencente a um plano obliquo, a sua representacao sera feita através do rebatimento
do plano, de forma que o quadrado possa ser desenhado em verdadeira grandeza,
contrarrebatendo o plano de seguida, determinando as projecdes do quadrado em dupla
projecao ortogonal.
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Projecao de figuras planas em planos obliquos

Observa o seguinte exemplo:

Sendo dado um plano obliquo e, cujo traco
frontal faz, com o eixo x, um angulo de

45° (a.d.) e o traco horizontal faz, com o

eixo x, um angulo de 35° (a.d.), sabe-se que

este contém um quadrado [ABCD], situado

no 1.° diedro. Sobre o quadrado, sabe-se

que o lado [AB] pertence a umareta do X
plano cujo traco frontal tem 2 cm de cota,

e o traco horizontal, 4 cm de afastamento. A
O vértice A corresponde ao trago

horizontal da retar, de suporte do

segmento [AB]. O quadrado tem 3 cm he
de lado.

Neste caso, uma vez que um dos vértices fa
do quadrado é um ponto do trago do plano,

sugere-se a resolucao do problema com

recurso ao rebatimento dos tracos do r

plano obliquo.

Sendo o ponto A um ponto do traco &
horizontal do plano e, por conseguinte,
do Plano Horizontal de Projecéao, X
sugere-se que o rebatimento do plano
obliquo tenha como charneira o seu A

=\

traco horizontal, sendo rebatido sobre
o Plano Horizontal de Proje¢ao. Deste R

modo, o ponto A rebatido ficara (h6) ha=ezha,
coincidente com o ponto em si.

Recorrendo a um plano auxiliar 6,

. , f
vertical, ortogonal ao plano obliquo e, “

efetua-se o rebatimento do ponto F,
traco frontal da retar, que contém o
ponto A, sendo F um ponto do traco
que se pretende rebater.
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Com centro no ponto de concorréncia
dos tracos do plano obliquo, tragca-se

um arco, transportando F,para o traco
horizontal do plano auxiliar, obtendo F,.

Uma vez que o ponto de

fa

p)

F

concorréncia dos tracos do plano
obliquo fica sobre si préprio apds

o rebatimento, é possivel determinar
o traco frontal do plano sobre o Plano

X

Horizontal de Projecéo. Assim, unindo
F, ao ponto de concorréncia
dos tracos de e, tem-se fo.,.

Dado que F e A sdo pontos daretar, esta
pode ser representada no rebatimento,
visto que ambos os pontos ja se
encontram rebatidos.

Dy ]

ha=e;=ha

for

Sabendo que o quadrado [ABCD] esta situado no 1.° diedro, sabe-se que, no rebatimento,

este deve estar compreendido entre os tragos do plano rebatido.

Assim, sobre r,, marca-se a medida do lado do quadrado em verdadeira grandeza, uma vez

que se sabe que o lado [AB] esta sobre aretar.
A partir dai, é feita a construgcdo do quadrado no plano rebatido.

O lado [CD] esta contido numa reta s, paralela aretar.

S2

Tendo o quadrado representado M2
no rebatimento, é necessario
contrarrebater os pontos B, C e D,
de forma a determinar as suas

fo

projecdes em dupla projecao X
ortogonal.

Para tal, é feito o procedimento
inverso do rebatimento,
transportando F', — traco frontal
rebatido da reta s —para o trago
frontal do plano obliquo.

100 for
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Projecao de figuras planas em planos obliquos

Sabendo que as retas r e s sdo paralelas, sabe-se que as suas proje¢des serdo, também,
paralelas. Deste modo, ndo € necessario mais nenhum ponto da reta s para determinar

as suas projecoes.

Por F',, traca-se uma projecao paralelaar,—s,.

Determinando o trago horizontal dessa reta, € possivel determinar a sua proje¢ao horizontal,

paralelaar,.

Estando as retas que contém

os vértices do quadrado
representadas pelas suas
projecoes, é possivel
contrarrebater esses pontos,
transportando-os, desde o
rebatimento, perpendicularmente
a charneira do rebatimento até a
projecao horizontal da reta que os
contém.

As projecdes dos pontos deverao
estar sobre as projecdes das retas
que os contém.

Unindo as projecdes frontais dos
pontos, tem-se a projecéao frontal
do quadrado [ABCD].

Unindo as projecdes horizontais
dos pontos, tem-se a projecao
horizontal do quadrado [ABCD].

E, assim, feita a representacéo,
pelas suas projecdes, de um
quadrado contido num plano
obliquo.

fa

S2

M

HY

ha=ze=he

for
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Projecao de figuras planas a partir do método do tridngulo do rebatimento
do plano obliquo que as contém

Considerando o enunciado anterior, sugere-se, agora, a sua resolugao através do método
do triangulo do rebatimento.

Mais uma vez, o ponto A pertence ao Plano

Horizontal de Projecdo. Desse modo, sugere-se

o rebatimento dos pontos sobre esse mesmo fu
plano de projecao, privilegiando o principio

da economia de tracado.

Assim, o traco horizontal do plano "2
correspondera a charneira do rebatimento.

A semelhanca do que sucede com
o rebatimento dos tragos do plano, F Ay
também nesta metodologia se
impde o recurso a planos auxiliares,
ortogonais ao plano obliquo a
rebater. Neste caso, por se
considerar um rebatimento sobre g

o Plano Horizontal de Projecéo,

. . ha
considera-se um plano vertical.

Uma vez que apenas se conhece um vértice do quadrado e a reta que o contém, bem como
um segmento delimitado por esse ponto A e um outro, considera-se o rebatimento de outro
ponto da reta dada—o ponto F.

fo

Deste modo, por F, traca-se uma

perpendicular a charneira do rebatimento,

que ird corresponder ao traco horizontal r
do plano auxiliar vertical.

Na intersecado dos tracos F
horizontais de ambos os planos,
tem-se o ponto O-centrodoarco <
do rebatimento do ponto F. Por F,

traca-se uma paralela a charneira,
sobre a qual se marcara a cota do
ponto F-F,,. O tridngulo

do rebatimento é [F,0,F,,].
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Tendo como raio a hipotenusa do tridangulo,
com centro em O, traga-se o arco até ao

traco horizontal do plano auxiliar, obtendo F,,

Deste modo, é possivel representar areta r
no rebatimento, unindo os pontos A e Fno
rebatimento.

Projecao de figuras planas em planos obliquos

fo

ApOds essa determinacgao, segue-se x
a representacdo do quadrado no
rebatimento, em verdadeira grandeza,
segundo as regras do enunciado.

De seguida, segue-se o contrarrebatimento

dos vértices do quadrado, de forma a
determinar as suas projecoes.

ha=ezhar

Considerando o ponto C, por C, passa-se um plano vertical auxiliar, representado pelo seu
traco horizontal, ortogonal ao plano obliquo. Na intersecéo de ambos os tracos, tem-se O’ -

arco do rebatimento do ponto C.

Sabendo que as hipotenusas dos
triangulos de rebatimento de pontos
complanares sao sempre paralelas,
traca-se, por O',, uma paralela a
hipotenusa do tridangulo do rebatimento
do ponto F. Com centro em O',, traca-se
0 arco do rebatimento cujo raio
corresponde ao segmento [O’,C,].

Onde o arco intersetar a reta paralela

a hipotenusa do triangulo anterior, X
tem-se C,,. A partir de C,,, traca-se

uma perpendicular ao trago horizontal

do plano auxiliar, até o intersetar.

Ai encontra-se a projecao horizontal

do ponto C. Tracando a sua linha de
chamada até ao eixo x, fica a faltar a sua
projecao frontal — cota do ponto C — que
corresponde a medida do segmento
[O0'C..].

ha=egzhar
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Figuras planasl il

Estando os pontos A e C representados
pelas suas projecdes, apenas é necessario
determinar a projecao de mais um ponto
do quadrado, uma vez que os seus lados
serao sempre paralelos, mesmo em dupla
projecdo ortogonal.

O ponto B, estando sobre aretar,
nao necessita do método do
tridngulo do rebatimento,
bastando, a partir de B,, tracar
uma perpendicular a charneira,

e conduzi-la atér,. Aitem-se a
projecao horizontal do ponto B.

A projecéo frontal devera estar
sobrer,.

ha=ezhor
Estando os pontos Ae B (h6)
representados pelas suas projecoes,

tem-se o lado AB do quadrado em dupla
projecao ortogonal. O lado CD devera ser

paralelo a AB. Assim, sera determinada a
dupla projecéo do ponto D.

A determinacdo das proje¢des do ponto D poderia ser feita com recurso, novamente, ao
triangulo do rebatimento. Contudo, dada a complexidade do desenho, opta-se por um
processo que permita economizar algum tracado.

Compara o resultado de ambos o0s enunciados, utilizando o rebatimento dos tracos ou
o tridangulo do rebatimento. Verifica que as proje¢cdes do quadrado sao exatamente iguais,
independentemente do método escolhido.

Resumindo

A projecao de figuras planas contidas em planos obliquos, ndo sendo dadas as coordenadas
de todos o0s seus vértices, recorre a métodos geométricos auxiliares:

= rebatimento dos tracos do plano;
= rebatimento através do tridangulo do rebatimento.

No método do triangulo do rebatimento, as hipotenusas de todos os triangulos de rebatimento
dos vértices de uma mesma figura sdo sempre paralelas entre si.
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Projecao de figuras planas em planos de rampa

Para praticar

0 Considera um plano obliquo ¢, cujo trago frontal faz, com o eixo x, um éngulo de
35° (a.d.), e cujo traco horizontal faz, com o eixo x, um angulo de 45° (a.d.). Sabe-se
que esse plano contém um triangulo equilatero do 1.° diedro, cujo vértice A é um
ponto do Plano Frontal de Projecao com 3 cm de cota.

Sabendo que o segmento [AB] com 4 cm, corresponde a um dos lados do
tridngulo e que se encontra sobre uma reta horizontal de plano, representa o
tridngulo pelas suas projecoes.

9 Considera um plano obliquo ¢, ortogonal ao plano B1 /s CUjo traco frontal faz, com
0 eixo x, um angulo de 50° (a.e.). Determina as projecdes de um quadrado [ABCD],
pertencente a esse plano, sabendo que o lado [AB] é frontal, mede 4 cm e o ponto
B tem 3 cm de afastamento e 2 cm de cota e esta a direita de A.

0 Determina as projecdes de um tridangulo equilatero [ABC], sabendo que A (-3; 2; 5)
e B (0; 4; 3) sao dois vértices do tridangulo que pertencem a umareta i, de maior
inclinacao do plano obliquo ¢ no qual se insere o tridangulo. O ponto C é o ponto
de maior cota do triangulo.

Projecao de figuras planas em planos de rampa

A semelhanca do que acontece com os planos obliquos, também a projecéo de figuras
planas em planos de rampa recorre a métodos geométricos auxiliares, uma vez que
nenhuma das proje¢des de uma figura contida num plano de rampa se encontra em
verdadeira grandeza.

Como tal, o processo podera seguir um de dois procedimentos:

= rebatimento de um plano de rampa pelo rebatimento dos seus tragos;

= rebatimento de um plano de rampa pelo tridngulo do rebatimento.

Projecao de figuras planas a partir do rebatimento dos tracos do plano de
rampa que as contém

Considerando uma retar, definida pelos pontos A (2; 3; 2) e B(-1; 1; 5), pertencente a um
plano de rampa p, e sabendo que os pontos A e B correspondem a dois vértices de um
triangulo equilatero [ABC], pertencente ao plano de rampa, pretende-se determinar as
projecdes do triangulo.

Uma vez que, em dupla projecao ortogonal, nenhuma das projecdes se encontra em
verdadeira grandeza, é necessario recorrer a um método auxiliar.
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Figuras planasl il

Neste caso, optou-se pelo rebatimento do
plano de rampa através do rebatimento dos
seus tracos.

Observa o exemplo:

Inicialmente, comeca-se por representar
os pontos A e B pelas suas
coordenadas. Representados os pontos,
€ possivel determinar as projecdes da
retar, do plano p.

By

[p)

Uma vez que a orientacdo dos tragos de

um plano de rampa é sempre a mesma,

Ou seja, sdo sempre paralelos ao eixo X,

basta uma reta do plano para que seja g
possivel determinar os tragos do plano.

Para tal, devem determinar-se os tracos da
retar, que serdo pontos dos tracos do plano.

Assim, por F, conduz-se o traco frontal do
plano, e por H,, 0 traco horizontal do plano.

Determinados os tracos do plano,

existem elementos suficientes para

proceder ao rebatimento do plano

de rampa, através do rebatimento

dos seus tragos. H,

Neste caso, nenhum dos pontos
dados pertence a um plano de

projecdo. Como tal, a escolha do

Ay
X
B
A
F]
F fe=e=for
B,
Ay
X=€q F1
B,
Ay
Hy hp

plano de projecao para o qual devera 2
ser rebatido o plano é arbitraria.

Optou-se, neste exemplo, por rebater

o plano sobre o Plano Frontal de Projecéo,
usando o traco frontal do plano de rampa
como charneira do rebatimento.
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Para proceder ao rebatimento, é necessario
recorrer a um plano auxiliar, ortogonal ao
plano de rampa: um plano de perfil.

Projecao de figuras planas em planos de rampa

Uma vez que se pretende rebater
o traco horizontal do plano, o plano
de perfil deveréa conter o ponto H
—ponto do traco a rebater.

Na intersecao do plano auxiliar

com o eixo x, tem-se O, — projecao
horizontal do ponto O — centro do
arco do rebatimento. Com centro
em O,, marca-se um arco com o raio
correspondente ao afastamento

do ponto H, até ao eixo x—H,,.

Onde o plano auxiliar interseta o traco

frontal do plano de rampa (charneira do
rebatimento), tem-se o ponto O —centro
do arco do rebatimento, coincidente com
a sua projecao frontal e com o seu
rebatimento, uma vez que é um ponto

da charneira.

Com centro em O, abertura até H,,, transporta-se
o arco até intersetar o traco do plano auxiliar.

Essa intersecdo corresponde ao
ponto H rebatido, sendo, por isso,
possivel determinar o traco
horizontal do plano rebatido.

Aretartem, assim, dois dos seus
pontos rebatidos — os seus tracos —,
sendo possivel representa-la, também,
no rebatimento.

Deste modo, através de uma linha
de chamada, é possivel transportar
0s pontos A e B para aretar rebatida,

determinando os pontos rebatidos.

(f=)
Ir
Hr
her
AP
p)
By
0,=0r fo=e=for
F, R
B,| 2
Ay
H,=0;,
X=€ Hr1 F1
B,
A
H hp
r
Iy Sr
Hr
h
G F
p) S2
By
0,=0r fp=e=fpr
F.=F!
B, =
A
, 1C
H,=0;, H 2
X=€e4 Hry {
4 |
A <,
H; H'y he
r 51
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Figuras planasl Il

Tratando-se de um tridngulo equilatero, e sabendo que o segmento [AB] corresponde
aum dos lados do tridngulo, procede-se, no rebatimento, a constru¢ao do tridngulo a partir
do segmento [A,B,]. Com centro em B,, e abertura até A,, marca-se um arco, e depois,

no sentido contrario, o outro arco. Onde ambos se intersetam, tem-se C.,.

Estando o tridngulo representado
no rebatimento, é necessario
contrarrebater o ponto C, para
que se possa ter o tridngulo (f)
representado em dupla projecao e s
ortogonal. He

her
Para tal, optou-se por fazer N G

passar por C, uma paralela
ar,—s,.

) Sy

Areta's ¢ uma reta do plano p B
0,=0r fp=e=fpr

que contém o ponto C. FEF

Onde areta s, interseta o trago
frontal de p tem-se o trago A)
frontal daretas, e orllde esta 4,20, ’ / G
interseta o trago horizontal x=e, \Fhy
rebatido de p tem-se o seu trago

horizontal rebatido. ; ’

Uma vez que r e s sdo paralelas,
nao é necessario contrarrebater

r S

o traco horizontal rebatido dareta s,
pois ela ja esta definida por um
ponto e uma direcdo - ponto F'

e paralelismo comaretar.

Assim, por F', traca-se uma paralela a r,, e onde essa projecao intersetar o eixo x tem-se H',.
H', devera estar sobre hp'

Determinada a reta s pelas suas projecdes, através de uma linha de chamada a partir de C,,
determinam-se as projecdes do ponto C, sobre as projecdes homonimas da reta s.

Unindo as projecdes dos pontos A, B e C, tem-se o tridngulo [ABC] representado pelas suas
projecoes.
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Projecao de figuras planas em planos de rampa

Projecao de figuras planas a partir do método do triangulo do rebatimento

do plano de rampa que as contém

Considerando o enunciado anterior, pretende-se determinar as proje¢des do mesmo
triangulo [ABC], recorrendo, porém, ao método do tridangulo do rebatimento.

Observa o exemplo:

Considerando a mesmaretar, que
contém os vértices A e B de um triangulo
equilatero contido num plano de rampa p,
para determinar as suas projecoes é
necessario rebater os dois vértices
conhecidos do triangulo.

Usando o método do triangulo do
rebatimento, o plano auxiliar a que se
recorre deve conter o ponto a rebater —
o rebatimento é feito ponto a ponto.

Assim, comec¢ando pelo ponto A, deve
fazer-se passar por A um plano auxiliar,
de perfil, ortogonal ao plano de rampa.

Perpendicularmente ao traco do plano
auxiliar, por A,, marca-se o afastamento
do ponto A-[A,A,,] corresponde ao
afastamento do ponto A.

O ponto O - origem do arco do
rebatimento - situa-se na intersec¢éo
dos tracos frontais dos planos de
rampa e de perfil. O tridngulo do
rebatimento é [0,A,A,,].

A hipotenusa do tridngulo - [0,A,,] -
corresponde ao raio do arco do
rebatimento. Assim, com centro em O,
traca-se o arco até este intersetar o
traco do plano auxiliar, obtendo A,.

p)

F, fp=e=for
B
A
H 2,
X=€q F1
B,
A
hp
I
(f=)
A
r
0=0,=0; F, fp=e=for
B,
A
A
H,
X=e, O, F,
B1
A1
he
g

109



Figuras planasl Il

O processo devera ser repetido para
o ponto B, desta vez com um plano
auxiliar, também de perfil, que
contenha o ponto B. A

;
Nota que as hipotenusas dos /

tridangulos de rebatimento de ambos Br
0s pontos sao paralelas entre si, por 02=0{ 020} F, fozefpr

=

se tratar de pontos contidos no B,
mesmo plano. Br

Rebatidos os pontos A e B, tem-se o
lado [AB] do triangulo em verdadeira H

grandeza, sendo possivel proceder x=ey Oy 0L H
ao desenho do tridngulo no plano
rebatido, em verdadeira grandeza, A

obtendo C.. 1 he
r

De seguida, é necessario contrarrebater
o ponto C, fazendo o inverso do que

foi feito com os pontos A e B. Assim,

com base num novo plano auxiliar, por

C, determina-se a intersecao desse (fx) () | (F=")
plano com o eixo X, e traga-se uma
paralela as hipotenusas dos outros &
tridngulos de rebatimento. Com
centro na intersecao de ft" com a
charneira do rebatimento e abertura Br
até C,, traca-se um arco até intersetar 020 0,20 foze=for

a hipotenusa do triangulo B,|
de rebatimento do ponto C,
originando C,,. A

G
Por C,,, perpendicularmente ao plano H

- . = 0 0
auxiliar, traga-se uma linha de e | 6
chamada, que conduzira a projecao 4

frontal do ponto C. A G

Sabendo que [C,C,,] corresponde n
ao afastamento do ponto C, é possivel
determinar a sua projecao horizontal.
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Assim, os vértices do
tridngulo encontram-se
representados em dupla
projecao ortogonal, sendo
possivel, entdao, determinar as
projecoes do tridngulo [ABC].

Nota que a solugao gréafica é
em tudo semelhante aquela
que resulta do rebatimento
dos tracos do plano de
rampa.

Na verdade, o método de
rebatimento dos tracos do
plano e o método do tridngulo
do rebatimento séo dois
caminhos distintos para

0 mesmo objetivo, com

0 mesmo resultado.

Para praticar

Projecao de figuras planas em planos de rampa

(fﬂ'{

-

A
\ >
Br
0,=0 0'=0! fp=e=for
By
Br1
A
A4 \|G,
H Cr1
X=€y () o}
B,
Arl C1
1 he

I

o Considerando os pontos A e C, extremos da diagonal de um quadrado [ABCD],
pertencente a um plano de rampa p, situado no 1.° diedro, sendo que A (-2; 5; 2)
e C (1; 2; 4), determina as proje¢des do quadrado, recorrendo ao método do
rebatimento dos tragos do plano.

e Considera o quadrado do enunciado anterior. Determina as suas projecoes
recorrendo ao método do tridngulo do rebatimento.

6 Considera um tridangulo equilatero [ABC], contido num plano de rampa p.
Do triangulo, sabe-se que o lado [AB] é de perfil. O ponto C (0; 4; 3) é o vértice mais
a direita do triangulo e o ponto O (3; 4; 3) é o centro da circunferéncia na qual se
inscreve o triangulo. O traco frontal de p tem 7 cm de cota e o plano € ortogonal ao
[31 13- Determina as suas projecoes recorrendo a um dos métodos a tua escolha.
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Figuras planasl Il

Projecao de figuras planas em planos passantes

A semelhanca do que acontece com as figuras planas contidas em planos de rampa,
também as figuras contidas em planos passantes nao se projetam em verdadeira grandeza
nos planos de projecao. Assim, é necessario recorrer a métodos geométricos auxiliares.

Uma vez que o plano passante tem os seus tracos coincidentes no eixo x, ndo se aplica
o0 método de rebatimento dos tracos dos planos, pois iriam sofrer uma rotacdo sobre
simesmos.

Assim, o método que se impde é o método do tridngulo do rebatimento.

A semelhanca dos exemplos anteriores, ird abordar-se este tema a partir de um exemplo
concreto.

Considerando um quadrado [ABCD], em que os pontos A e C sao extremos de uma das
diagonais do quadrado, sendo que os pontos A e C pertencem, simultaneamente, ao plano
31,3 e 0s planos das abcissas em que se inserem distam 3 cm entre si. O ponto Atem 1 cm
de cota e o ponto C tem 5 cm de cota. Pretende-se determinar as proje¢cdes do quadrado,
pertencente a um plano passante p.

Transpondo os dados para o plano do
desenho, tem-se o ponto A, representado
pelas suas projecdes. Sabe-se que 0 G
ponto C dista, no eixo x, 3 cm da abcissa
do ponto A. Uma vez que se trata de
pontos que pertencem, simultaneamente,

ao plano p ao plano do plano @5, as suas xefp=he=e,=efp=her
projecdes serao simétricas relativamente A
ao eixo X.

Os tracos do plano passante estarao G
coincidentes no eixo x, bem como as

projecdes do eixo de rotacao para o

rebatimento do plano e dos respetivos

tracos rebatidos.
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Como ja foi referido, neste caso, impoe-se
0 método do triangulo do rebatimento.
Procede-se, entdo, ao rebatimento dos
pontos AeC.

Comecando por A, a origem do arco
estara sobre o eixo x. Desse modo,
paralelamente ao eixo x, passando por
A, marca-se a cota do ponto A-A,,.

Com centro na origem do rebatimento,
e abertura até A,,, traca-se o arco do
rebatimento até este intersetar a
perpendicular ao eixo que passa pelas
projecdes do ponto A, originando A,.

A hipotenusa do tridngulo é [OA 1.

Aplicando o mesmo procedimento ao
ponto C, tem-se ambos o0s pontos,
definidores da diagonal do quadrado,
rebatidos, sendo possivel desenhar

0 quadrado em verdadeira grandeza.

No centro geométrico da diagonal [A,C,],
tem-se o centro da circunferéncia na qual
se inscreve o quadrado. Desenhado

0 quadrado em verdadeira grandeza,

é necessario contrarrebater os pontos
BeD.

Contrarrebatendo um dos pontos,
recorrendo ao triangulo do rebatimento,
no seu sentido inverso, tém-se as
projecdes desse ponto —neste caso
optou-se pelo ponto B.

Nota que as hipotenusas dos triangulos
de rebatimento sao paralelas entre si.

CVGD11_08

Projecao de figuras planas em planos passantes

G
A
0=0:=0,
x=fp=hpze,ze=fp=her A
A
G G
G
G
D,
B,
/
A
x=fp=hp=e,ze=fp=hpr A 1
Br1
1
@ Cr
D
G
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Figuras planasl il

Assim, ficando a faltar o ponto D, ndo é necessario efetuar o seu contrarrebatimento do
mesmo modo, uma vez que se trata de um quadrado, tendo os seus lados paralelos dois
a dois, mesmo quando nao se encontram em verdadeira grandeza.

Desse modo, unindo, em dupla

projecao ortogonal, os vértices

do quadrado, com o principio do

paralelismo, é possivel determinar D,
as proje¢des do ponto D. [AB] e [CD]
sao paralelos entre si, e [AD] e [BC] B,
sdo paralelos entre si. A,

x=fp=hp=e,ze=fp=hpr A

> >

Assim, unindo os pontos Ae B, e

tracando uma paralela a esse lado, >
passando por C, tem-se uma 1
semirreta a qual pertence o ponto D. D
A sua determinacao é concluida G
tracando uma paralela ao lado [BC],
passando por A. Deste modo, sdo
determinadas as projecdes de um
quadrado contido num plano
passante.

@ Cr

Para praticar

o Determina as projecoes de um tridngulo equilatero [ABC], contido num plano
passante p, cujo lado [AB] é fronto-horizontal, com 4 cm de cotae 5 cmde
afastamento. O lado do triangulo mede 4 cm. O seu vértice A é o vértice mais
a esquerda e o vértice C é o ponto de menor cota do tridangulo.

Q Considera um quadrado [ABCD] pertencente ao plano [?:1 13- Sabe-se que o lado
[AB] é de perfil e que o lado do quadrado mede 5 cm. O ponto A é um ponto do
eixo x. Determina as suas projecoes.

e Considera um plano passante p no qual consta um triangulo equilatero, situado
no 1.° diedro, cujo vértice C (0; 3; 2) é o vértice de menor cota do tridngulo.
Sabe-se que cada lado do tridangulo mede 4 cm e que o lado [AB] é
fronto-horizontal. Determina as suas projecoes.
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Solidos |l

Projecao de poliedros com bases contidas em
planos obliquos

A projecao de poliedros resulta da combinacao entre o tema de representacao de figuras
planas e a ortogonalidade entre retas e planos. Na verdade, tratando-se de poliedros regulares,
0 seu vértice estara sobre uma reta ortogonal ao plano da base, que contém o seu centro
geométrico. No caso de poliedros irregulares, o seu eixo nao estara sobre uma reta ortogonal
ao plano da base. Contudo, a sua altura € medida numa reta com essas caracteristicas.

Projecao de piramides com bases contidas em planos obliquos

Considera um plano e. obliquo cujos tragos frontal e horizontal fazem, respetivamente,
angulos de 40° (a.d.) e 55° (a.d.). Pretende-se a representacao das projecoes de uma
piramide quadrangular regular, cuja base [ABCD] esta contida no plano &, sendo que o
ponto A (2; 4) e B (3; 6) sdo vértices de um dos lados do quadrado, localizado no 1.° diedro.

O vértice V, da pirdmide, é o vértice de maior cota do sdlido, cuja altura é 6 cm.

Comecgando por transpor para o plano fa
do desenho os dados enunciados,
através da marcacao dos tracos do plano
e da determinacao de retas de nivel,

que lhe pertencam, com as cotas dos A, h,
pontos A e B, de forma a determinar as
suas projecoes, tem-se os dois vértices
consecutivos do quadrado [ABCD],
representados em dupla projecao
ortogonal. A

B, h',

B

Uma vez que o quadrado se insere num
plano obliquo, nenhuma das suas projecdes
estara em verdadeira grandeza, pelo que
sera necessario recorrer a um método
geométrico auxiliar, de forma a poder
representar o quadrado — base da piramide. ha N\
Assim, procede-se ao rebatimento dos tracos do plano obliquo e, rebatendo-o sobre
o Plano Horizontal de Projecéao (ver pagina 79).
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Como tal, recorre-se a um plano auxiliar,

ortogonal ao plano a rebater. Neste caso,

optou-se por um plano vertical.

Desenhando o quadrado [ABCD]
no rebatimento, segue-se o
contrarrebatimento dos seus
pontos, de forma que este fique
representado em dupla projecao
ortogonal.

Neste caso, optou-se por conduazir,
pelos pontos, retas horizontais do
plano. A partir dos seus tragos
frontais rebatidos, determina-se
0s mesmos em dupla projecao

fo

ortogonal e, por conseguinte, for

as projecdes dessas mesmas retas,
que contém os vértices do quadrado.

B, h,
A, h,

G

D2 h ll2
A
Bi
)
A G
Dr

B e hy N \hy

G

h'r

hy

Estando representada a base da pirdmide, resta determinar as projecdes do ponto V,

vértice do solido, sabendo que tem 6 cm de altura.

Tratando-se de uma piréamide regular,
0 seu eixo coincide com o segmento
que define a sua altura. Deste modo,
determina-se o centro geométrico
da base —ponto O, que seraum
ponto do eixo da pirdmide.

O segmento [OV] correspondera

a altura da pirémide. O eixo da
pirdmide estard, necessariamente,
sobre uma reta ortogonal ao plano
da base.

Neste caso, para uma reta ser
ortogonal ao plano obliquo, devera ter
as suas projecoes perpendiculares aos
tracos do plano em questdo. Assim, e,
fara um angulo reto com o trago frontal

€

fy

fo

B, h',
A7 7 hz
G
Dz hnz

(hy)

de e, e e, faratambémum anguloreto  f

com o traco horizontal de et
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Projecao de poliedros com bases contidas em planos obliquos
e f5

Uma vez que a reta e, sobre a qual se mede a altura
da piramide, € uma reta obliqua, esta ndo tem as
suas projecdes em verdadeira grandeza.

De forma a conseguir uma maior clareza
grafica, optou-se por omitir o tracado
decorrente da representacao do
quadrado da base.

X

A medida da altura da piramide sera medida Ay

sobre areta e, pelo que é necessario
recorrer a um método geométrico auxiliar,
para que esta possa estar representada
em verdadeira grandeza.

Para tal, conduziu-se pela reta e um plano e ch
. . 51=€=Nyr
que a contém e que € ortogonal ao plano

da base do sélido.

O plano d é um plano vertical. O seu trago horizontal é perpendicular
ao traco horizontal de e, logo, os planos sao ortogonais entre si.

Rebatendo o plano 3 sobre o Plano e, f5
Horizontal de Projecao, utilizando o seu fa
traco horizontal como charneira, é possivel
representar a reta e rebatida através do seu
ponto O e do seu trago horizontal (ponto
pertencente a charneira do rebatimento).

Assim, sabendo que a piramide se localiza
totalmente no 1.° diedro, os seus

centimetros devem ser marcados na cota "«
ascendente, a partir de O,, originando V,
(vértice da piréamide rebatido). Procedendo
ao seu contrarrebatimento, tem-se o ponto
V representado pelas suas projecoes.

Unindo as projecdes homénimas dos
pontos da base até V, tem-se a piramide

. (hy)=ezhy
representada em dupla projecéo ortogonal.

Nota que as arestas de maior afastamento — [VD], [VC] e [VB]
—sao visiveis em projecao frontal e que as arestas de maior
cota—-[VA], [VB] e [VC] - séo visiveis em projecao horizontal.
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Projecao de prismas com bases contidas em planos obliquos

fo
Considerando o mesmo quadrado [ABCD]

do enunciado anterior, este é agora a base
de menor cota de um prisma quadrangular B
reto, cujaalturaé 7 cm. Ay

G
D,
significa que as arestas que unem os
vértices correspondentes de ambas A
as bases sao ortogonais a estas.

Tratando-se de um prisma reto, isso

B

Nesse sentido, deverado ser tracadas

L]

retas ortogonais ao plano da base,
que contenham os vértices da mesma.

Neste caso, as arestas laterais do prisma estarao

sobre retas obliquas, ortogonais ao plano o.
ha

= Areta a serd areta de suporte da aresta [AAT;

= Areta b sera areta de suporte da aresta [BB'];

= A reta ¢ sera a reta de suporte da aresta [CC']; (fo=b,=e,=fy
= Areta d sera areta de suporte da aresta [DD']. o \g
a, fa
d;

Uma vez que todas as arestas laterais B
do prisma sao paralelas, basta B
determinar as projecdes de uma
destas. 3 G y

DZ

Neste caso, considerou-se a aresta
[BB'], e, por isso, procedeu-se ao

rebatimento de um plano auxiliar,
de topo, ortogonal ao plano da base,
que contém aretab.

Utilizando o traco frontal de 6 como
charneira do rebatimento, o plano
€ rebatido sobre o Plano Frontal de
Projecéo.
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Determinado o ponto B no rebatimento,

a altura é marcada a partir deste, no sentido

ascendente da cota, sobre areta de
suporte da aresta (reta b).

Assim, contrarrebatendo o ponto B,
tem-se uma das arestas do sélido em
dupla projecdo ortogonal. Visto tratar-se
de um prisma, as bases séo paralelas
entre si, pelo que nao é necessario
determinar, pelo rebatimento, os
restantes vértices da base [A'B'C'D'],
uma vez que estes serao determinados
através de paralelas as arestas da base
[ABCD]:

= [AB] é paralela a [A'B];
= [BC] é paralelaa [B'C'];
= [CD] é paralelaa [C'D'];
= [DA] é paralela a [D'A'].

Deste modo, o prisma de bases contidas
em planos obliquos fica representado
pelas suas projecoes.

Nota que as suas arestas [AA'], [BB']

e [CC’] sdo as arestas de maior cota,
estando, por isso, visiveis em projecao
horizontal.

Ja as arestas [BB'], [CC'] e [DD'] séo as
arestas de maior afastamento, estando,
por isso, visiveis em projecao frontal.

Projecao de poliedros com bases contidas em planos obliquos

B'r

(folEb,=e=fy

(fo)=by=e=fy

G

N\

B'

ay fa
dZN'\;z
',
\ \ Br
OV
2 \
B
\\ /
A - CZ her
|
D;

F=F
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Soélidos Il

Para praticar

o Considera um plano obliquo ¢, cujo traco frontal faz, com o eixo x, um éngulo
de 35° (a.d.), e cujo traco horizontal faz, com o eixo x, um éngulo de 45° (a.d.).
Sabe-se que esse plano contém um tridngulo equiladtero com 4 cm de lado, base
de uma piramide triangular regular, com 5 cm de altura, cujo vértice A é um ponto
do Plano Frontal de Projecéo, com 3 cm de cota.
Sabendo que o segmento [AB] corresponde a um dos lados do tridngulo e que
se encontra sobre uma reta horizontal de plano, representa a piramide pelas suas
projecoes, sabendo que o vértice V é o ponto de maior cota do sdélido.

9 Considera um plano obliquo ¢, ortogonal ao plano [31 s CUjo traco frontal faz, com
0 eixo x, um angulo de 45° (a.e.). Determina as projecoes de um cubo em que uma
das suas faces é o quadrado [ABCD], pertencente a esse plano, sabendo que
o lado [AB] é frontal e mede 4 cm. O ponto A tem 3 cm de afastamento e 2 cm de
cota. A face oposta a [ABCD] é a face de maior cota do cubo.

Resumindo

= Em pirdmides regulares, com bases contidas em planos obliquos, o seu eixo é sempre
ortogonal ao plano da base.

= Em prismas regulares, com bases contidas em planos obliquos, as arestas laterais séo sempre
ortogonais ao plano da base.

Projecao de poliedros com bases contidas em
planos de rampa

Analisando, agora, a projecao de poliedros com bases contidas em planos de rampa,
o raciocinio é em tudo semelhante ao exposto até aqui, no caso de poliedros de bases
em planos obliquos. No entanto, neste caso, as bases estardo contidas em planos de
rampa. Tratando-se de piramides regulares, o seu eixo estara sobre uma reta
perpendicular ao plano de rampa, ou seja: uma reta de perfil.

No caso de prismas regulares, serdo as suas arestas laterais que estarao sobre retas
de perfil, perpendiculares aos planos das bases.

Face ao ja exposto, abordar-se-a o estudo da representacdo de um prisma com bases em
planos de rampa, uma vez que em piramides o raciocinio € em tudo idéntico ao ja estudado.
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Assim, observa o0 exemplo:

Projecado de poliedros com bases contidas em planos de rampa

Pretende-se a determinacéao das projecdes de um prisma triangular regular, com 6 cm
de altura, cuja base de menor cota é o tridangulo [ABC], do 1.° diedro, contido num plano de
rampa p, cujo trago frontal tem 4 cm de cota e o trago horizontal tem 3 cm de afastamento.

Sabe-se que o lado [AB] do quadrado corresponde a um segmento obliquo, contido numa
retar, de suporte, cuja projecao frontal faz, com o eixo x, um angulo de 35° (a.d.). O vértice B
€ um ponto do Plano Frontal de Projecao e o vértice A tem 2 cm de cota.

Primeiramente, sdo transpostos para o plano do desenho os dados do enunciado.

Estando o lado [AB] representado em
dupla projecao ortogonal, € necessario
determinar o vértice C, de modo a
chegar as projecdes do tridngulo [ABC].

Nota que o lado [AB] pertence a uma
retar, obliqua, pelo que nenhuma das
suas proje¢des se encontra em
verdadeira grandeza. Desse modo, é
necessario, para determinar as
projecdes do tridngulo, recorrer aum
método geométrico auxiliar.

Neste caso, optou-se pelo rebatimento
do plano de rampa através do
rebatimento dos seus tracos.

Uma vez que o ponto B pertence ao
Plano Frontal de Projecao, optou-se por
rebater o plano p sobre o PF.P, ficando
0 ponto B automaticamente rebatido
(ver pagina 88).

Ap0ds a determinacao do ponto A
rebatido — A, - tem-se um dos lados

do tridangulo em verdadeira grandeza.
Tratando-se de um prisma regular, a base
sera um tridngulo equilatero. Assim, sera
determinado o ponto C, no rebatimento,
através da construcao do tridngulo.

p)

Ay
H
X B,
A
q he
H,
g

(fz)

re .

3
Hr hor
Cr
I S
A 2
fp=e =fpr
0,=0r =B F=F
A, g
i
X=e, H,=0, F
A C hp
1
Hy
1 S
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Soélidos Il

Contrarrebatendo o ponto C, tem-se o triangulo
representado em dupla projecéo ortogonal.

Dada a complexidade grafica,
optou-se por desconsiderar o

tracado que permitiu a determinacao
das projecdes do tridangulo, de modo

pEp,=fr=ha=fuzpi=isi=i=ze’,

a dar mais énfase ao procedimento

A

que se segue: determinacao das

arestas laterais do prisma. =
=lar

As arestas laterais do prisma deverao

B

ser perpendiculares aos planos das
bases. Tratando-se de uma base
contida num plano de rampa, as arestas
deverao estar sobre retas de perfil
(retas ortogonais a planos de rampa).

Assim, por um dos vértices da base devera passar-se uma reta de perfil, contida num plano

de perfil ortogonal ao plano da base.

Determinando a reta de intersecao —reta i — de ambos os planos, tem-se a direcéo do plano

de rampa.

Assim, no rebatimento, a reta p devera conter

o vértice da base que Ihe pertence — neste caso,
o ponto A — e devera formar um angulo de 90°
comaretai, Asretasie p sdo perpendiculares
e concorrem entre si no ponto A.

Ps

Sobre a reta p rebatida, devera
marcar-se a altura do prisma—6 cm.

=p,=fr=hn=fwz=pr=izizize’,

B,
r S

C'Z

Al situar-se-a o ponto A',.

Contrarrebatendo o ponto A,
tem-se, em projecao, um vértice da

X=hey

base [A'B'C'].

Uma vez que os lados do tridngulo

B

G hp

[ABC] sao paralelos aos lados do n
triangulo [A'B'C’], ndo é necessario

desenhar o tridangulo [A'B'C'] no rebatimento,
podendo, através do paralelismo, representa-lo
em dupla projecao ortogonal.
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Projecao de poliedros com bases contidas em planos de rampa

Por fim, representado o prisma, pi=p,=fr=h-=frzp=igi=i=e’,
torna-se necessario determinar as
arestas visiveis e invisiveis do sdlido.

do sélido, sendo, por isso, visivel em A3

B
A base [A'B'C'] é a base de maior cota )
|

|

projecéao horizontal. :
|

Ja a aresta [CC'] é a aresta de maior P
afastamento do sélido, sendo visivel

\
em projecao frontal. /‘t/

afastamento, sendo invisivel em
projecao frontal. I

X=hor B,
A aresta [BB'] é a aresta de menor /K - \/
1
C
2

W
As arestas laterais [AA] e [BB'] fazem
parte do contorno aparente do sélido.

Para praticar

o Determina as proje¢c6es de uma piramide triangular regular, cuja base pertence
ao plano de rampa p, ortogonal ao plano bissetor dos diedros impares, sabendo
que o seu traco frontal tem 4 cm de cota. O lado [AB] do triangulo mede 4 cm e
tem 2 cm de afastamento e esta sobre uma reta g, fronto-horizontal.

O vértice C é o vértice da base de maior cota.
A piramide tem 6 cm de altura.

9 Considera o tridngulo [ABC] do exercicio anterior. Considera que este
corresponde a base de um prisma regular, cuja base oposta [A'B'C’] dista 6 cm
da base [ABC]. Determina as projecdes do prisma.

Resumindo

= Em piramides regulares, com bases contidas em planos de rampa, o seu eixo é sempre de perfil,
perpendicular ao plano da base.

= Em prismas regulares, com bases contidas em planos de rampa, as arestas laterais sdo sempre
de perfil, perpendiculares ao plano da base.
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Projecao de poliedros com bases contidas em
planos passantes

Também os poliedros com bases pertencentes a planos passantes tém o seu eixo sobre
retas de perfil, perpendiculares aos planos das bases.

Sugere-se o0 recurso a um caso concreto para abordar esta situagao concreta:

Pretende-se a determinacao das projecdes de uma piramide quadrangular regular do
1.2 diedro. Sobre a base, sabe-se que esta corresponde ao quadrado [ABCD] e esta
contida num plano passante p definido pelo eixo x e pelo ponto A (4; 3). O lado [AB]
mede 4 cm e faz, em projecao central, com o eixo x, um angulo de 35° (a.d.), € o ponto
A situa-se a esquerda do ponto B. A pirdmide tem 7 cm de altura.

. x=fp=hp
grandeza, sendo necessario recorrer

a um método geométrico auxiliar para
o determinar.

Assim, procede-se ao rebatimento do

ponto A usando o método do triangulo

do rebatimento, uma vez que, tratando-se

de um plano passante, o rebatimento dos

seus tragos ndo € aplicavel por si so. G

B
Assim, rebatendo o ponto A, é possivel D 0,
. . . A
determinar, imediatamente, aretar N

rebatida —reta de suporte do segmento

b}
Transpostos os dados do enunciado para
0 plano do desenho, conclui-se que o lado A
[AB] esta sobre uma reta obliqua passante
€, por isso, ndo se encontra em verdadeira
\A\

[AB], pois o ponto de concorréncia das x=fp=hp=fp=hp=ese \
suas proje¢cdes no eixo X € comum

aretarrebatida. A partir dai, traca-se
o segmento [AB] em verdadeira 1 O, B,

grandeza e procede-se a construcao D
do quadrado [ABCD], determinando os
vértices C e D também no rebatimento. .
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Projecao de poliedros com bases contidas em planos passantes

Contrarrebatendo os pontos da base,
tem-se o quadrado [ABCD] em dupla
projecao ortogonal.

Para determinar as projecdes da
pirdmide, resta determinar as projecdes

do seu ponto V. D,

Para uma maior clareza,

Va

G

Ve

1

pEp=fr=h=fnzp=isiz=i=ze',ze"

Pr iy

Or

omitiu-se o tracado proveniente
da determinacéo das projecdes
da base.

x=fp=hp=hz

O eixo da piramide, sendo esta regular, D;
devera estar sobre uma reta de perfil,

ortogonal ao plano passante que contém

a base da piramide.

Vi

G

Assim, pelo centro da base - ponto O — conduz-se uma reta de perfil e o plano que a

contém, ortogonal ao plano da base — plano de perfil.

Determinando areta i, de interseg¢ao entre ambos os planos, traca-se, pelo ponto O

rebatido, uma perpendicular a i, — p,. Sobre esta, a partir de O,, marca-se a altura da piramide

-7 cm-—, originando V..
Contrarrebatendo o ponto V, tem-se ambas as suas projecoes.

Unindo as projecdes dos pontos da base
as projecdes homdnimas do ponto V,
tem-se a pirdamide representada em dupla
projecéo ortogonal.

Nota que o ponto V é o ponto de
maior cota do sélido e os
vértices B, Ce D sdo os de

G

\Z

Vr

pEp=fr=h=frzp=izizize’,ze!

B,

. . x=fp=hp=he
maior cota da base. Assim,

as arestas [BV], [CV] e [DV] sdo
visiveis em projecao horizontal.

D
Por sua vez, os vértices da base tém

maior afastamento do que o vértice V,

estando, por isso, a base esta

inteiramente visivel em projecao frontal.

Vi

G

B,
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Resumindo

Figuras planas podem pertencer a:

= planos paralelos aos planos de projecao (projecao em verdadeira grandeza);

= planos nao paralelos aos planos de projecao (necessario recorrer a métodos geomeétricos
auxiliares para a determina¢do da verdadeira grandeza).

As bases dos sdlidos sao figuras planas.

A altura do sdlido é sempre medida sobre uma reta ortogonal a base:

= piramides e cones - a altura é medida entre o ponto de interse¢ao da reta com o plano da base
e o vértice do solido;

= prismas e cilindros - a altura € medida entre os pontos de intersecao da reta com os planos de
ambas as bases.

No caso de sélidos retos, a reta de suporte do segmento correspondente a altura do sélido é
coincidente com o seu eixo.

Para praticar

0 Determina as proje¢c6es de um cubo em que a sua face de menor cota —a face
[ABCD] - esta contida num plano passante definido pelo eixo x e pelo ponto A (6; 3).
Sabe-se que o segmento [AB] mede 5 cm, é o lado de menor afastamento e é
fronto-horizontal, e que B esta a direita de A.

9 Considera o quadrado que corresponde a face oposta a face [ABCD] do
enunciado anterior — [A'B'C’'D’]. Sabendo que esse quadrado é a base de uma
piramide regular cujo vértice € um ponto do Plano Horizontal de Projecao,
determina as projecdes da piramide.

9 Considera o triangulo equilatero [ABC], contido num plano passante, em que [AB]
é um segmento de reta fronto-horizontal. Sabendo que A (1; 3;5) e B(-3; 3; 5), e
que C é o ponto de menor cota do tridngulo, determina as proje¢coes de um prisma
triangular regular, sabendo que [ABC] é a sua base de menor afastamento e que a
sua altura é de 4 cm.

0 Considera o plano passante do exercicio anterior e o seu segmento [AB]. Sabendo
que esse segmento é o lado de maior cota de um quadrado [ABCD], base de uma
piramide quadrangular regular cujo vértice é um ponto do Plano Horizontal de
Projecao, determina as projecdes da mesma.
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Intersecao de retas com
planos

Intersecao de retas com planos
projetantes

Intersecao de retas com planos
nao-projetantes



Intersecao de retas com planos

A intersecdo entre uma reta e um plano da-se sempre segundo um ponto. Esse ponto é um
ponto comum entre a reta em questao e o plano intersetado por esta.

Esse ponto pode ser um ponto préprio (localizado a distancia finita) ou um ponto improprio
(localizado a distancia infinita).

Observa o exemplo ao lado, que ilustra
os dois casos descritos acima.

= Areta a é concorrente com
o plano e, no ponto I, sendo
este um ponto préprio
(situado a distancia finita). b

= Areta b possuia mesma
o o
direcao do plano e, \é
intersetando-o num ponto

a distancia infinita — ponto

improéprio.

Intersecao de retas com planos projetantes

Intersecao de reta projetante com plano projetante v, ()

Observa o plano de topo e, projetante.

Pretende-se a determinacao do
ponto I, de intersecdo daretav,
vertical e projetante horizontal,

com o plano a, projetante frontal.

ha
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Intersecdo de retas com planos projetantes

Sabendo que o ponto | pertence, em
simultaneo, aretaveaoplanoa, e
sendo ambos projetantes, horizontal e
frontal, respetivamente, a determinacéao

vy (fa)

L

do ponto | é imediata, uma vez que
todas as projecdes frontais de pontos
do plano estao sobre o seu traco frontal,
e todas as projecdes horizontais de

pontos da reta v tém a sua projecao

sobre a deformacao maxima dareta v
em projecao horizontal (traco horizontal (=],
dareta).

ho

Assim, |, esté naintersecdo de v,comf,,
e l, esta sobre v,.

Observa agora outro exemplo, também
de intersecao de uma reta projetante com
um plano, também ele projetante.

Considera o plano frontal 9, projetante
horizontal, e areta t, de topo, projetante
frontal.

O ponto |, deintersecao da retat com ()
o plano 9, é um ponto comum a ambos,
ou seja, pertence, em simultaneo, a reta
t e ao plano 3. Sendo a reta t umareta
projetante frontal, todos os seus pontos
tém a sua projecao frontal coincidente
na projecao frontal da reta (neste caso,

(hy)

um s6 ponto, correspondente ao seu
traco frontal). J4 o plano J, projetante
horizontal, tem as projecdes horizontais
dos pontos que lhe pertencem sobre o

seu traco horizontal. .
1
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Intersecdo de retas com planos

Deste modo, a determinacédo das
projecdes do ponto | é imediata:

= |, esta coincidente com t,;
= |, esta na intersegdo de t, com (hy).

(L=l

Nota que | pertence ao plano 9,

(hs)

pois a sua projecao horizontal
encontra-se sobre o traco
horizontal do plano e pertence a
reta t, pois tem as suas projecdes
sobre as projecdes hombdnimas
daretat.

Intersecao de reta nao-projetante com plano projetante

Considerando, agora, 0 mesmo
plano de topo &, projetante
frontal, pretende-se determinar
aintersecdo de umaretar,
obliqua, e, por isso,
nao-projetante, com esse plano.

r (fer)

O ponto |, deintersecdo daretar
com &, devera ser 0 ponto comum
aambos. Sendo ¢ um plano
projetante frontal, a projecao
frontal de | devera estar sobre

o seu trago frontal. Também se n
sabe que, para que o ponto

pertenca aretar, este deve ter

as suas projecdes sobre as

projecdes homonimas daretar.
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Intersecdo de retas com planos projetantes

Assim, a determinac¢do do ponto | faz-se
a partir da sua projecéo frontal.

r (far)

Aintersecao do traco frontal do plano a
com a projecao frontal da retar origina a
projecéo frontal do ponto .

X
Determinada a sua projecao frontal, resta /

determinar a sua projecao horizontal. I,

Conduzindo uma linha de chamada até

a projecao horizontal daretar, tem-se l,.
g

ho
O ponto I pertence ao plano e, pois a sua

projecao frontal esta sobre o traco frontal
do plano, e pertence aretar, pois tem as
suas projecdes sobre as projecdes
homoénimas daretar.

Considerando, agora, um outro exemplo,
também de intersecao de uma reta
nao-projetante com um plano projetante,
tem-se:

g

Umaretar, obliqua, e por isso,
nao-projetante, e um plano v, horizontal,
projetante frontal.

Sendo o ponto |, de intersecéo entre

ambos, um ponto que pertence, em

simultaneo, aretar e ao plano v, sabe-se

que a sua projecao frontal deve estar sobre r
r,, mas também sobre o traco frontal de v.
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Intersecdo de retas com planos

Assim, a projecao frontal de |
deverd estar sobre a interse¢ao
der, com (f).

Uma vez que a condi¢cao de
pertenca de um ponto aumareta
€ que as suas projecoes estejam
sobre as projecdes homdnimas
dareta a que pertence, a sua
projecéo horizontal encontra-se
no prolongamento da linha de
chamada a partir da sua projecao
frontal, sobre r,.

O ponto I pertence ao plano v,
pois a sua projecao frontal esta
sobre o trago horizontal do plano,
e pertence aretar, pois tem as
suas projecdes sobre as
projecdes homoénimas daretar.

Resumindo

P

L

(f.)

Uma reta interseta um plano segundo um ponto.

Esse ponto pode ser:

= um ponto préprio — se se situar a uma distancia finita;

= um ponto improéprio — se se situar a uma distancia infinita.

Nos casos praticos, apenas sao abordadas intersecdes segundo um ponto préprio.

O ponto de intersegéo entre uma reta e um plano é sempre um ponto comum a ambos.
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Intersec¢ao de retas com planos ndo-projetantes

Para praticar

0 Considera uma reta t, de topo, com 2 cm de cota, e um plano vertical 6, que forma
um angulo de 45° (a.d.) com o P.F.P, cujo ponto do eixo x se situa 4 cm a esquerda
da reta t. Determina o ponto I, de intersecao entre ambos.

@ Consideraumareta v, vertical, com 3 cm de afastamento, e um plano horizontal v,
com 2 cm de cota. Determina o ponto |, de intersecao entre ambos.

e Considera uma retar, definida pelos pontos A (0; 2; 4) e B (-2; 5; 1). Determina
o ponto |, de intersecao da retar com o plano de topo ¢, que contém o ponto
K (3; 0; 0) e cujo traco frontal forma, com o eixo x, um angulo de 40° (a.d.).

O Considera uma reta g, fronto-horizontal, com 3 cm de afastamento e 4 cm de cota.
Determina a intersec¢ao da reta g com o plano vertical 6. que contém o ponto
K (2; 0; 0), cujo traco horizontal faz, com o eixo x, um angulo de 35° (a.e.).

Intersecao de retas com planos nao-projetantes

Intersecao de reta projetante com plano nao-projetante

Iniciamos o estudo da intersecao
de uma reta projetante com um
plano nao projetante através do

exemplo pratico seguinte: X

Pretende-se determinar o ponto |,
deintersecdo de umaretat, de
topo (projetante frontal), e um
plano de rampa p, ndo-projetante. he

O ponto I devera ser o ponto
comum entre aretate o plano p,
pertencendo a ambos.

t
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Intersecdo de retas com planos

Neste caso, é necessario recorrer
a uma reta auxiliar do plano, que

irda conter o ponto I.

H,

(t)=],

Aretat, de topo, sendo uma reta
projetante frontal, concentra
todas as projecdes frontais dos
seus pontos num so, coincidentes
com a sua projecao frontal. Deste

b}

hp

modo, I, estara sobre (t,)—
projecao frontal daretatem
deformacao maxima.

Assim, tem-se a projecéo I,.

De seguida, determina-se a reta r, auxiliar,
pertencente ao plano de rampa, que
contenha a projecao frontal de l.

A projecao da reta r passa por I, e permite

determinar os tragcos da mesma, sobre os
tracos do plano que a contém, levando a

representacao da sua projecao horizontal.

Deste modo, aretar é areta
do plano de rampa que contém

Hy

I

o ponto |, logo, as projecdes do
ponto deverado estar sobre as
projecdes homonimas daretar.

H,

= |, estd, simultaneamente, sobre
t,er,;

= |, estd, simultaneamente, sobre
(ty)er,.

L

hp

As retas t e r sdo concorrentes no ponto I,

sendo que a retar pertence ao plano de
rampa p, ou seja, o ponto | € o ponto de
intersegao da reta t com o plano p.
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Considerando, agora, um exemplo de
intersecdo entre uma reta projetante e
um plano nao-projetante, mas desta vez:

= uma reta vertical v (projetante horizontal);
= um plano obliquo & (hdo-projetante).

A semelhanca do exemplo anterior,
também aqui se recorre a uma reta auxiliar,
pertencente ao plano em causa, sendo o
processo semelhante.

O ponto |, de interse¢cdo da retavcom o
plano &, é o ponto comum de ambos.
Assim, ele deve pertencer tanto aretayv,
como ao plano e.

Sendo areta v uma reta projetante
horizontal, todos os seus pontos tém a sua
projecao horizontal coincidente sobre a
projecao horizontal da reta, que se resume
a um unico ponto — estd em deformacao
maxima.

Deste modo, a determinacéo da projecao
horizontal de | é imediata.

Aretar, auxiliar, deve conter o ponto |

e pertencer ao plano a. Assim, r, devera
passar por |, e, na sua intersecédo com

0 eixo x e com o trago horizontal de e,
terad os seus tragos, que determinam

a sua pertenca ao plano e possibilitam
arepresentacao der,.

Intersecao de retas com planos ndo-projetantes

V2
fo

(v)

he

vV, b}

g

F

(=,

he
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Intersecdo de retas com planos

Tendo a reta r representada pelas suas
projecodes, é possivel determinar a
projecéo frontal do ponto I.

As retasr e v sdo concorrentes no ponto |,

e aretar pertence ao plano &, logo,
o ponto | é o ponto comum ao plano o
earetav.

No que respeita a planos nao-projetantes,

resta abordar a intersecdo de umareta
projetante com um plano passante.

Observando o exemplo, pretende-se
determinar o ponto I, de intersecao
daretav, vertical, projetante horizontal,
com o plano passante ¥y, definido pelo
eixo x e pelo ponto P.

O raciocinio permanece semelhante aos
exemplos anteriores, recorrendo a uma
reta auxiliar, pertencente ao plano.

Essa reta devera conter o ponto P e as
suas projecdes deverao concorrer no
mesmo ponto, no eixo X (provando a sua
pertenca ao plano passante ).
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A determinacao dessa reta auxiliar (retar)
da-se, primeiramente, pela sua projecao
horizontal, que passa por P, e I,. Como ja foi
referido, sendo uma reta obliqua pertencente
a um plano passante, as suas projecdes
deverdo concorrer num unico ponto, no €ixo X.

Assim, existem dois pontos que permitem
tracar a projecao frontal daretar.

Intersecao de retas com planos ndo-projetantes

\7]

P,

x=fy=hy
Estando areta r representada pelas suas

projecoes, é possivel determinar a
projecao frontal do ponto I, na intersecao
der,comyv,.

Assim, determina-se o ponto I, de intersecéao
do plano v, passante e nao-projetante, com
areta vertical v, projetante horizontal.

Resumindo

8]

A determinacao do ponto I, de intersecao de uma reta projetante com um plano ndo-projetante,
recorre sempre a uma reta auxiliar do plano, concorrente com a reta projetante no ponto I, de

intersecao.

Para praticar

ﬂ Determina o ponto |, de intersecao entre a reta t, de topo, e o plano &, obliquo:

= aretatcontém o ponto A (-2; 5; 3);

= o plano o estéa definido pelos seus tragos, que concorrem no €ixo x no ponto

K (3; 0; 0);

= o trago frontal de e faz, com o eixo x, um angulo de 40° (a.d.), e o traco

horizontal, um angulo de 35° (a.d.).

9 Determina o ponto |, de intersecé&o entre a reta v, vertical, e o plano p, de rampa:

= aretavtem 3 cm de afastamento;

= os tracos horizontal e frontal do plano de rampa tém, respetivamente, 5 cm de

afastamento e 3 cm de cota.

9 Determina o ponto |, de interseg&o entre areta t, de topo, e o plano v, passante:

= otraco frontal daretat é o ponto F (0; O; 4);

= o plano Y é definido pelo eixo x e pelo ponto P (2; 3; 3).
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Intersecdo de retas com planos

Intersecao de reta nao-projetante com plano nao-projetante
(método geral)

O método geral de intersecédo de uma reta com um plano permite resolver qualquer
tipo de intersec¢ao, sendo ela um caso particular (envolvendo retas ou planos
projetantes), mas também os casos em que nenhum dos elementos da intersecéo
é projetante.

Observa o exemplo:

Tendo uma reta v, vertical, projetante
horizontal, e um plano e, obliquo,

nao-projetante, pretende-se determinar F,
o ponto |, de intersecao entre ambos.

Este caso ja foi abordado anteriormente,
onde se recorreu a uma reta auxiliar,
pertencente ao plano dado. Porém,

esse procedimento apenas é valido x
quando a reta em questao é projetante.

O método geral permite uniformizar
processos e é aplicavel a ambas as
situacoes.

Assim, este consiste em tracar um plano
projetante (neste caso, um plano vertical 6),

que contenha a reta que interseta o plano
dado.

A determinacdo da reta de intersecdo entre ambos os planos —reta i — vai determinar
as projecdes do ponto I, onde esta intersetar a reta dada.

Neste caso, o ponto | é o ponto de concorréncia dasretasie v.
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Considerando o0 mesmo plano ¢,
pretende-se determinar a intersecao
de uma reta obliqua r com o plano
obliquo.

Neste caso, nenhum dos elementos
é projetante. Desse modo, o Unico
procedimento valido é o método geral.

Assim, pela reta dada, faz-se passar
um plano auxiliar, projetante.

Recorrendo a um plano vertical 6,
projetante, este contém aretar, poisr,
esta coincidente com o traco horizontal
do plano.

Aretai, de intersecao de ambos os
planos, é complanar comaretar.

Ambas concorrem em | - ponto de
intersecdo da retar com o plano e.

Aretar é concorrente com uma reta
do plano et no ponto |, logo, aretar é
concorrente com o plano et no ponto I.

Abordando agora a intersecdo de uma
reta r, obliqua, e um plano de rampa p,
observa o exemplo ao lado.

Trata-se de uma intersecao de
uma reta ndo-projetante e um plano
nao-projetante.

Assim, recorrer-se-a ao método geral
para determinar o ponto I.

Intersec¢ao de retas com planos ndo-projetantes

p)

g
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Intersecdo de retas com planos

O recurso a um plano auxiliar
projetante, neste caso, deu-se a

partir da projecao frontal daretar.

Assim, considera-se um plano de
topo e, projetante frontal.

O traco frontal do plano de topo
esta coincidente com a projegao
frontal da retar, garantindo a
pertenca dessa reta ao plano.

Determinada a intersecao de
ambos os planos—-aretai-
estdo reunidas as condicdes

para a representacdo do ponto I -
intersecédo daretar como

plano p.

As retas r e i sdo concorrentes
no ponto I

Uma vez que a reta i pertence

ao plano de rampa, determinando
0 seu ponto de intersecdo com a
retar, tem-se o0 ponto comum
daretar e o plano de rampa.

O ponto I pertence,
simultaneamente, aretar e ao
plano p.
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Intersecao de retas com planos ndo-projetantes

No ambito do método geral de PEP2
intersecdo de retas com planos, existe
um caso concreto que se diferencia
dos demais.

No caso daintersecdo de umareta

de perfil com um plano de rampa, pela
sua natureza, é necessario recorrer a
um método geométrico auxiliar.

Considera a reta p, de perfil, e o plano p,
de rampa.

A reta p esta representada pelas suas he
projecoes e definida pelos seus tracos.

A aplicagdo do método geral da-se
através da representacao de um plano
projetante que contenha areta dada —

um plano de perfil.

Assim, o plano T, de perfil, esta hrsfr=p=p,=isi,
representado pelos seus tracos, ir

partindo para a determinacao da
suaretai, de intersecdo com o plano

F‘Z
de rampa.
Neste passo, é necessario recorrer P2
a um rebatimento. A reta i rebatida L I
concorre com a reta p rebatida no F1EHZEF'1EH‘2\
ponto I rebatido. X
Assim: i, concorre com p, em|,. /

!
Contrarrebatendo o ponto I, tem-se

0 ponto representado pelas suas
projecdes.

pr

fp

hp

Areta p interseta o plano p no ponto I.
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Intersecdo de retas com planos

Intersecao de reta com um plano nao definido pelos seus tracos

Até ao momento, foram abordados exemplos de interse¢cao de uma reta com um plano, em
que este esta sempre representado pelos seus tragos, independentemente de se tratar de
um plano projetante ou ndo-projetante.

Contudo, ha casos em que o plano em questao podera nao estar representado pelos seus
tracos, mas sim por duas retas que Ihe pertencam, paralelas ou concorrentes.

Nestes casos, aplica-se também o
método geral, como podes verificar
no exemplo ao lado.

Consideraaretar e o plano definido
pelas retas paralelasa e b.

definido pelasretasaeb.

X
Pretende-se determinar o ponto |,
deintersecdo entre aretar e o plano
As retas a e b sdo paralelas e obliquas, i
pelo que se antecipa que se tratara de

, a b
um plano obliquo. 1 1
No entanto, este nao esta definido
pelos seus tracos, e ndo se pretende
que estes sejam representados para

~ . (fa)=r, a b
aresolucao do enunciado. 7 >

A aplicabilidade do método geral M,
€ admitida nestes casos. N,

Tal como se verifica nos exemplos em
que os planos estdo definidos pelos

seus tragos, o método geral consiste X
em recorrer a um plano auxiliar, /
projetante, que contenha areta

que interseta o plano dado. ><

Optou-se por um plano de topo, M
projetante frontal, e, portanto, com ht
0 seu traco frontal coincidente com r,,. & by
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Seguidamente, determina-se aretai, de
intersecéo do plano . de topo, com o
plano definido pelasretasaeb. Aretai
sera definida pelos pontos M e N,
respetivamente, pontos de intersecéo
do plano de topo com asretasaeb.

Representada a reta i pelas suas
projecoes, procede-se a determinacao
do ponto |, de intersecéo da reta r com
o plano definido pelas retas a e b.

Esse ponto sera o ponto de
concorrénciaentrearetaiearetar.

Tendo ambas as suas projecoes frontais
coincidentes, considera-se a intersecao
das suas projecodes horizontais - 1,.

I, estara sobre as suas projecoes
frontais.

Assim, determina-se o ponto de
intersecdo de uma reta e um plano, nao

estando este definido pelos seus tragos.

Em todos os casos, é aplicavel
o método geral.

Resumindo

Intersecao de retas com planos ndo-projetantes

(Fer)=rp=i a b,

M
N,
iz
L
N>
r *
)
he!
h cl by

O método geral da interse¢ao de retas com planos resume-se a:

= conduzir, pela reta dada, um plano auxiliar (preferencialmente projetante);

= determinar a reta de intersec¢ao entre o plano dado e o plano projetante;

= 0 ponto de intersecao da reta com o plano é o ponto de concorréncia entre a reta dada e areta

de intersecao entre ambos os planos.
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Intersecdo de retas com planos

144

Para praticar

0 Determina o ponto |, de intersecao de uma retar, obliqua, com um plano obliquo ¢,
sabendo que:

= aretar esta definida pelos pontos A (2; 3; 2) e B(-1; 1; 5);
= o plano ¢. contém o ponto K (-4; 0; 0) e os seus tracos frontal e horizontal
fazem angulos de 35° (a.e.) e 40° (a.e.), respetivamente.

e Determina o ponto |, de interse¢cdo de uma reta fronto-horizontal g e um plano
obliquo &, sabendo que:

= areta gtem 3 cm de afastamento e 4 cm de cota;

= o plano ¢ é ortogonal ao plano bissetor dos diedros impares e o seu traco
frontal faz um angulo de 45° (a.d.).

0 Determina o ponto |, de intersecao de uma retar, obliqua, e um plano p. de rampa,
sabendo que:

= aretar esta definida pelos pontos A (3; 4; 2) e B(-1; 2; 6);
= o plano p esta definido pelos seus tragos, que tém 4 cm de cotae 3cm
de afastamento.

Q Considera o plano de rampa do enunciado anterior. Determina o ponto |,
de intersecao da reta p, de perfil, definida pelos pontos A (3; 2) e B(1; 4), com o
plano p.

e Determina o ponto |, de interse¢do de uma reta obliqua r e um plano definido por
duas retas concorrentes a e b, sabendo que:

= aretar é uma reta obliqua passante, que contém o ponto do eixo x de
abcissa 4, e as suas projecodes frontal e horizontal fazem, com o eixo x,
angulos de 30° (a.e.) e 45° (a.e.), respetivamente;

= asretas aeb sao concorrentes no ponto P (2; 4; 4);

= aretaacontém o ponto A (4; 1; 2);

= aretab contém o ponto B(1; 3; 3).

6 Determina o ponto |, de interse¢cdo de uma reta fronto-horizontal g e um plano
definido por duas retas paralelas m e n, sabendo que:

= aretagtem4 cm de afastamento e 2 cm de cota;

= aretam contém o ponto M (2; 4; 3) e a sua projecao frontal faz, com o eixo x,
um angulo de 50° (a.d.);

= aretancontém o ponto N (0; 1; 1) e a sua projecao horizontal faz, com o eixo X,
um angulo de 40° (a.e.).
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Seccoes planas de solidos

Seccoes planas por planos horizontais
ou frontais

Seccoes planas por planos de perfil

Seccoes planas por planos verticais
e de topo

Seccoes planas por planos projetantes
em sélidos com arestas de perfil

Pontos problematicos na determinacao
de uma seccao plana

Seccoes planas por planos
nao-projetantes

Seccoes planas em cones

Seccoes planas em cilindros

Seccodes planas em esferas

Solidos resultantes de uma truncagem



Seccoes planas de solidos

Em Geometria Descritiva, entende-se por sec¢ao uma linha ou superficie segundo a qual se
cortam uma superficie e um sdlido.

Revisitando os conceitos apreendidos no manual de 10.° ano desta disciplina, importa
distinguir uma secc¢ao plana de um sélido truncado.

Por sec¢ao plana entende-se o poligono resultante da interse¢cao de um dado plano (plano
secante) com as arestas do sélido seccionado. A unido desses pontos de interse¢ao origina
a secgao plana.

Por sélido truncado entende-se o sélido resultante entre a seccao plana e o plano da base
do sdlido seccionado.

Assim, uma secg¢ao plana corresponde a um poligono, e um sélido truncado corresponde,
como o préprio nome indica, a um sélido.

Observa os exemplos:

A piramide quadrangular de base
[ABCD] é seccionada por um plano
obliquo relativamente a base (plano
secante), originando uma secg¢ao
plana.

A figura da seccéo é o quadrilatero
[A'B'C'D'].

Neste caso, o sélido permanece
inteiro (indiviso), salientando, apenas,
a figura resultante da seccao.
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Seccdes planas por planos horizontais ou frontais

No caso de uma truncagem, o sélido v
original é dividido em duas partes,

delimitadas pela seccéao plana originada

pelo plano secante. Assim, entende-se

como solido resultante aquele que se

situa entre o plano da base, ou o vértice,

e o plano secante — sélido truncado.

Numa truncagem, considera-se apenas D'

uma parte do sdlido, rejeitando-se a outra. !
) c
No exemplo ao lado, considerou-se o sélido i

resultante da truncagem que esta s
compreendido entre o plano da base L7 T~
e o plano secante. .

Seccoes planas por planos horizontais
ou frontais

As seccdes planas resultantes de planos secantes horizontais ou frontais terdo sempre
uma das suas projecdes em verdadeira grandeza, uma vez que sao figuras pertencentes
a esses planos, paralelos aos planos de projecao, independentemente do plano da base
do sélido seccionado.

Deste modo, seguir-se-ao exemplos de sélidos com bases nos varios tipos de planos,
seccionados por planos secantes paralelos aos planos de projecao.
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Seccoes planas de sélidos

Piramides
O exemplo ao lado ilustra uma piramide

cuja base [ABCD] esta contida num plano
horizontal v.

Essa piramide é seccionada por
um plano horizontal (de nivel) ¥'
paralelo ao plano da base.

A figura plana resultante
da seccao é o quadrilatero
[A'B'C'D], que pertence
ao plano v', cuja projecao
horizontal se encontraem
verdadeira grandeza.

[ABCD] e [A'B'C'D'] sdo figuras
paralelas.

Visualizando o exemplo em dupla projecao
ortogonal, tem-se:

A base da pirdmide, o quadrado [ABCD],
tem a sua projecdo em deformacao
maxima e a sua projecao horizontal

em verdadeira grandeza.

O plano secante ¥' é horizontal

C',

()

(f2)

e paralelo ao plano da base v.

A figura plana resultante da seccéao

da piramide é o quadrado [A'B'C'D],

de lado menor do que o quadrado da base,
mas cujos lados sao paralelos entre si dois
adois.

Ou seja: planos secantes paralelos ao plano
da base originam figuras de seccéao
paralelas a base do sélido seccionado.
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Considera, agora, um exemplo de sec¢ao
por um plano horizontal, numa pirdmide
cuja base nao é paralela ao plano secante:

A pir@mide cuja base é o
quadrado [ABCD] tem a sua base
num plano de topo o.

O plano secante é o plano
horizontal ¥ concorrente g,
por isso, hao paralelo,
com o plano e.

A figura plana resultante da
seccao terd a sua projecao
horizontal em verdadeira
grandeza, pois pertence aum
plano paralelo ao Plano Horizontal
de Projecao.

Sendo o plano ¥ um plano
projetante frontal, as projecdes
frontais dos vértices da figura
resultante da seccéo estédo sobre
o traco frontal de ¥, onde este
interseta as arestas da piramide.

Assim, nas arestas correspondentes,
em projecao horizontal, tem-se a projecao
horizontal dos vértices A", B’,C' e D".

Seccdes planas por planos horizontais ou frontais

Vs

A5 \B'2=C3

W
"

D',

(f)
(f2)

he

\{)‘

v

UJ,__\\

Dy

Nota que, neste caso, a figura resultante da sec¢édo tem uma das suas proje¢cdes em
verdadeira grandeza. Porém, ndo é semelhante a figura da base do sélido seccionado, nem
paralela a esta, uma vez que o plano secante nao é paralelo ao plano da base da piramide.

149



Seccoes planas de sélidos

Abordando, agora, um exemplo de
plano secante frontal, considera a
pirdmide triangular de base [ABC],
contida num plano vertical. fy

O vértice V é um ponto do Plano
Frontal de Projecéo.

B
Pretende-se determinar a figura N - = v,
resultante da sec¢ao da piramide Z

e
por um plano frontal ¢, que c
contém o vértice A da base. ’

Tal como acontece com as X L
seccoes por planos horizontais, LIe:

C4,
os vértices da seccao estao A /1
sobre o traco do plano secante, C1\
uma vez que se trata de um plano By
projetante. Assim, onde as
arestas da piramide intersetam ()

o trago horizontal de ¢, tem-se
as projecdes horizontais dos
vértices da seccao.

As projecdes frontais estarao sobre as projecdes frontais das arestas em questao.

Neste caso, o vértice A pertence, simultaneamente, a base do sdlido e a figura

de seccdao obtida através da intersec¢ao do plano secante com o sdlido seccionado.

A figura de seccao é o triangulo [AB'C’].
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Seccdes planas por planos horizontais ou frontais

Prismas
Até agora foram abordadas sec¢des por planos horizontais ou frontais em piréamides.

No caso dos prismas, o procedimento é semelhante. Contudo, ha especificidades proprias
nas figuras resultantes da sec¢do, em casos especiais, hnomeadamente na sec¢ao por
planos paralelos as bases, como se verifica no exemplo abaixo:

Considerando o cubo
[ABCDEFGH], com bases frontais,
pretende-se determinar a figura
de seccao resultante da
intersecéo do plano secante,
também frontal, ¢".

Tratando-se de um plano secante A=E=AS
paralelo as bases, a figura de

seccao sera geometricamente N
igual as bases, uma vez que as B,=F,=B',
arestas laterais do sélido séo

paralelas entre si. X

Nota que, no caso das piramides, (h
em que as arestas laterais

convergem num Unico ponto ! (h")
— vértice da piramide —, a figura < °
de seccao era semelhante a figura |

da base da piramide, diferindo B Hi F, Gy (h o

na dimenséao dos seus lados,
resultado da convergéncia das
arestas laterais da piramide.
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Seccoes planas de sélidos

Considerando, agora, um prisma triangular
regular com bases de topo, pretende-se
determinar a figura de seccéo obtida (f)
através de um plano secante frontal.

Observando os planos paralelos, Cy,
de topo, &t e &', que contém as bases A
[ABC] e [A'B'C'] do prisma, € o plano

frontal ¢, que secciona o solido, B)
verifica-se que os planos o e &' sdo F, G,
ortogonais a ¢. Desse modo, a secg¢ao ANAT
resultante correspondera a um
quadrilatero ortogonal aos triangulos
das bases do prisma e, portanto, os

seus lados serdo paralelos as arestas
do mesmo. L TF

Sendo o plano secante um plano

projetante horizontal, as projecdes \

horizontais dos vértices da sec¢éo h c’ G
[od

A

estardo na intersecao das arestas do
prisma com o traco horizontal do plano
secante.

Em projecao frontal, estes encontram-se sobre as arestas correspondentes.

Neste caso, a figura de seccao é o retdngulo [DEFG].

Resumindo
= Seccoes em sdlidos, independentemente dos planos das suas bases, a partir de planos
horizontais ou frontais, terdo sempre uma das suas proje¢cdes em verdadeira grandeza.

= Em qualquer soélido, com bases em quaisquer planos, seccionado por planos horizontais, a
projecao frontal dos vértices da figura de seccao estara sempre na intersecao das arestas do
so6lido com o trago frontal do plano secante.

= Em qualquer sélido, com bases em quaisquer planos, seccionado por planos frontais, a projecao
horizontal dos vértices da figura de secc¢ao estara sempre na intersecao das arestas do solido
com o traco horizontal do plano secante.
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Seccdes planas por planos de perfil

Para praticar

ﬂ Determina a sec¢ao plana produzida por um plano horizontal ¥ com 3 cm de cota
numa piramide quadrangular regular, situada no 1.° diedro, cuja base esta assente
num plano frontal ¢ com 1 cm de afastamento. O vértice A (2; 1; 1) € o vértice de
menor cota da piramide e mais a esquerda do segmento [AB], correspondente
a uma das arestas da base, cuja reta de suporte é uma reta frontal cuja projecao
frontal forma um angulo de 35° (a.d.) com o Plano Horizontal de Projecéo. O lado
do quadrado mede 4 cm e a altura da piramide é 6 cm.

9 Determina a secgao plana produzida por um plano frontal ¢ num prisma triangular
regular com bases assentes em planos de topo, sabendo que:

= 0s planos de topo sao paralelos e formam, com o Plano Horizontal de
Projecao, angulos de 45° (a.d.);

= as bases sao triangulos equilateros e a base de menor cota contém o vértice
A(-3;3;0);

= as arestas laterais do prisma sao segmentos de reta frontais e medem 6 cm,
bem como o lado [AB], da base de menor cota, que mede 4 cm;

= 0 prisma situa-se no 1.° diedro;

= o plano secante tem 5 cm de afastamento.

Seccoes planas por planos de perfil

Até ao momento, foram abordados exemplos de sélidos com bases em diferentes tipos
de planos, seccionadas por planos projetantes paralelos aos planos de projecao.

Assim, a verdadeira grandeza das seccdes era determinada automaticamente, pois estas
pertenciam a planos que projetam os seus elementos em verdadeira grandeza no plano
de projecado ao qual sdo paralelos.

No entanto, existem outros tipos de planos projetantes que ndo sao paralelos aos planos
de projecéao.

O caso dos planos de perfil é categérico, uma vez que os planos de perfil sdo ortogonais
a ambos os planos de projecéo.

Deste modo, ambas as proje¢des de qualquer elemento que lhes pertenga esta em
deformacao maxima.

Nesse sentido, é necessario, apds a determinacao dos pontos da seccao, recorrer
a um método geométrico auxiliar, de forma a obter a verdadeira grandeza da seccao.
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Seccoes planas de sélidos

Observa o exemplo:

Considera a piramide cuja base é o quadrado

[ABCD], assente num plano horizontal v.

Pretende-se determinar a figura de secc¢éo
da piramide pelo plano secante T, de perfil.

Neste caso, o plano secante contém
o vértice da piramide, sendo esse
facto totalmente ocasional.

Sendo o plano de perfil um plano
duplamente projetante, os pontos
da secc¢do, em ambas as projecoes,
estardo sobre os seus tragos.

Determinadas as projecdes dos pontos M
e N, resultantes da interse¢céo do plano
secante com as arestas da base, sabe-se

hm=fr

que o terceiro ponto sera o ponto V, vértice
da piramide, que pertence ao plano de perfil.

No entanto, a determinag&o dos pontos

nao nos permite conhecer a figura
resultante da seccéo, estando esta
em deformacao maxima.

E, entdo, necessario recorrer aum
rebatimento do plano de perfil, para
determinar a verdadeira grandeza da
seccao.

Por uma questdo de maior clareza
do tracado, optou-se por uma
terceira projecao, para um plano
de perfil ', paralelo a .

Procedendo a transposicao dos pontos

M., N e V para esse plano auxiliar, e ao

conseguente rebatimento, é conhecida a

_IMr

Ve

A

G

B,

hr'=fr' hr=fr

! (f2)

N, M;=N;

verdadeira grandeza da secc¢ao originada

pelo plano secante T sobre a piramide.

154

C
/ V1/ '




Seccdes planas por planos verticais e de topo

Seccoes planas por planos verticais e de topo

A semelhanca das secc¢des originadas por planos de perfil, também no caso de seccdes
por planos verticais ou de topo é necessario recorrer ao rebatimento do plano secante
para determinar a verdadeira grandeza da seccao. No entanto, a priori, pode vislumbrar-se
a geometria da figura de seccdo, embora esta esteja sujeita a deformacéo.

No caso dos planos verticais, projetantes horizontais, as projecdes horizontais dos
vértices da secgao estarao sobre o trago horizontal do plano secante. Ja no caso

dos planos de topo, projetantes frontais, as projecdes frontais dos vértices da seccao
estardo sobre o traco frontal do plano secante.

Observa o prisma regular
[ABCDA'B'C'D] de bases obliquas.

Pretende-se determinar a seccao plana
originada pelo plano secante 6, vertical
e projetante horizontal.

Como plano projetante horizontal,

0s pontos da sec¢do, em projecao
horizontal, estardao sobre o traco

horizontal do plano vertical. X

As suas projecdes frontais estardo

sobre as arestas correspondentes

em projecao frontal.

A secc¢ao plana € o poligono [MNOP],

Cuja projecao horizontal se encontra
em deformagao maxima e a projecao
frontal deformada.
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Seccoes planas de sélidos

Para conhecer a verdadeira grandeza
da seccao, é necessario recorrer

ao rebatimento do plano secante,
que contém a seccao.

Neste caso, optou-se por rebater o plano
secante 6 sobre o Plano Horizontal de
Projecéo.

Rebatidos os pontos M, N, O e P, tem-se
a seccao rebatida [M,N,O,P ].

Como podes verificar, o procedimento
no que respeita a determinagéo da figura
de seccao por planos projetantes é
sempre idéntico, independentemente
do tipo de plano que contém as bases
do sélido seccionado, sendo este
projetante ou nao.

Atenta, agora, no exemplo seguinte:

E dada uma piramide triangular regular,
cuja base [ABC] estéa contida num
plano vertical 6.

Pretende-se determinar a secc¢ao plana
obtida através do plano secante &, de
topo, e, por isso, projetante frontal.

Como é sabido, tratando-se de um
plano secante projetante frontal,

(he) = her

0s vértices da seccdo terdo a sua X
projecéo frontal sobre o traco
frontal do plano secante.

A projecao horizontal desses vértices
estara sobre as projecdes homodnimas
das arestas intersetadas.

A projecéao frontal da figura de seccéao
encontra-se em deformacdo maxima e a sua
projecao horizontal encontra-se deformada.
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Seccdes planas por planos verticais e de topo

Deste modo, para determinar a verdadeira

grandeza da figura de secgao, é necessario
recorrer a um método geomeétrico auxiliar, A |
através do rebatimento do plano que a (fo)for /
contém - o plano secante.

M
Assim, rebatendo o plano e sobre o plano N
frontal de projecao, tém-se os pontos da d ey
seccdo A, M e N rebatidos.

G

Nota que, neste caso, o plano secante

contém um dos vértices da piramide - =

o ponto A &, simultaneamente, um vértice A y

da piramide e da figura de secc¢ao.

Assim, a verdadeira grandeza da figura de
seccao esta representada pelos pontos A, (hy)

ha
M, e N, —tridngulo [A,M,N,].

Para praticar

0 Determina a seccéo plana produzida por um plano de topo & num prisma
quadrangular obliquo de bases horizontais, sabendo que:

= A (0; 2; 0) ¢ um dos vértices da base de menor cota e o ponto C, da diagonal
[AC], tem -4 cm de abcissa e 6 cm de afastamento;

= as arestas laterais do prisma sao segmentos de reta obliquos cujas projecoes
frontal e horizontal fazem, respetivamente, angulos de 50° (a.d.) e 30° (a.d.)
€COm O €ixo X;

= aalturado prismaé7cm;

= 0 plano secante contém o ponto K (-7; 0; 0) e o seu traco frontal faz, com o eixo
X, um angulo de 45° (a.e.).

e Considera o prisma quadrangular do enunciado anterior e determina a secg¢ao
produzida por um plano de perfil ¢ que contém o ponto C.

9 Determina a secgao produzida por um plano vertical & numa piramide triangular
regular, sabendo que:

= asuabase [ABC] é um triangulo equilatero contido num plano vertical que faz,
com o Plano Frontal de Projec¢ao, um angulo de 65° (a.e.);

= 0 ponto A (2; 1) € um dos vértices da base e o ponto B tem afastamento nulo
e 6 cm cota;

= aaltura da piramide é 5 cm;

= 0 sllido localiza-se inteiramente no 1.° diedro;

= 0 plano secante é paralelo ao plano da base e dista 3 cm deste.
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Seccoes planas de sélidos

Seccoes planas por planos projetantes em soélidos
com arestas de perfil

Piramides com arestas de perfil

A secc¢ao de piramides com arestas de perfil constitui um caso particular, na medida
em que uma das suas arestas estara contida numa reta de perfil, exigindo um
procedimento especifico na determinacao dos vértices da figura de secc¢ao.

Observa o exemplo:

A piramide quadrangular, cuja base Va
€ um quadrado [ABCD] assente num
plano horizontal v, é seccionada por
um outro plano horizontal ¥'.

A, /B=D' c fy'
Observando o desenho, entende-se Y At 2 ()

que duas das arestas da piramide sao
de perfil - arestas [VB] e [VD]. A B,=D, Cz (f.)

A determinacéao dos vértices da
seccao nas arestas [VA] e [VC] é

imediata, estando as suas projecdes /

B,

frontais sobre o traco frontal do plano
secante —uma vez que se trata de

um plano projetante frontal — e as ANCAY v, c. /G
projecdes horizontais sobre as

projecdes homonimas das arestas
seccionadas. D,
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Seccdes planas por planos projetantes em solidos com arestas de perfil

Ja os vértices da seccao localizados nas arestas [BV] e [DV] ndo sao de determinagao
imediata. As suas projecoes frontais estao, também, sobre o trago frontal do plano secante,
porém, uma vez que seccionam duas arestas de perfil, a determinacao da sua projecao
horizontal ndo é imediata em dupla projecao ortogonal.

Deste modo, sera necessario recorrer a raciocinios especificos ou a métodos geométricos
auxiliares.

Seguem-se 0s dois processos:

Neste caso concreto, foi possivel

recorrer a um raciocinio especifico,
uma vez que o plano secante é paralelo A
ao plano da base.

Assim, a figura de secc¢ao devera ter

0s seus lados paralelos aos lados da
!
base. A, [B=D C, (fy)

Deste modo, a determinacao das
projecées horizontais dos pontos B’ A, BA=D, G ()
e D' é feita através do tracado de

linhas paralelas as arestas [AB] e [BC],
em projecao horizontal. B,

o . e B
Este raciocinio advém da visualizagc&o / i
tridimensional do caso exposto em

dupla projecéo ortogonal, permitindo Y, Cr /"

antever que a figura de seccao devera
ser paralela e, por isso, semelhante -

embora menor, devido a convergéncia
das arestas seccionadas - a figura da
base do sélido seccionado.
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Seccoes planas de sélidos

Por outro lado, poder-se-ia recorrer aum
rebatimento do plano de perfil que contém
as arestas de perfil seccionadas.

Nota que, também neste caso,

para garantir alguma clareza do
tracado, optou-se por projetar

0s pontos a rebater num plano

de perfil paralelo ao plano a

rebater, fazendo uma terceira Dr

Vi

hr'=fr' hr=fr

B'r

B'=DYy| A, /B,=D' c,

B,=D,

()

G, (fv)

projecao.

X
Deste modo, é possivel verificar
as arestas [VD] e [VB] em
verdadeira grandeza e, por isso,
determinar, nas mesmas,
a localizacao dos pontos AINAT
daseccdoD’'eB'.

Contrarrebatendo esses pontos, tem-se
a secc¢ao plana representada em dupla
projecao ortogonal.

Prismas com bases de perfil

Considera um cubo [ABCDEFGH], com
bases assentes em planos de perfil,
seccionado por um plano horizontal v.

A,=B,

B'

sl

D'

E=F,

0,=P,

A determinacdo das projecdes frontais
dos vértices da seccao é imediata, pois

C,=D,

M,=N

(f2)

G=H,

o plano secante é projetante frontal. X
Contudo, uma vez que as arestas
seccionadas sao de perfil, para

determinar a projecao horizontal

desses vértices, é necessario recorrer

a raciocinios especificos ou a métodos
geomeétricos auxiliares.
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Seccdes planas por planos projetantes em solidos com arestas de perfil

Neste caso, é possivel entender que a

. a . o . hn=fr
projecao horizontal da seccéo coincide
- . . A=B E=F,| E F

com a projecdo horizontal do sélido =2 —
seccionado, uma vez que se trata de 0,2, MaN] | In. ()
um solido regular, de arestas paralelas, I
e o plano secante é paralelo ao plano C=D) G=H,| |G Hr
da base.

X BEDzO, E=GEM,
Porém, o recurso ao rebatimento (b =
também se aplicaria como forma de
resolucao, rebatendo uma das faces

AsCsP, F=HEN,

de perfil e verificando os vértices da
seccdo que se encontravam na mesma
face de perfil.

Para praticar

0 Determina a secc¢ao produzida por um plano horizontal v com 4 cm de cota,
num cubo cujas faces [ABCD] e [EFGH] sao de perfil. As arestas [AE] e [CG]
sao fronto-horizontais, bem como as arestas [BF] e [DH], e medem 4 cm.

O ponto A esta a esquerda de D e tem 2 cm de afastamento e 2 cm de cota.
O cubo esta assente num plano horizontal ¥ com 2 cm de cota.

9 Determina a secg¢ao produzida por um plano frontal ¢ com 4 cm de afastamento
numa piramide quadrangular regular assente no Plano Horizontal de projecao,
sabendo que:
= o ponto O (5; 0) é o centro geométrico da base;
= abase é o quadrado [ABCD] cuja diagonal mede 6 cm;
= 0 Vértice da piramide é o ponto V (5; 6);
= as arestas [AV] e [CV] sao de perfil.

9 Considera o quadrado [ABCD] do enunciado anterior. Sendo este uma das bases
de um prisma quadrangular regular, do 1.° diedro, com 7 cm de altura, determina
a seccao plana produzida no prisma por um plano horizontal ¥ com 3 cm de cota.
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Seccoes planas de sélidos

Pontos problematicos na determinacao de uma

seccao plana

Apds a andlise dos casos particulares de piramides com arestas de perfil, ou de prismas
com bases de perfil, seccionados por planos paralelos as suas bases, surge um novo tema,
que esta relacionado com soélidos com arestas de perfil, mas seccionados por planos nao
paralelos a base e, como tal, onde nao é possivel recorrer a raciocinios l6gicos que advém
do facto de a figura resultante da seccao ser semelhante ao poligono da base do sélido

seccionado.

Observa o exemplo:

Considera a pirdmide de base quadrangular
[ABCD], assente num plano horizontal.

Pretende-se determinar a seccao
resultante do plano secante de topo ¢.

Nota que as arestas [BV] e [DV]
sao de perfil, g, por isso, ao
contrario dos pontos de
intersecdo do plano secante com
as arestas [AV] e [CV], que sdo de

determinacao imediata, os pontos A

B',

(fa)

Vr

D'

hr=fr=fm

(f.)

Br

de interse¢ao com essas arestas xeh]
de perfil ndo o sao.

Uma das formas de solucionar esse
problema é através do rebatimento
do plano de perfil que contém essas
arestas.

Assim, é possivel visualizar as arestas [BV]
e [DV] lateralmente e, por isso, conhecer

a exata localizacdo desses pontos,
contrarrebatendo-os e tendo-os em

dupla projecéao ortogonal.
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Seccdes planas por planos ndo-projetantes

(fz)

Vo

Porém, existe outro método para resolver
situacdes desta natureza, através de um
plano auxiliar, paralelo ao plano da base

do sdlido seccionado, contendo os pontos 7
problematicos da seccao.

Baseando o raciocinio no principio de que (f.)

a figura de secc¢ao de um sélido regular por A B=D, G,

um plano secante paralelo ao plano dabase X
resultara, sempre, numa figura semelhante B,
ao poligono da base do sdlido, determina-se /
ainterse¢ao desse plano auxiliar com uma
das outras arestas, neste caso, a aresta
[AV], originando o ponto A". Ora, sabe-se

AN AT, vV, /G

que [A",B",] e [A",D",] deverao ser paralelas, D', h
o
respetivamente, a [A,B,] e [A,D,].

Assim, determinam-se os pontos problematicos da sec¢cao com recurso a um plano auxiliar
paralelo ao plano da base do sélido seccionado.

Seccoes planas por planos nao-projetantes

Apds terem sido abordadas as secg¢des planas de sélidos com bases assentes em planos
projetantes e ndo-projetantes, seccionados por planos projetantes, segue-se o estudo

da seccao de sélidos por planos ndao-projetantes. Trata-se de casos de maior complexidade,
uma vez que, ndo sendo o plano secante um plano projetante, a determinacao dos vértices
da sec¢ao nao sera imediata, sendo necessario recorrer ao método de intersecao de retas
projetantes e ndo-projetantes com planos nao-projetantes.

Deste modo, ha diversos processos que poderao ser adotados na resolucao deste tipo
de problemas:

= Recurso a métodos geométricos auxiliares, nomeadamente: mudanca do diedro de
projecao, transformando, assim, o plano secante nao-projetante num plano projetante;

= Recurso ao método geral de intersecao de retas com planos, determinando a intersecao
de cada aresta com o plano secante;

= Utilizacdo de um método misto, conjugando o método geral de intersecao de retas com
planos (interse¢ao das arestas do sélido com o plano secante) e a interse¢ao entre planos
(intersetando os planos que contém as faces do sélido seccionado com o plano secante).

A escolha do método mais adequado depende de cada situagao, obrigando a uma analise

caso a caso.
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Seccoes planas de sélidos

Considera a piramide quadrangular
regular com a sua base [ABCD]
assente num plano horizontal v.

Pretende-se determinar a seccao plana
do sdlido resultante do plano secante
o, obliquo, e, por isso, ndo-projetante.

Neste caso, o que melhor se adequa
aresolucao da situacao exposta sera
0 método misto.

Desta forma, promover-se-a a
intersecdo entre dois planos:

o plano secante e e 0 plano da
base da pirdmide seccionada v.

Assim, recorrendo a determinacao
daretai, de intersecdo do plano
projetante frontal ¥ e o plano obliquo ¢,
€ possivel determinar os dois pontos
das arestas da base, resultantes da
intersecdo do plano secante com esta
—pontos M eD.

Nota que, neste caso, um dos vértices
da seccédo da base coincide com um
vértice da proépria base — ponto D.

Essa determinacgao é feita em projecao
horizontal, através da intersecao de i,
com a projecao horizontal da base da
piramide.

Observando o desenho, pode antever-se
que a aresta [CV] ficara fora da secc¢ao,
como ird ser confirmado mais adiante.
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Seccdes planas por planos ndo-projetantes

Determinados os pontos da sec¢ao plana na base do sélido, é necessario determinar os
vértices resultantes da interse¢do do plano secante com as arestas laterais da piramide.

Neste caso, aplica-se o principio da interse¢ao de uma reta e um plano, aplicando o método
geral (ver pagina 138).

Deste modo, recorrendo a planos auxiliares, projetantes, contendo as arestas laterais das
piramides, procede-se a determinacao desses pontos.

De forma a promover uma maior economia de tragado, recorreu-se a um plano vertical 6
que contém, em simultadneo, duas arestas da piramide — [VA] e [VC].

(he)Ei'1
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Seccoes planas de sélidos

Areta i’ de intersecdo dos planos o e 6 interseta a aresta [AV] no ponto P. Nota que a aresta
[CV] nao possui qualquer ponto comum com a reta i — esta aresta nao é seccionada.

De seguida, aplica-se 0 mesmo principio a aresta [BV], recorrendo-se a um plano de topo &'.

Aretai”, de intersecao do plano secante ot com o plano obliquo &', interseta a aresta [BV]
no ponto Q.

Assim, os vértices da secc¢ao plana sao os pontos D, M, Qe P.

O poligono [DMQP] ¢ a secc¢ao plana resultante da intersecéo do plano obliquo &t com
a piramide regular de base [ABCD], horizontal.

AN (f.)=r

(he)Ei'1
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Seccdes planas por planos ndo-projetantes

Considera outro exemplo de um sélido seccionado por um plano nao-projetante.
Neste caso, trata-se de um prisma triangular obliquo de bases horizontais.

O plano secante € um plano de rampa p, definido pelos seus tragos.

Em primeiro lugar, verifica-se se o plano
secante interseta as bases do sdlido -
prisma obliquo.

Assim, consideram-se as retas de
intersecdo entre o plano secante e
os planos das bases-retasgeg'.

Essas retas, fronto-horizontais, B, B,
intersetando as arestas das bases 3

do sdlido, indicam que o plano secante !
interseta essa base.

P, Q' \L

92

A base [ABC] pertencente ao plano BN
frontal @ e é intersetada pelaretag G Y
nos pontos P e Q. H,

/

Assim, esses s&o pontos pertencentes A P, al lo

(h@)591

a figura de secgdo. O plano p interseta Bl \
a base [ABC]. ) H;

Jaaretad', de intersecao entre o plano
secante e o plano ¢', ao qual pertence

a base [A'B'C'], ndo interseta as arestas .
dessa base, concluindo-se que o plano \
secante nao interseta a base [A'B'C']. .

Neste exemplo, as arestas laterais do
sélido pertencem a retas horizontais,
pelo que, para determinar os pontos da
seccao pertencentes a essas arestas,
fez-se passar, por estas, planos
horizontais, determinando,

g

posteriormente, a reta de intersecéo
entre estes e o plano secante.
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Seccoes planas de sélidos

Neste caso, por observacgao

do desenho, antevé-se que é
provavel que as arestas [AAT]

e [BB'] ndo sejam intersetadas.
Deste modo, inicia-se o processo
pela aresta [CC'].

Areta g"”, de intersecdo entre
o plano secante e o plano v,
interseta a aresta [CC'] no
ponto R.

Assim, conclui-se que a figura

de seccdo do plano secante
sobre o prisma triangular obliquo
é o triangulo [PQR].

B,

Ay

Ay

92

(hv)E g

A

Py

Gl |

(h@')zgﬁ

I

Nota que, dada a complexidade de tracado inerente a este tipo de situacdes, optou-se, por
questdes de economia de tracado, fazer com que a projecao horizontal daretar —reta
obliqua pertencente ao plano secante, utilizada para determinar a intersecdo deste com os
planos das bases e da aresta lateral, coincidisse com a aresta [BB'], de forma a ndo
sobrecarregar o desenho. Contudo, tal facto ndo pressupde uma obrigatoriedade.
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Seccdes planas em cones

Para praticar

o Determina a secgao plana produzida por um plano obliquo ¢ numa piramide
quadrangular obliqua de base horizontal com 2 cm de cota, sabendo que:
= abase da piramide, o quadrado [ABCD] tem como centro o ponto O (2; 4; 2),
e o vértice de maior afastamento é o ponto C (3; 7; 2);
= 0 eixo da piramide é frontal e o vértice da mesma é o ponto V (-3; 4; 8);
= 0 plano secante é ortogonal ao plano bissetor dos diedros impares e contém o
ponto K (-1; 0; 0), e o seu trago frontal faz, com o eixo x, um édngulo de 50° (a.e.).

e Determina a sec¢éao plana produzida por um plano de rampa p num prisma

triangular regular de bases frontais, sabendo que:

= as bases do prisma sao tridngulos equilateros inscritos em circunferéncias,
cujo raio mede 3 cm;

= 0 eixo do prisma é um segmento de reta [00'], de topo, com 5 cm de cota
e mede 6 cm;

= abase de menor afastamento esta contida num plano frontal de 2 cm
de afastamento e o seu lado [AB], de menor cota, é fronto-horizontal;

= o traco frontal do plano secante tem 8 cm de cota e o traco horizontal tem
5 cm de afastamento.

Seccoes planas em cones

Uma seccao conica é uma figura de seccao produzida por um plano secante numa dada
superficie conica.

Essas seccdes podem assumir diferentes configuracdes, dependendo do tipo de cone
seccionado (reto ou obliquo) e da posi¢ao do plano secante relativamente a este.

Existem duas situacdes a distinguir:

= O plano secante contém o vértice da seccao;
= O plano secante nao contém o vértice da secgao.
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Seccoes planas de sélidos

Planos secantes que contém o vértice da superficie

Se o plano secante nao intersetar a diretriz da superficie (base do cone), o plano secante
secciona todas as geratrizes num unico ponto — vértice da superficie (vértice do cone).
Neste caso, a sec¢do é um unico ponto — vértice.

o
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Seccdes planas em cones

Se o plano secante intersetar a diretriz num
unico ponto, ou seja, for tangente a diretriz
(base do cone), o plano secante é tangente
ao longo de uma geratriz—g.

Assim, a figura de secc¢ao é umareta,
denominada geratriz de contacto.

Se o plano secante intersetar a diretriz
em dois pontos (A e B), o plano secciona
a superficie em duas geratrizes-geg'.
Assim, contendo o vértice, a figura de
secc¢ao sdo dois triangulos simétricos
em relacao ao vértice (se considerarmos
a superficie), ou um triangulo [AVB],

se se considerar o cone como solido.
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Seccoes planas de sélidos

Planos secantes que nao contém
o vértice da superficie

Se o plano secante for
paralelo ao plano da
diretriz (base, tratando-se
de um cone e ndo de uma
superficie conica), a figura
de seccéo resulta numa
circunferéncia
semelhante a diretriz (ou
base).

Existem diversos casos em que o plano
secante nao é paralelo ao plano da
diretriz (ou base), cujas caracteristicas
ditam o tipo de figura de seccao
resultante. Neste caso, o plano secante
é paralelo a uma geratriz da superficie
conica e interseta a diretriz em dois
pontos. A secc¢ao produzida é uma
parabola.
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Seccdes planas em cones

Nos casos em que o plano
secante nado interseta a diretriz,
mas interseta todas as geratrizes
da superficie e nao é paralelo

ao plano da diretriz, a figura

de seccao produzida nao

é semelhante a diretriz:

€ uma elipse.

Se o plano secante for ortogonal ao plano
da diretriz, este é paralelo a duas das
geratrizes da superficie, intersetando todas
as outras (nota que, neste caso, apenas se
estd a considerar uma folha da superficie,
contudo, apds o vértice, a seccao
continuaria, permitindo a intersecao

de todas as geratrizes.

Nestes casos, a figura de seccao
€ uma hipérbole — no exemplo,
um ramo de hipérbole.
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Seccoes planas de sélidos

Considera o exemplo ao lado.

Trata-se de um cone de revolugéo, cuja base
€ uma circunferéncia com centro no ponto
0. e o didmetro é o segmento [AB].

Este cone esta assente num plano horizontal
v e é seccionado por um plano, também
horizontal, ¥', e, consequentemente,

paralelo a base do cone. Deste modo,

antevé-se que a figura de seccgao resultara
numa circunferéncia semelhante a base
do cone seccionado.

Onde o plano secante interseta o eixo

Vs
()
A, 105 B2
(f.)
A, 0, B,
X
[
Al AT vEOgs0Y B 1

do cone tem-se o centro da circunferéncia,
que resulta da sec¢ao — 0. O raio da figura
de seccao corresponde a [A'O’].

Observa, agora, um cone obliquo, de base
frontal.

O cone é seccionado por um plano, também
frontal, e, por isso, paralelo a base —plano ¢'.

O plano secante interseta as geratrizes
[AV] e [BV] nos pontos A’ e B',
respetivamente. O eixo do cone é

intersetado pelo plano secante no X
ponto O, que sera o centro da

A

o,

B,

circunferéncia que é a figura de secgao.

Assim, [A'B'] corresponde ao diametro
da figura de seccéo.

Resumindo

Seccdes em cones por planos paralelos
as bases resultardo sempre numa figura de
seccao na forma de uma circunferéncia.
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Observa, agora, o cone obliquo com base
assente num plano horizontal v,
seccionado por um plano de topo e,

que contém o vértice do cone.

O plano secante corta a base do cone em
dois pontos. Esses pontos, pertencentes
a duas geratrizes que pertencem, em
simultaneo, ao cone e ao plano secante,
fazem parte da figura de seccédo, uma vez
que esta contém o ponto V.

Assim, [CV] e [DV] correspondem as duas
geratrizes pertencentes a figura de seccao.

Deste modo, a figura de seccédo resultante
do plano secante e é o triangulo [CDV].

Resumindo

Quando o plano secante contém o vértice
do cone e corta a sua base em dois pontos,
a figura de seccao é um tridngulo.

No exemplo ao lado, tem-se um cone de
revolucao de base horizontal, seccionado
por um plano de topo &, que ndo interseta a
base do sélido, nem contém o seu vértice.

Neste caso, conclui-se que o plano secante
interseta todas as geratrizes.

A determinacdo da sec¢cédo em projecao
frontal é imediata, dado o plano secante
ser projetante frontal.

No entanto, a determinacao da projecao
horizontal da seccdao ndo o é.

Assim, existem dois métodos para
a resolucao deste problema:

= método das geratrizes;
= método dos planos paralelos a base.

Seccdes planas em cones
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Seccoes planas de sélidos

Método das geratrizes

O método das geratrizes, como o préprio
nome indica, consiste na determinacéo da
intersecao de sucessivas geratrizes com
o plano secante.

Deste modo, através da unidao de (e

varios pontos da base do sélido
ao seu vértice, determinam-se
vérias geratrizes do cone, que
serao intersetadas pelo plano
secante em diversos pontos, que

correspondem a pontos da figura

de seccdo. Neste caso, trata-se fo O B

de uma elipse, sendo necessarios
oito pontos para a sua correta

representacao. g( 7

Assim, tendo dois pontos de B
determinacado imediata— A' e B' -
pertencentes as geratrizes de <é‘ oy
contorno aparente do solido,

tracam-se seis geratrizes

adicionais, para determinar ha
os restantes seis pontos
necessarios:C, G, H,D,EeF.

Nota que, em projecao frontal, as geratrizes
sdo coincidentes duas a duas.

Resumindo

Quando o plano secante é obliquo a base, ndo a interseta e ndo contém o vértice do cone,
a figura de secc¢dao resultante € uma elipse.
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Método dos planos paralelos a base

Como foi referido, existe um outro
método para a determinagao dos
pontos da seccao que recorre

a sucessivos planos auxiliares,
paralelos a base.

Este método consiste em
determinar as figuras de
intersecao entre varios planos
paralelos a base do cone e o cone
em si.

Sabe-sg, tratando-se de planos
paralelos ao plano da base, que
as figuras de seccéo resultantes
serao circunferéncias
semelhantes a base do cone.

Assim, traca-se um primeiro plano
horizontal, ¥', e a respetiva seccao
em projecao horizontal. Esta é
uma circunferéncia com centro
em O, cujo raio corresponde

a distancia entre aintersecéao do
plano secante com a geratriz [AV]
e oponto O.

Nessa circunferéncia estarao
dois pontos da figura de seccao
resultante do plano secante a.
Esses pontos tém as duas
projecdes frontais coincidentes,
sobre a intersecao do plano
secante com o plano auxiliar,

e situam-se, no decorrer da linha
de chamada, sobre a
circunferéncia em projecao
horizontal - pontos C' e D".

CVGD11_12
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Seccoes planas de sélidos

O processo devera ser repetido com recurso a outros planos auxiliares, também paralelos
abase, ¥" e ¥". Arepeticao do processo permite determinar os restantes pontos da elipse
—figura de seccao —, completando os oito pontos necessarios para a sua definicao.

Resumindo

Quando o plano secante é obliquo a base, ndo a interseta e nao contém o vértice do cone,

a figura de seccao resultante é uma elipse.

Parabolas e hipérboles
Observa o0 exemplo ao lado.

Tem-se um cone obliquo de base

frontal, do qual se pretende determinar

a figura de seccéao originada por um
plano secante 6, vertical.

Em primeiro lugar, recorre-se aum

método auxiliar que permite determinar,

a priori, o tipo de sec¢do em questao.

Para tal, faz-se passar um novo plano &',
paralelo ao plano secante, que contém

o vértice do cone. De seguida,
determina-se a intersecao desse
mesmo plano com o plano da base
do sélido — neste caso, trata-se de
uma reta vertical —aretai.

Notando que essareta é tangente a
base do sdlido, isso permite antever
que a figura de seccdo em questao
€ uma parabola.

Para resolver este problema, sdo
necessarios dez pontos da seccéo.
Sé assim pode ser representada
com algum rigor.
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Seccdes planas em cones

Neste caso, 0s pontos em que o plano
secante corta a base do soélido -
pontos P e Q — estao contidos numa
reta vertical, que contém, também,

o centro da circunferéncia que
corresponde a base do sdlido.

Ja o ponto R, que é o ponto da
seccao mais a direita, e, neste
caso, de maior afastamento,
situa-se na geratriz de contorno
aparente do sélido em projecao
horizontal. Representada essa
mesma geratriz em projecao

frontal, tem-se a projecao frontal /

deR. \P“’

N,

A determinacao dos restantes

pontos dasec¢cao-S,T,U,V, Xe X

h
Z - é feita com base no método (

01E P1E Q1\\
.

N

das geratrizes, a partir do tracado

de vérias geratrizes do cone
seccionado e da determinacédo da
intersecao dessas geratrizes com
o plano secante.

. . v
Nota que seria igualmente viavel <

o recurso ao método dos planos
paralelos a base, tendo sido a escolha
do processo totalmente arbitraria.

Resumindo

Se o plano secante cortar a base do sélido em dois pontos e for paralelo a uma das suas
geratrizes, a figura de seccao serd uma parabola.
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Seccoes planas de sélidos

Atenta agora no exemplo seguinte:

E dado um cone de revolugéo cuja
base esta assente no Plano Horizontal
de Projecdo —base essa que
corresponde a uma circunferéncia
cujo centro é o ponto O, e 0 seu
didmetro corresponde a [AB].

Pretende-se determinar a figura de
secc¢ao resultante do plano secante
vertical 6.

Numa primeira instancia, a semelhanca
do que foi enunciado no exemplo
anterior, recorre-se a um método
auxiliar para determinar, a priori,

qual serd o tipo de secg¢ao resultante.

Assim, recorre-se a um plano auxiliar 6",
paralelo ao plano secante, que contém
o vértice do cone.

A reta de intersecdo entre o plano auxiliar
e o plano da base do cone €, neste caso,
0 proprio traco horizontal do plano
auxiliar, que é secante relativamente

a base. Tal facto permite antever que a
figura de sec¢cao em questao sera uma
hipérbole — neste caso, uma vez que o
solido é limitado por apenas uma folha,
um ramo de hipérbole.

A determinacéao do ponto de maior cota
da seccao - ponto R - é feita com recurso
a uma perpendicular ao plano secante,
em proje¢ao horizontal, passando pelo
ponto de tangéncia (ponto de contacto
daretatcom abase do sélido —ponto T).
Essa perpendicular corresponde a
geratriz a qual pertence o ponto R.
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Seccdes planas em cones

Para determinar os restantes pontos, a exceg¢ao dos pontos P e Q da base, que sédo de
determinacao imediata, recorre-se ao método dos planos paralelos a base.

Também neste caso deverdo ser considerados dez pontos para uma correta representagcao
da figura de seccéo.

Resumindo
Se o plano secante intersetar a base em dois pontos e for paralelo a duas geratrizes do cone,
a figura de seccao € uma hipérbole — ou ramo de hipérbole - se se tratar de um sélido limitado
apenas por uma folha.

Para praticar

o Determina e identifica a secg¢ao plana produzida por um plano horizontal v com
3 cm de cota num cone de revolugao em que a base, frontal, € uma circunferéncia,
cujo centro é o ponto O (2; 3), tangente ao Plano Horizontal de Projecao. O eixo do
cone corresponde ao segmento [OV] e mede 6 cm.

9 Considera o cone de revolucao do enunciado anterior. Determina e identifica
a seccgao plana produzida no cone por um plano vertical 6 que contém o ponto
médio do eixo do cone, e cujo trago horizontal faz, com o eixo x, um angulo de
40° (a.e.).

9 Determina e identifica a sec¢ao produzida por um plano de topo &, num cone
obliquo cuja base esta assente no Plano Horizontal de Projecao e o seu eixo
é um segmento de reta obliquo. O centro da base é o ponto O (0; 4; 0) e 0 seu raio
€ 3 cm. O vértice do cone € o ponto V (-4; 7; 5). O plano secante contém o ponto
K (-2; 0; 0) e faz, com o eixo x, um angulo de 40° (a.e.).

o Considera o cone obliquo do enunciado anterior. Determina e identifica a sec¢éo
produzida por um plano vertical 8 que contém o eixo do cone.

181



Seccoes planas de sélidos

Seccoes planas em cilindros

Uma secc¢ao cilindrica €, como o nome indica, uma sec¢ao que um dado plano provoca
numa superficie cilindrica.

Essas sec¢des podem apresentar-se sob variadas formas, nomeadamente se:

= 0 plano secante é paralelo ao eixo da superficie;
= 0 plano secante ndo é paralelo ao eixo da superficie.

Observa as situacdes seguintes:

Nos casos em que o plano secante é paralelo ao eixo da superficie cilindrica, a figura
resultante da seccao consistird num retangulo. Neste caso, o plano corta as duas bases do
sélido e contém duas das suas geratrizes.
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Seccdes planas em cilindros

Ainda no ambito dos planos \

secantes paralelos ao eixo da
superficie, pode dar-se o caso de ~
o plano secante ser tangente as y ~ <
diretrizes (bases do cilindro). . S~
Neste caso, o plano contém uma, e

e s6 uma, geratriz da superficie. ’ ’ ~

A figura de intersecao é essa
geratriz.

Nos casos em que o plano
secante nao ¢ paralelo ao eixo
da superficie, destaca-se aquele
em que o plano secante é
ortogonal ao eixo da superficie,
ou seja, paralelo aos planos que
contém as diretrizes (bases

do cilindro). Neste caso, a figura
de seccéo resulta numa
circunferéncia geometricamente
igual as das bases. Tal advém do
facto de o plano secante
intersetar todas as geratrizes
amesma cota, sendo estas

paralelas entre si.
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Seccoes planas de sélidos

Se o plano secante for obliquo
face ao eixo da superficie e néo
intersetar as suas diretrizes,
afigura de seccédo resultante
sera uma elipse. O plano
secante interseta todas as
geratrizes, a cotas distintas,
duas a duas.

No entanto, se o plano secante
for obliquo ao eixo, mas cortar
uma das bases do cilindro,

a figura resultante da seccéao
passa a ser um segmento de
elipse. Nota que esta condicédo
apenas se verifica quando se
trata de um cilindro (limitado
por dois planos que contém
as bases), e ndo de uma
superficie cilindrica, na qual

as geratrizes se prolongam
além das diretrizes.
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Observa o cilindro de revolugao de bases
horizontais assente no Plano Horizontal
de Projecao.

Pretende-se determinar a figura de
seccao resultante do plano secante
paralelo as bases do cilindro g,

consequentemente, ortogonal ao seu eixo.

A enumeracao dos elementos do
enunciado permite, por si sd, antever
que a figura de seccao produzida sera
uma circunferéncia geometricamente
igual as circunferéncias das bases, como
se pode verificar no exemplo ao lado.

A figura de sec¢ao é uma circunferéncia
com centro em O", cujo didmetro
corresponde a [PQ].

Considera agora um cilindro obliquo,
de bases horizontais e assente, também,
no Plano Horizontal de Projecéo.

Neste caso, o eixo é obliquo face

aos planos das bases, uma vez

que se trata de um plano obliquo e,
consequentemente, obliquo ao plano
secante.

Porém, sendo o plano secante paralelo
as bases, a figura resultante da seccao
continua a ser uma circunferéncia

geometricamente igual as circunferéncias

das bases do cilindro, como se pode
verificar no exemplo ao lado.

A figura de sec¢ao € uma circunferéncia
com centro em 0", cujo didmetro
corresponde a [PQ].

Seccdes planas em cilindros
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Seccoes planas de sélidos

No exemplo ao lado, esta representado
um cilindro de revolucéao, de bases
horizontais, assente no Plano
Horizontal de Projecéo. O plano
secante, vertical, é paralelo ao eixo

do cilindro, que é, neste caso, um
segmento vertical.

O plano secante corta as bases nos
pontos P e Q, na base de menor cota,
e P' e Q" na base de maior cota.
Contém, por isso, as geratrizes [PP’]
e [QQ'].

A figura resultante da secc¢éo é o
retangulo [PP'Q'Q].

Neste caso, bastam, para definir a
figura de seccao, os pontos de seccao
das bases.

Esta condicdo também se verifica
no caso de cilindros obliquos.

Observa o cilindro obliquo assente

no Plano Horizontal de Projecéo.

O plano secante de topo e € paralelo ao
eixo do cilindro e, consequentemente,
as suas geratrizes, contendo duas
delas: [PP'] e [QQ'].

O plano secante interseta a base de
menor cota nos pontos P € Q, e a base
de maior cota nos pontos P' e Q'

Neste exemplo, em que o plano
secante apresenta estas
caracteristicas face ao cilindro
seccionado, a figura de sec¢éo
€ um paralelogramo.
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Seccdes planas em cilindros

Considera, agora, um cilindro de revolugao com bases frontais.
Pretende-se determinar a figura de seccéo resultante de um plano vertical 6.

Sendo o plano secante projetante horizontal, a determinacdo da seccao em projecao
horizontal é imediata, concluindo, também, que o plano secante é obliquo face ao eixo
do sdlido, e ndo corta as bases do mesmao.

Deste modo, a figura de secc¢ao resultante € uma elipse.

Em projecéao frontal, a figura de secc¢éo coincide com as bases do sélido, uma vez que se
trata de um cilindro de revolucéo.

Todas as geratrizes sdo seccionadas, mas ndo em pontos equidistantes das bases.

A=A=A", [0=0,=0", [B,=B'=B",
§ h
(h,)

w 0, B,

A
o
18",
(hg)

1
(h,)

Al o, B,
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Seccoes planas de sélidos

Apesar de a figura de seccéao,
em projecao frontal, coincidir
com as bases do sdlido, esta
ndo é geometricamente igual
as circunferéncias das bases.

Esse facto deve-se a deformagao o2 H,
da projecéao frontal da secc¢ao,
uma vez que o plano secante nao

€ paralelo a nenhum dos planos
de projecéo.

AZAEA", |[0=0,E0", |B,=B'=B",

Para determinar a verdadeira E;T TG,
grandeza da figura de seccéo,
€ necessario recorrer a um

método geométrico auxiliar: X

rebatimento do plano secante. (h

A O, B,
A

No exemplo, optou-se por rebater N

o plano vertical sobre o Plano iy

Horizontal de Projecéo. 0"=C,ED,

Er
Nota que, para poder representar A ’ cl /
a elipse com o devido rigor, B
sao necessarios, pelo menos, o", ) (h)
a

oito pontos. Assim, através da v AT o B
determinacao desses pontos Fr

em dupla projecao ortogonal, N <B"

sobre as projecdes da seccéo, H,

seguiu-se o rebatimento dos

mesmaos.

Desta forma, é determinada a verdadeira grandeza da seccao e, por conseguinte,
representada a sua verdadeira forma.

Resumindo

Em qualquer tipo de secgéo, provocada em qualquer tipo de sélido, cujo plano secante nao seja
paralelo a qualquer um dos planos de projecao, a figura de sec¢ao encontra-se sempre
deformada. Desse modo, é necessario rebater o plano secante, de forma a obter a verdadeira
grandeza da figura de secc¢éao resultante.
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Seccdes planas em cilindros

Analise-se, agora, uma situacao em que a relagao do plano secante com o sélido é semelhante
a do exemplo anterior, contudo, aplicavel a um cilindro obliquo.

Sendo dado um cilindro obliquo assente
no Plano Horizontal de Projecéo,
pretende-se determinar a figura de
secc¢ao resultante do plano secante e,
de topo.

Nota que o plano secante é obliquo face
ao eixo do cilindro, e ndo interseta as
suas bases —a figura de seccao sera
uma elipse.

A determinacao da seccado em projecao
frontal € imediata, uma vez que o plano
secante é projetante frontal. Contudo,
este ndo é paralelo a nenhum dos
planos de projecao. Desse modo, a
projecao horizontal da seccdo nao se
ira refletir em verdadeira grandeza.

Tratando-se de um cilindro obliquo,

a figura de seccdo em dupla projecéo
ortogonal também néo ir coincidir com
as bases do sélido, visto as geratrizes
serem intersetadas em pontos de
abcissas distintas dos pontos
correspondentes das bases.

Assim, é necessario recorrer a um dos métodos ja enunciados anteriormente:

(f)

0‘2

B‘2 (fv)

A" //

= método dos planos paralelos a base (ver pagina 177);

= método das geratrizes (ver pagina 176).

Método dos planos paralelos as bases

Este método, como ja foi referido no caso das secgdes conicas, consiste em recorrer
a sucessivos planos auxiliares, paralelos aos planos das bases do sélido seccionado,

he,

e determinar as intersecdes entre esses planos com o sélido em questao e, seguidamente,
a intersecao entre a figura resultante dessa seccéo e o plano secante.
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Seccoes planas de sélidos

Neste caso, tendo sido ja
determinados os extremos dos
eixos da elipse, correspondentes
a intersecao do plano secante
com as geratrizes de contorno
aparente em projecéo frontal,

€ as geratrizes de maior e menor
afastamento do cilindro, segue-se
a determinacdo de mais quatro
pontos da seccao, completando
0s oito necessarios para a
representacao da elipse.

Assim, recorreu-se aos planos ¥’
ev", determinando a sua
intersecdo com o cilindro.

Essa intersecao resulta em
circunferéncias geometricamente
iguais a base. A intersecao desses
planos com o plano secante
origina pontos da secc¢ao,
coincidentes em projecéao frontal,
Cuja projecao horizontal se
encontra sobre a projecao da
seccao dos planos auxiliares

com o sélido.

A unido dos pontos em projecéo
horizontal corresponde a elipse
de seccao do cilindro resultante
do plano secante de topo.
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Seccdes planas em cilindros

Método das geratrizes

Este método consiste em determinar, em dupla projecéo ortogonal, as sucessivas
geratrizes do soélido e os pontos de intersecao das mesmas com o plano secante.

De forma a promover uma maior economia de tracado, consideram-se geratrizes
coincidentes em projecao frontal. Deste modo, as geratrizes [EE'] e [FF'] sdo coincidentes
em projecao frontal, mas ndo em projecao horizontal. Identificados os seus pontos de
contacto com as bases do sélido, as geratrizes sao representadas em projecao horizontal,
€ 0s seus pontos de intersecdo com o plano secante, coincidentes em projecéo frontal
(dado as geratrizes terem essas projecdes coincidentes), tém as suas projecdes horizontais
sobre as projecdes homdnimas das geratrizes a que pertencem.

Este processo é repetido até completar os oito pontos para a representacao da elipse
de seccao.

(f) A, EzF, O, B, ()

A" /

H",

A
8",

@n (O} BY

§> he
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Seccoes planas de sélidos

Para praticar

o Determina e identifica a sec¢ao produzida por um plano frontal num cilindro de
revolucao de bases horizontais, sabendo que:
= o ponto O (4; 1) é o centro da base de menor cota, cujo raio mede 3 cm;
= 0 eixo [00] mede 6 cm;
= 0 plano secante tem 2 cm de afastamento.

9 Determina e identifica a sec¢ao produzida por um plano de topo &t num cilindro
obliquo assente no Plano Horizontal de Projecao, sabendo que:
= o ponto O (1; 3; 0) é o centro da base de menor cota, cujo didmetro mede 4 cm;
= 0 eixo do cilindro é o segmento [0O’], obliquo, e O’ (-4; 5; 5);
= 0 plano secante contém o ponto K (-4; 0; 0).
e Determina e identifica a sec¢ao produzida por um plano vertical 6 num cilindro obliquo
de bases frontais, sabendo que:
= abase de menor afastamento esta assente no Plano Frontal de Projecao;
= 0 eixo do cilindro é horizontal e mede 6 cm;
= 0 centro da base de menor afastamento é o ponto O (2; 0; 5) e o raio da base é 3 cm;
= 0 eixo do cilindro faz, em projecao horizontal, um angulo de 35° (a.d.) com o eixo x;
= 0 plano secante contém o ponto O, centro da base de maior afastamento, e faz,
com o eixo x, um angulo de 35° (a.e.).

Seccoes planas em esferas

As esferas sdo 0 unico solido em que qualquer secc¢ao de qualquer
plano secante resulta sempre na mesma figura: o circulo.

Se for considerada uma superficie esférica
e ndo uma esfera (sélido), trata-se de uma
circunferéncia.

Observa o exemplo:

O plano e secciona a esfera
segundo um circulo.

Nota que, na figura, o circulo esta em
perspetiva, dai assemelhar-se a uma elipse.
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O plano secante, qualquer que seja, sera
sempre ortogonal ao eixo da esfera.

Qualquer que seja a orientagao
ou posicao do plano secante
face a esfera, a figura de seccéao
sera sempre um circulo,
podendo este ser maior
Oou menor, consoante o seu
afastamento ou proximidade
relativamente ao centro da

esfera.

Se o plano secante contiver o centro
da esfera, a figura de seccao corresponde

ao circulo de maior didmetro da esfera.

A esfera, pelas suas caracteristicas, nunca
estd assente num tipo de plano especifico,

uma vez que é composta por uma sé

superficie.
A sua representacdo em dupla projecéo

ortogonal é igual em ambas as projecdes,
sendo estas sempre correspondentes

ao circulo maior da esfera.
No exemplo ao lado, a esfera representada

é seccionada por um plano frontal, que
contém o ponto O, que € o centro da esfera.

Deste modo, a figura de seccéo
corresponde ao circulo maior da esfera.

A figura de secc¢éo pelo plano secante
€ uma circunferéncia de centro em O,
cujo didmetro corresponde a [AB].

CVGD11_13

Seccdes planas em esferas
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Seccoes planas de sélidos

Observa, agora, outro exemplo em que
a esfera é igualmente seccionada por
um plano paralelo a um dos planos de
projecao, porém, o plano secante néo
contém o centro da esfera.

Neste caso, a figura de seccdo é também
uma circunferéncia, como alias todas as
seccOes em esferas, mas de didmetro
inferior ao circulo maximo da esfera.

O diametro da circunferéncia que resulta
da sec¢ado tem como extremos os pontos
de intersecdo entre o plano secante e 0
contorno aparente da esfera em projecao
horizontal.

Nota que, caso o plano secante fosse horizontal,

esses pontos pertenceriam ao contorno
aparente da esfera em projecao frontal.

Analisando, agora, um exemplo em que
o plano secante ndo é paralelo aos planos
de projecao, tem-se:

Uma esfera representada em dupla projecao

ortogonal, seccionada por um plano vertical
6. que ndo contém o centro da esfera.

A figura de seccao sera, naturalmente, uma
circunferéncia, de didametro inferior ao circulo
maximo da esfera, uma vez que o plano
secante ndo contém o centro da esfera.

Contudo, em dupla proje¢ao ortogonal,

a figura de seccao sera representada como
uma elipse, devido a deformacao inerente
ao facto de o plano secante nao ser
paralelo a nenhum dos planos de projecéo
€, por isso, ndo projetar os seus elementos
em verdadeira grandeza em nenhuma das
projecoes.
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A determinacédo da figura de seccao
pelo plano secante vertical consiste,
primeiramente, na determinacao do

Seccdes planas em esferas

centro da circunferéncia que
corresponde a figura de secc¢ao.

Essa determinacéo é feita com recurso
a uma reta auxiliar, ortogonal ao plano
secante, que contém o centro da esfera.

Assim, pelo ponto O, conduz-se uma reta,
neste caso horizontal. Onde essa reta
intersetar o plano secante tem-se o ponto
Q - centro da figura de seccéo.

Seguidamente, determinam-se os pontos em
que o plano secante corta o contorno aparente

do sélido em projecao frontal. Essa determinacao

é feita a partir da intersecao do didmetro da
projecao horizontal da esfera, paralelo ao eixo x.

Onde esse didmetro intersetar o trago horizontal

do plano secante, tem-se as projecdes
horizontais dos pontos M e N, coincidentes.

As projec¢des frontais situam-se sobre a projecéo

frontal da esfera.

Como ja foi referido, para uma correta

representacdo de uma elipse, séo
necessarios, pelo menos, oito pontos.

Uma vez que estao ja determinados quatro,
resta determinar os restantes.

Para tal, podera recorrer-se ao método
dos planos paralelos, mas, neste caso,
paralelos aos planos de projecéo,

uma vez que uma esfera ndo tem bases
(é formada por uma sé superficie).

Assim, com recurso a dois planos frontais,

auxiliares, é feita a sua intersecdo coma

N, f,
h,
X
f@
h,
\\E;{“Mz
T TN
AL T
0,
M=N] (hy)
Esh 7 Ny

esfera e, seguidamente, a intersecédo com
o plano secante.

(hy)
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Seccoes planas de sélidos

Assim, sdo determinados os pontos C, D, E, e F.

Existe outro método, aplicavel ao caso das esferas, uma vez que é o Unico exemplo em que
a figura de secg¢ao é sempre uma circunferéncia, que confere maior rigor a representacao:
o método do rebatimento do plano secante.

Neste caso, o processo é invertido.

Determinado o centro da figura de
seccao e os pontos que delimitam o seu
didmetro (neste caso, consideraram-se
os pontos A e B), e rebatendo-se o plano
secante (optou-se pelo rebatimento

sobre o Plano Horizontal de Projecao), X
desenha-se a sec¢cdo em verdadeira
grandeza, e determina-se, no

rebatimento, os restantes pontos
necessarios a representacao da figura

em dupla projecao ortogonal.

Este método é o mais adequado,
conhecendo de antemao que a figura
de seccao é uma circunferéncia.

Para praticar

0 Determina a secg¢ao produzida por um plano horizontal ¥ com 5 cm de cota numa
esfera situada no 1.° diedro, com 3 cm de raio, tangente ao Plano Frontal de
Projecao, cujo centro é o ponto O (3; 5).

9 Determina a sec¢ao produzida por um plano frontal ¢ com 4 cm de afastamento
numa esfera situada no 1.° diedro, cujo centro € um ponto do plano [31 /3, com
4 cm de cota, e cujo raio mede 3 cm.

e Determina a seccado produzida por um plano vertical 6 que contém o ponto
K (-2; 0; 0) e cujo traco horizontal faz, com o eixo x, um éngulo de 35° (a.e.). A esfera
é tangente a ambos os planos de projecao e o seu centro é o ponto O (1; 4; 4).

0 Determina a secg¢ao produzida por um plano de topo ¢ ortogonal ao B1 /3, de
abertura a direita, que contém o ponto K (0; 0; 0), numa esfera cujo centro é o
ponto O (-3; 5; 5) com 4 cm de raio.
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Sodlidos resultantes de uma truncagem

Sdlidos resultantes de uma truncagem

Por sélido truncado entende-se o sélido que resulta entre a sec¢ao plana e o plano da
base do sélido seccionado.

Essa representacao segue normas de desenho que devem ser tidas em conta, de forma
a clarificar a solucao grafica.

Observa o exemplo: |

Apds determinar a figura de seccao |
resultante de um plano secante horizontal |
sobre uma pirdmide quadrangular regular, . A
com a sua base assente, também, num , (f,)
plano horizontal, pretende-se proceder
a representacao grafica do sélido X
resultante da seccéo.

Por convencao, entende-se que o sdlido
resultante é aquele que se situa entre

o plano da base do sélido original e o plano
secante.

Assim, neste caso, evidenciado a azul esta |
o sélido resultante da secc¢ao, denominado /
solido truncado. !

Neste manual, para uma maior clareza, ! ()

o contorno do sdlido resultante, bem
como a trama da superficie seccionada, 'l o, (fy)
estao representados a azul. Porém, no

desenho, essa representacao devera
ser feita, no contorno, com trago grosso,
e na trama da superficie de sec¢ao, com

linhas sucessivas, de afastamento igual,
o

com traco mais leve.
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Seccoes planas de sélidos

(fa)

Considera, agora, um cilindro obliquo /
. . . /
de bases horizontais, seccionado por /
/

um plano de topo. : /

(f2)

O sélido resultante da secc¢ao, salvo /
indicagao contraria do enunciado, /
sera aquele que fica compreendido /
entre o plano da base e o plano /
secante. - z

Assim, o sélido resultante da N
truncagem do cilindro obliquo
encontra-se destacado graficamente.

he

Para praticar

0 Determina as projecoes do soélido resultante da secc¢ao produzida por um plano de
topo &0 numa piramide pentagonal regular de base horizontal, sabendo que:
= o ponto A (-5;9; 2) é um dos vértices da base [ABCDE] da piramide;
= 0 vértice da piramide é o ponto V (-5; 5; 7);
= o0 plano secante faz, com o Plano Horizontal de Proje¢ao, um éngulo de 35°
(a.d.) e contém o vértice mais a esquerda da piramide.
9 Determina as proje¢6es do solido resultante da secc¢ao produzida por um plano
vertical 8 num cone obliquo de base frontal, sabendo que:
= 0 centro dabase é o ponto O (0; 2; 4) e o raio é 3 cm;
= 0 eixo do cone é horizontal e faz, com o Plano Frontal de Proje¢ao, um angulo
de 45° (a.e.);
= ageratrizdo cone que contém o ponto da base mais a esquerda é horizontal e
faz, com o Plano Frontal de Projecao, um angulo de 65° (a.e.);
= 0 plano secante contém o ponto K (-2; 0; 0) e faz, com o Plano Frontal de
Projecao, um angulo de 35° (a.e.).
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Canticodaliberdade

Canta, irméo
Canta, meu irmdo
Que a liberdade € hino
E o homem a certeza.

Com dignidade, enterra a semente
No p6 da ilha nua;
No despenhadeiro da vida
A esperanga é do tamanho do mar
Que nos abraga,
Sentinela de mares e ventos
Perseverantes
Entre estrelas e o Atlantico
Entoa o cdntico da liberdade.

Canta, irméo
Canta, meu irméo
Que a liberdade é hino
E 0 homem a certezal!
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