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Conhece o teu manual

Este manual ajuda-te neste percurso e é fundamental para a tua aprendizagem,
independentemente da area que venhas a escolher no futuro. O manual esta
estruturado em trés temas, de acordo com o plano curricular do ensino secun-
dario. Os temas (Modelos de Grafos, Modelos populacionais e Probabilidade)
dividem-se, por sua vez, em subtemas.

Cada tema e subtema é composto por...
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Ouvimos dizer, frequentemente, que uma das mais-valias da matematica é a faculdade para
tratar uma variedade de situagdes e problemas reais. Muitos problemas matematicos sdo for-
mulados com base numa situacao real, sendo que, numa abordagem inicial, se pretende encon-
trar para o problema uma descricdo matematica — modelacdo matematica.

A construc¢do de um modelo permite que nos foquemos no que é essencial para a resolucéo do
problema, descartando a informacio suplementar ndo necessaria. Existem diferentes modelos
matematicos, sendo os grafos um exemplo.

Um grafo é um modelo matematico adequado
para o estudo das relacdes entre objetos discre-
tos de qualquer tipo.

A Teoria dos Grafos surge no desenvolvimento da Matematica Discreta e, contrariamente ao
gue ocorre com outros conhecimentos, que surgem de meras abstracdes teéricas, a Teoria dos
Grafos tem origem na necessidade de dar resposta a problemas praticos que ocorrem em
diversos contextos.

Apesar da primeira referéncia ao termo grafo sé surgir no século XX, a resolucio de Euler do
problema das pontes de Kénigsberg (1736) é apontada como a primeira publicacdo da Teoria
dos Grafos.

As pontes de Konigsberg

A Teoria dos Grafos tem sido, sobretudo, desenvolvida desde o inicio do século XX e os modelos
de grafos sdo aplicados em muitas areas diferentes: na planificacdo de viagens, na localizacdo
de postos ou de equipamentos que abastecem diferentes locais de uma regido, na planificacdo
das trajetérias de servicos de distribuicdo ou de limpeza de ruas, etc.



1.1. Introducao aos grafos

* |dentificar a informacao essencial de uma determinada situacao para a
modelar através de um grafo.

* Conhecer as nog¢des de vértice, aresta, lacete, vértice isolado e vértices e
arestas adjacentes.

* Determinar a ordem e a dimensao de um grafo e o grau de um vértice.
* Conhecer as noc¢des de grafo completo e de grafo regular.

* |ldentificar caminhos e circuitos num grafo.

1.2. Grafos de Euler

* |dentificar as condi¢cdes para um grafo admitir um circuito de Euler.
* Conhecer e aplicar o Teorema de Euler.

» Saber eulerizar um grafo.

1.3. Grafos de Hamilton
* Definir e caracterizar um circuito de Hamilton.
* ldentificar as condi¢ges para um grafo admitir um circuito hamiltoniano.
» Saber aplicar algoritmos — decisdes passo a passo para encontrar solucdes.

* Discutir sobre a utilidade e a viabilidade da procura de solu¢des 6timas.

1.4. Arvores. Caminho critico
* Conhecer as nog¢des de arvore e de arvore abrangente minima.
* Determinar a arvore abrangente minima na resolu¢éo de problemas.

» Saber usar o método do caminho critico na gestao de projetos.



1.1. Introducao aos grafos

1.1.1. O que é um grafo?

O transporte maritimo é uma das formas mais populares de viajar entre as ilhas de
Cabo Verde. O transporte por barco ndo s6 torna as viagens acessiveis, como tam-
bém permite desfrutar das magnificas vistas do oceano Atlantico que rodeiam o ar-
quipélago.

O mapa que se segue mostra as conexdes maritimas asseguradas por uma empresa
entre as ilhas de Cabo Verde.

Sal
Sao\ = g
Vicente\ santa \
Boa Vista E}
Fogo Maio
5“ Santiago

Brava

Estas conexdes maritimas podem ser representadas através de um grafo.

oA SVER— N\

S

BV

BR F

Esta representacdo em grafo facilita a simulacéo e otimizacéo de recursos, como se
explica nas paginas seguintes.

10



1.1. Introducgédo aos grafos

Grafos, vértices e arestas

Um grafo é uma estrutura constituida por um conjunto de pontos, a que chama-
mos vértices, e um conjunto de arestas, que unem pares de pontos.

As figuras seguintes representam alguns exemplos de grafos.

A B
A B
C B
E
D A c
D C
F
Vértices:A,B,C,D,E, F Vértices: A, B, C Vértices: A, B,C,D

As arestas podem ser curvas ou retilineas. As intersecdes das arestas que nao estao
realcadas nao sao vértices do grafo.

( Exemplo 1 )

Um grafo permite modelar uma situagao do quotidiano através de uma
representacao mais simples que facilita a analise. Por exemplo, 0 mapa de
estradas e 0 esquema de uma rede elétrica das figuras seguintes

A B C B

D E F

podem ser representados pelo mesmo grafo:

A B C

M




1. Modelos de grafos

( Exemplo 2 )

A figura ao lado representa um grafo com
seis vértices e quatro arestas, em que o
conjunto de vértices é:

v={A,B,C,D,E, F}

€ 0 conjunto de arestas é:
A={AB, BC, AC, DE} E
. Exercicios

a Desenha um grafo em que o conjunto dos vértices seja V={A, B, C, D} eo
conjunto das arestas seja A= {AB, AC, AD, CD} .

A|B|C|D|E
e Desenha um grafo que modele a situacio A X | X X
representada na tabela ao lado. B | X X X
A, B, C, D e E sao vértices e, X | X XX
- 8 D X
X —significa que ha uma aresta entre os
e E | x| X | X
vértices
Nota: Repara que se A esta ligado a B,
entdo B esta ligado a A. E habitual
omitir esta informacgéao da tabela, dei-
\__ xando essas células a sombreado.

Ordem e dimensao de um grafo

A ordem de um grafo é o numero de vértices do grafo.
A dimensao de um grafo é o namero de arestas do grafo.

( Exemplo 3 )
A B B
A
Ordem 4 C Ordem 6
Dimensao 6 . Dimensao 6
D
D C

12



1.1. Introducgédo aos grafos

Construcao de grafos a partir de mapas e plantas

C Exemplo 4 )

O Edson ao olhar para o mapa da sua aldeia decidiu tentar representar todas as
estradas existentes através de um grafo.

Para construir o grafo comecou por identificar, comasletras A, B, C, D, E, F
e G, todos os pontos em que as estradas iniciam ou se intersetam:

E depois s6 teve de representar as estradas através de arestas que ligam esses
vértices:

F E
Este grafo permite identificar e comparar mais facilmente os varios percursos

que o Edson pode fazer. Por exemplo, parairde A a C, tem varias opcdes,
duas delas sédo percorrer A-B-D-C oupercorrer A-G-F-D-C.

13



1. Modelos de grafos

( Exemplo 5 )

A figura seguinte representa a planta da casa da Luana.

FITTTTF
VANVYYHVA

A Luana decidiu representar as ligacdes entre as divisdes da casa através de
um grafo, em que os vértices sao as divisdes da casa e as arestas sdo as
ligacdes entre as divisdes.

Para isso, identificou cada divisdo com uma letra (que ird originar um vértice).

E depois uniu os vértices que tém uma ligacao entre eles (onde ha uma porta). O
grafo que obteve foi:

14



1.1. Introducéo aos grafos

' Exercicio

o Observa o mapa de estradas da ilha do Maio.

il

: ;Morrinho Cascabulho

i Pedro Vaz
C )
Calheta {
‘ Maio Alcatraz
7‘ [
{0
Morro
Figueira ;
daHorta /
I ‘ Ribeira "
Vila do Maio Dom.Jodo

3.1. Com base no mapa, completa a tabela assinalando com X as situacdes em que
existe uma estrada a ligar diretamente cada par de localidades.

o @

o] K e N N To) o

@ — O UT

3ol |8 | E 2 |2| £ s8|Es

88 5| =|E| & | 2| &8 55|

5%/2 88|32 3| 2|37 &5

= 8 o < ic (a)
Vila do Maio
Morro
Calheta
Morrinho
Cascabulho
Pedro Vaz
Alcatraz

Figueira da Horta

Ribeira Dom Joao

3.2. Representa o mapa de estradas da tabela através de um grafo.
3.3. Qual é a ordem e a dimensao do grafo que elaboraste?

3.4. Imagina que sao construidas duas novas estradas, uma que liga diretamente as
localidades do Morro e de Figueira da Horta, e outra que liga a Calheta a Pedro Vaz.
Acrescenta estas arestas ao teu grafo. Qual € a ordem e a dimenséo do novo grafo?

15



1. Modelos de grafos

Subgrafo

Um subgrafo de um grafo é um grafo composto por um subconjunto de vértices
e arestas desse grafo.

( Exemplo 6 )
Na figura seguinte, os grafos G, e G, sdo subgrafos do grafo G.
G G G B
B k B 2
A c A c A c
D
E D D

' Exercicios

o O Gabriel anda a distribuir panfletos pelas casas do seu bairro.

4.1. Representa as ruas do bairro do Gabriel através de um grafo.

4.2, Qual é a ordem e a dimensao do grafo representado?

4.3. |dentifica dois subgrafos distintos do grafo que construiste.

16



1.1. Introducgédo aos grafos

e Observa o seguinte grafo.

5.1. Quais dos seguintes grafos sdo subgrafos do grafo anterior?

C C C
D

__ 5:2. Constréi um subgrafo diferente dos anteriores.

Vértices e arestas adjacentes

Arestas adjacentes sio arestas que partilham um mesmo vértice.

Arestas paralelas sdo arestas distintas que ligam os mesmos vértices.
Lacete é uma aresta que liga um vértice a ele proéprio.

Vértice isolado é um vértice que n3o tem arestas incidentes.

Vértices adjacentes sio vértices que tém pelo menos uma aresta que os liga.

( Exemplo 7 )

vértices adjacentes
\ \ vértice isolado

/

A [T

as adjacentes
arestas paralelas

CVMACSH11-2 17



1. Modelos de grafos

' Exercicios

e Observa o grafo seguinte e identifica:

6.1. a ordem e a dimenséao do grafo;
6.2. um par de arestas adjacentes;
6.3. um par de arestas paralelas;
6.4. um vértice isolado;

6.5. um par de vértices adjacentes.

o Constréi um grafo de ordem 4 e dimensao 10 de modo que tenha:
- quatro lacetes;
- duas arestas paralelas.

e Constréi um grafo de ordem 5 e dimensdo 9 de modo que tenha:
—um vértice adjacente a quatro vértices;

- duas arestas paralelas.
__ p

Grafo simples e multigrafo

Um grafo simples é um grafo que ndo tem lacetes nem arestas paralelas. Se tiver
algum destes elementos, chama-se multigrafo.

JAVASEA IR

Grafo simples Multigrafo Multigrafo

18



1.1. Introducgédo aos grafos

' Exercicios

e Observa os seguintes grafos.

G2 B

G4

Gs
A A
B
C

9.1. Qual é a ordem e a dimensao de cada um dos grafos?
9.2, Identifica, se existirem, os lacetes de cada grafo.
9.3. Identifica, se existirem, pares de arestas paralelas em cada grafo.
9.4. Quais sao grafos simples e quais sdo multigrafos?
@ Numa escola existem seis computadores e

alguns computadores estao ligados entre
Si.

Na tabela ao lado, estao representados os
seis computadores e os cabos de ligacao
que existem entre alguns.

10.1. Representa a situagao através de um
grafo.

M| m O[O (>
>
>

10.2. Qual é a ordem e a dimenséo do grafo
que construiste?

10.3. Imagina que foi adquirido um sétimo computador e que foi criada uma ligacao
entre este e o computador A. Atualiza o teu grafo com esta informacéo.

19



1. Modelos de grafos

0 Um grafo tem 10 vértices numeradosde 1 a 10 e as suas arestas ligam dois
vértices quando estes tém o maximo divisor comum superiora 1.

11.1. Desenha o grafo e determina a sua dimenséo.
11.2. Existem vértices isolados? Quais?
11.3. Completa a seguinte tabela.
Vertice | 1 | 2|3 |4 |5]|6|7]8]9]0
N.° de arestas

que incidem no
vértice

@ Um labirinto pode ser modelado através de um grafo, representando cada
bifurcacao por um vértice.

®C

(@)

'n
(0]
= @

Modela os labirintos seguintes através de grafos usando uma estratégia

semelhante.
T

20



1.1. Introducgédo aos grafos

Grafo completo

Um grafo completo é um grafo simples em que cada um dos vértices é adjacente
a todos os outros.

Grafo completo Grafo nao completo

' Exercicios
G1 G2

@ Acrescenta arestas
aos grafos ao lado de
modo que se
transformem em
grafos completos.

@ Nas tabelas seguintes estao representadas as ligacoes diretas (sem ter de mudar
de autocarro) entre algumas localidades da cidade da Praia, efetuadas pelos
autocarros de uma empresa de transportes.

Tabela 1 Tabela 2
A D | E F|G|H | J

A X | X F X X | X
B X | X G X
C X | X H X
D X |
E J

A - Plateau F - Safende

B - Fazenda G - Sao Filipe

C - Achada Grande H - Pensamento

D-ASA |- Ponta D'agua

E - Cha de Areia J = Sucupira (Fazenda)

14.1. Constréi o grafo de cada uma das situacoes.

14.2. Algum dos grafos que construiste é um grafo completo?

__ 143. O que podes concluir acerca das tabelas que representam grafos completos?

21



1. Modelos de grafos

1.1.2. Grau de um vértice

Grau de um vértice

O grau de um vértice € o numero de arestas incidentes nesse vértice.

( Exemplo 8 )

No grafo seguinte esté identificado o grau de cada vértice.

Repara que um lacete é contabilizado duas vezes.

grau 1
grau 2

°
grau 3 grau 0

' Exercicios

@ Para cada um dos grafos seguintes, determina o grau de cada um dos seus

vértices.
G1 B G2 B G3 Q
A A

22



1.1. Introducgédo aos grafos

@ Observa o grafo seguinte.

®D

16.1. Determina o grau de cada um dos vértices do grafo.

16.2. Acrescenta arestas ao grafo de modo que os vértices tenham todos grau 4.
G Tenta construir um grafo de ordem 4 com todos os vértices de grau 3.

@ Tenta construir um grafo de ordem 6 com trés vértices de grau 3, dois vértices
de grau 2 eum vérticedegrau 1.

Numa ilha foram implementados seis centros de vacinacdo: A, B, C, D, E e F.
Na tabela seguinte estao representados os comprimentos, em quildmetros, das
estradas que ligam estes centros.

A B C D E F

— | 12 | 15 23

23

MmO O |>
I

19.1. Constrdi um grafo que tenha como vértices os seis centros de vacinacao e
como arestas as estradas que os ligam.

19.2. Qual é o grau de cada vértice?

@ Observa o grafo ao lado e determina B
o grau de cada um dos vértices. D

O que acontece se acrescentares ao
grafo uma aresta AD ? Que vértices
passam a ter um grau diferente?
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1. Modelos de grafos

@ Observa o grafo representado ao lado.

21.1. Indica o grau de cada vértice.

21.2. Determina a soma dos graus de todos os
vértices.

21.3. Indica a dimensao do grafo.

21.4. Qual é arelacdo entre a dimensdo do grafo e a
soma obtida na alinea anterior?

Teorema

Em qualquer grafo a soma dos graus dos seus vértices € igual ao dobro do nimero
das suas arestas.

( Exemplo 9 )

O teorema acima é conhecido como o
Lema dos apertos de mao e pode ser
ilustrado pela seguinte situagao:

O Marcelo estd numa festa e a cada
pessoa com quem conversa da um
aperto de mao. Como gosta muito de
matematica, comecou a pensar:

"Que interessante! Em cada aperto de mao, ha duas maos envolvidas! Entao, se
contarmos o numero de maos apertadas nesta festa, sera sempre o dobro do
numero de apertos de mao!”

Interpretando através de um grafo, o nimero de apertos de mao é dado pelo
numero de arestas e o numero de maos apertadas ¢é obtido através da soma
dos graus de cada vértice.

O

B Por exemplo, numa festa com cinco
A pessoas que se cumprimentaram
como representado no grafo ao lado
podes verificar que:

* ha quatro apertos de mao (numero de
arestas);

C E * ha, no total, oito maos apertadas (soma
dos graus dos vértices).
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1.1. Introducgédo aos grafos

' Exercicios

@ Observa os grafos seguintes.

Gia D
| >B C< |
F E
B
E

Gs
C

A

22.1. Determina a ordem e dimensao dos quatro grafos.
22.2. Determina o grau dos vértices de cada grafo.

22.3. Para cada grafo, verifica que a soma dos graus dos seus vértices € igual ao
dobro do numero das suas arestas.

@ O Enzo, o Rafael e a Eliane sao amigos e, assim que se viram, cumprimentaram-se
com um aperto de mao. Depois chegou o Lucas, que apenas cumprimentou a
Eliane.

23.1. Quantos apertos de mao foram dados? Enzo Lucas

23.2. Se o0 Lucas cumprimentar os outros dois
amigos, quantos apertos de mao vao ser
no total?

23.3. Se depois chegar a Luana e cumprimentar
todos os presentes, quantos novos
apertos de mao vao ser dados? Rafael

Eliane
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1. Modelos de grafos

26

Observa a sequéncia de grafos simples e completos.

88| |

1 vértice

2 vértices

3 vértices

4 vértices

5 vértices

6 Vvértices

0 arestas

1 aresta

3 arestas

6 arestas

10 arestas

15 arestas

Desenha o grafo K, e determina o nimero de arestas.

1.1. Qual é o grau dos vértices em cada um dos grafos?

1.2. Quantas arestas tem o grafo Ky ? Eo grafo K,;? Eode ordem n?



1.1. Introducgédo aos grafos

Grafo regular

Um grafo regular é um grafo em que todos os seus vértices tém o mesmo grau.

=

Grafo regular Grafo regular
(todos os vértices tém grau 3) (todos os vértices tém grau 2)

' Exercicios

@ Considera os seguintes grafos.

G1 G2 G3
Ge B C Gs A B E F
C D
A
H G
E

24.1. Determina o grau dos vértices de cada grafo e identifica os grafos que séo
regulares.

24.2, Consegues acrescentar arestas aos grafos nao regulares de modo que estes

passem a ser grafos regulares?

@ Consegues construir um grafo regular de ordem 6 em que todos os vértices tém
grau 27?

@ Consegues construir um grafo regular de ordem 6 em que todos os vértices tém
grau 37

—
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1. Modelos de grafos

C Exemplo 10 )

Todos os grafos completos sao regulares.

Grafo completo e regular de ordem 4 Grafo completo e regular de ordem 6
Todos os vértices tém grau 3. Todos os vértices tém grau 5.

' Exercicios

@ Cinco amigos encontraram-se junto a
praia e cumprimentaram-se todos
entre si com um aperto de mao.

27.1. Representa a situacao através
de um grafo.

27.2. O grafo que construiste é
completo? Explica porqué.

27.3. O grafo é regular? Explica
porqué.

@ No torneio de futebol da escola
participaram oito equipas. Todas as
equipas jogaram entre si.

28.1. Representa num grafo as oito
equipas (vértices) e os jogos
realizados entre elas (arestas).

28.2. Quantos jogos teve o torneio?

@ No torneio de andebol jogaram-se 15 jogos. Sabendo que todas as equipas
jogaram entre si, quantas equipas participaram no torneio de andebol?

—
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1.1. Introducéo aos grafos

1.1.3. Caminho e circuito

Caminho

Um caminho é uma sequéncia de vértices em que cada dois vértices consecutivos
estao ligados por uma aresta.

( Exemplo 11 )

Observa o grafo abaixo que representa as passagens num jardim.

om

Ae

A-B-C-H-1-B-C-F-G éumcaminho com arestas repetidas.
A-B-C-H-D-C-F-G éumcaminho sem repeticdo de arestas.
A-B-C-H-D-F-G éum caminho sem repeticao de arestas e de vértices.

Consegues descobrir outros exemplos?

' Exercicios

@ Em cada um dos grafos, identifica:
B C A B C

E F D E F

30.1. um caminhode A a F sem repeticdo de arestas;

30.2. um caminhode D a C sem repeticado de vértices.
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1. Modelos de grafos

@ A Melissa vai visitar a ilha da Madeira, em Portugal. Nesta ilha existem diversos
miradouros com vistas deslumbrantes e a Melissa encontrou na internet
informacao sobre a altitude de cada um dos miradouros.

Miradouro Altitude (em metros)
Balcdes (B) 860
Cabo Girao (CG) 580
Encumeada (E) 1007
Pinaculo (P) 283
Pico do Areeiro (PA) 1818
Pico de Barcelos (PB) 355
Pico do Facho (PF) 280
Ponta do Pargo (PP) 312
Pico Ruivo (PR) 1862
Pico da Torre (PT) 205

A Melissa encontrou também informacao sobre as ligagoes diretas que existem
entre os miradouros, quer através de uma estrada ou de um caminho pedonal.
Na tabela seguinte, construida pela Melissa, estao assinaladas as ligagdes diretas

entre os miradouros.

B |CG| E P | PA|PB|PF | PP | PR |PT

B | — 4 v 4 v/ 4 4

CG — | v v v 4
E | =V v v 4 4
P 4 4 | =V v 4 4

PA | v/ v | — 4 4

PB | / v v v — |/ 4

PF | v/ v 4 | — 4

PP | v/ —

PR | v/ v 4 4 =

PT 4 v v 4 =

Na sua viagem, a Melissa pretende visitar todos os miradouros com uma altitude
superior a 350 metros que tenham uma ligagao direta entre si.

Para definir o seu percurso, a Melissa construiu um grafo, tendo por base a

informacéao constante nas tabelas anteriores.

Depois de construir o grafo, a Melissa definiu o percurso, comec¢ando no
miradouro de maior altitude. Em seguida, optou sempre pelo miradouro que, de

entre os restantes, tem maior altitude.

Quantos miradouros conseguira a Melissa visitar?

Na tua resposta, apresenta:
- o grafo construido pela Melissa;
- 0 percurso escolhido.
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1.1. Introducgédo aos grafos

Grafo conexo

Um grafo conexo € um grafo em que existe sempre um caminho a unir quaisquer
dois dos seus vértices. Um grafo que ndo é conexo diz-se desconexo.

( Exemplo 12 )

O grafo mostra as relacdes de amizade entre um Enzo Lucas
grupo de seis vizinhos que estudam na mesma escola.

Este grafo pode ser separado em duas partes,

Ou seja, nao é conexo.

Luana Kiara .
—— o Eliane

Rafael
' Exercicio

@ Retira uma aresta a cada um dos grafos seguintes de modo que se transformem
em grafos desconexos.

A B E F A B

C D

Circuito

Um circuito é um caminho que inicia e termina no mesmo vértice.

( Exemplo 13 )

Observa os grafos e procura circuitos que iniciem e terminem no vértice A.
A N A B C
D E F D E F
A-B-E-D-A éum circuito. A-E-B-D-A éum circuito.

A-B-C-F-E-D-A éumcircuito A-E-C-F-B-D-A éoutro circuito.
que passa por todos os vértices.
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1. Modelos de grafos

' Exercicios

@ Observa o grafo seguinte e identifica seis circuitos distintos que se iniciem no

vértice A.
N
E F

@ Em cada um dos grafos identifica, se possivel:

A

D

A B

C
D
C D A 3
E
F

34.1. um circuito sem repeticao de vértices que tenha inicio no vértice C;

34.2. um circuito sem repeticao de arestas que tenha inicio no vértice A.

@ A figura representa a plantade umacasaemque A, B, C,D,F, G, H,le J
identificam as divisdes e o ponto E identifica o exterior. Estdo também
representadas as portas que existem entre as divisoées.

A l' B 1 C l' D
= T 1B T l-l—
L ’
E F 4 B 1 ==
¢ N
I I

35.1. Representa através de um grafo a planta da casa.
35.2. Identifica um caminho que permita ir da divisdo A a divisao |.

35.3. Identifica um circuito com inicio em F e que passe pelo maximo de divisbes
possivel sem atravessar duas vezes a mesma divisao.
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1.1. Introducgédo aos grafos

@ Em Cabo Verde é possivel viajar de avidao entre sete das nove ilhas habitadas.
Os voos interilhas sao possiveis pela existéncia de quatro aeroportos
internacionais e trés aerédromos. A excecao sao as ilhas de Santo Antao e da
Brava, acessiveis apenas por via maritima, através de barcos e ferries.

Os quatro aeroportos
internacionais que recebem
voos para Cabo Verde sao:

- Aeroporto Internacional da ilha
do Sal (Amilcar Cabral);

- Aeroporto Internacional da ilha
de Santiago (Nelson Mandela);
- Aeroporto Internacional da ilha

da Boa Vista (Aristides Pereira);

- Aeroporto Internacional da ilha
de S3o Vicente (Cesaria Evora).

Aos aeroportos internacionais, somam-se trés aerédromos:
- Aerédromo de Preguica, na ilha de Sao Nicolau;

- Aerédromo do Maio, na ilha do Maio;

- Aerédromo de Sao Filipe, nailha do Fogo.

Em Cabo Verde é possivel fazer as seguintes rotas aéreas interilhas:
* Maio para Santiago;

* Fogo para Santiago;

* Santiago para Boa Vista, Fogo, Maio, Sal, Sao Nicolau, Sao Vicente;
* Boa Vista para Santiago;

» Sal para Santiago, Sdo Nicolau e Séo Vicente;

* Sao Nicolau para Sal e Santiago;

* Sao Vicente para Sal e Santiago.

36.1. Constroi um grafo que modele as rotas aéreas interilhas.

36.2. Um inspetor das linhas aéreas quer avaliar as operacdes, efetuando cada uma
das rotas. Conseguira realizar cada rota apenas uma vez?

Explica a tua resposta.

36.3. Imagina que queres visitar todas as ilhas, mas ir a cada uma delas apenas uma
vez. Sera possivel? Se sim, como? Se ndo, que novas ligacdes deveriam ser
acrescentadas para que tal fosse possivel?

Explica a tua resposta.
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1. Modelos de grafos

1.2. Grafos de Euler

O problema das sete pontes de Kénigsberg

A cidade de Konigsberg, que hoje se chama Kalininegrado, era uma cidade da antiga
Prussia que tinha sete pontes como as da figura abaixo. Discutia-se, nas ruas da cidade,
a possibilidade de atravessar todas as pontes sem repetir nenhuma... mas ninguém
conseguia.

Este é um famoso quebra-cabecas da histéria da matematica: o problema das pontes

N ~ow
N\

As pontes de Konigsberg
Em 1736, o matematico suico Leonhard Euler mostrou que o problema nao era possivel.

Euler fez uma coisa muito simples: representou as zonas da cidade por pontos e as
pontes por tracos e percebeu que o problema sé era possivel se ndo existissem mais
de dois pontos de onde saisse um numero impar de tracos.

Representacdo em grafo das pontes de Kdnigsberg

Porqué? Porque cada ponto, que ndo seja o inicio nem o fim do percurso, tem de ter
um caminho para entrar e outro para sair...

Os estudos de Euler estiveram na base do ramo da matematica a que hoje se chama
Teoria dos Grafos.
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1.2. Grafos de Euler

1.2.1. Circuitos de Euler

Caminho de Euler

Um caminho de Euler € um caminho que percorre todas as arestas de um grafo
uma unica vez.

Repara que s6 podem existir caminhos de Euler num grafo que seja conexo.

( Exemplo 14 )

"Sera possivel desenhar a casa sem levantar o lapis C
do papel e sem passar duas vezes pelas mesmas
linhas?"

Tentar resolver este desafio € o mesmo que procurar
um caminho de Euler.

Devemos comecar num dos vértices de grau impar e
terminar no outro vértice de grau impar.

Por exemplo, A-B-C-D-E-B-D-A-E éum
caminho de Euler pois percorre todas as arestas uma A e
Unica vez. Consegues encontrar outro? T T

' Exercicio

@ Averigua se existe um caminho de Euler em cada um dos seguintes grafos.
Identifica os caminhos de Euler que encontrares.

G g
E
G, .
D A B E F Aﬁ
B C
c D B F
H G

35
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1. Modelos de grafos

Circuito de Euler

Um circuito de Euler é um caminho de Euler que comega e acaba no mesmo vértice.

( Exemplo 15 )

B A-B-C-D-A-C-E-F-A éum
circuito de Euler porque percorre todas as
arestas do grafo uma Unica vez e comeca
e acaba no vértice A.
D-C-B-A-F-E-C-A-D éoutro
circuito de Euler.

Consegues encontrar outros circuitos de
Euler no grafo?

. Exercicio

@ Identifica um circuito de Euler em cada um dos seguintes grafos.
G p G, A B G; A C D F
A C D C J [ H G

Regras de Euler

Regra 1l

Num grafo conexo existe um caminho de Euler se e sé se existirem no maximo
dois vértices de grau impar.

Regra 2
Num grafo conexo existe um circuito de Euler se e sé se todos os vértices tive-
rem grau par.

Ou sgja:
* se um grafo conexo possuir mais de dois vértices de grau impar, entdo ndo
admite um caminho de Euler;
* se um grafo conexo possuir um ou dois vértices de grau impar, entdo admite,
pelo menos, um caminho de Euler, mas ndo admite nenhum circuito de Euler.
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1.2. Grafos de Euler

. Exercicios

@ Considera os seguintes grafos.

7% BN
A@ [j:p
S0

39.1. Quais os grafos que admitem circuitos de Euler? Justifica a tua resposta.

2

Gs

Gs

39.2. Nos grafos em que é possivel, identifica pelo menos um circuito de Euler.

@ Observa o grafo e descobre a afirmacéo falsa.

(A) O grafo é conexo

. A B
(B) O grafo admite caminhos de Euler.
(C) O grafo admite circuitos de Euler.
(D) O vértice B tem grau par. C
F
E D



1. Modelos de grafos

@ A Mayara e o Leonardo tém de varrer todos os corredores da sua escola. Tém de
sair da arrecadacao, onde estdo os instrumentos de limpeza, e regressar no final
ao mesmo local. Sera que conseguem encontrar um circuito em que percorram
cada corredor uma tnica vez?

Observa o grafo abaixo em que cada corredor da escola é representado por uma
aresta, e, caso seja possivel, identifica o circuito que devem percorrer.

H G

(arrecadacao)

@ O Sr. Silvino pretende pintar todas as portas da sua casa e, para isso, quer
percorrer todas as portas sem passar por cada uma delas mais do que uma vez.

-~" Exterior

42.1. Representa através de um grafo as divisdes da casa e as ligacdes entre elas.
Cada divisao deve ser representada por um vértice e lembra-te que o exterior
da casa deve ser também um vértice do grafo.

42.2, E possivel encontrar um circuito tal como pretende o Sr. Silvino? Se sim,
identifica-o.
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1.2. Grafos de Euler

Grafo de Euler

Um grafo de Euler ou grafo euleriano é um grafo em que existe pelo menos um
circuito de Euler.

Ou se€ja, pelo que ja aprendeste, um grafo de Euler € um grafo em que todos os vérti-
ces tém grau par. Contudo, perante um grafo de Euler, nem sempre é facil encontrar
um circuito de Euler, mas podemos usar um algoritmo para facilitar essa tarefa.

( Exemplo 16 )

Algoritmo para encontrar um circuito de Euler

1.° passo. Escolhemos um vértice qualquer e percorremos um circuito, sem
repetir arestas, até chegarmos ao vértice de partida.

A C E

. Escolhendo, por exemplo, o vértice A,
B D podemos construir o circuito
A-C-E-F-G-H-D-B-A.

H G

2.° passo. Se todas as arestas tiverem sido percorridas, encontramos o circuito
pretendido. Caso contrério, escolhemos um vértice que tenha arestas ainda nao
percorridas e iniciamos um novo circuito s6 através de arestas ainda nao

percorridas.
A C E
Escolhendo, por exemplo, o vértice C,
B D F podemos construir o circuito
C-F-D-C.
H G

3.° passo. Se todas as arestas tiverem sido percorridas terminamos o algoritmo.
Caso contrdrio, repetimos 0 2.° passo.

Ao terminar o algoritmo é s6 juntar todos os circuitos construidos e obtemos
um circuito de Euler.

Juntando os dois circuitos, obtemos o circuito de Euler
A-C-F-D-C-E-F-G-H-D-B.
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1. Modelos de grafos

' Exercicios

@ Considera o seguinte grafo.

A B C
®

O

I H G F

43.1. Este grafo admite um circuito de Euler? Justifica a tua resposta.
43.2. Se possivel, identifica pelo menos um circuito de Euler.

@ Verifica se os grafos seguintes sao grafos de Euler e, quando possivel, identifica
em cada grafo um circuito de Euler.

G, A
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1.2. Grafos de Euler

@ A carrinha da escola do Daniel, ao sair da escola, tem de apanhar alunos ao longo
de todas as estradas da aldeia. Para poupar custos, o motorista quer tentar ndo
passar na mesma rua duas vezes. Observa o mapa com as estradas da aldeia.

tl ©
o

45.1. Constréi o grafo que representa as estradas da aldeia.

45.2, Qual é a ordem e a dimensao do grafo que construiste?

45.3. Completa a tabela com as letras que escolheste para cada um dos vértices do
teu grafo e indica o grau de cada vértice.

Vértice ’ | | | | |

Grau do vértice | | | | | |

45.4. O Daniel pensou: "O motorista quer percorrer um circuito de Euler com inicio na
escola". Concordas com o Daniel? Explica porqué.

45.5. Existe um circuito de Euler com inicio na escola? Justifica a tua resposta.
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1. Modelos de grafos

J Tarefa ¥

o Relembra a sequéncia de grafos simples e completos.

K, K, K, K, K, K

6

Em que situag¢oes sao grafos de Euler?
Na tua resposta, comeca por explicar:
—quais dos grafos K, K,, K;, K,, K; e K, sao grafos de Euler.

Explica em que situagdes K, é um grafo de Euler.

' Exercicios

@ O Sr. Ernesto é responsavel por vigiar durante a noite as ruas representadas no
grafo. E possivel percorrer todas as ruas através de um circuito de Euler? Justifica
a tua resposta e, em caso afirmativo, sugere um percurso.

Ae ¢ B
Ne Fo oD
G
| @ ® ® @ ®E
J C
® oK
Oe v
Le oH
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1.2. Grafos de Euler

Q Analisa novamente o mapa que mostra as ligagcées maritimas asseguradas por
uma empresa entre as ilhas de Cabo Verde.

Santo
O Antdo
Sal

Sédo R\:
Vicente S S
Santa a0
Luzia Nicolau

Boa Vlsta

Fogo OMam

f‘ Q\/ Santiago

Brava

Imagina que esta empresa decidiu eliminar uma das rotas que liga a ilha de Sao
Vicente a ilha de Sao Nicolau e criar uma nova rota que liga diretamente a ilha
Brava a ilha de Santo Antdo. Com estas alteracdes passa a ser possivel percorrer
um circuito de Euler? Justifica a tua resposta construindo um grafo que
represente a nova situacgao.

@ Um engenheiro agronomo construiu um grafo para representar os canais de agua
que ligam os cinco terrenos, T1, T2, T3, T4 e T5, de uma plantacao. Nesse
grafo, conexo, os vértices representam os terrenos e as arestas representam os
canais de agua. Ao observar o grafo, o engenheiro chegou a conclusao de que
bastaria construir um novo canal entre os terrenos T2 e T4, que ainda nao
existia, para poder ser possivel identificar um circuito de Euler.

Qual das tabelas pode apresentar o grau de cada vértice do grafo que o
engenheiro construiu?

(A) (B) (C) (D)
Vértice | Grau Vértice | Grau Vértice | Grau Vértice | Grau
T1 4 T1 3 T1 2 T1 4
T2 4 T2 3 T2 2 T2 3
T3 3 T3 3 T3 4 T3 2
T4 3 T4 3 T4 4 T4 1
- T5 4 T5 2 T5 2 T5 2
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1. Modelos de grafos

1.2.2. Eulerizar um grafo

O problema do carteiro chinés

O problema do carteiro chinés, formulado em 1962 pelo matematico chinés Meigu
Guan, consiste em minimizar o esfor¢o de um carteiro que tem de percorrer todas as
ruas de uma vila.

Se existir um circuito de Euler no conjunto de ruas que o carteiro tem de percorrer,
entdo o problema estéa solucionado. Mas se o grafo de ruas néo for euleriano, ou seja,
se existirem vértices de grau impar, entdo o carteiro vai ter de repetir algumas ruas. O
desafio é encontrar o circuito em que o0 numero de ruas a repetir seja minimo.

[ || HEN VilaA
m : No grafo das ruas existe
- . um circuito de Euler. Estéa
. . . . . encohtrado 0 circuito do
- - . - carteiro!
[ | [ ] -
E N
[ | EEN [ ] | VilaB
[ ] [
: [} m No grafo dasruas davilaB
sl = ndo existe um circuito de
. - - - am - Euler. O carteiro vai ter de
—_— - . repetir uma das ruas.
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1.2. Grafos de Euler

Eulerizar um grafo

Eulerizar um grafo consiste em acrescentar arestas até se obter um grafo sé
com vértices de grau par.

Ou seja, acrescentar arestas até se obter um grafo de Euler que admite um cir-
cuito euleriano.

( Exemplo 17 )

O grafo abaixo tem oito vértices e nédo € um grafo de Euler, uma vez que tem
quatro vértices de grau impar (vértices G, F, B e C).

A B C D

H G F E

Para eulerizar o grafo, podemos, por exemplo, duplicar as arestas BG e CF.
GB d:
G F

Exemplo 1 de eulerizacado do grafo

A D

Este novo grafo é um grafo euleriano (todos os seus vértices tém grau par) e um
possivel circuito de Euler podeser C-D-E-F-G-H-A-B-G-B-C-F-C.

Outra hipétese para eulerizar o grafo inicial podera ser duplicar as arestas BC e GF.

A B C D

H G F E

Exemplo 2 de eulerizacao do grafo

Este outro grafo também é um grafo euleriano e um possivel circuito de Euler
podeser C-D-E-F-G-H-A-B-G-F-C-B-C.
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1. Modelos de grafos

' Exercicios

@ O guarda-noturno José Anténio deve fazer, a cada duas horas, uma ronda numa
zona residencial. Como é muito pregui¢coso, s6 quer passar uma Unica vez em cada
rua, isto é, nao quer voltar a passar numa rua ja inspecionada e, de cada vez que
passa numa rua, considera vigiados ambos os lados. A zona em que o José
Antonio tem de fazer a ronda esta representada pelo grafo seguinte.

S

X

Ajuda o José Anténio a encontrar um circuito que o satisfaca, sabendo que
regressa ao ponto de partida. Caso nao seja possivel ndo repetir ruas, explica
porqué e define um circuito que repita o menor niimero de ruas.

@ Relembra o problema das pontes de Kénigsberg estudado por Euler, que pode ser
representado pelo grafo:

50.1. Euler demonstrou que nao é possivel percorrer toda a cidade e regressar ao
ponto de partida atravessando cada ponte uma unica vez. Sera que é possivel
acrescentando uma nova ponte? Explica o teu raciocinio.

50.2. Encontra uma possivel eulerizacdo do grafo da cidade.

46



1.2. Grafos de Euler

@ A figura representa o conjunto de ruas nas quais o carteiro Adilson é responsavel
por entregar a correspondéncia. Nas ruas em que ha casas dos dois lados da rua,
o Adilson quer percorré-las duas vezes, uma de cada lado, para nao desperdicar
tempo a atravessar a rua.

51.1. Representa através de um grafo o conjunto de ruas que o Adilson tem de
percorrer, tendo o cuidado de duplicar as arestas nas ruas em que ha casas dos
dois lados da rua.

51.2. E possivel delinear um percurso de forma que o Adilson percorra cada lado de
uma rua exatamente uma vez? Identifica o circuito mais curto que o Adilson
pode percorrer (iniciando no local assinalado).

@ Noutra zona da vila, a disposicao das ruas é diferente. Consegues ajudar o Adilson
a descobrir o circuito mais curto que pode percorrer?

S Bl e e
= . l-ll ] g == --.
:-I: ---- :--! I-—.I I--.
I e
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1. Modelos de grafos

( Exemplo 18 )

Eulerizar grelhas retangulares e nao retangulares

Ao modelar percursos nas ruas de uma vila ou cidade é usual surgirem grafos
em forma de grelha.

Num grafo em forma de grelha retangular, os vértices no interior tém sempre
grau par (tém sempre quatro arestas) e os vértices com grau impar estao na
periferia.

p~ p~ p~ p~

L ¢ N\ / I\ / N/ N/
L

® ¢ ¢ ¢ ¢

7 a a a

L4 \J I\ I\ I\

Assim, para eulerizar uma grelha retangular, basta ir percorrendo ao longo da
periferia os vértices impares, unindo-os dois a dois. Repara que ao unires um
vértice ao vértice seguinte, os dois vértices passam a ter grau par.

Por exemplo:

Num grafo em forma de grelha nao retangular, o procedimento é idéntico, mas
tens de ter um pouco mais de atencao, porque, geralmente, existem mais
vértices de grau impar.

Por exemplo:
® ® ® ®
[ . ® '
[ ® ° '
——+o —o
*—= *——0
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1.2. Grafos de Euler

' Exercicios

@ Considera os seguintes grafos que representam diferentes zonas residenciais de

uma cidade.
G, G
Gs G,
® .
® ®
e o
e o
° *
® .
Gs Gs
e e o e o e o
° ® ® e o e e o
. . . ® . . . ®
. . . ® e e ° ®
e e o ° ® ® '

53.1. Sao grafos de Euler? Justifica a tua resposta.

53.2. Euleriza cada um dos grafos.
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1. Modelos de grafos

@ Os funcionarios do Municipio da Praia tém de limpar as ruas da zona da Cidadela
que estao assinaladas a amarelo no mapa abaixo.

3
Q.
L B
=
"
o)
=
Q
<
I

q. Mindelo
L —

B54.1. Representa as ruas a limpar através de um grafo e identifica com letras os
vértices.

54.2. Qual é a ordem e a dimenséo do grafo?

54.3. Consegues identificar um circuito em que o nimero de ruas percorridas duas
vezes seja minimo? Descreve o teu circuito.
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Grafos, vértices e arestas A B C

Um grafo é uma estrutura constituida por
um conjunto de pontos, a que chamamos
vértices, e um conjunto de arestas, que
unem pares de pontos.

G F D
Ordem e dimensao de um grafo >
A ordem de um grafo é o numero de vértices do grafo.
A dimensao de um grafo é o nimero de arestas do Ordem 7
grafo. Dimensao 7

Vértices e arestas adjacentes

Arestas adjacentes sao arestas incidentes no mesmo vértice.

Arestas paralelas sdo arestas distintas que ligam os mesmos vértices.
Lacete é uma aresta que liga um vértice a ele proprio.

Vértice isolado é um vértice que nao tem arestas incidentes.

Vértices adjacentes sao vértices que tém pelo menos uma aresta que os liga.

vértices adjacentes
vértice isolado

Iacé
S ST

arestas adjacentes

arestas paralelas

Grafo simples e multigrafo

Um grafo simples é um grafo que nao tem lacetes nem arestas paralelas. Se
tiver algum destes elementos, chama-se multigrafo.
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1. Modelos de grafos

Grafo completo

Um grafo completo é um grafo simples em que cada um dos vértices é adja-
cente a todos os outros.

Grafo completo Grafo ndo completo

Grau de um vértice

O grau de um vértice é o nimero de  9rau 2 grau 1
arestas que incidem nesse vértice.

grau 3 .grau 0

Teorema

Em qualquer grafo a soma dos graus dos seus vértices é igual ao dobro do
numero das suas arestas.

Grafo regular
Um grafo regular é um grafo em que todos
0s seus vértices tém o mesmo grau.

Grafo regular (todos os vértices
tém grau 3)

Caminho e circuito

A B C
Um caminho é uma sequéncia de vértices
em que cada dois vértices consecutivos
estdo ligados por uma aresta.
Um circuito é um caminho que inicia e ter-
D E F
A
A

mina no mesmo Vvértice.

- C-F éumcaminho
E-D-A éum circuito
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Grafo conexo

Um grafo conexo é um grafo no qual existe
sempre um caminho a unir quaisquer dois
dos seus vértices.

Grafo conexo Grafo conexo
Caminho de Euler

Um caminho de Euler € um caminho que percorre todas as arestas de um grafo
uma Unica vez. B

Circuito de Euler A C

Um circuito de Euler é um caminho de Euler
que comeca e acaba no mesmo vértice.

F D
E
A-B-C-D-A-C-E-F-A
Regras de Euler é um circuito de Euler
Regra 1l

Num grafo conexo existe um caminho de Euler se e s6 se existirem no ma-
ximo dois vértices de grau impar.
Regra 2

Num grafo conexo existe um circuito de Euler se e sé se todos os vértices
tiverem grau par.

Grafo de Euler

Um grafo de Euler ou grafo euleriano é um grafo em que existe pelo menos um
circuito de Euler.

Eulerizar um grafo

Para eulerizar um grafo devemos A B C D
acrescentar arestas até se obter um
grafo s6 com vértices de grau par.

H G F E
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1. Modelos de grafos

54

Na tabela abaixo estao representadas as estradas existentes entre oito
aldeias. As aldeias estao identificadas pelasletras A, B, C, D, E, F, G e
H e, natabela, o sinal “X" significa que existe uma estrada direta entre esse
par de aldeias.

A|B|C|D E|F |G| H
A X | X X X
B X X

C X | X X
D X | X | X
E X

F X
G X
H

1.1. Representa o conjunto de estradas através de um grafo.
1.2. Existe algum vértice isolado?
1.3. Identifica dois caminhos distintos que permitam ir da aldeia A aaldeia G.

1.4. Identifica um circuito que se inicie na aldeia D e passe pela aldeia H.

Na figura abaixo esta a planta de uma loja.

I Caixas I
Latas Farinhas
Plantas Racoes
r Detergentes Y

2.1. Desenha um grafo que modele as divisdes da loja (cada espaco deve ser
representado por um sé vértice e cada porta corresponde a uma aresta).

2.2. Qual é a ordem e a dimensao do grafo desenhado?

2.3. Numa ida a esta loja, sera possivel, a partir da zona das caixas, atravessar
cada uma das portas apenas uma vez e terminar na divisao das caixas?
Justifica a tua resposta.

2.4. Se fosse possivel retirar algumas das portas, alterarias a tua resposta a
questado anterior?



Consideraum grafo G, conexo, de ordem 5 e dimensao 9. Constroi esse
grafo de modo que:

* o grafo tenha um vértice com grau 6, um vértice com grau 3 e um vértice
comgrau 1;
* um vértice seja adjacente a quatro vértices;

* dois vértices estejam ligados por arestas paralelas, sendo que um tem
grau par e outro tem grau impar.

A turma do Leandro esté a organizar um
torneio de ouri no qual se inscreveram oito
jogadores. No primeiro dia do torneio, todos
os jogadores tém de jogar entre si.

Quantos jogos se vao realizar no primeiro
dia?

Considera os grafos seguintes e indica os que sédo grafos de Euler. Explicaa
tua resposta.

G,
B
A
E
D C
G; G,
A B C B
B
E
E D
D s

Classifica as seguintes afirmag¢des quanto ao seu valor légico. Justifica a tua
resposta.

6.1. Um grafo conexo de ordem 3 e dimensao 4 nao é simples.

6.2. Um grafo completo de ordem 6 admite circuitos de Euler.
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1. Modelos de grafos

Observa o grafo e retira arestas até obteres um grafo de Euler.

A B

E D

Considera os grafos da figura e identifica qual das afirmac¢des nao esta

correta.

G, G G G,
(A) G, éum subgrafode G,. (B) G; ndo é um subgrafo de G, .
(C) G, éum subgrafode G,. (D) G, temdimensao 6.

Considera os seguintes grafos.

S It

9.1. Qual dos grafos é um grafo de Euler? Explica porqué.

9.2. Identifica um circuito de Euler nesse grafo.

9.3. Euleriza o outro grafo de modo que seja possivel identificar um circuito
de Euler.
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Na figura abaixo é possivel observar parte do mapa da cidade da Praia, onde
foi construido um grafo que representa algumas das ruas da cidade.

10.1. Reproduz o grafo identificando cada vértice com uma letra.
10.2. Determina a ordem e a dimensao do grafo.

10.3. Identifica um par de arestas adjacentes.

10.4. Determina o grau de cada vértice.

10.5. E possivel identificar um circuito de Euler? Caso n3o seja possivel, que
arestas podes acrescentar para obteres um circuito de Euler?
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1. Modelos de grafos

1.3. Grafos de Hamilton

Num determinado dia, a Dona Juceila
queria fazer algumas compras. Ela pre-
tendia sair de casa (C) e passar por cada
um dos seguintes locais: Mercado (M),
Padaria (P), Farmacia (F), Loja de artesa-
nato (L) e Drogaria (D).

A Dona Juceila sabe que, no final, vai re-
gressar a casa exausta, por isso quer
passar por cada local apenas uma vez. T s W N sl Y. (2

A Dona Juceila pode fazer diferentes circuitos, que podemos representar através
dos seguintes grafos:

C M C M
D D
P P
L L
F F
CircuitoA: C-M-P-F-L-D-C CircuitoB: C-D-P-F-L-M-C

Nas condi¢des dadas, qualquer circuito a definir vai ter sempre que:
* passar por todos os vértices do grafo;
* percorrer cada vértice uma uUnica vez;
* partir e regressar ao mesmo vértice (C).

Neste contexto, se considerarmos que todos os locais estao ligados entre si, pode-
mos representar a situacao através de um grafo completo, pelo que ha inumeros cir-
cuitos possiveis que satisfazem as condicdes anteriores.

C M

Outros circuitos possiveis:
P C-F-P-L-M-D-C
C-L-D-M-P-F-C
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1.3. Grafos de Hamilton

1.3.1. Circuitos e grafos de Hamilton

Como vimos anteriormente, em muitos problemas do dia a dia é necessario tomar
decisbes sobre como definir um percurso para visitar um determinado conjunto de
locais, regressando, no final do dia, ao ponto de partida.

Nestes casos, o grafo em causa deve permitir o estudo de caminhos que passem por
todos os vértices uma Unica vez e que volte ao ponto de partida (circuito).

E

INNDNNENE
T PENINEENE
Eud INEENE
NNNDNERNR

Hospital

T
Tribunal

Complexo
Desportivo

Igreja IA

Por exemplo, um circuito que permita visitar todos os locais da vila identificados na
imagem acima, com inicio e fim no hospital, ¢ H-T-E-C-I-F-H.

Um circuito de Hamilton (ou circuito hamiltoniano) é um circuito que percorre
todos os vértices do grafo uma tnica vez.

Um grafo de Hamilton (ou grafo hamiltoniano) é um grafo em que existe, pelo
menos, um circuito de Hamilton.

Num grafo de Hamilton existe sempre, pelo menos, um circuito de Hamilton. No entanto,
podem existir mais. No contexto anterior, atendendo as arestas do grafo, podemos
definir outros circuitos de Hamilton: H-T-C-E-1-F -H (por exemplo).
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1. Modelos de grafos

( Exemplo 19 )

Observa os seguintes grafos:

G, c G, A B
‘ C
A D

E D
G, ndo é um grafo de Hamilton.
Qualquer circuito que tentemos construir
vai passar em C, pelo menos, duas vezes.

G, é um grafo de Hamilton.
Admite, por exemplo, A-B-C-D-A como
um circuito de Hamilton.

Observacgao
Num circuito de Hamilton ndo se tem, necessariamente, de percorrer todas as arestas
(exemplo no grafo G;), mas sim todos os vértices.

Grafos e 0 jogo

A teoria envolvida nos circuitos de Hamilton foi investigada pelo matematico
William Hamilton (1805-1865), nascido na Irlanda.

A teoria surgiu através da criacido do Jogo do Dodecaedro (poliedro com 12 faces
pentagonais).

O jogo comeca por atribuir a cada um dos 20 vértices do dodecaedro o nome de
uma cidade. O objetivo do jogo consiste em encontrar um percurso sobre o do-
decaedro que, partindo de uma das cidades (vértice) e percorrendo as restantes
19 cidades uma Uinica vez, voltasse ao ponto de partida.
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1.3. Grafos de Hamilton

' Exercicio

@ Identifica quais dos seguintes sao grafos de Hamilton. Para cada grafo de
Hamilton, identifica, pelo menos, um circuito de Hamilton.

G A B G, A £ Gs B C
D
D C B C
F
H [ J B c ?

G4 G5

A

; E

Para analisar se um grafo admite circuitos de Hamilton hd duas estratégias que nos
podemos apoiar:

Teorema de Ore

Num grafo G simples, conexo e com ordem n superiora 3, se a soma dos graus
de cada par de vértices ndo adjacentes é maior ou igual a ordem n, entdo G é
um grafo de Hamilton.

Por exemplo, no grafo Gy (ordem 6), se estudarmos os vértices de menor grau (D) e
0s seus Vértices nao adjacentes, verificamos que satisfazem o teorema:

GrauD+GrauB=3+4=7 | GrauD+GrauF=3+3=6

Neste caso, bastaria perceber que todos os vértices témgrau 3, 4 ou 5, pelo que
a soma de qualquer par € sempre superior ouiguala 6.

Logo, G; é um grafo de Hamilton.

Teorema de Dirac

Num grafo G simples, conexo e com ordem superior a 3, se o grau de cada vértice
€ maior ou igual a metade da ordem do grafo, entdo G é um grafo de Hamilton.

Por exemplo, em G, qualquer Observacio

vértice tem grau 2, sendo maior O facto de um grafo nao verificar as condicdes dos
ou igual a metade da ordem do teoremas n&o nos permite afirmar que n3o é de
grafo (ordem 4). Hamilton. Por exemplo, G, n3o verifica as condicdes

dos teoremas, mas admite circuitos de Hamilton.
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1. Modelos de grafos

Circuitos de Hamilton em grafos completos

' Exercicio

@ Observa o grafo de Hamilton ao lado. A B

56.1. Quantos circuitos de Hamilton consegues identificar com
inicioem A?

56.2. Eem B?

56.3.Eem C?

D C
56.4.Eem D?

56.5. O que podes concluir sobre o nimero de circuitos possiveis de definir com
inicio em cada vértice?

56.6. O grafo apenas admite seis circuitos de Hamilton distintos, sem atender ao
vértice onde iniciam. Indica-os.
Nota: Sem atender ao vértice onde o circuito inicia, os circuitos A-B-C-A e
B-C-A-B sdo o mesmo percurso sobre as arestas.

Considera a seguinte sequéncia de grafos simples e completos, com trés ou

mais vértices.
Ks K, Ks

3.1. Determina o nimero de circuitos de Hamilton, sem atender ao vértice em
que iniciam, que é possivel encontrar no grafo K.

3.2. Repete a alinea anterior parao K, .

3.3. Mostra que existem 24 circuitos de Hamilton, sem atender ao vértice
inicial, no grafo K € 120 no K.

3.4. O numero de circuitos de Hamilton, sem atender ao vértice inicial, que é
possivel encontrar num grafo completo de ordem n (K,) é dado pela
expressao:

n—1)x(n—2)x..x3x2x1
Justifica no contexto da tarefa a expressao apresentada.

3.5. Qual € o numero de circuitos de Hamilton que é possivel definir no K;, ?
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1.3. Grafos de Hamilton

O problema do caixeiro viajante

A procura de circuitos de Hamilton pode ainda ser mais relevante num contexto real,
quando consideramos a distancia entre os locais (peso das arestas). Por exemplo, no
problema da D. Juceila, apresentado no inicio desta sec¢ao, em que se pretende sair
de casa e fazer um percurso que passe pelo mercado, padaria, farmacia, loja de arte-
sanato e drogaria, fazia sentido determinar qual seria o circuito mais curto.

O problema do caixeiro viajante é um problema de otimizagdo classico na teo-
ria de grafos e consiste em determinar o menor percurso possivel para percorrer
um determinado numero de locais, sem os repetir, regressando no final ao ponto
de partida (circuito de Hamiton de peso minimo).

Imagina a seguinte situagao:

O Sr. Adilson vende produtos hoteleiros e quer, no mesmo dia, sair de casa na
vila A e visitar os estabelecimentos de trés vilas diferentes (B, C e D), ndo im-
portando a ordem pela qual visita cada uma, e regressando no fim a casa. Qual é
o circuito que deve escolher para percorrer a menor distancia possivel?

No grafo ao lado est&o representadas as es- ] 15
tradas que existem entre as varias vilas e o Vila A
comprimento, em quilémetros, de cada uma

dessas estradas (peso das arestas).

VilaC
Ha varias estratégias que podemos usar 10
para resolver este problema. Por exemplo,
podemos identificar todos os circuitos de
Hamilton com inicio em A e calcular qual a Vila D 18
distancia percorrida em cada um deles:

A-B-C-D-A A-B-D-C-A
8+9+18+10=45 km 8+7+18+15=48 km
A-C-B-D-A A-C-D-B-A
15+9+7+10=41 km 15+18+7+8=48 km
A-D-B-C-A A-D-C-B-A
10+7+9+15=41 km 10+18+9+8=45 km
Ha dois circuitos de Hamilton que permitem KObservagéo )
percorrer uma distadncia minima de 41 km : Este é o método/algoritmo ideal para
A-C-B-D-Ae A-D-B-C-A descobrir a solugéo 6tima para o

. ) problema do caixeiro viajante, uma
Repara que, em ambos, sdo percorridas as vez que estuda o comprimento de

mesmas estradas, mas em ordem inversa. todos os circuitos possiveis,
Caso o inicio seja noutro vértice, basta rees- permitindo determinar o circuito de
crever 0s circuitos com inicio nesse vértice. \Ham“ton de peso minimo.
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1. Modelos de grafos

' Exercicios

O Arlindo é motorista numa empresa de entregas e, num determinado dia, tem de
distribuir pacotes em trés aldeias distintas. Na tabela seguinte, estao
representadas as distancias, em quildmetros, das estradas que ligam os varios
locais: o ponto de saida do armazém (A) e as trés aldeias a visitar (B), (C) e (D).

57.1. Constrdi um grafo com os dados da tabela.

A B Cc D

A 17 11 12
B 15 13
Cc 10
D

57.2. Sabendo que o Arlindo parte do armazém, e que quer regressar ab mesmo,
qual o circuito que lhe permite poupar combustivel, percorrendo o menor
numero de quildbmetros possivel?

@ O Lucas vai visitar, pela primeira vez, a ilha de Santiago e vai ficar hospedado,
durante um fim de semana, em casa da prima, que mora em Curral Grande. Para
organizar a sua viagem, construiu um grafo onde representou os locais que
gostaria de visitar e as distancias, em quildmetros, das estradas que os ligam.

13 PF

T

Legenda:

25 T - Tarrafal

B - Boa Entrada

A - Assomada

S - Sacramento

CG - Curral Grande

P - Praia

AF - Achada Fazenda
CM - Calheta de Sao Miguel
PF - Porto Formoso
CV - Cidade Velha

(64% 14

58.1. Qual é aordem e a dimenséao do grafo do Lucas?
58.2. O grafo é um grafo de Hamilton? Justifica a tua resposta.

58.3. No primeiro dia, o Lucas vai visitar a Praia e a Cidade Velha. No segundo dia, vai
visitar os restantes locais, regressando a casa da prima. Consegues ajudar o
Lucas a descobrir o circuito que permite otimizar as visitas do segundo dia?
Apresenta a tua proposta.
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1.3. Grafos de Hamilton

1.3.2. Algoritmos

Algoritmo da cidade mais préxima

Imagina que és um carteiro e que tens de entre-
gar encomendas em cinco cidades. Tens de
passar uma unica vez em todas as cidades e, no
final, regressar ao ponto inicial.

Como podes escolher o percurso mais curto?

O método anterior, de testar todos os circuitos
possiveis, seria viavel mas tornaria o estudo
bastante moroso.

Existem outras estratégias que podem facilitar a procura do circuito hamiltoniano de
peso minimo.

A ideia do algoritmo da cidade mais préxima é:
* Escolhes uma cidade para comegar.
* Olhas a volta e pensas: "Qual é a cidade mais proxima?”.
* Vais até essa cidade e repetes o processo: “E agora, qual é a cidade mais
proxima e que ainda nao foi visitada?”.
* Continuas este processo até visitares todas as cidades.
* No final, regressas a cidade de origem.

Depois, podes repetir o processo iniciando noutros vértices, para perceberes se ha
circuitos ainda mais curtos.

Vamos experimentar!

Considera que o carteiro tem de percor-
rer as cinco cidades, A, B, C, D e E,
representadas no grafo ao lado, onde
estao também indicados os comprimen-
tos, em quildmetros, das estradas que
ligam estas cidades.

Podes, por exemplo, iniciar na cidade A
e aplicar o algoritmo.

A cidade mais proximade A éa B e, porisso, irias percorrer a aresta AB, decidindo
sucessivamente ir para a cidade mais préxima.

Inicioem A: AB BE ED DC CA
55+60+50+80+70=315

Se realizasses este circuito, irias percorrer 315 km.
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1. Modelos de grafos

Mas, como nada é dito sobre a cidade inicial, deves também testar o inicio noutras
cidades. Aplicando o algoritmo a iniciar nas outras cidades, obténs:

Inicioem B: BA AC CE ED DB

55+70+78+50+90=343

Se realizasses este circuito, irias percorrer 343 km.
Inicioem C: CA AB BE ED DC

70+55+60+50+80=315

Se realizasses este circuito, irias percorrer 315 km..
Inicioem D: DE EB BA AC CD

50+60+55+70+80=315

Se realizasses este circuito, irias percorrer 315 km.
Inicioem E: ED DA AB BC CE

50+75+55+85+78=343

Se realizasses este circuito, irias percorrer 343 km .

Assim, encontraste trés circuitos de Hamilton em que a distancia a percorrer € mi-
nima, num total de 315 km, podendo iniciar um circuito na cidade A, C ou D.

Os trés circuitos percorrem as mesmas arestas: os dois primeiros apenas diferem no
local onde iniciam e o ultimo difere, ainda, no sentido em que sdo percorridas as ares-
tas (sentido contrario).

Observacao

Este algoritmo permite encontrar circuitos de Hamilton com comprimentos minimos e é usado
em muitos problemas de otimizacao do dia a dia. Embora nem sempre seja possivel garantir
que foi encontrada a situacao 6tima, este algoritmo é bastante simples e rapido de utilizar.

. Exercicio

@ O Joao pretende percorrer as M
cidades M, N, O e P dografoao
lado, em que as distancias entre as 75 30
cidades estao representadas em
quilémetros.

Utiliza o algoritmo da cidade mais p N
préxima para encontrar um circuito

com um comprimento minimo. 80 85
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Algoritmo do peso das arestas

O algoritmo do peso das arestas € outro algoritmo que podes usar em problemas de
otimizacao deste tipo.
A ideia do algoritmo do peso das arestas é:
 ordenar as arestas por ordem crescente dos seus pesos;
* escolher, sucessivamente, as arestas com o peso mais baixo, tendo em conta que:
nao podes escolher trés arestas incidentes no mesmo vértice;
nao podes fechar um circuito antes de teres percorrido todos os vértices do grafo.

Relembra a situacéo anterior, em que um carteiro precisa de percorrer as cinco cida-
des, A, B, C, D e E, e o objetivo é tentar encontrar um circuito em que o nimero
de quilémetros a percorrer seja minimo.

E 82 A

O primeiro passo €é ordenar as arestas do grafo por ordem crescente dos seus pesos.
DE: 50 AB:55 BE: 60 AC:70 AD:75
CE: 78 CD:80 AE:82 BC:85 BD:90

O segundo passo € escolheres arestas por ordem crescente do seu peso.

Podes comegar por escolher as arestas DE, AB, BE e AC, porque todas satisfa-
zem as condi¢des exigidas (n&o ha trés arestas que incidam no mesmo vértice e nao

fecham um circuito).
E A
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A préxima aresta com menor peso é a aresta AD, mas nao a podes escolher porque
o vértice A ficaria com trés arestas.

E A

C

A aresta CE também nao pode ser escolhida, pelas mesmas razées ou, noutra pers-
petiva, fecharia um circuito,0 C-E-B-A-C, sem envolver todos os vértices.

E A

C

A préxima aresta com menor peso € a aresta CD e juntando esta aresta consegues
fechar um circuito que passa por todos os vértices do grafo.

E A

C

Encontraste o circuito de Hamilton D-E-B-A-C -D com o comprimento de
315km (50+60+55+70+80).

. )
Observacao
* Em alguns grafos, o algoritmo da cidade mais préxima e o algoritmo do peso das arestas
podem conduzir a solu¢des de otimizacéo distintas.
* Estes algoritmos, embora sejam muito eficientes, nem sempre (depende do grafo)
conduzem a solucao 6tima. )
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' Exercicios

1.3. Grafos de Hamilton

@ Os pais do Manuel tém uma padaria e pediram-lhe ajuda nas entregas ao domicilio.
Na tabela seguinte, estao representadas as distancias, em metros, das ruas que
interligam a padaria (P) e as casas dos clientes(A, B, C, D, E, F, G, H, I, J).

A | B | c|D|E|F| G |H I J
P |120] - |30 | - | - | = | = | = | - | 288
A | - |10 - | -|-|-]|-1-1-1-
B | -| -|-]|s80138s|-|-1]-/]-/1-
c | -|-|-|es|-|-|10]-]-1]-
D | - | - | - |- |1m5] - | -1 -1-/1]-
E | - | -|-|-| - |62 |9 |[120| - | -
F | -|-|-1|-1]-1|-158] - |5%] -
G - | - | = = === 7 = | -
H - - - - - - - - 45 | 120
I - - - - - - = = — 130

60.1. Constréi um grafo com os dados da tabela.

60.2. O Manuel decidiu fazer um circuito, utilizando o seguinte método:

* comecarem P;

* de seguida, escolher a casa mais proxima, tendo em conta que, se houver
duas casas a mesma distancia, a selecao é aleatoria;

* proceder como referido no ponto anterior, ndo repetindo qualquer casa;

* s6 terminar o circuito depois de passar por todas as casas.

Apresenta o grafo que resulta da aplicacdo do método descrito, bem como a

disténcia que o Manuel percorreu.

@ O Sr. Tavares é distribuidor de uma empresa de
bolachas e, num dado dia, quer visitar trés clientes
que tém os seus estabelecimentos em vilas vizinhas.

No grafo, o vértice B representa a sede da empresa
do Sr. Tavares e os vértices A, C, D e E oslocais
dos estabelecimentos dos seus clientes. As arestas
representam as estradas que existem entre estes
locais.

Qual é o minimo de quilémetros que o Sr. Tavares
tem de percorrer para sair da sede, visitar os trés
clientes e, no final, regressar a sede?
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@ No verao passado, os pais da Maira fizeram um cruzeiro com o itinerario seguinte:

70

Dia 1-Atenas (A) Dia2-Istambul(l) Dia3-Volos (V) Dia 4 - Mykonos (M)
Dia 5 - Rodes (R) Dia 6 — Santorini (S) Dia 7 — Atenas (A)

A Maira, depois de ver as fotos, quer visitar os mesmos locais e, para a viagem
ficar mais econdmica, vai viajar em transportes publicos e maritimos. Durante as
suas pesquisas na internet, registou numa tabela a duragao das viagens entre os
varios locais a visitar.

A I M R S \'
A = 17h20 | 2h50 | 15h50 | 9h30 4h40
1 17h20 = 26h00 | 15h30 | 28h20 | 14h50
M 2h50 | 26h00 = 10h30 | 2h30 6h10
R 15h50 | 15h30 | 10h30 = 2h40 7h00
S 9h30 | 28h20 | 2h30 2h40 = 6h20
Vv 4h40 | 14h50 | 6h10 7h00 6h20 =

62.1. Representa a situacao através de um grafo.

62.2. Ajuda a Maira a definir um circuito que lhe permita despender o menor tempo
possivel em deslocacdes, sabendo que ela vai ter de iniciar e terminar a viagem
em Atenas.

Na ilha de Santiago, considera que ha cinco pontos de recolha de residuos sélidos
especiais: Tarrafal (T), Praia (P), Santa Cruz (S), Sdo Domingos (SD) e Santa Catarina
(SC). Observa as distancias entre cada um dos pontos de recolha.

T P S SD sc

T - 71 40 51 32
P = = 56 21 46
S - - - 23 23
SD - - - - 25
sc - - - - -

O Sr. Marcelo é o responsavel pela recolha semanal dos residuos nestes cinco
pontos e realiza sempre um percurso fixo de recolha dos residuos, iniciando e
terminando na Praia, passando por todos os restantes locais.

63.1. Desenha um grafo que traduza a informacéao.
63.2. Qual é a distancia minima que ira percorrer o Sr. Marcelo ao fimde 10 semanas?

63.3. Se acrescentarmos um novo local X de recolha de residuos aos restantes seis
pontos, em que a Unica informacao que se tem é que se encontra mais proximo
do Tarrafal do que dos restantes pontos de recolha, qual é o circuito minimo
que o Sr. Marcelo deve usar para fazer a recolha semanal?

63.4. Num determinado dia, o Sr. Marcelo encontra-se no Tarrafal e vai fazer a recolha
partindo dai e terminando na Praia, recolhendo os residuos em todos os
restantes locais. Indica uma possibilidade para o fazer.



1.4. Arvores. Caminho critico

1.4. Arvores. Caminho critico

1.4.1. Arvores

O Sr. Adilson tem cinco computadores e pretende
instalar cabos de rede, para que todos estejam
conectados entre si e com acesso a internet.

De modo a poupar nos recursos € no tempo de
execucao, pretende que o cabo de rede neces-
sario para conectar os cinco computadores seja
minimo.

Se pensarmos num grafo, o foco continua a estar nos vértices (computadores), em que
todos tém de estar conectados (grafo conexo), mas com o menor numero de ligacdes
possivel (arestas).

Qual é o numero minimo de arestas a definir que permita dar resposta a este problema?

Uma arvore é um grafo conexo em que ndo hé circuitos.

A B
A
C G
B C
D E
D E F G G F H
Arvore Arvore N&o é arvore

O grafo tem um circuito C-D-E-C.

. Exercicio

@ De entre os grafos seguintes identifica os que nao sao arvores. Justifica a tua

resposta.
G G G
1A B 2 A 3 A 5
8/ \¢ A\
C
E C D
° D EF G 1
F
G C
G p "BCF G Gs B y
A
E D E A E
2 A H F
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1. Modelos de grafos

Quantas arestas tem uma arvore com n vértices?

A AN -

1 vértice 2 vértices 3 vértices 4 vértices

Constréi alguns exemplos de arvores, com cinco ou mais vértices, e discute
com os teus colegas a resposta a questdo e o modo como podem justificar a
vossa conjetura.

Propriedades das arvores
1. Um grafo conexo com n vérticese n— 1 arestas € uma arvore.

2. Numa arvore cada aresta é uma ponte. De forma reciproca, se todas as arestas de
um grafo sdo pontes, entdo o grafo € uma arvore.

Nota: Ponte é uma aresta de um grafo conexo que ao ser removida o torna desconexo.

Uma arvore abrangente de um grafo é um subgrafo que é uma arvore e que con-
tém todos os vértices do grafo.

( Exemplo 20 )

Considera o grafo G. C

A E

Todos os subgrafos A,, A,, A; e A, sao arvores, mas apenas A,, A, e A,
sao arvores abrangentes de G, umavez que A, ndao contém o vértice E.

A, C A, C As C A, C
B ﬁD B @D B &D B (\D
A E A E A E A
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' Exercicio

@ Considera os seguintes grafos:

Gi 5 D G, B C

E

65.1. Identifica trés arvores abrangentes distintas para cada um dos grafos.

65.2. Desenha um subgrafo de G, de ordem 4 e que seja uma arvore.

65.3. Considera o subgrafo de G, ao lado. A D
Indica, justificando, se se trata de uma arvore abrangente B %
. de G,. . E
Observacao

As arvores sao grafos Uteis em situagdes em que apenas importa garantir que se abrange
todos os vértices. Sao usadas, por exemplo, na planificacédo de distribui¢cdes de fios de
eletricidade, de rede de internet ou de tubos para distribuicao de agua.

Arvore abrangente minima

Uma arvore abrangente minima é uma arvore abrangente para a qual é minima
a soma dos pesos das arestas.

( Exemplo 21 )
Dado o grafo G, o subgrafo A é uma arvore abrangente minimade G.
G A 4 B A A 4 B
7 6 6
8 5 5
[ J
D 8 C D C
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. . B
Exercicio
11 S
C
Identifica a arvore abrangente minima do grafo ao
lado. Qual é a soma dos pesos das suas arestas? 5
13
D

—

Algoritmo de Kruskal

No problema inicial dos computadores, o Sr. Adilson pretendia poupar nos recursos e no
tempo de execucdo, pelo que o cabo de rede necessario para conectar os cinco compu-
tadores deveria ser minimo, ou seja, era necessario definir a arvore abrangente minima.

Este é um tipo de problema bastante comum, pelo que é importante termos uma es-
tratégia para determinar a arvore abrangente que tem um custo minimo — algoritmo
de Kruskal.

A ideia do algoritmo de Kruskal é:

Dado um grafo G conexo:
Passo 1: Ordenar as arestas por ordem crescente do seu peso.

Passo 2: Escolher sucessivamente as arestas com o menor peso, tendo em conta
que nao se pode escolher arestas que fechem um circuito até estarem ligados todos
os vértices do grafo.

( Exemplo 22 )

O Nilton pretende substituir a rede de eletricidade da sua garagem. No grafo
seguinte estdo representados os pontos de luz e tomadas existentes e as
distancias, em metros, das canelagens que unem estes pontos existentes
dentro das paredes.

A -lampada
B - tomada
C - tomada
D - lampada
E - tomada
F - tomada

Como quer poupar na compra de fio elétrico vai apenas substituir algumas
ligacdes e necessita de descobrir quais as que lhe permitem minimizar a
quantidade de fio a utilizar.

74



1.4. Arvores. Caminho critico

Procurar esta estrutura de ligagdes é equivalente a encontrar a arvore abrangente
minima do grafo da rede existente e, para isso, vamos usar o algoritmo de Kruskal.

Passo 1

Ao ordenar as arestas por ordem crescente de peso, o Nilton obteve:
AF:4 ED:6 AB:7 BF:8 CD:9 BC:10 BE:11 AD: 15

Passo 2

Depois comecou a selecionar e a juntar arestas.

Primeiro, escolheu as arestas AF, ED e AB. A7 B
10
4 c
8
FooT 9
E 6 D
A aresta seguinte com menor peso seria a aresta BF, A7 B
mas esta iria fechar um circuito sem terem sido 10
percorridos todos os vértices, por isso nao pode ser 4
escolhida. A C
=N 9
E 6 D
O Nilton escolheu, entdo, a aresta CD. A7 B
10
4 c
8
o1 9
E 6 D
De seguida, o Nilton escolheu a aresta BC e A7 B
verificou que com esta ligacao ja tinha percorrido 10
todos os pontos de luz. 4 c
Encontrou a arvore abrangente minima da sua rede 8
elétrica! Bastaria substituir os fios destas ligagdes! o1 9
E 6 D
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' Exercicios

@ Depois da garagem, o Nilton decidiu também substituir a rede de eletricidade da
arrecadacao.

Observa o grafo que representa as ligacoes existentes na arrecadacao.

A 16 B

11
D

Determina quais as ligacdes que o Nilton decidiu substituir para manter a rede
elétrica em funcionamento, poupando na quantidade de fio a usar (arvore
abrangente minima).

@ Relembra a situacao da escola, na qual existem sete computadores com algumas
ligacGes entre si. Pretende-se instalar um novo circuito de rede, garantindo que
todos os computadores sao servidos por esta nova rede e utilizando os suportes
de cabelagem ja existentes.

Na tabela seguinte, estdo representados os sete computadores e as distancias,
em metros, dos suportes de cabelagem existentes.

A B C D E F

A = = = 3 5
B 8 = 8 11 =
C 3 5 = =
D 6 11 =
E 9 =
F 6
G

68.1. Representa a situacao através de um grafo.

68.2. Determina a arvore abrangente minima que permita minimizar a quantidade de
fio a gastar para que todos os computadores sejam servidos pela nova rede.
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1.4.2. Caminho critico

Método do caminho critico

Nos problemas anteriores, o sentido pelo qual se per-
corre as arestas de um grafo € relevante para encontrar
a solucao 6tima do problema, mas, na verdade, as ares-
tas podiam ser percorridas em qualquer sentido.

E, se tal ndo acontecer, mas apenas houver um sentido
para percorrer uma aresta?

Um digrafo ou grafo dirigido é um grafo em que as arestas tém sentido definido,
ou seja, s6 podem ser percorridas num sentido.

Os digrafos sao, por exemplo, usados em situacées em que pretendemos represen-
tar as diversas etapas na execucao de um trabalho/projeto.

( Exemplo 23 )

O Lucas e o Daniel estdo a desenvolver um projeto para a escola e identificaram
cinco tarefas que tém de realizar.

Algumas tarefas sdo independentes, contudo, ha tarefas que dependem da

execucao prévia de outras:

—atarefa T; s6 pode ser realizada depois de terem sido realizadas as tarefas
T, eT,;

—astarefas T, e T; s6 podem ser realizadas depois de realizada a tarefa T;.
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Os amigos organizaram numa tabela a informacéao sobre as tarefas, identificando
a duracao estimada de cada uma e a sua dependéncia de outras tarefas.

Tarefa Tempo (minutos) Dependéncia
g 30 Nenhuma
T3 60 Nenhuma
Tz 20 T, eT,

T, 40 i
T 20 T,

Qual é o tempo minimo que irdo demorar a concluir o projeto?

Numa primeira analise, os amigos irdo necessitar, no maximo, de 170 minutos
(30+60+20+40+20) paracompletar o projeto. Mas sera este o tempo minimo?

Observa a informacao da tabela traduzida através de um digrafo:

T Ta
T3
T2 Ts

Observando o digrafo, os amigos concluiram que:

—astarefas T, e T, podem ser feitas em simultaneo, demorando, no total,
60 minutos, nesta fase;

—depois, podem realizar a tarefa T;, mais 20 minutos, num total de
60+ 20 =80 minutos;

— por ultimo, podem realizar em simultaneo as tarefas T, e T;, demorando
mais 40 minutos (a tarefa Ty fica prontaem 20 minutos, mas a tarefa T,
demora 40 minutos), num total de 80 + 40 =120 minutos;

O projeto demora, no minimo, um total de 120 minutos.

Método do caminho critico

O método do caminho critico é uma sequéncia de tarefas que pode ser visualizada
através de um digrafo, que permite determinar o tempo minimo de execucao de
um projeto.
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' Exercicios

@ A Luana e a Maria vao iniciar um projeto e construiram um digrafo com as tarefas
que terao de realizar.

T
T3
e o
T Ts Te
Ta

69.1. Representa por uma tabela a informacao constante no digrafo.

69.2. Ajuda as duas amigas a determinarem a sequéncia de tarefas que devem seguir
e qual o tempo minimo de que vao precisar para concluir o projeto.

@ Num restaurante, a confecdo de um prato especial envolve oito tarefas, com
diferentes tempos de execucao e em que umas tarefas s6 podem ser realizadas
depois de outras. Esta informacao esta presente na tabela seguinte.

Tarefa Tempo (minutos) Dependéncia
T, 20 Nenhuma
T3 10 Nenhuma
T, 15 Nenhuma
T, 5 T,,. T,eT;
T 10 T,

Ts 40 Ts
T, 10 Nenhuma
T 5 Tge T,

70.1. Representa num digrafo a informacé&o constante na tabela.

70.2. Qual é o tempo minimo de confecéo do prato especial?

—
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80

Circuitos e grafos de Hamilton

- . . N C
Um circuito de Hamilton é um circuito que
percorre todos os vértices do grafo uma tinica
vez.
Um grafo de Hamilton é um grafo em que existe, A D

pelo menos, um circuito de Hamilton.
E um grafo de Hamilton.

A-B-C-D-A
é um circuito de Hamilton

Teoremas que ajudam a determinar se um grafo é de Hamilton

Teorema de Ore

Num grafo G simples, conexo e com ordem n superiora 3, se a soma dos
graus de cada par de vértices ndo adjacentes é maior ou igual a ordem, n,
entdo G é grafo de Hamilton.

Teorema de Dirac

Num grafo G simples, conexo e com ordem n superior a 3, se o grau de
cada vértice é maior ou igual a metade da ordem n do grafo, entdo G é
grafo de Hamilton.

Algoritmos para encontrar circuitos de Hamilton com peso
minimo

Algoritmo da cidade mais proxima

Dado um grafo G conexo:

 Escolher um vértice (cidade) para comecar.

 Selecionar a aresta que leva até ao vértice (cidade) mais préximo.

« No novo vértice, repetir o processo e escolher a aresta que leva ao vértice
seguinte mais proximo.

« Continuar este processo até ter percorrido todos os vértices do grafo.

« No final, regressar ao vértice de origem.



Algoritmo do peso das arestas
Dado um grafo G conexo:
« Ordenar as arestas por ordem crescente dos seus pesos.

« Escolher, sucessivamente, as arestas com o peso mais baixo, tendo em
conta que:
—nao se pode escolher trés arestas no mesmo vértice;
- ndao se pode fechar um circuito antes de ter percorrido todos os vértices
do grafo.

Arvores. Caminho critico
Uma arvore é um grafo conexo em que nao ha circuitos.

B C

H é uma arvore.

Propriedades:
1. Uma arvore de ordem n tem dimensdo n—1.
2. Um grafo conexo com n vérticese n— 1 arestas é uma arvore.

3. Numa arvore cada aresta € uma ponte, ou seja, € uma aresta que se for ex-
cluida torna o grafo desconexo. De forma reciproca, se todas as arestas de
um grafo sdo pontes, entdo o grafo € uma arvore.

Uma arvore abrangente de um grafo é um subgrafo que é uma arvore e que
contém todos os vértices do grafo.

Uma arvore abrangente minima é uma arvore abrangente para a qual € minima
a soma dos pesos das arestas.
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Algoritmo de Kruskal
Dado um grafo G conexo:
» Ordenar as arestas por ordem crescente do seu peso.

« Escolher, sucessivamente, as arestas com o menor peso, tendo em conta
gue nao se pode escolher arestas que fechem um circuito até estarem li-
gados todos os vértices do grafo.

Caminho critico

Um digrafo é um grafo em que as arestas tém sentido, ou seja, s6 podem ser
percorridas num sentido.

O método do caminho critico envolve o uso de digrafos para determinar o

tempo minimo para executar um conjunto de tarefas com diferentes dependén-
cias e tempos de execucao (projeto).

T
T3
© o — ®
T, Ts Te
Ta

82



Os grafos seguintes admitem circuitos de Hamilton? Justifica a tua resposta.
G, G2 H | J G 0
W D
S
M L K Q
R

Observa o grafo de Hamilton ao lado. A

2.1. Identifica um circuito de Hamilton com inicio no
vértice A.

2.2. Quantos circuitos de Hamilton distintos, com inicio
no vértice D, consegues identificar?

D C

A Ellen, no proximo domingo, quer visitar a sua avo e as suas trés tias, Maira,
Juceila e Daniela. Esta a organizar um plano do percurso pelas quatro casas e
construiu uma tabela com as distancias, em metros, dos caminhos que ligam
as casas. Partindo da sua casa, quer passar uma Unica vez por cada uma das
quatro casas e voltar de novo a sua percorrendo a menor distancia possivel.

Ellen Avo Maira Juceila Daniela
Ellen 350m 450 m 320m 200 m
Avo 190 m 440m 430 m
Maira 260 m 620 m
Juceila 340 m
Daniela

3.1. Desenha um grafo que sirva de modelo as varias hipoteses de percurso
possiveis e indica a sua ordem e dimensao.

3.2. A Ellen esta convencida de que, se tiver de visitar, em primeiro lugar, a tia
Daniela, percorrendo depois as restantes casas, o percurso mais curto
consiste em seguir da casa da tia Daniela para a casa da avo e s6 depois
visitar as outras duas tias antes do regresso a casa. A Ellen tera razdo?
Justifica.

3.3. O grafo desenhado admite ciclos de Hamilton? Se sim, quantos?

3.4. Considerando o grafo apresentado, indica uma arvore abrangente.
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Uma empresa de recolha de residuos C

efetua diariamente a recolha em sete B

locais diferentes (A, B, C, D, E, F e D
G). Na figura, encontra-se o grafo que A
serve de modelo ao contexto do
problema, em que cada aresta

representa uma estrada que liga dois
locais.

4.1. Determina um circuito que percorra no minimo quatro locais de recolha
de residuos.

4.2, O Sr. Filipe, motorista da empresa, quer verificar se existem residuos
abandonados ao longo das estradas existentes. Pretende partir do local
representado pelaletra D, percorrer todas as estradas, sem as repetir, e
regressar ao mesmo local. E possivel?

Explica a tua resposta.
4.3. Na tabela, encontram-se registadas as distancias minimas, em

quilémetros, entre cada dois locais de recolha de residuos sdlidos,
quando se percorrem as estradas representadas pelas arestas do grafo.

A | B|C | D | E F | G
A - - - - - - -
B | 14 | - - - - - -
c | - | 22| - - - - -
D | - = {on = = - -
E - [ 13| 11| 15 | - - -
F - 9 |24 | - | 16 | - -
G | 12 | - - - - 5 -

A empresa vai ligar todos os locais de recolha de residuos sélidos com
um cabo de fibra 6tica, utilizando algumas das estradas representadas no
grafo.

Para usar a menor extensao de cabo possivel, a empresa contactou dois
especialistas em instalacao de fibra 6tica, o Leandro e o Enzo.

— O Leandro afirma, sem recurso a qualquer método, que a ligacao que
requer menos cabo é usando as arestas AB, BF, BE, FG, CE e CD.

— O Enzo propde uma ligagdo apoiando-se no uso do algoritmo de Kruskal.

Indica qual das duas propostas a empresa deve escolher para utilizar a
menor extensao de cabo possivel.
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No restaurante da mae da Kiara, a elaboracao da sobremesa favorita dos
clientes requer sete etapas, em que algumas s6 podem ser realizadas
depois de outras. Esta informacao e o tempo de duracao de cada tarefa
estao representados na tabela seguinte.

Tarefa Tempo (minutos) Dependéncia
T4 2 Nenhuma
5 10 T,

T, 5 T,
T, 5 T,e T,
Ts 8 Nenhuma
s 12 T,eTs
T, 2 Te

5.1. Representa num digrafo a informacé&o da tabela.
5.2. Qual é o tempo minimo para a elaboragao da sobremesa?

Numa empresa de marketing vai ser iniciado um novo projeto e construiu-se
um digrafo com as tarefas que os designers terao de realizar.

T

’
29 © .

T2 Ts 8

Ta

6.1. Representa por uma tabela a informacgao constante no digrafo.
6.2. Qual é o tempo minimo necessario para executar o projeto?

6.3. Com base na tua resposta, ajuda os designers a determinarem como
poderao dividir as tarefas e qual a sequéncia que devem seguir.
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1. Modelos de grafos

86

Teste

Considera o grafo ao lado. B

1.1. Indica:
a) aordem e a dimensao do grafo; A C
b) um vértice isolado; F oG
c) um par de vértices adjacentes; ¢ .\H
d) um par de arestas adjacentes;
e) ograudosvértices A, B, C,D e F. @

1.2. Classifica de verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes,
justificando a tua resposta.

A: O grafo é conexo. B: O grafo é simples.
C: O grafo é regular.

1.3. Identifica dois subgrafos do grafo.

De um grafo H de ordem 4 completo, podemos afirmar que:
(A) Todos os vértices tém grau par. (B) O grafo tem lacetes.
(C) O grafo tem dimensao 6. (D) O grafo nao é conexo.

A figura seguinte representa a planta de um restaurante.

: sala jantar 1 sala jantar 2

A1l cozinha

A cozinha comunica com as duas salas de jantar, com as duas arrecadacodes
e com o exterior.

3.1. Representa por um grafo a planta do restaurante, incluindo o exterior.

3.2. Numa inspecao ao restaurante, sera possivel, a partir do exterior,
atravessar cada uma das portas apenas uma vez e terminar na cozinha?
Justifica a tua resposta.

3.3. Se fosse possivel retirar alguma das portas, alteraria a resposta a
questao anterior?



Numa festa, estdo 15 mulheres e um certo nimero de homens. Cada
homem cumprimentou exatamente seis mulheres e cada mulher
cumprimentou exatamente oito homens. Quantos homens estao na festa?

Considera o grafo ao lado.

5.1. Identifica duas arvores
abrangentes do grafo.

5.2. Descobre a arvore abrangente
minima, identificando o seu peso.

Num parque aquatico ha sete pontos de visita fundamentais (Q, (rececao),
Q,. Q;, Q,, Q;, Q; e Q,). O grafo seguinte representa esses pontos, bem
como os percursos pedonais existentes entre esses pontos.

Qs 440 Qs

6.1. Quais sédo a dimenséo e a ordem do grafo?
6.2. Quantas arestas seriam necessarias para que o grafo fosse completo?

6.3. Se o responsavel pelo parque pretender definir um percurso pedonal
que passe por todas as atragoes e volte ao ponto de onde partiu, Q1,
de quantas formas diferentes o podera fazer? Explica o teu raciocinio.

6.4. Uma empresa de eletricidade pretende renovar a rede de cabos
elétricos que abastece os diferentes pontos do parque, colocando
cabos junto aos percursos pedonais. Para tal, pretende determinar a
quantidade minima, em metros, de cabo elétrico que é necessario
instalar. Determina essa quantidade minima, em metros, necessaria.
Explica como pensaste.
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O que vou aprender neste tema

Neste capitulo, vamos conhecer e estudar populacdes e verificar que a evoluc¢io destas, por
vezes, segue um padrio que nos permite, através de modelos, prever o futuro.

Um pouco de Historia...

O estudo da evolugdo das populagdes, ao longo do tempo, deu lugar a conceptualizacdes mate-
maticas que vamos descobrir. Comecemos por atentar em Fibonacci, que, entre outros, foi um
matematico com trabalhos que, ainda hoje, sdo considerados importantes referéncias.

Leonardo de Pisa, também conhecido por Fibonacci, nasceu em Italia, por volta do ano de 1170,
tendo morrido em 1241. Passou grande parte da sua juventude a viajar pelo Mediterraneo, acom-
panhando o pai que era representante dos comerciantes da Republica de Pisa. Fibonacci apren-
deu matematica com os sabios arabes nas suas paragens comerciais. Dele conhecem-se algumas
obras que vieram a influenciar a matematica na Europa durante séculos. Referimo-nos a dois li-
vros, o Liber Abaci (Livro do Cdlculo), editado em 1202 e 1228, e Practica Geometriae (Pratica da
Geometria), editado entre 1219-1220.

Sendo um bom observador, Fibonacci repa- NO de
rou no crescimento de determinados fené- casals de
menos a sua volta, como, por exemplo, a re- [Nico 5
producdo de certas espécies. Um problema [7omes 1 )
conhecido é o da reproducao de coelhos que [2°més 1 &%
aparece no Liber Abaci. Neste problema, [3°més| 2 615675
~ - 0 mA
estuda-se a evolucio de uma populacio de |*°™s| 3 %Zm
coelhog a partir de. um casal, obedecendo a 5 : %% %3‘ Sa
determinadas condicdes: v
- um casal de coelhos, recém-nascidos, é [la Y
colocado num meio propicio a sua 6omeés| 8 %%%Z%
reproducdo; \ e et
-atfa

- cada casal de coelhos, desta espécie,
comeca a reproduzir-se ao final de dois

meses, resultando em mais um casal de 7.2més 13 %ﬁﬂﬁiﬁﬁﬁ?ﬁ
. gt
coelhos, a cada més;
« 0 processo de reproducdo acontece todos %ﬁ?{h
0S meses, sem que ocorram mortes. \/ﬁ?{i
g}
O objetivo reside em determinar a quanti- era—~ara
dade de casais de coelhos que esta populacdo e
tera ao final de um ano. Elafd)

Legenda:
m = casal de coelhos bebés

m = casal de coelhos em amadurecimento

m = casal de coelhos fase reprodutiva

NOTA: Observa e percebe o esquema ao lado.

A sequéncia do ntiimero de casais de coelhos,
a cada més, chama-se sequéncia de Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55 ..

Encontramos nos livros de aritmética pratica, escritos em portugués, no século XVI, as pro-
gressdes aritméticas e geométricas elaboradas por Fibonnaci, para fenémenos de crescimento,
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O que vou aprender neste tema

assim como a progressio do galarim tratada pelo aritmético Bento Fernandes e, mais tarde,
por Padre Anténio Vieira na sua obra, no século XVII.

Os modelos populacionais podem ser discretos ou continuos. Os modelos populacionais dis-
cretos ddo-nos informacdes sobre uma populacio, por exemplo o estudo da sucessido que
descreve o numero de casais de coelhos de Fibonacci, bem como as progressées aritméticas
e geomeétricas.

Ja nos modelos continuos, registam-se as mudancas na dimensdo da populacio a todo o mo-
mento, considerando que o crescimento populacional, em cada instante, sofre alteragcdes. Nes-
tes modelos, usamos funcées lineares, exponenciais, logaritmicas e logisticas, que desempe-
nham um papel crucial na modelacdo matematica de fenémenos do mundo real, sendo
amplamente utilizadas em diversas areas do conhecimento, nomeadamente nas ciéncias so-
ciais. Estas funcdes permitem descrever processos de crescimento e decaimento, sendo funda-
mentais para compreender e prever situacdes que afetam a sociedade e o meio ambiente. Por
exemplo, a modelacdo do crescimento de uma populacgio, a andlise do nivel de poluicdo de um
rio ou o estudo do decaimento da eficiéncia dos painéis solares podem ser feitos através de
funcées exponenciais ou logaritmicas. Da mesma forma, o crescimento de uma epidemia, a
evolucdo da inflacdo ou o aumento do nivel do mar devido as alteracdes climaticas podem ser
analisados com base nestas funcées. A sua utilizacdo permite que cientistas, economistas e
analistas compreendam melhor os fendmenos ja ocorridos e facam previsdes fundamentadas
sobre as suas consequéncias futuras. O estudo destas funcées exige um conhecimento prévio
das propriedades gerais das func¢des matematicas, uma vez que pertencem a uma familia espe-
cifica de funcdes com caracteristicas bem definidas. Ao longo deste capitulo, iremos explorar
as propriedades fundamentais das progressoes e das funcdes lineares, exponenciais, logarit-
micas e logisticas, bem como as suas aplicacfes praticas, mostrando a sua relevancia para a
andlise e resolucdo de problemas concretos do dia a dia.

2.1. Introducao ao crescimento populacional

* Saber o0 que é o crescimento populacional.
* Reconhecer a utilidade de um modelo matematico de crescimento
populacional.

2.2. Progressoes aritméticas

* Definir progressao aritmética.

* Encontrar o termo geral de uma progresséao aritmética.

* Somar termos consecutivos de uma progressao aritmética.

* Trabalhar com progressdes aritméticas na resolucado de problemas.

¢ Calcular juros simples.

* Trabalhar com modelos de capitalizacao de juros simples.

* Determinar modelos de crescimento linear com recurso a software matematico.

2.3. Progressoes geométricas

* Definir progressdo geométrica.
* Encontrar o termo geral de uma progressao geométrica.
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* Somar termos consecutivos de uma progressao geométrica.

* Trabalhar com progressdes geométricas na resolucao de problemas.

* Calcular juros compostos.

* Trabalhar com modelos de capitalizacdo de juros compostos.

* Determinar modelos de crescimento exponencial com recurso a software
matemaético.

2.4. Modelo linear

* Definir a equacao reduzida de uma reta.
* Determinar e utilizar uma reta de regresséao.
* Utilizar o Excel para trabalhar com modelos lineares.

2.5. Modelo exponencial

* Conhecer o gréafico e as propriedades de fungcdes exponenciais.

* Resolver, analitica e graficamente, equacdes e inequacdes com
exponenciais.

* Determinar modelos de crescimento exponencial com recurso a software
matemaético.

* Trabalhar com modelos de crescimento exponencial na resolucéo de
problemas.

2.6. Modelo logaritmico

* Conhecer o gréfico e as propriedades de fun¢des logaritmicas.

* Resolver, analitica e graficamente, equacdes e inequacdes com logaritmos.

* Determinar modelos de crescimento logaritmico com recurso a software
matematico.

* Trabalhar com modelos de crescimento logaritmico na resolugéo de
problemas.

2.7. Modelo logistico

* Compreender o grafico e as propriedades de func¢des logisticas.

* Resolver, graficamente, equacdes e inequacdes com funcgdes logisticas.

* Determinar modelos de crescimento logistico com recurso a software
matematico.

* Trabalhar com modelos de crescimento logistico na resolucéo de
problemas.
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2 Modelos populacionais

2.1. Introducao ao crescimento populacional

O crescimento populacional significa o aumento do numero de individuos de uma
determinada espécie, num determinado meio, ao longo do tempo. No caso da popu-
lacdo humana, esta cresceu de forma lenta até a Revolugdo Industrial, quando os
avancos na medicina, na agricultura e nas condicdes de vida impulsionaram um au-
mento significativo na taxa de crescimento. No século XX, o desenvolvimento tecno-
I6gico e a melhoria da qualidade de vida contribuiram para a aceleracao desse pro-
cesso, levando a um crescimento exponencial da populacao global. Este crescimento
foi influenciado por fatores como a natalidade, a mortalidade, a migracao e as politi-
cas governamentais. Contudo, o crescimento populacional ndo ocorreu de maneira
uniforme em todas as regides. Enquanto alguns paises apresentam altas taxas de
natalidade e crescimento, outros enfrentam desafios como o envelhecimento da po-
pulacdo e a diminuicao das taxas de natalidade. O aumento da populacao gera im-
pactos ambientais e socioecondmicos, exigindo que as politicas dos diferentes pai-
ses garantam recursos sustentaveis e qualidade de vida para as futuras geracdes. O
problema da relagédo entre o crescimento populacional e os recursos disponiveis no
planeta é uma preocupacao a nivel mundial. Observamos uma agravante nos nossos
dias. Assistimos ao aumento do consumo por pessoa, que, por sua vez, aumenta a
pressao sobre os recursos naturais, a necessidade de alimentar, vestir e hospedar
uma populagao crescente que necessita de mais agua, alimentos, madeira e energia,
0 que pode levar a escassez e a manipulacdo do meio ambiente com impactos, mui-
tas vezes, irreversiveis. No jornal portugués Diario de Noticias, de 1 de agosto de
2024, podemos ver o titulo: Humanidade esgotou recursos naturais da Terra e a partir
de hoje comeca a usar "cartdo de crédito" ambiental.

No caso de Cabo Verde, com condi¢des climaticas secas em muitas regides, a dispo-
nibilidade de agua e solo fértil para a agricultura é limitada. Tal como a maioria dos
paises, Cabo Verde depende de importacdes de produtos agricolas, combustiveis e
outros bens essenciais. Por exemplo, para uma alimentacao sustentavel, os recursos
marinhos, como os peixes e frutos do mar, sdo muito importantes, para além de con-
tribuirem para o desenvolvimento da economia do pais.

Compreender o crescimento populacional é essencial para planear o futuro da Hu-
manidade ou de qualquer outra espécie, estabelecendo um equilibrio entre o desen-
volvimento, a sustentabilidade e o0 bem-estar.
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2.1.1. Modelos de crescimento populacional

Os modelos de crescimento populacional sao ferramentas matematicas usadas para
descrever como uma populacdo muda ao longo do tempo, sendo essenciais para pre-
ver e, posteriormente, atuar de acordo com as caracteristicas da populagdo em causa.

Exemplo 1

As epidemias podem ser causadas por virus,
bactérias, fungos ou outros agentes infeciosos.
Elas podem ocorrer devido a diversos fatores,
como mas condi¢des sanitarias, baixa imunizacao
da populacdo ou mutacdes de patégenos. Alguns
exemplos histéricos de epidemias incluem surtos
de gripe, dengue, cdlera e ébola. Quando uma epidemia se espalha por varios
paises ou continentes, € chamada de pandemia, como ocorreu nos anos
2019/2020 com a covid-19. Para controlar esta pandemia, inicialmente,
recomendou-se o isolamento e cuidados de higiene. Os varios tipos de virus
foram estudados e a ciéncia atuou para encontrar vacinas que vieram a
demonstrar eficacia na prevencéao de infe¢des sintométicas da doencga grave.

O crescimento populacional diz-se positivo quando ha um aumento da
populacéo inicial. Geralmente, isso acontece, por exemplo, com a evolugao de
uma cultura de bactérias nocivas para a saude sem a administracado de
medicacao. O crescimento populacional negativo, também chamado declinio,
acontece quando ha uma diminui¢cédo da populacao inicial. Por exemplo, a
presenca de carbono-14 nos fésseis, com o passar do tempo.

2.2. Progressoes aritméticas

Conta-se que o matematico Gauss (1777-1855), ainda crianca e aluno dos primeiros
anos da escola, conseguiu, em poucos minutos, somar 0s cem primeiros numeros
naturais, aquando de uma tarefa dada a sua turma pelo professor. Sendo a matema-
tica uma ciéncia de modelos e padroes, Gauss, perante 0s nimeros naturais escritos
de 1 até 100, reparou num padrao que se repetia.

Vejamos, entdo, o que acontece:

1T 2 3 .. 49 50 51 52 .. 98 99 100 (1)
L -J |

Se somares 0os numeros equidistantes do centro da lista, um a esquerda e outro a direita,
por exemplo, 1+100=101, 2+99=101, o que verificas?
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Exercicio
a Sobre a tarefa de Gauss, responde as questdes seguintes. 3+98=...
1.1. Preenche a tabela para os pares indicados. 4+97=...
1.2. Quantos pares, naquelas condi¢cdes, existem na sequéncia? 5+96=...
1.3. Qual é o valor da soma dos 100 numeros? 6+95= ...
1.4. Completa a expressao para encontrares uma proposicao T+..=...
verdadeira.

__ Somados 100 nimeros=101x...=...

Se repararmos ainda na mesma sequéncia, € chamarmos aos nimeros que a consti-
tuem termos da sequéncia, eles sdo gerados da seguinte maneira:

1.°termo—- u, =1

2°termo- u,=1+1=u;+1=u;+1x1

3°termo- u;=2+1=uUu,+1=u;+1+1=u,+2x1
4°termo- u,=3+1=Uz+1=u;+2x1+1=u,+3x 1

Exercicios

e Depois de observares o padrao da sequéncia da tarefa de Gauss, escreve o
5.° termo em funcao do 1.°, preenchendo os espagos em branco:

Us=u,+__ x1

e Considerando agora a sucessao dos numeros naturais que contém a sequéncia da
tarefa de Gauss, ouseja, 1, 2, 3, 4, ..., 100, ..., qual sera a expressao paraum
termo de ordem n qualquer? Responde preenchendo os espacos em branco na
seguinte expressao:

\___ u,=u,+_ x1

A sucessdes que apresentam as caracteristicas da anterior chamamos progressoes
aritméticas. Para gerar os termos, basta reparar que cada termo, a partir do segundo, é
igual &8 soma do termo anterior com uma constante (no caso anterior, a constante é 1).

Progressao aritmética

Progressdo aritmética é uma sucessdo de numeros reais em que a diferenca
entre dois termos consecutivos é constante. Essa diferenca é chamada razao da
progressao e, habitualmente, é designada por r. Simbolicamente, temos:

u,,, —u,=r, vneN
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Exemplo 2

Considera a sucessao de termo geral v,=2n— 3. Vamos provar que (V,),en €
uma progressao aritmética e determinar a razao.

Comecemos por calcular alguns termos desta sucessao:

v,=2x1-3=-1

V,=2x2-3=1

V;=2%x3-3=3

v,=2x4-3=5

Esta sucessao segue um padrao que nos mostra que, dado um termo, obtemos
o termo seguinte somando 2 (razdo da progressao aritmética).

_1+21+23+25+2

Vamos provar que temos uma progressao aritmética de razdo 2. Paraisso,
calculamos a diferenca entre qualquer termo e o termo anterior, ou seja, Vv, — V.,
entdo:

Vo1 —V,=2(n+1)-3-(2n-3)=
2n+2-3-2n+3=2,VneIN

Sendo a diferenca constante paratodo o n, entdo a razdo da progressao € igual
az2.

Exercicios

o Escreve os cinco primeiros termos das progressoées de acordo com a informacao
de cada alinea.

4.1. Sabendo que o primeiro termo é 3, soma 4 ao termo anterior para gerar o
seguinte.

4.2. Sabendo que o primeiro termo é 6, soma (- 2) ao termo anterior para gerar o
seguinte.

e Entre os conjuntos de nimeros que se seguem, indica os que podem representar
progressoes aritméticas e as respetivas razoes.

(A) 7, 11,15, 19 ... (B)1.3,5,8...
(C) -2,0,2,4 .. (D) 4,7,10, 13 ...

Na Grécia Antiga, os pitagoricos tinham o culto dos numeros. Para eles, tudo era
composto por numeros e acreditavam que eles eram a esséncia do Universo. Este
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interesse levou-os a descoberta de representacdes geométricas desses numeros,
como, por exemplo, os chamados numeros poligonais: triangulares, quadrados, pen-
tagonais, hexagonais, etc.

Exemplo 3

Observemos os cinco primeiros numeros triangulares.

([
[ e o
° o o e o o
° o o e o o e o o o

[ o O e o o e o o o e 6 o o o

T1 T2 T3 T4 T5

Na representacao numérica atual, temos:

T,=1 T,=3 T,=6 T,=10 T;=15

Qual é o padrao desta sequéncia numérica?

Vamos observar a figura e estabelecer uma relacao entre os termos.

T,=1

T,=T,+2
T,=T,+3
T,=T;+4
Ts=T,+5
Te=T5+6

T.=T, ,+n,ouseja, T,—-T,_,=n,
YnéeEIN

Uma vez que a diferenca entre um termo e o anterior nao é constante, a
sucessao dos numeros triangulares nao é uma progressao aritmética.

2.2.1. Termo geral de uma progressao aritmética

Tem muitas vantagens arranjar uma expressao que represente uma progressao arit-
mética. Esta expressao tem o nome de termo geral e permite calcular qualquer termo
da progresséao de forma direta sem precisar conhecer todos os termos anteriores.
Como consequéncia, a resolucao de problemas que requerem o uso de progressdes
aritméticas torna-se mais eficiente.

CVMACSH11-7 97



2. Modelos populacionais

Exemplo 4

Se voltarmos a sucessao de termo geral v,=2n— 3 do exemplo anterior, qual é o
valor numérico do vigésimo termo desta progressao? Basta fazer n=20 e
substituir para termos a resposta: v,,=2 %20 — 3 =37 é o vigésimo termo da
progressao. Repara que nao foi necessario calcular os termos anteriores, seguindo
a longa caminhada de determinar termo a termo até chegarmos ao vigésimo!

Outra questao: 105 é um termo da progressao?
Para o saber, resolvemos a equacéo v,=105 emordema n:

v.=105 <> 2n—3=105 <> 2n=108 < n:%=54

Como 54 é um numero natural, entdo 105 é o termo de ordem 54 ou v;,=105.

Vamos agora deduzir a expressao do termo geral de uma progressao aritmética qual-
quer.

No Exemplo 2, vimos que a sucessao apresentava o padrao seguinte:

—1 +2:‘I +2:3 +2'5 +2

Vamos substituir os numeros pelos respetivos termos:

14

> V. > V. > VvV, — ...
+2 2 42 38 4o T4

Observamos que ha uma relacao entre dois termos consecutivos. Por exemplo:
Vo=V+2=v,+2x1
Vi=Vo+2=V,+2+2=Vv,+2X%x2
V,=V3+2=V,+2%x2+2=v,+2%3

V,=V;+2x(n-=1), VnEN

A razdo da progressao € igual a 2 ; designemos esta razdo por r€IR e temos o
termo geral da progressao:

V,=Vv,+rx(n-1), VneIN

Termo geral da progressao aritmética

O termo geral de uma progressao aritmética (PA), (p,).cn. € dado por:
p,=p,+rx(n-1), sendo r um nimero real ndo nulo.

* p, éo0enésimo termo da PA - p, €o primeiro termo da PA

«r éarazdodaPA - n éaposiciao do termo na sequéncia

98



2.2, Progressodes aritméticas

As progressodes aritméticas podem ser classificadas de crescentes ou decrescen-
tes. Se r<0, aprogresséao € decrescente e se r>0 é crescente.

Exemplo 5

Consideremos as duas sucessodes definidas pelos termos gerais:
p,=3+2ne q,=19-2n

Podemos determinar os primeiros termos das sucessodes e até representar
graficamente os pontos (n, p,) e (n, g,).

Repara que p, é estritamente crescente e g, € estritamente decrescente.

n P n an
1 3+2x1=5 1 19-2x1=17
2 3+2x2=7 2 19-2x2=15
3 3+2x3=9 3 19-2%x3=13
4 3+2x4=11 4 19-2x%x4=11
5 3+2x5=13 S 19-2x5=9
6 3+2x6=15 6 19-2x6=7
7 3+2x7=17 7 19-2x7=5
8 3+2x8=19 8 19-2%x8=3
9 3+2x9=21 9 19-2x9=1
10 [ 3+2x10=23 10 | 19-2%x10=-1
i 201

%g- ° 191

% :

20- el

19+ °

181 S

171 ° 14+

i : I

13 1] :

131 °

12 107

114 ° 94 °

18- 8
1 [ ] i

81 IS °
7S 5 .
5{ e 41

3] 5. )
] 5]

1 I .

1401232567 89101 -1,491 23 4567 89 .0
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2. Modelos populacionais

Exercicios

e Considera os primeiros seis termos consecutivos de uma progressao aritmética:
62, 57, 52, 47, 42, 37, ...
6.1. Qual é arazao da progressao?
6.2. Qual é o maior termo negativo da progressao?
6.3. Escreve uma expressao do termo geral da progressao aritmética.
6.4. Calcula o 20.° termo da progresséo aritmética.

o Averigua se sao progressoes aritméticas as sucessdes de termos gerais seguintes
e, em caso afirmativo, indica a sua razao.

71. a,=n-5
7.2. b,=n’+3n

7.3. c,=(4n+1)° - (4n - 1)

Calcula o 16.° termo da progressao aritmética com primeiro termo 3 e cuja razao
é5.

e No problema da semana da sua escola, o Marcelo deparou-se com um “quebra-
-cabecas” em que se pedia para escrever 0s seis primeiros termos de uma
progressao aritmética. O Marcelo escreveu cinco desses termos, 100, 108, 112,
118 e 124. Um destes termos esta errado. Qual é o termo errado e quais sao os
seis primeiros termos desta progressao?

@ Obtém o valor de x sabendo que oterno (- 4x, 2x+1, 7 +5x) é constituido por
trés termos consecutivos de uma progressao aritmética.

—

2.2.2. Somados n primeiros termos de uma progressao
aritmética

No inicio do capitulo falamos de Gauss e do pedido que lhe foi feito para somar os

100 primeiros numeros naturais. Foi facil para Gauss reparar que estava perante um

modelo. Sera que este modelo é valido para outras progressdes aritméticas? A res-
posta é sim!

Se quisermos somar 0s n primeiros termos de uma progressao aritmética, vamos
designar essa soma por S, e o processo € o mesmo. Ou seja, somamos 0s termos
que estdo nos extremos e multiplicamos por metade do nimero de termos que que-
remos somar. Assim, a expressao seguinte d4-nos essa soma:

P1+Pn
2

S,= XN
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2.2, Progressodes aritméticas

Exemplo 6

Qual é o valor da soma dos numeros inteirosde 1 a 200 ?

P+ Py 1+ 200
2 2

Se preferires fazer como Gauss, observa o conjunto de numeros:
1,2,3,.4,5,..,196, 197, 198, 199, 200

Efetuando a soma dos extremos e dos termos equidistantes desses extremos,
temos:

x200=20100.

Segundo aférmula S,= xn, temos S,50=

1+200=201
2+199=201
3+198=201
4+197 =201
5+ 196 =201

Como temos 100 destas somas todas iguais, entao o resultado sera
201x100=20 100.

P1+Pn
2

Aférmula S, = x n simplifica muito o célculo e o seu uso é aconselhado.

Exemplo 7

Uma progressao aritmética é definida pelo termo geral u,=5+2n.
Determina a soma dos 50 primeiros termos da progressao.

Up=5+2x1=7; Uusp=5+2x50=105
_7+105

Asomaé S;,= 5 x 50=2800.
Exemplo 8
De uma progresséao aritmética (a,),cn Sabe-se que a,=—1 easomados 30

primeiros termos desta progressao é 1275. Determina o termo geral da
progressao.

a,=—1
630 = 31 + 29 Xr
A soma dos 30 primeiros termos é dada por:

a1+asox30231+a1+29r><30:—2+29r

Si="15 e 5 x30=(~2+290)x 15
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2. Modelos populacionais

Entdo, vem que:
(-2+290x15=1275 < -2+29r=85 & 29r=87 < r=3-=3
Concluindo, o termo geral da progressao é dado por:

a,=—1+3(n-1)=-14+3n-3=-4+3n

Exercicios

Q Qual é o0 25.° elemento da progressao aritmética de razdo 4 em que a soma dos
20 termos iniciais & 1940 ?

@ O Lucas comprou uma porcao de madeira para
fazer uma escada na sua casa da
arvore. Ele quer fazer 15 degrause a
peca tem o comprimento suficiente
para cortar os 15 degraus.

Os comprimentos dos degraus
formam uma progressao aritmética.
Se o primeiro degrau mede 60cm e
o tltimo 20 cm e supondo que nao
ha desperdicio de madeira no corte,
determina o valor do comprimento
minimo da peca de madeira.

—

Ha problemas em que ndo conhecemos o primeiro termo e a razdo da progressao
aritmética e pedem-nos para escrever a expressao do termo geral.

Sendo k€IN, designamos o termo de ordem k por p, e temos a relacao:

Pr =P+ rx(n—KkK)

Exemplo 9

De uma progressao aritmética (p,),cn. Sabe-se que ps+p,,=113 e
Pao+ Pas=137.

Vamos determinar a expressao do termo geral da progresséao aritmética.
Usando p,=p,+rx(n— k), vamos estabelecer as relacdes seguintes:
P2y =Prs+I%x (22 =15) & Py =pPrs+7 XTI

Pao=P1s+I%x (20 = 15) < pPyy=pPrs+5Xr

Pas=Pis+1x(25 = 15) & pys=pis+10xr
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2.2, Progressodes aritméticas

Pis+Pn=11

, substituindo pelas expressdes anteriores vem:
P20+ P2s =137

Sabemos que {

Pis+Pis+7xr=113 2p5+7xr=113
Pis+5%Xr+ps+10xr=137 2P+ 15xr=137

Resolvendo o sistema, vem:

2p5+7r=113 20:5=113 = 7r - {7
2pq5+15r=137 113 —7r+15r=137 8r=24

b, =118=7x3_ ¢

= {,=2_4=3 = 2
8 r=3

Otermogeralé p,=46+3(n—15)=3n+1

Exercicios

@ De uma progressao aritmética (w,),en. Sabe-se que a soma dos primeiros dez
termos é 295 easoma w,g+w,, é 204.

Determina o primeiro termo da progressao.

Numa residencial, o nimero de quartos ocupados, por dia, segue uma progressao
aritmética (qg,),en- Ao fim de 30 dias, a residencial atinge a sua lotagao maxima.

Sabe-se que a soma do nimero de quartos ocupados ao 10.° dia com os ocupados
ao 20.° dia é igual a 94 e a soma do numero de quartos ocupados ao 5.° dia com
os ocupados ao 7.° dia é igual a 40.

Determina a lotacao maxima desta residencial.

2.2.3. As progressoes aritméticas e o regime de
capitalizacao de juros simples

Antes de iniciarmos este tema, convém conhecer algumas noc¢des fundamentais.

O credor € alguém que disponibiliza um certo valor de capital, durante um determi-

nado periodo. Durante esse tempo, ndo podera usar o capital cedido, devendo ser
recompensado através do juro, ou seja, 0 “rendimento do capital”.

O devedor é aquele que beneficia do uso do capital disponibilizado, durante um certo
periodo, e, como tal, devera compensar quem Ihe cedeu o capital através do paga-
mento de um juro.

O prazo de aplicacao do capital é o periodo que decorre entre a cedéncia do capital e
0 seu reembolso, obviamente, acrescido do respetivo juro.
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2. Modelos populacionais

O juro é a diferenca entre o valor entregue ao credor
para saldar a divida e o capital por este cedido.

A taxa de juro (t) , habitualmente, € dada em per-
centagem e permite calcular o valor do juro. A taxa
de juro esta associada ao periodo (n) a que se re-

fere. Por exemplo, 5% ao ano, 0,7% ao trimestre.

O regime de capitalizacado de juros pode ser simples ou
composto. Comecemos por tratar o célculo de juros
simples.

O modelo matematico para calcular os juros simples € dado por j,=Cyxt:xn, em
que j, representa o juro simples num periodo n (podem ser dias, semanas, anos,
etc.), t; € ataxa de juros do periodo considerado, tal como foi ja dito e C, representa
o valor inicial.

A folha Excel é uma ferramenta util para o calculo de juros simples.

Tabela 1 - Célculo de juros simples, no Excel.

A B T D E F

Investidores

2

3 Lopes 3000 000 0,80% 12 288000,00 3288 000,00
4 Gomes 100000 0,80% 24 19200,00 119 200,00
5 Mendes 2000007 1,75% 6 525000,74 29525007,74

Observando a Tabela 1, percebemos que o Sr. Lopes fez um investimento de um capital
de 3000000 $, aumataxadejuro mensal de 0,80%. Aofimde 12 meses, o Sr. Lopes
arrecada a quantia de 288 000$ de juros, sendo que passa a ter uma quantia final de
3288000%.

Como calcular estes valores? Preenchemos a coluna relativa ao valor inicial, a taxa de
juro (em percentagem) e ao tempo. O valor total de juros obtém-se pelo produto:

J1=3000 000 x 0,80% x 12 =288 000
representado no Excel como =B3*C3*D3.
Quanto ao valor final, obtém-se, no Excel, por =B3+E3. Ou se€ja,
C,,=3000 000 + 288 000 =3 288 000

Exemplo 10

A Maria investiu numa poupanca jovem, durante oito anos. O montante
investido, 200 escudos cabo-verdianos, esta sujeito a um regime de
capitalizagao de juros simples, com uma taxa de 10% ao ano, sendo que,
durante os oito anos, a Maria ndo podera aceder ao capital.
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2.2, Progressoes aritméticas

Neste caso, temos, entéo:
C,=200%00; t;=10%; n=8
Ao final de oito anos, a Maria recebera de juros a quantia de:
Js=200x10%x8=200%x0,10x8=160
Ficando, por isso, com:
C;=200%$00 + 160$00 = 360$00

Suponhamos que a aplicagao prevé a continuacao do ganho de juros simples,
a cada ano, nas mesmas condicdes. Procuremos uma expressao que nos dé o

capital final, ao fim de n anos.
C,=Cy+Jj,=200+200x%x0,70xn=200 +20n

Podemos verificar que, a cada ano, a Maria recebe 20$00 de juros.

A evolucao do capital C, pode ser representada, por recurso ao GeoGebra:

Ficheiro Editar Vista Opgles Ferramentas Janela Ajuda

P B B SO LS NN

F Folha Algébrica | » Folha 2D b,

® 11 = ([0, 200), {1, 220), (2, 240), (
@ texto2 = “C, = 200 + 20n"

L8 200 + 2(n

Representacdo da evolugdo do capital

Exercicios

@ Observa a Tabela 1 e descreve os casos dos investidores Gomes e Mendes, por

palavras tuas, relativamente ao uso do Excel nos valores encontrados.

@ Calcula os juros e o capital final para um novo investidor, Sr. Silva, que aplicaa
quantia inicial de 250 000 $ a uma taxa mensal de 0,50% , durante 24 meses.

—
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2. Modelos populacionais

2.3. Progressoes geométricas

As progressdes geométricas tém raizes antigas, mas a sua formalizacdo e com-
preensao como conceito matematico ocorreram mais tarde, com o desenvolvimento
da algebra e da teoria das sucessdes numéricas. Embora o termo “progresséao
geométrica” ndo fosse utilizado, a ideia de relacdes multiplicativas entre nimeros
estava bem estabelecida em obras escritas ao longo dos séculos. As progressdes
geométricas tém aplicacdes em diversas areas da ciéncia moderna, como, por
exemplo, na Fisica, na Economia e na Biologia. Na Fisica, estudamos fendmenos
como o decaimento radioativo ou o crescimento populacional com modelos asso-
ciados a progressdes geométricas. Na Economia, usamos estes modelos em cal-
culos financeiros, como no célculo de juros compostos, e, na Biologia, quando se
analisa o crescimento exponencial de uma populag¢ao ou o crescimento de células,
por exemplo.

Exemplo 11 - A lenda do tabuleiro de xadrez

Ha histérias ligadas as progressdes geométricas.

E o caso da invenc&o do jogo de xadrez. No capitulo
XVI do livro O homem que calculava, de Malba Than,
conta-se uma histéria sobre o seu inventor, Sessa, e
o rei ladava que muito apreciou 0 jogo e quis
recompensar o jovem Sessa.

A descoberta do jogo de xadrez esté ligada a uma
lenda que envolve célculos, nUmeros e
ensinamentos notaveis. Conta-se que o xadrez foi
inventado na india, ha mais de 1500 anos.

Segundo Malba Than, Lahur Sessa, um habil calculador, presenteou o rei ladava
com um grande tabuleiro quadrado, dividido em 64 quadradinhos, ou casas,
iguais. Sobre esse tabuleiro colocavam-se, ndo arbitrariamente, dois conjuntos
de pecas que se distinguiam, um do outro, pelas cores branca e preta,
repetindo os formatos. Essas pecas estavam sujeitas a regras que Ihes
permitiam movimentar-se de varios modos.

Sessa explicou pacientemente ao rei e a sua corte as regras essenciais do
xadrez. Todos os presentes sentiram-se maravilhados depois de jogarem,
levando-os a recordar as grandes batalhas de outros tempos. O rei muito
animado disse a Sessa que queria recompensa-lo pelo presente que lhe aliviou
tantas angustias. Sessa nao queria ouro, nem palacios, nem terras, mas apenas
graos de trigo. O rei pensou ser uma recompensa insignificante. Geralmente,
todos desejavam ouro ou terras!...
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2.3. Progressdes geométricas

Sessa esclareceu que o prémio seria dado assim: um grao de trigo pela
primeira casa do tabuleiro; dois pela segunda, quatro pela terceira, oito pela
quarta e assim dobrando sucessivamente, até a sexagésima quarta e Ultima
casa do tabuleiro. Diz-se que as condi¢cdes de Sessa provocaram risos entre 0os
presentes. Contudo, o rei mandou chamar os algebristas mais habeis da corte
e ordenou-lhes que calculassem a porcao de trigo que Sessa pretendia.

Os sabios calculistas, ao fim de
algumas horas dedicadas a

Tabela 2 - Numero de grdos de trigo em cada casa

, do tabuleiro
grandes calculos, apresentaram
. . 5 oG
ao rei os resultados afirmando 13» 2
’ ~ . 4
que o numero de graos de trigo a; : 26
era de uma grandeza inconcebivel ? : éﬁ
para aimaginacdo humana. A g : :5;;2
India inteira, mesmo que icln': 512,
semeasse todos 0s seus campos, 12 : 2048
~ .. . 13 : 4096
nao produziria em 2000 séculos a 14 : 8192
. . 15 : 16384
quantidade de trigo a que Sessa 16 : 32768
. . 17 : 65536
tinha direito! 18 : 131072
19 : 262144
. 20 : 524288
As duas listas da Tabela 2 21 : 1048576
. ~ 22 : 2097152
mostram o numero de graos de 53 © 4104304
. . 4
trigo em cada casa do tabuleiro, 25 i ler7rote
. 26 33554432
segundo o pedido de Sessa. 27 * 67108864
~ . . 28 @ 134217728
O padrao consiste em duplicar 20 : 268435456
- - 7
sempre 0 numero de uma casa do 3? : 33?3?2254
. . 474
tabuleiro para preencher a 3% : 3%94923233
. . 34 : 8589934592
seguinte. Imagina somar todos 35 : 17179869184
P 36 : 34359738368
estes numeros!

" Tarefa

B8 WE BE BB BB BB BB BE

I n

68719476736
137438953472
274877906944
549755813888
1099511627776
2199023255552
4398046511104
8796093022208
17592186044416
35184372088832
70368744177664
140737488355328
281474976710656
562949953421312
1125899906B842624
2251799813685248
4503599627370496
9007199254740992
18014398509481964
36028797018963968
72057594037927936
14411518807 5855872
288230376151711744
576460752303423488
1152921504606846976
230584 3009213693952
4611686018427387904
9223372036854775808

o Um grao de trigo pesa, aproximadamente, 0,06479891 gramas.

Determina, em gramas, o peso do trigo
presente nas primeiras 10 casas do

tabuleiro. Quantos quilogramas de trigo

existem na casa 64 ?

Como transportar esta quantidade de
graos de trigo no aviao cargueiro
Antonov An-124 Ruslan sabendo que o
peso maximo de carga que ele suporta
é de 150 toneladas?
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2. Modelos populacionais

Exemplo 12

A histéria das progressdes geométricas esta profundamente ligada ao fascinio
deste “grande” crescimento que escapava as grandezas usadas no dia a dia.
Nos primeiros livros de matematica, no século XVI, as progressoes
geométricas eram representadas como sequéncias de listas de nimeros,
como podes observar na figura seguinte.

1 2 3

2 6 12

4 18 45
8 54 192
16 162 768
32 486 3072

Progressdes: «dois dobrada, trés dobrada e quatro dobrada» no tratado de
aritmética escrito por Ruy Mendes em 1540 (f. 25 f).

Alista 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... chamavam progressao “dois dobrada”, uma
vez que o primeiro termo é 1 e aregra era passar de um termo para o seguinte
multiplicando por 2, a mesma ideia do tabuleiro de xadrez. Alista 2, 6, 18,
54, 162, 486, ... € a progressao “trés dobrada”, ou seja, sendo o primeiro
termoiguala 2, passamos de um termo ao seguinte multiplicando por 3,
como mostra o0 esquema abaixo:

2 3 6 3 18 3 54 X3=162X—3>486

Exercicio

Q Observa as colunas de numeros do Exemplo 12 para responderes as questoes
seguintes.

17.1. Explica o padréo da progressao na terceira coluna da direita, a progressao
"quatro dobrada".

17.2. Qual é a relagao entre os trés conjuntos de nimeros em termos de “velocidade”
de crescimento?

—

De conjuntos de numeros que cresciam muito depressa, passou-se a formalizagao
das progressdes geomeétricas, tendo sido estas aplicadas em diversos campos da
ciéncia, como ja referimos. Vamos, entao, formalizar o conceito e ver algumas pro-
priedades destes conjuntos de numeros a que damos o0 nome de progressdes geo-
métricas.

108



2.3. Progressdes geométricas

Progressao geométrica

Progressao geométrica é uma sucessao de nameros (u,),cn €m que cada termo,
a partir do segundo, é obtido pela multiplicacdo do termo anterior por uma cons-
tante chamada razdo da progressao. Habitualmente, dizemos que o quociente
entre um termo e o termo anterior é igual a razio. Designamos esta razdo por r,

sendo r uma constante (r#0), e simbolicamente temos:

u
Z—”:r, vneN

n

Exemplo 13

A sucessdo de termo geral u,=5x 3", n€IN, é uma progressdo geométrica.
Vejamos alguns termos:

Up=5x3°=5 u,=5x3'=15  u,=5x3°=45 u,=5x3°=135

Conseguimos ver que passamos de um termo ao termo seguinte multiplicando
por 3. Este nimero é arazao desta progressao. Para determinarmos,
formalmente, a razdo da progressdo geométrica ndo € suficiente considerar
alguns termos. Entao, tendo presente algumas propriedades, fazemos o célculo:
Upeq _5x 3™ 3"
u, 5x3" 3"

=3"""""=3, VneN,

Upin A *
Repare-se que quando escrevemos T 3 é o mesmo que afirmar que
n

Uy, 1=3XU,VNEIN,.

2.3.1. Termo geral de uma progressao geomeétrica

Tal como para a progressao aritmética, também existem muitas vantagens em arranjar
uma expressao que represente uma progressao geoméetrica, ou seja, um termo geral.

Termo geral da progressio geométrica

O termo geral de uma progressio geométrica (PG), (p,),en € dado por
Pn=Po X", sendo r um numero real nio nulo. Onde:
* po € 0 primeiro termo da PG

» p, éotermo da PG que surge na posicdo de ordem n + 1
« r éaraziodaPG
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Exemplo 14

Considerando o primeiro termo de uma progressao geométrica a,=2 ea
razdo r=4, aexpressdo do termo geral daquela progressao é a,=2x4" ou,
usando as propriedades das poténcias e simplificando, é a, =2 x2°"=2""",

Se agora quisermos calcular o 4.° termo da progressao, devemos calcular a;,
visto que comecamos em n=0, ouseja, a;=2>"*""'=2"=128.

Exercicios

@ Considera os primeiros trés termos consecutivos de uma progressao geométrica
4,12, 36, ...

18.1. Qual é arazado da progressao geométrica?
18.2. Escreve uma expressao do termo geral da progressao geométrica.
18.3. Calcula o décimo termo da progressdo geométrica.
@ Averigua se sdo progressdes geométricas (n €IN,) as sucessodes de termos
gerais seguintes e, em caso afirmativo, indica a sua razao.
19.1. a,=-2x4"
19.2. b,=n’+4n

19.3.¢c,=6"""

@ Calcula o 6.° termo da progressao geométrica cujo primeiro termo é 2 e cuja

oz 1
razao é .
2

—

2.3.2. Algumas propriedades das progressoes
geomeétricas

Estudemos a monotonia de uma progressdo geométrica de termo geral p,=p,xr".

Comecga por recordar que r#0, caso contrario (p,),cn Nao seria uma PG.
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Se p,>0er>1

(Pn)nen € uma PG mondtona crescente

2.3. Progressdes geométricas

Se p,>0e 0<r<1

(Pn)nen € uma PG mondtona decrescente

Exemplo: a,=2x 3"

180+
160+
140+
120+
100+
801
60
40+
20+

—o|

Se p,<0er>1

(Pn)nen € uma PG mondtona decrescente

Exemplo: b, =6 x <l>

8_

2

Se p,<0 e 0<r<1

(Pn)nen € uma PG mondtona crescente

Exemplo: a,=(-3)x 2"

0

—10-

—201

—301

—401

Exemplo: d,=(-5) x <%>

—B51

m



2. Modelos populacionais

Se r<o0
Se r=1 (P)nen € uma PG ndo mondtona. Diz-se
(Pn)nen € uma PG constante oscilante, porque cada dois termos
consecutivos da PG tém sinais contrarios.
Exemplo: a,=5x1" Exemplo: b,=4x (- 2)"
87 °
601
6 .
401
[ ] [} [ ] [ ) [
4 1
207
[
2 E ®
0 17 2 3 4
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Imaginemos a situacao seguinte:
uma pessoa, inicialmente, sabe
uma noticia. Numa primeira etapa,
ela transmite a noticia a duas
pessoas.

Cada uma das duas pessoas
transmite a noticia a outras duas
pessoas e assim por diante. A cada
passo, o nimero de pessoas que
sabe da noticia duplica. Se (p,),en, NOS der o nimero de pessoas que sabem
a noticia ao fim de n etapas:

2.1. Quais sdo os valoresde p,, p;. p, € p;? Interpreta estes valores no
contexto do problema.

2.2. Escreve uma expressao que represente o nimero de pessoas que sabema
noticia no n-ésimo passo.

2.3. Qual é o numero total de pessoas que sabem a noticia apds oito passos?



2.3. Progressdes geométricas

2.3.3. Soma dos n primeiros termos de uma progressao
geomeétrica

No exemplo da lenda do tabuleiro de xadrez, somar todos os graos de trigo pedidos
por Sessa era uma tarefa dificil, dado que envolvia parcelas com nimeros muito gran-
des. A formalizacdo do tema progressdes geomeétricas trouxe-nos uma férmula que
nos dé a soma dos n primeiros termos de uma PG (p,),en -

Designando essa soma por S,,, temos:

"1
Sy=PotPr+ .+ Py 1=Pox

Exemplo 15

Se p,=3x2", asoma dos primeiros cinco termos é:
Po+P1+Pr+pPs+pP,=3+6+12+24+48=93
Este célculo pode ser efetuado com a aplicacédo da férmula, fazendo:

2°—1

85 = 3>< ﬁ =93
Exercicios

@ O Marcelo chegou a ilha de Sao Nicolau com uma boa noticia! Ele contou a noticia
a trés amigos e cada um destes contou a outros trés amigos e assim por diante; a
noticia ia sendo triplicada em cada etapa.

Sabendo que ailha de Sao Nicolau tem 13 310 habitantes, quantas etapas foram
necessarias para que a noticia chegasse a todos?

@ Para cada um dos exercicios seguintes escolhe a opgao correta.

22.1. Uma progressao geomeétrica possui o primeiro termoiguala 5 e razao igual a
3. Qual é 0 6.° termo dessa progressao?

(A) 60 (B) 243

(C) 405 (D) 1215

(E) 3645

22.2, Dada a progressao geométrica (1, 2, 4, 8, 16 ,...), asomados 10 primeiros

termos é:

(A) 320 (B) 511

(C) 512 (D) 1023

(E) 1024

CVMACSH11-8 113



2. Modelos populacionais
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22.3.

22.4.

22.5.

22.6.

Durante a pandemia da covid-19, suspeitou-se que o nimero de pessoas
contaminadas aumentava como uma progressao geométrica de razdo 1,5 de
uma semana para a outra, na cidade da Praia.

Se numa determinada semana ha 120 habitantes contaminados, supondo que
a progressao seja mantida, na quarta semana o nimero de contaminados sera
igual a:

(A) 180
(B) 250
(C) 270
(D) 405
(E) 608

O numero de bactérias de uma coldnia dobra a cada dia que passa. Supondo
que uma coldnia tinha inicialmente 100 mil bactérias, o numero de bactérias,
apos cinco dias, sera de:

(A) 160 mil

(B) 1,0 milhdo
(C) 1,6 milhdes
(D) 10 milhdes
(E) 16 milhdes

Uma progressao geométrica é oscilante quando a sua razéo é:
(A) umnumeroentre O e 1.

(B) um nimero maior que 1.

(C) um nimero menor que 1.

(D) um niimero menor que 0.

(E) iguala 1.

O termo geral da progressao geométrica (81, 27, 9, 3, ..) &
(A) p,=3x81""

(B) p,=81x(-3)"""

() p,=81x (%)

(D) p,= () 81"

W= w|-

(E) p,=(5)x81""



2.3. Progressdes geométricas

@ Observa a figura, onde os vértices dos tridngulos brancos construidos sdo os
pontos médios dos lados dos tridngulos escuros da figura anterior.

Denominamos A,, A,, A;, A, e A;, respetivamente, as areas das regides
escuras da primeira, segunda, terceira, quarta e quinta figuras da sequéncia.

A
ALAD
A £
‘ ‘ e e
A AA  AA AA AL
AAAAAAAA AAAAALAA

Podemos afirmar que A,, A,, A;, A, e A estdo, nesta ordem, em progressao
geométrica.

Qual é arazao dessa progressao?

@ O novo website da empresa Lagostim foi inaugurado no primeiro dia do més de
abril e recebeu trés acessos. No segundo dia, teve nove acessos, no terceiro dia,
27 acessos, e assim por diante, sempre triplicando.

Em que dia de abril obteve 2187 acessos?

@ Na fabrica de automoéveis Ferro Novo foram produzidos 200 carros, no més de
junho. Em outubro do mesmo ano, foram produzidos 3200 carros.

Sendo que a quantidade de carros produzidos a cada més, ao longo do ano, forma
uma progressao geométrica crescente, qual foi a producao de carros no més de
mar¢o desse mesmo ano?

2.3.4. As progressoes geomeétricas e o regime de
capitalizacao de juros compostos

No regime de capitalizacédo composta, os juros acumulam ao capital. Ha juros de juros
(juro total = juro simples + juro de juro).

Exemplo 16

O Sr. Carlos recebeu uma proposta do gestor financeiro do seu banco para
fazer um depdsito a prazo com juro composto de 10 000 escudos cabo-
-verdianos. Este depdsito capitalizava semestralmente. A taxa de juro
semestral em vigor erade 2% durante trés anos.

Considerando que nao se prevé que a taxa va sofrer alteragdes nesse periodo,
quanto dinheiro devera receber o Sr. Carlos se levantar o seu depdsito ao fim
de trés anos?
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2. Modelos populacionais

Temos os seguintes dados:
Capital inicial: C,=10 000

Taxa de juro no periodo: t;=2% a cada semestre

Passados seis meses, ou seja, na primeira capitalizagao, passara a ser:
C,=Cy+Cyx2%

=10000+ 10000 x 2% =10000 x (1 +2%)

Na capitalizacado seguinte, a taxa sera aplicadaa C,, logo, passa a ser:
C,=C,+C,x2%

=10000x (1+42%)+ 10000 X% (1+2%) x2%=10000 x (1 +2%) x (1 +2%)
=10000 x (1 +2%)’

Continuando esta analise, pode construir-se a tabela onde se registam as
quantias de juros e as capitalizacdes ocorridas nos seis semestres, ao longo
dos trés anos do investimento.

Tabela 3 — Célculo de juros compostos

Momento Juro Capital

t o, ne1 C,

0 0 C,=10000
1-1.° semestre 200 C,=Cyx(1+2%)=10200
2 -2.°semestre 204 C,=Cox(1+2%)>=10404
3-3.°semestre 208 Cy=Cyx(1+2%)°=10612
4 - 4° semestre 212,32 C,=Cyx(1+2%)*=10824,32
5-5.° semestre 216,49 Cs=Cyx (1 +2%)°=11040,81
6 - 6.° semestre 220,81 Co=Cox(1+2%)°=11261,62

Trata-se de um modelo discreto dado que o juro vence ao fim de cada
semestre. Ha crescimento visto tratar-se de uma progressdo geométrica de
razdo 1,02, tal como podemos observar na expressao para o n-€simo
semestre. Vejamos a representacao do crescimento do capital no gréafico
seguinte.
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2.3. Progressdes geométricas

Ficheiro Editar Vista Opgles Ferramentas Janela Ajuda
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» Folha Algébrica * | ¥ Folha 2D X
@ 12 = ({0, 10000), (1, 10200), (2, 1

@ textol = “Cn =Cox 1,02

Crescimento do capital.

O capital parece crescer em linha reta. Contudo, ndo é isso que acontece.
Basta representarmos mais alguns termos da sucessao para perceber que se
forma uma curva, se quisermos unir os pontos, tal como mostra a figura. Nos
capitulos seguintes estudaras este tipo de crescimento.

Ficheiro Editar Vista Opgles Famamentas Janela Ajuda

NI ISP IRIE S

} Falha Algébrica X | ¥ Folha 20
@ 1 = [{0, 10000}, {1, 10200), (2, 11 T
@ 12 = [[0, 10000}, {1, 10200}, {2, 11 »

Enraca.

Os pontos do grafico encontram-se sobre uma curva.

Supondo que o depdsito continua com capitalizagdes semestrais a uma taxa de
2% , podemos encontrar um modelo que indique a quantia resultante na n-ésima
capitalizacao:

C,=10000 x (1 +2%)"=10000 x (1+0,02)"=10000 x 1,02"

Este modelo retrata um crescimento analogo ao de uma progressao geométrica, de
razao 1,02, cujo termoinicial é 10 000.
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2. Modelos populacionais

2.3.5. Progressao geométrica versus progressao
aritmeética

Thomas Malthus (1766-1834), um clérigo inglés, na sua

época com influéncia na economia politica e na demo-

grafia, escreveu, na sua obra An Essay on the Principle
of Population, publicada em 1798, o seguinte:

A populacdo, quando ndo controlada, aumenta em pro-
gressdo geométrica. A subsisténcia aumenta apenas
em progressdo aritmética. Um pequeno conhecimento
dos numeros mostrara a imensiddo do primeiro poder -
em comparagdo com o segundo. Thomas Malthus (1766-1834)

Em Napoles, S. (2018), O crescimento exponencial de populagbes: Euler ou Malthus?
Revista Ciéncia Elementar, V6 (02):041

Imaginemos que temos as condi¢des seguintes: o modelo para a quantidade de re-
cursos é dado por a,=n+2 e o modelo de crescimento populacional é dado por
c,= 2°*"+1, n>0. No GeoGebra, 0 primeiro modelo é representado pelos pontos
de cor verde e o segundo pelos pontos de cor fucsia.

Se considerarmos o tempo em anos, durante aproximadamente sete anos, os pontos
verdes, relativos aos recursos, estdo abaixo dos pontos que representam a popula-
cao. Ou seja, os recursos sao suficientes para aquela populacédo. Contudo, hd uma
mudanga na situagao depois do 7.° ano: 0s recursos serao escassos €, Como conse-
quéncia, a populacao passara fome. Voltaremos a este tema mais a frente nos mode-
los continuos.

Ficheire Editar Visia Opcles Feramentas Janels Ajuda

RS =P o
» Falha Algabrica > | » Folha 20 x
& 1= {0, 2), (1, 3, (2, 4, (3, 5), 4 | -

@ 12= [0, 2), (1, 2.32), (2, 2.74), 2

Um possivel modelo discreto de Malthus.

Sera que a questao levantada por Malthus ainda é colocada na nossa época? A res-
posta é sim! Como foi dito na introducao deste capitulo, hd um desequilibrio entre as
nossas necessidades, os habitos de consumo e os recursos do planeta Terra.
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2.4. Modelo linear

2.4. Modelo linear

O modelo populacional linear € uma abordagem simples para descrever o cresci-
mento de uma populacdo ao longo do tempo. Diferente de modelos mais complexos,
como, por exemplo, o modelo logistico, o modelo linear mostra que a taxa de cresci-
mento da populacéo é constante. Isso significa que a populacdo aumenta ou diminui
a uma taxa fixa em cada periodo de tempo.

A equacao basica do modelo populacional linear é:
P(t)=Py+rt

em que P(t) é otamanho da populagcdo notempo t, P, é o tamanho inicial da popu-
lacéo e r € ataxa de crescimento (ou decrescimento) constante.

2.4.1. Recordar as retas e as equacoes que as
representam

Funcao linear

Uma funcao f definidaem IR por:
f(x)=mx+b
em que m e b sdo nameros reais, € uma funcao linear.
As funcg6es lineares sdo representadas graficamente porretas e m é o declive dareta
relativamente ao eixo das abcissas e b é a ordenada na origem, ou seja, b=f(0).

Sendo o grafico uma reta, bastam dois pontos para a determinar.

Exemplo 17

Seja f afuncédo definida por f(x)=—-2x+5.

Vamos determinar o grafico desta
funcao.

Repare-se que a ordenada na origem é
5, istoé, f(0)=5. Entdo, jd temos um
ponto do grafico, o ponto (0, 5).
Basta agora encontrar um outro ponto
para podermos tracar o grafico.

Se x=1, f(x)=f(1)=-2+5=3,

logo, outro ponto do grafico sera -21

(1, 3). Com estes dois pontos -3t

podemos tracar a reta que representa

o grafico da fungao. Reta que contém os pontos (0, 5) e (1, 3).
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2. Modelos populacionais

Repare-se que o declive destareta € — 2 e que pode ser calculado usando os

mesmos dois pontos:
Yo=Y _3-5_

X,—x, 1-0 -2

m=

Olhando para este gréafico, podemos dizer que a medida que x aumenta y
diminui: trata-se de uma funcao decrescente. E se m fosse positivo, o que
poderias dizer sobre a fungao?

As retas sao muito simples de interpretar e, por isso, muito Uteis quando ha dados
que podem ser modelados por retas.

2.4.2. Retaderegressao linear

A reta de regressao linear é uma ferramenta estatistica utilizada para modelar a rela-
cao entre duas variaveis. Ela é representada por uma equacao linear que descreve
como uma variavel dependente y varia em funcdo de uma variavel independente x.
A equacao da reta de regressao linear é dada por:

y=mx+b

emque m éainclinacédo daretae b é o ponto de intersecdo da reta com o eixo Oy
(quando x=0).

Uma curiosidade para investigar: A reta de regressao linear é determinada atra-
vés do método dos minimos quadrados, que minimiza a soma dos quadrados
das diferencas entre os valores observados e os valores previstos pela reta. Este
método garante que a reta encontrada seja a melhor representacao possivel da
relacdo entre as duas variaveis de acordo com os dados disponiveis.

Exemplo 18

Nos ultimos anos, a populacdo em Cabo Verde tem mantido uma taxa de
crescimento praticamente constante, como se pode constatar nas tabelas 4
ed.n.

Tabela 4 — Populagéo de Cabo Verde nos lltimos quatro anos

Ano Populacao
2022 519741
2023 522 331
2024 524877
2025 527 326

Fonte: www.worldometers.info

120



2.4. Modelo linear

O aumento de populagao de 2022 para 2023 foide 522 331-519741 =2590.

Esse aumento corresponde a uma taxa de crescimento de, aproximadamente,
0.5%.

2590

__evvvy o ~ [o)
519 747 x 1002 0,5%

Podemos acrescentar duas colunas a tabela 4, incluindo estas variagdes:

Tabela 4.1. - Variagdo da populagao de Cabo Verde nos ultimos quatro anos

Populacao % variacao anual Mudanca anual
2025 527 326 0.47% 2449
2024 524 877 0.49% 2546
2023 522 331 0,5% 2590
2022 519741 0,49% 2531

E possivel registar os dados num gréafico de dispers&o, usando, por exemplo, a
ferramenta Excel, e procurar encontrar um modelo mateméatico que aproxime a
evolucao da populacéo.

Usando este modelo P(t)=2530,1t— 4 596 088,60 podemos estimar a
populacdo de Cabo Verde num futuro préximo.

Populacao de Cabo Verde entre 2022 e 2025
545 000

540 000+
535 000+
530 000+
525 000+
520 000+

515 000 - - - - - . : : .
2021 2022 2023 2024 2025 2026 2027 2028 2029 2030

y=2530,10x — 4 596088,60

Com a modelacao da evolucao da populagédo por uma reta, € possivel, por exemplo,
prever que, em 2029, a populacao sera aproximadamente de:

2530,10 x 2029 — 4 596 088,60 =~ 537 484 habitantes.

2.4.3. Uso do Excel para tracar retas de regressao linear

Para encontrar uma funcdo que modele um conjunto de dados, os pontos sao repre-
sentados num diagrama de dispersao no Excel. Em seguida, escolhe-se a curva que
melhor se ajusta aos dados, entre as opc¢des disponibilizadas pela ferramenta: linear,
polinomial, exponencial ou logaritmica.
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2. Modelos populacionais

Vamos ilustrar a utilizacdo da ferramenta Excel usando um exemplo concreto, com
dados retirados do Instituto Nacional de Estatistica (INE) de Cabo Verde. Comeca-
mos por colocar os dados numa tabela como a seguinte.

Tabela 5 - Dados sobre nados-vivos no periodo 2006 a 2018

Ano Inicio da contagem Total Masculino Feminino
2006 0 9765 4937 4828
2007 1 10 421 5347 5074
2008 2 10165 5154 5011
2009 3 9962 5054 4908
2010 4 10 568 5381 5187
2011 5 10777 5534 5243
2012 6 10050 5185 4865
2013 7 9845 5035 4810
2014 8 9868 4959 4909
2015 9 9695 4885 4810
2016 10 9849 4920 4929
2017 11 9795 5018 4777
2018 12 9208 4582 4626

Podemos trabalhar com a coluna 1, com os anos no formato 2006, 2007, ... ou consi-
derar como ano zero o inicio da contagem e usar a segunda coluna. Neste exemplo,
temos varios dados que podemos analisar quanto a sua variagcao ao longo dos anos:
nados-vivos no total, nados-vivos por sexo e até o indice de masculinidade, quociente

entre o nimero de nados-vivos masculinos e o nimero de nados-vivos femininos:
nados-vivos masculinos

nados-vivos femininos

Vamos usar, na nossa analise, 0 numero de nados-vivos total e a contagem de anos,
considerando o ano 2006 como ano zero, ou seja, as 2.7 e 3.7 colunas da tabela.

Selecionam-se as duas colunas e escolhe-se inserir do menu superior:
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D Aptos Parow (oo |10~ z
o - 7 - . o.
olar r m VA
g NI s-@-2 - - |-
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Inicio da o
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2.4. Modelo linear

De seguida, seleciona-se grafico de dispersao.
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2. Modelos populacionais

Existe ainda a possibilidade de apresentar a equacao da reta no grafico.

1
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Titulo do Grafies

Com esta reta poderemos fazer previsoes para o futuro! Com este modelo qual seria
a previsao para o nimero de nados-vivos em 20257

Usandoareta y=-59,72x+ 10 356, e pensando que 2025 —-2006=19, poderiamos
estimar para 2025 um numero de nados-vivos dado por:

y=-59,72x19+ 10356 ~ 9221

Podes confirmar se este valor esta ou nao préximo da realidade.
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Nados-vivos entre 2006 e 2018
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y=-59,72x+ 10 356

9000
0

4 6 8 10 12 14
Anos (t)

Deve-se ter em conta que nem sempre a reta de regressao se ajusta aos dados reco-
lhidos. Devemos regista-los num grafico de dispersao e tentar perceber que tipo de
curva se podera ajustar melhor a representacao grafica desses dados.
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2.4. Modelo linear

Com os dados da Tabela 5 podemos fazer a andlise da evolugcao dos nados-
-vivos femininos e masculinos de forma semelhante ao que fizemos para os
nados-vivos no global. Nas trés situacdes referidas, o caso em que a reta
ajusta melhor os dados registados é nos nados-vivos masculinos. Quer no
caso ilustrado dos nados-vivos femininos, quer os nados-vivos global, a reta
de regressao linear nao se ajusta tanto aos dados, podendo aqui o modelo
nao traduzir de uma forma tao fiavel a previsao para o futuro.

Nados-vivos masculinos entre 2006 e 2018
6000

50004 OTTTETreeeeeen s T T S
4000 y=-36,049x +5292,5

3000
2000
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0 2 4 6 8 10 12 14
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Nados-vivos femininos entre 2006 e 2018
53001
5200+ °
5100+ .
5000{ |
4900+ o Tl *-
48007 . .
4700+
46004 *

4500
0

2 4 6 8 10 12 14
Anos (t)

Podes prever o nimero de nados-vivos masculinos e femininos para 2025?
Consulta os dados estatisticos referentes ao ano de 2025 e reflete sobre a
boa ou méa aproximacao deste modelo nos varios casos.
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2. Modelos populacionais

Depois de um teste de Matematica, o professor Mario questionou os seus
alunos sobre o niumero de horas de estudo despendidos para o teste e
registou numa tabela a relagao entre o numero de horas que estudaram e as
notas dos alunos.

N dehorasdeestudo| 1 | 2 [ 3 | 4|5 |6 |7 |89 |10
Nota dotesteem % | 10 | 42 | 58 | 63 | 74 | 75 | 87 | 88 | 89 | 89

Em seguida, pediu-lhes que marcassem esses pontos no Excel e tirassem
conclusoes a partir dos dados.

Nimero de horas estudadas e nota do teste
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O Cesario, que é muito perspicaz, disse ao professor: “Estudar pouco tempo
nao resulta, mas estudar mais do que oito horas ndo compensa”.
Concordas com a observacao do Cesario?

Achas que, neste caso, usar uma reta para tirar conclusdes sobre o niimero de
horas de estudo e a nota de um teste sera util?

O modelo populacional linear é util para situacées em que as mudancas na popula-
cao sao previsiveis e constantes. No entanto, ndo leva em consideracdo fatores
como a capacidade de suporte do ambiente ou variacdes na taxa de crescimento, o
que pode limitar a sua aplicabilidade em cenarios mais complexos.
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2.4. Modelo linear

Exercicios

@ A taxa de aprendizagem L de uma lingua estrangeira, medida em nimero de
palavras por minuto, depende do nimero de palavras p que ja foram aprendidas,
seguindo aequacdo L=20-0,4p.

A taxa de aprendizagem estd a crescer ou a decrescer? Faz sentido a tua resposta
no contexto do problema? Explica porqué.

@ Na tabela, esta a relagao entre o nimero de cervejas de 25 cl bebidas e a
percentagem de alcool no sangue de um adulto de compleicdo mediana.

Nuamero de cervejas bebidas (25 cl) | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
% de alcool no sangue | 0,05 | 0,11 | 0,13 | 0,15 | 0,18 | 0,2

% de alcool no sangue/nimero de cervejas
0,501
0.45+
0,40-
0.35+1
0,30
0,25+ .
0,204 ¥=0,028x+0,0387.«""
0,151 peiad
0,10+ L
0054 e

0 T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

27.1. Qual sera a percentagem de alcool no sangue de quem beber oito cervejas
estimada por este modelo?

27.2. Investiga qual a taxa de alcoolemia permitida para conduzir e diz quantas
cervejas podera um adulto consumir sem por em risco a sua vida e a vida das
outras pessoas.

@ Um rio que corre em Santo Antdo consegue manter uma populacdo de 8500
peixes se se mantiver sem polui¢cdo, como até agora. Contudo, por cada 100
quilogramas de poluentes lancados no rio essa capacidade baixa em 170 peixes.

28.1. Supondo que estarelacéo é linear, escreve a equacao que nos permite calcular
a populacao de peixes P em funcdo do nimero x de 100 kg de poluente.

28.2. Quantos quilogramas de poluente serdo suficientes para acabar com a
populacéo de peixes no rio?
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2. Modelos populacionais

@ Uma empresa de publicidade concluiu que, ao langar um produto novo numa
cidade, a taxa de variagdo do niimero de pessoas que conhecem o produto, R,
depende do nimero de pessoas que ja o conhecem, x, através da regra:

R=4960 - 0,08x

29.1. Supondo que langam o produto no Mindelo, que tem cerca de 62 000
habitantes, quando sera que a taxa de variacao se anula?

29.2. A taxa de variagao cresce ou diminui com o numero de habitantes?

@ No portal do Instituto Nacional de Estatistica de Cabo Verde, constam os dados da
variacao da inflacdo ao longo dos anos, desde 1990 até 2024.

Taxa de Taxa de Taxa de
Ano Inflacado Ano Inflacado Ano Inflacado

Nacional Nacional Nacional
1990 9.0 2002 1.9 2014 -02
1991 6.4 2003 1,2 2015 0.1
1992 5,2 2004 -19 2016 -14
1993 59 2005 0.4 2017 0.8
1994 g 2006 5,4 2018 1.3
1995 8.4 2007 4,5 2019 1.1
1996 6.0 2008 6.8 2020 0.6
1997 87 2009 1,0 2021 1.9
1998 4,3 2010 2.1 2022 7.9
1999 3.9 2011 4,5 2023 3.1
2000 -24 2012 25 2024 1.4
2001 3.7 2013 1,5

30.1. Submete estes dados no Excel e traca a reta de regressao linear.

30.2. O modelo linear sera adequado para prever a inflagao nos préximos anos?
Discute este tema com os teus colegas.
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2.5. Modelo exponencial

2.5. Modelo exponencial

Um modelo exponencial continuo é definido por uma expressdo algébrica do
tipo P(t)=P,-r', emque P,€R", re R\{1}, tER.
A constante r chama-se taxa de crescimento/decrescimento.

- Se r>1, P(t) aumenta a medida que t aumenta (existe crescimento).

« Se 0<r<1, P(t) diminui a medida que t aumenta (existe decrescimento).

Pt)=P,ri(0<r<1)

_8_-7_6-5-4-3_2_1 O_

—24

As situacdes de crescimento exponencial caracterizam-se por uma variagao inicial
lenta, no caso de um crescimento positivo, que vai aumentando progressivamente
até atingir um ritmo muito rapido, a partir de determinado ponto. Por essa razéo, o
crescimento exponencial é frequentemente associado a cenarios de crescimento
descontrolado. No caso de um crescimento negativo (decrescimento), observa-se
uma rapida reducao inicial, seguida por uma variacao cada vez mais lenta.

Em particular, em alguns exemplos de uso do modelo exponencial, a constante r
corresponde a um ndmero irracional, denominado por niumero de Neper ou nimero
de Euler, que é representado pela letra e¢. Assim, é habitual o estudo de funcdes do

tipo P(H)=P,.".

CVMACSH11-9

Talcomo &, também e
é um nimero irracional e
é aproximadamente igual

y
4_-
3_-

a 2,718.
2_-
10

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4x
14
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2. Modelos populacionais

O simbolo e foi usado pela primeira vez por
Leonard Euler,em 1739.

Embora nao haja uma certeza absoluta, pensa-
-se que escolheu este simbolo por ser a letra
inicial da palavra exponencial.

Leonard Euler

Curiosidade histérica

Thomas Malthus (1766-1834), ja referido na seccdo anterior, no seu ensaio An
Essay on the Principle of Population (1798), formulou o modelo:

N({t)=N,-¢ "

para descrever o tamanho de uma populacido presente num determinado am-
biente em funcao do tempo, t, contado a partir de um certo instante inicial. N,
representa o tamanho inicial da populacédo e r é uma constante que varia com a
espécie da populacao.

Malthus argumentou que a populacao cresce exponencialmente, enquanto os
recursos aumentam aritmeticamente, podendo levar a escassez e a crises.

No entanto, Malthus nao considerou a capacidade humana de desenvolver tec-
nologias agricolas, de se industrializar ou de explorar melhor os recursos natu-
rais. Embora a explosdo demografica dos anos 50 tenha dado origem as teorias
neomalthusianas, estudos recentes indicam que, em vez de um crescimento ex-
ponencial, a populacdo mundial tem mostrado uma tendéncia de estabilizacao.

Exemplo 19

Imaginemos que estamos nas condi¢des seguintes: o modelo para a
quantidade de recursos é dado por y=x+ 2 e o0 modelo de crescimento
populacional é dado por y=2*+1, x>0. No GeoGebra, o primeiro modelo
é representado pela funcdo f e o segundo pela funcdo g. Se considerarmos o
tempo em anos, durante aproximadamente sete anos, o grafico dos recursos
esta abaixo do que representa a populacao, ou seja, 0S recursos sao
suficientes para aquela populacao. No ponto de intersecao dos dois graficos,
A, asituacdo inverte-se: 0s recursos serao escassos e, Como consequéncia,

a populacao passa fome.
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2.5. Modelo exponencial

Ficheiro Editar Vista OpgBes Femamentas Janela Ajuda
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Um possivel modelo continuo de Malthus.

Sera que a questao levantada por Malthus ainda é uma questao que colocamos

na nossa época?

2.5.1. Estudo das propriedades da familia de funcoes
definidaspor f: t —> P,-r' (P,20, r>1)
Comecemos por estudar, por exemplo, a funcao real de variavel real definida por:

f(x) =2"

Graficamente, temos:

y
54

44

X

Observando o gréafico, podemos conjeturar
que:

* Dominio: D;=1R

* Contradominio: D;=IR"

* O gréfico dafuncdo f é umalinha
continua.

*2'>0, VxER: afungdo f é positiva
em IR, logo, ndo tem zeros.

* A fungéo é estritamente crescenteem R.
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2. Modelos populacionais

Da observacao do grafico, podemos conjeturar que:
* se escolhermos valores de x suficientemente grandes, obtemos como imagens
valores tdo grandes quanto queiramos;

* se escolhermos para x valores negativos, com valor absoluto muito grande,
obtemos valores de 2" tdo préximos de zero quanto queiramos. A curva
aproxima-se, cada vez mais, do eixo Ox. Em linguagem matematica dizemos
que o grafico da funcao tem uma assintota horizontal de equacdo y=0 quando
x tendepara —oo.

Todas as fungdes exponenciais de base r>1 apresentam caracteristicas analogas
as da funcao definida por f(x)=2".

Observemos algumas representacdes graficas.

Yiy=10*

Quanto maior for a base da exponencial, mais rapido sera o seu crescimento.

Para qualquer funcdo exponencial de base r superiora 1:
* D;=R

« Di=R"

« Epositivaem RR.

» Nao tem zeros.

- E estritamente crescente.

« O grafico tem uma assintota horizontal de equacdo y=0.

«f(l)=re f(0)=1
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2.5. Modelo exponencial

2.5.2. Equacoes e inequacoes exponenciais

O arquipélago de Cabo Verde recebe um novo modelo de telemdvel e 0 numero de
pessoas que o compram duplica a cada més. Supde que, no primeiro més, foram ven-
didas 200 unidades. O numero de telemoéveis vendidos apds t meses é dado por:

N(t)=200-2'

Apds quantos meses o numero total de teleméveis vendidos atingira 12 800 unidades?

Para responder a esta questao, teremos de resolver a equacao:

12800

t_ t_ b
200 & 2=64 & 2=2

200x2'=12800 < 2'=

Podemos concluir que t=6.

Com recurso ao GeoGebra (www.geogebra.org), poderas, na barra de entrada, escre-
ver aequacao f(x)=200*2~7x, seguidade 200*22x=12800.

= GeoGebra Calculadora Grafica
® (=202 i o
® el 200-2° = 12800

@ |+

Obteras o grafico seguinte onde podes verificar que o resultado é t=6.
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2. Modelos populacionais

Em relac&o & situacdo modelada pela funcdo definida por N(t)=200- 2", ao fim de
quantos meses se venderam mais de 6400 telemodveis?

Neste caso, temos de resolver a seguinte inequacao:

6400

t t n5
500 & 2>32 & 2>2

200x2'>6400 < 2>

Como a funcao definida por y=2" é crescente, temos t>5, concluindo-se que, a
partir do 5.° més, venderam-se mais de 6400 telemdveis.

Graficamente, a resolucao consiste em encontrar o conjunto de numeros reais que
verifica a condicdo 200 x 2'>6400. Recorrendo & calculadora gréafica do GeoGebra
(www.geogebra.org), na barra de entrada escreve-se a equagao f(x)=200*2"x se-
guida de 200* 2" x=6400.

= GeoGebra Calculadora Gréfica
[ ] flx) = 200-2° H .

B e

den | @  g:200-2 = 6400

a + Entrada.

Obteras o grafico seguinte onde podes verificar que o ponto de intersecao tem coor-
denadas (5, 6400) . Esse ponto mostra que ao fim de cinco meses venderam-se
exatamente 6400 telemdveis. Como o que queres saber é ao fim de quanto tempo
se venderam mais de 6400 telemdveis, a respostasera t>5.
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2.5. Modelo exponencial

Um estudo conduzido por uma equipa de investigadores sociais analisou o
crescimento da utilizacao diaria de uma nova rede social chamada LinkZone
entre jovens dos 15 aos 24 anos.

Observou-se que, apés o lancamento, o nimero de utilizadores ativos desta
rede cresce exponencialmente a medida que os jovens recomendam a
plataforma uns aos outros.

Sabendo que:
- no dia do langamento, havia 2000 utilizadores ativos;
- e que o numero de utilizadores aumentava, em média, 18% por dia,

o modelo que descreve este crescimento é:
U(t)=2000 - *™*
em que:
- U(t) representa o nimero de utilizadores ativos ao fim de t dias;
- t é otempo em dias.

5.1. Quantos utilizadores ativos havera ao fim de sete dias?
5.2. Interpreta o valor 0,18 no contexto do problema.
5.3. Observa o grafico da funcdo U(t) para t€[0, 15].

Numero de utilizadores da rede social LinkZone

e
w
o
o
S
S

25 0001

20 000+

15 000+

Numero de utilizadores

10 000

5000+

0 2 4 6 8 10 12 14
Dias (t)

a) Que tipo de crescimento se observa?

b) Qual aimplicagdo deste tipo de crescimento para a propagacao de uma
rede social entre jovens?

5.4. Que fatores podem influenciar o crescimento real de uma rede social,
fazendo com que este modelo deixe de ser adequado ao fim de algum
tempo?
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2. Modelos populacionais

136

Cabo Verde tornou-se em 2020 no segundo mais importante ponto de desova
de tartarugas marinhas, com o numero de ninhos a bater o recorde de quase
200 000 em todo o pais, segundo nimeros divulgados em margo do ano
passado pelas autoridades nacionais. O arquipélago viu o total de 10725
ninhos de tartarugas detetados no arquipélago em 2015 aumentar para 198
787 ninhos em 2020, quase 19 vezes mais.

Com a educacao ambiental, vigia de mais de 180 quildmetros de praias e
aplicacao da nova legislagcao que criminaliza a caca e o consumo das
tartarugas, a taxa de captura diminuiu significativamente, de 8,25% em 2015
para 1,54% em 2020, segundo os dados oficiais mais recentes.
Tradicionalmente, a tartaruga era um recurso alimentar para as pessoas em
Cabo Verde nos periodos de seca. Nos dltimos 20 anos tem mudado
bastante, porém, o consumo de tartaruga ainda acontece, mas o Governo
criou leis que tornam mais dificil que as pessoas apanhem tartarugas,
reconheceu o bidlogo da Bios.CV.

Por outro lado, explicou Pedro Diaz, também existe agora “mais consciéncia
ambiental, sobretudo na populacao mais jovem” do pais e a atividade
envolvendo as tartarugas marinhas “esta a atrair turistas para Cabo Verde”.
"“Os turistas gostam de ver as tartarugas”, sublinhou.

O periodo de desova da tartaruga marinha nas ilhas cabo-verdianas acontece
anualmente entre julho e novembro, sendo habitualmente os ninhos alvo da
predacéo de caes ou caranguejos. Em 2021, os voluntarios da Bios.CV
monitorizaram 8431 tartarugas nas praias da Boa Vista e resgataram 132,
com acées que levaram a que nenhuma tartaruga fosse cacada, garantiram.
Além disso, 1135 ninhos foram protegidos na incubacao e diferentes
métodos foram testados para aumentar a producdo masculina (que depende
da temperatura nos ninhos), num total de 66 679 tartarugas bebés que
nasceram na incubadora e foram libertadas no mar pelos voluntarios cabo-
-verdianos e internacionais da Bios.CV.

Cabo Verde a caminho da lideranca mundial da nidificagdo de tartarugas marinhas
in Observador, 7 de fevereiro de 2022

A tabela ao lado apresenta os dados relativos ao Ano N.° de ninhos

numero de ninhos de tartaruga entre 2015 e 2015 T

2023. Considerando que x =0 representa o ano

de 2015, recorre ao Excel para encontrar: 2016 30470

6.1. um modelo exponencial P(t)=P,-r' ou 2oLy 44035
P(t)=P,-; 2018 68 488

6.2. com base no modelo encontrado na alinea Lo 109 126
anterior e supondo que este mantém a 2022 130 000
regularidade, determina (apresenta os 2023 198 787

resultados arredondados a unidade):
a) uma estimativa do nimero de ninhos de tartaruga para o ano 2025;
b) em que ano o nimero de ninhos de tartaruga sera superior a um milhao.



2.5. Modelo exponencial

Exercicios

@ Numa experiéncia realizada num laboratério, observou-se que uma determinada
coldnia de bactérias se reproduzia segundo a lei:

N(®=150- "
em que N(t) representa o nimero de bactérias ao fim de t horas.
31.1. Interpreta o significado do coeficiente 150 no contexto da situacgao.
31.2. Quantas bactérias existiam na coldnia passadas cinco horas?

31.3. Ao fim de quantas horas existiam 1000 bactérias?

@ Num determinado Estado, o pagamento de uma multa por estacionamento
indevido obedece ao modelo M(t)=5000x% 1,1%, em que t representa o nimero
de meses decorridos depois de a sang¢ao ser cometida.

32.1. Qual sera o custo da multa no caso do condutor a pagar no momento da infragao?

32.2. Se o infrator s6 pagar a multa passado meio ano, qual sera o valor?

@ A temperatura de um objeto submerso no mar em Porto Novo ajusta-se a uma
funcao exponencial de base e¢. Sup6e que atemperatura C(t), em °C, deum
objeto é dada por:

C(H=20+8.¢°*

em que t é o tempo em minutos.
33.1. Qual é atemperatura inicial do objeto antes de ser submerso?
33.2. Qual é a temperatura do objeto ao fimde 10 minutos?

33.3. Justifica por que razdo, com o decorrer do tempo, a temperatura se aproxima
de 20°C.

@ Os biélogos marinhos que estudam o ecossistema marinho ao largo da ilha de
Sao Vicente observaram que, sob condicdes ideais de temperatura e luminosidade,
a populacao de fitoplancton aumenta de forma exponencial. Numa experiéncia
controlada, constatou-se que a taxa de crescimento populacional é de 12% por dia.

A populacao inicial de fitoplancton era de 5 mil individuos por mililitro de agua.

A funcado que modela o niimero de individuos de fitoplancton, P(t), ao fim de
t dias, é dada por:
P(t)=5000 - >'*

34.1. Qual sera a populacao de fitoplancton ao fim de cinco dias?
34.2. Ap6s quantos dias a populagao duplicara?
34.3. Interpreta o valor 0,12 no contexto da situagao.

34.4. Constroéi o grafico da funcdo P(t) para t€[0, 20]. Que comportamento é
possivel observar?

34.5. Que fatores reais podem afetar o crescimento da populacao de fitoplancton,
levando a desvios do modelo exponencial?
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2. Modelos populacionais

2.6. Modelo logaritmico

Exemplo 20

Nos ultimos anos, o uso das redes sociais tem aumentado significativamente
entre os jovens cabo-verdianos. Um estudo realizado por um grupo de
investigadores da area das ciéncias sociais procurou modelar o crescimento
da popularidade de uma nova rede social em Cabo Verde ao longo do tempo,
em funcao do nimero de semanas desde o seu langcamento.

A tabela seguinte apresenta os dados recolhidos.

Semanas Utilizadores ativos
apés o langcamento (x) (em milhares) (y)
1 1,00
2 2,39
3 3,20
4 3,77
5 4,22
6 4,61
8 5,16
10 5,61
15 6,41
20 6,99

1. Representa graficamente os pontos (x, y) da tabela apresentada.

2. Consideras que o conjunto de dados revela as caracteristicas proprias de um
modelo linear? E de um modelo exponencial? Justifica.
3. Recorrendo ao Excel:
a) encontra um modelo linear para este conjunto de pontos;
b) encontra um modelo exponencial;
¢) comenta o ajustamento dos dois modelos ao conjunto de dados fornecido.
4. Dado que existem outros tipos de modelos matematicos para além do linear e
do exponencial, o Excel sugere outros modelos de regressado. Um deles é o

modelo logaritmico que se ajusta a este conjunto de dados. Compara o seu
ajustamento com os modelos anteriores.
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Resolucio/Discussio da atividade

2.6. Modelo logaritmico

1. Vamos recorrer ao Excel para obter o grafico pedido.

Comecamos por colocar os dados numa tabela.

Em seguida, selecionam-se as duas colunas, escolhe-se inserir do menu superior e
seleciona-se o grafico de dispersao.
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2. A principal caracteristica do modelo linear é um crescimento (ou decrescimento)
constante de semana para semana, enquanto o modelo exponencial se caracteriza por
uma variacdo mais lenta no inicio que se vai acentuando a medida que o tempo passa,

ou o contrario, dependendo do valor da taxa.

Este conjunto de dados ndo apresenta caracteristicas de nenhum destes modelos.
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Numero de semanas

Observando o conjunto de dados verificamos que existe um crescimento mais
acentuado no inicio que vai sendo cada vez menor com o passar das semanas.

3. O Excel fornece os seguintes modelos para o conjunto de dados relativos ao nimero de

utilizadores da nova rede social:
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a) Modelo linear

tf)g.
o
_88- y=0,2758x +2,2949 ..
c7{ e °
el . S
) o8
o o -7
53] ..o
Eol
Z.le
0 ! ! | |
0 5 10 15 20 25
Numero de semanas
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c) Tal como era de esperar, nenhum dos modelos parece ajustar-se aos dados.

4. Procurando o modelo logaritmico no Excel, obtém-se:
y=1,9992In (x) + 1,0043

Podemos aproximar a:

y=2In(x)+1
38
57 y=1,9992In(x) + 1,0043 _....- °
S e
861 e
= .-
557 .o"".
841 »°
2031 ~*
5 ,
g2 °
D '
Z1q e
0 | | , ! |
0 5 10 15 20 25

Ndmero de semanas

Este modelo parece ajustar-se muito melhor ao conjunto dos dados do que os outros.
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2.6. Modelo logaritmico

2.6.1. Logaritmo de um niimero

Para resolvermos uma equacao de grau superior ouiguala 2, por exemplo, x*=64,0
valor de x é obtido aplicando a operacao inversa da potenciacao, ou seja, a radiciacao:
=64 & x=v64 < x=4

Mas, para resolvermos uma equacao exponencial, por exemplo, 4"=64, procura-
mos mentalmente qual é o nimero a que devemos elevar 4 para obter 64, ou seja,
x=3, pois 4°=64.

Mas, se a equacgdo fosse 4"=68, asolugdo ja ndo era tdo evidente. A solugdo desta
equacao chama-se logaritmo de 68 nabase 4 e é dada por:
4"=68 < x=log,68

A calculadora permite-nos obter um valor aproximado para este logaritmo.

Chama-se logaritmo de um numero positivo x na base a (a €R"\{1}) ao nu-
mero y, tal que:

y=log,x & a’=x

A partir do conceito de logaritmo, assim definido, é possivel falar da funcao logarit-
mica de base a que a cada numero real positivo x faz corresponder log,x.

Logaritmos especiais
* Logaritmo nabase 10: pode omitir-se a base e representa-se apenas por log(x) .

* Logaritmo na base ¢ (numero de Neper): pode omitir-se a base e representa-se

apenas por In(x). Este logaritmo também é designado por logaritmo natural ou
neperiano.

Existem imensos fendmenos que sdo modelados por expressdes com logaritmos,
sendo os mais utilizados o logaritmo de base 10 e o logaritmo de base e.

Definicao

Pode definir-se um modelo logaritmico {3

continuo, para t€IR", por uma expres- 4

sdo algébrica do tipo P(t)=a+b-log,(t), 3

emque a€R, be R\{0}, pe R\{1}. f

- Se p>1, P(t) aumenta a medida que t
aumenta (existe crescimento).

- Se 0<p<1l, P(t) diminui & medida =27
gue t aumenta (existe decrescimento).

2 3 45 6 7 8
log, (1), 0<p<1

141



2. Modelos populacionais

Caracteristicas de um modelo logaritmico
* O modelo apenas esta definido para valores positivos de t.
* Apresenta uma variacao mais acentuada numa fase inicial, abrandando
gradualmente a medida que o tempo passa.
* Apesar da sua variacao se tornar gradualmente mais lenta, a funcao nao atinge
um valor constante nem estabiliza.

Um modelo logaritmico continuo muito utilizado € o de base e:
y=a+b-In(t), emque a, bER

Nota histérica

John Napier, também conhecido por Neper (1550-1617),
nascido na Escécia, foi um matematico que revolucionou o
célculo com a invencdo dos logaritmos e a definicdo das
suas propriedades. Em 1614, publicou a sua obra mais cé-
lebre, Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio, onde
introduziu os logaritmos (com sete casas decimais) como
uma ferramenta para simplificar calculos, transformando
multiplicagées e divisdes em somas e subtragoes.

Pouco depois, o matematico inglés Henry Briggs (1561-1630) reconheceu o
enorme valor do trabalho de Neper e colaborou com ele na adaptacao e divulga-
cdo dos logaritmos. Briggs propos a utilizacdo da base 10 para os logaritmos, o
que facilitou ainda mais a sua aplicacao em contextos cientificos e comerciais.
Foi Briggs quem elaborou as primeiras tabelas de logaritmos decimais de grande
precisdo (com 15 casas decimais), publicadas em 1624, tornando os logaritmos uma
ferramenta indispensavel para astronomos, navegadores, engenheiros e matemati-
cos, ao longo de varios séculos, até ao surgimento das calculadoras eletrénicas.

O conceito de logaritmo foi mais tarde aprofundado por Leonhard Euler (1707-
-1783), que introduziu o nimero ¢, dando origem aos logaritmos naturais ou
neperianos.

John Napier

Como exemplos reais de aplicabilidade, de entre as muitas relacdes envolvendo lo-
garitmos, encontramos as que nos dao:
* a magnitude de um sismo (na escala de Richter): M=1log (AA
amplitude do sismo e A, é aamplitude de referéncia;
* aacidez de substéancias: pH=-log (H"); em que H' representa a concentragdo
de ides de hidrogénio na substancia;
* a complexidade de algoritmos informaticos: o tempo de execuc¢ao de uma pesquisa
binaria é proporcional a log,(n), em que n é o nimero de dados disponivel;
* aprotecao de dados digitais com chaves criptograficas, diretamente relacionada
com logaritmos.

), emque A éa
0
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2.6. Modelo logaritmico

Exemplo 21

. Vamos determinar sem recorrer a calculadora:
a) log;(9)

b) log,(1)

c) log(10)

d) logs (V5)

e) Iog%(2)

. Agora, determinamos, recorrendo a calculadora, os seguintes logaritmos:
a) log(2) b) log (150)

c) In(8) din(3)
Resolucao:

. a) log;(9)=2 porque 3°=9

b) log,(1)=0 porque 2°=1

c) log(10)=1 porque 10'=10

d) log; (V/5) =% porque 5% =V5

-1
e) log%(Z) =-1 porque <%) =2

. Todas as calculadoras cientificas dispdem de:

« uma tecla LOG que permite obter os logaritmos de base 10;

« uma tecla LN que permite obter os logaritmos de base ¢.

Podemos, por exemplo, usar uma calculadora online:

Go glg calculadora online X
Tudo  Images Livics Nolicias Videos Videos cufios Wl At
O
Had Deg o { ) LY AC
T R
n oS 5 6 x
L] tan 2 3 -
SN
Solucionador matematico »
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a)
-
0.30102999566
] Deg o { ] % AL
- - . ' : . %
n o 0y 4 5 [ =
b)
a ot
2.17609125906
L™ Deg =] { ] L] AC
L - n T L} L] *
c)
-
2.07944154168
] 0] o ( ] L AC
- - % . . . 5
d)
9 it
0.4054651081
L] ] o { ) - AL
- - " 2 = ” g

2.6.2. Funcao logaritmica de base superior a 1
Comecemos por estudar, por exemplo, a funcao real de variavel real definida por:
f: x — log,(x)
Graficamente, temos:
Observando o grafico, podemos conjetu-

y

ST rar que:

41 .

3l - D,=R

ol - D)=R

14 y=log, (x)

* O gréfico de f € uma linha continua.
-2 —1_10__ 12 3 45 6 7 8* + Tem um zero (em x=1), ou seja, 0

2l ponto (1, 0) pertence ao gréfico.
-31 * E positiva para x €11, + oo .

* E negativapara x€10, 1[.
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2.6. Modelo logaritmico

 Afuncdo é estritamente crescente em R".

* Quando x se aproxima de zero por valores superiores a zero, o grafico da funcao
log, (x) tende para — oo . Dizemos que a reta vertical de equagdo x=0 é uma
assintota vertical do gréfico da funcgéao.

* Quando x tende para valores tao grandes quanto se queira, o grafico da funcao
log, (x) tende para +oo.

Todas as funcdes logaritmicas de base p>1 apresentam caracteristicas analogas
as da fungao definida por f(x)=Ilog,(x).

Observemos algumas representacdes graficas.

y=log, (x)

y=1In(x)

y=log (x)
3-2-1071 2 3 4 5 6 7 8 ¥

Quanto menor for a base do logaritmo, mais rapido sera o seu crescimento.

Para qualquer funcao logaritmica de base p superiora 1:
- D;=R"

« D;=R

« E positivaem ]1, +oo[ e negativaem ]0, 1[.

« Tem um zeroem x=1, pois a funcao interseta o eixo Ox nesse ponto: f(1)=0.
- E estritamente crescente.

« O grafico tem uma assintota vertical de equacdo x=0.

Algumas propriedades basicas dos logaritmos
Seja p talque p €IR\{1} e a um nimero real positivo.
* 10g,(1)=0 * log,(p) =1 * log, (p") =k

. _log(a) In(a) log,(a) . 109,@ _
1992 =1og (6) ~In (p) " Iog, (@) S
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2. Modelos populacionais

2.6.3. Equacoes e inequacoes logaritmicas

Na ilha de S&o Vicente, uma associacao
ambiental esta a monitorizar a quantidade
de lixo recolhido numa praia ao longo do
tempo, com o objetivo de sensibilizar a
populacao para a importancia da preser-
vacao ambiental. Verificou-se que, apés
uma campanha de sensibiliza¢ao, a quan-
tidade de lixo (em quilogramas) recolhida
semanalmente é dada por:

L(t)=120log(t+1)

em que t representa o nimero de semanas apos o inicio da campanhae L(t) éa
quantidade total de lixo recolhida até a semana t.

Sabendo que, ao fim de um certo numero de semanas, tinham sido recolhidos 240 kg
de lixo, determina quantas semanas passaram desde o inicio da campanha.
Para responder a esta questao, teremos de resolver a equacao:

120xlog(t+1)=240 & Iog(t+‘|)=% =

& logt+1)=2 & t+1=10° &
& t+1=100 & t=100-1 <
& t=99

Podemos concluir que passaram 99 semanas desde o inicio da campanha.

Em relacdo a situagcdo modelada pela fungdo definida por L(t)=120log(t+1), ao
fim de quantas semanas se recolheu mais de 60 kg de lixo?

Neste caso, temos de resolver a seguinte inequacao:

120xlog(t+1)>60 < Iog(t+1)>% =

]
= Iog(t+1)>% & t+41>102 &

]
& t>102-1 & t>3,162-1 &
& t>2,162

Como t representa semanas completas, podemos concluir que foram precisas trés
semanas para recolher mais de 60 kg de lixo.
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Exemplo 22

Cabo Verde esté localizado numa regiao de atividade sismica moderada.

E importante entender o significado da escala de Richter, frequentemente
mencionada nos noticiarios, especialmente apdés pequenos tremores sentidos
em ilhas como Fogo ou Sal.

A escala de Richter, criada em 1935 pelo norte-americano Charles Richter
(1900-1985), mede a magnitude M de um sismo com base na férmula:

_ A
weva ()
em que:
* A é aamplitude do sismo;
* A, € aamplitude de referéncia.

. Se um sismo tem amplitude A=1000 x A,, qual é a sua magnitude M?
. E se outro sismo tiver A=10 000 x A, ?

. Foram registados dois sismos em Cabo Verde:
* um nailha do Fogo, com magnitude 4,5;
* outro nailha do Sal, com magnitude 6,5.
a) Qual é a diferencga entre as magnitudes dos dois sismos?

b) Estabelece uma relagao entre as amplitudes dos sismos nailha do Sal e na
ilha do Fogo.

A
(Sugestéo: Usa aformula AM=log <A_2> )

1

Resolucao:
. M=10g<1020A°>=log(1000)=3 2. M=1og(10000)=4
0
. a) AM=65-45=2
_log (A2 Ao oy Br_qg2 oy Aol
b) AM—log(A1> & Al_lo & A1—10 & A1—100

A amplitude do sismo da ilha do Sal foi 100 vezes maior que a do sismo da ilha do Fogo.

Exemplo 23

Nos ultimos anos, o uso das redes sociais tem aumentado significativamente
entre os jovens cabo-verdianos. Um estudo realizado por um grupo de
investigadores da area das ciéncias sociais procurou modelar o crescimento
da popularidade de uma nova rede social em Cabo Verde, ao longo do tempo,
em funcao do nimero de semanas desde o seu lancamento.

No inicio desta seccdo vimos que o modelo logaritmico y=21In(x)+ 1 se
ajustava aos dados recolhidos.
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1. Com base no modelo encontrado:

a) estima o numero de utilizadores (em milhares) da nova rede social 25
semanas apos o seu langcamento;

b) estima o nimero de utilizadores (em milhares) da nova rede social 30
semanas apos o seu langcamento;

c) determina apds quantas semanas se espera atingir os 8 mil utilizadores.

2. Comenta as limitacdes deste modelo para prever o numero de utilizadores a
longo prazo.

Resolucao:

1. Recorrendo a uma calculadora online:

7.43775164974
Fad Deg o i ] % AC
Inv sin n 7 8 ]
Ao fim de 25 semanas, estima-se que a rede social tenha, aproximadamente, 7438
utilizadores.
b)
o) J—
7.80239476332
Fad Dag ul i ] % AC

v sin in 7 8 9 +

Ao fim de 30 semanas, estima-se que a rede social tenha, aproximadamente, 7802
utilizadores.

¢) Queremos saber qual é o valor de x quando y =8, ou seja, resolver a equacio
8=2In(x)+1.
Podemos recorrer a calculadora grafica do GeoGebra
(www.geogebra.org) para resolver esta equacao.
Na barra de entrada escreve a equacao f(x)=2In(x)+1
seguidade 2In(x)+1=8.

f(x) = 2 In(x)+1
@ eql:2inx)+1=8

+  Entrada

Obteras o grafico seguinte onde podes verificar que o
resultado é, aproximadamente, x=33.
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2. Embora o modelo logaritmico se ajuste bem aos dados iniciais, ha limitacées
importantes quando tentamos fazer previsées a longo prazo:

i.

ii.

O crescimento logaritmico é lento: A medida que o tempo avanca, o valor de In (x)
cresce muito lentamente. Isso significa que o niimero de utilizadores previsto pelo
modelo vai aumentando, mas de forma cada vez mais lenta — o que pode nao refletir
arealidade.

A capacidade de saturacdo é ignorada: O modelo ndo considera que possa existir
um numero maximo de utilizadores (por exemplo, a populacdo jovem com acesso a
internet em Cabo Verde). Ou seja, 0 modelo prevé um crescimento continuo, mesmo
guando na pratica esse crescimento tendera a estabilizar.

iii. Nao considera fatores externos: O modelo ignora eventos que podem acelerar ou

travar o crescimento (como campanhas de divulgacao, alteracdes na app,
concorréncia, limitacdes tecnolégicas ou econdmicas, etc.).

iv. Extrapolacdo perigosa: Usar este modelo para prever o comportamento daqui a

muitos meses ou anos pode levar a conclusées pouco realistas, especialmente se
néo for ajustado com novos dados.

Exercicios

35/

O numero de turistas que visitam uma determinada ilha de Cabo Verde ao longo
dos anos pode ser modelado pela fungao:

T()=1000-log(t+1)

em que T (t) representa o nimero de turistas (em milhares) e t representa o
nimero de anos desde 2020.

35.1. Quantos turistas (em milhares) visitaram a ilha em 20257

35.2. Em que ano se atingira a marca de 8000 turistas?

O crescimento da populacado de uma vila em Santiago pode ser modelado por:
P(t)=2000+500 - In(2t)

em que P(t) representa a populacdo e t os anos apés 2018.
36.1. Qual era a populagcao da vila em 2024?
36.2. Eem 20257

36.3. Em que ano a populacao atingird os 4000 habitantes?
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2.7. Modelo logistico

O modelo populacional logistico € um conceito fundamental em ecologia e dinédmica
populacional, oferecendo uma estrutura mais realista para entender o crescimento
populacional em comparacao com o modelo exponencial. Diferente do modelo expo-
nencial, que assume recursos ilimitados e crescimento continuo, o modelo logistico
incorpora o conceito de capacidade de suporte ou capacidade maxima — o tamanho
maximo da populacdo que um ambiente pode sustentar indefinidamente.

O modelo logistico é apropriado quando:
* ha crescimento inicial rapido, mas depois esse crescimento abranda;

 existe um limite natural ou ambiental ao crescimento (como comida, espaco,
recursos);

* se estudam sistemas vivos ou sociais que ndo crescem infinitamente;
* se quer evitar previsoes irreais de crescimento ilimitado.

O modelo logistico é descrito por uma equacéo diferencial que se escreve da seguinte
forma: P p
G=P(1-%)
em que:
* P é o tamanho da populacao no instante t;
* r € ataxa de crescimento da populagéo ao longo do tempo;

* K é a capacidade de suporte ou maxima do ambiente (ou seja, o limite de
crescimento).

Mas usar o modelo logistico com esta equacao nao seria nada simples...

Numa matematica mais avancada, podemos integrar esta equacao diferencial e a expres-
sdo da funcdo que nos permite calcular a populacdo num dado instante t é dada por:

K
1+Ae "
em que e € abase do logaritmo natural designado por nimero de Nepere A é uma
constante relacionada com a condicao inicial; no instante t=0 a populacao P(0) é
dada por:

P(t) =

K
1+A

K _
= A_P(O) 1

P(0)=

Nos estagios iniciais do crescimento populacional, quando P é muito menor que K,
a populacao cresce aproximadamente de forma exponencial. No entanto, a medida
que P se aproximade K, ataxa de crescimento diminui, eventualmente chegando a
zero quando o tamanho da populagéo estabiliza na capacidade de suporte.
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Este modelo é particularmente Gtil para entender como as populacdes interagem
com o seu ambiente e as limitacdes impostas por recursos finitos. Tem aplicacdes
em varias areas, incluindo biologia, ecologia e conservacao, ajudando pesquisadores
e formuladores de politicas a tomarem decisdes informadas sobre a gestao de espé-
cies e a protecdo ambiental.

A funcao logistica mais simples, cujo grafico tem a forma de um S, é a funcao:

F)=——
T+e
emque K=A=r=1.
257
2.-
154

Funcao logistica com todas as constantes iguaisa 1.

Repare-se que quando x toma valores muito elevados (diz-se x a tender para infi-
nito), a curva do grafico da fungao aproxima-se dareta y=1, sem nunca a tocar. A
capacidade maxima nesta funcdao logistica é 1!

A curva que descreve a funcao logistica tem um ponto de inflexdo em x=0, quando o
crescimento comeca a abrandar, até, praticamente, estabilizar, aproximando-se de 1.

Se calcularmos alguns valores da funcdo f, conseguimos perceber o significado
destes pontos: de inflexao e estabilidade.

X -3 —2 -1 |-05 0 0,5 1 2 3 4 5 6 7

f(x) 0,047|0,119| 0,269 | 0,378 | 0,500 | 0,622 | 0,731 | 0,881 | 0,953 | 0,982 | 0,993 | 0,998 | 0,999

Variacao

média 0,072|0,150| 0,217 | 0,245 | 0,245 | 0,217 | 0,150 | 0,072 | 0,029 | 0,011 | 0,004 | 0,002

A variacdo média cresce até x=0, depois mantém-se até x=0,5 e a partir desse
ponto comeca a decrescer. Se observarmos agora 0 que acontece com os valores
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da funcédo a partir de x=3, as variacoes ja estdo nas centésimas e a partirde x=5
ja se colocam na casa das milésimas, isto &, os valores de f(x) estdao muito préximos
de 1. Podemos também perceber o que ocorre quando os valores de x sdo cada
vez maiores: quando x tende para +oo afungdo f(x) tende para 1.

Generalizando, temos a defini¢cao seguinte:
Funcao logistica

_K

l+ce™™

em que K, c e R sdo constantes reais positivas. K é designada por capacidade
maxima ou de suporte.

Funcéo logistica é uma funcao definida em IR por: f(x)=

A funcéo logistica é uma funcao crescente, com um crescimento inicial lento, cres-
cendo depois exponencialmente, até estabilizar praticamente, quando esta a atingir a
capacidade maxima. A curva que descreve a funcao logistica tem um ponto de infle-
In(c)
"R
dade maxima, K.

, onde a fungéo logistica toma o valor g ou seja, metade da capaci-

Xao xy=
Até esse ponto a taxa de crescimento aumenta, comecando depois a diminuir, como
1

no caso do exemplo da funcgdo logistica mais simples, f(x)= ]
+e

—x "

Nos exemplos das figuras seguintes manteve-se a capacidade méximaiguala 10, o
coeficiente ¢c=4,3 e fez-se variar r.

Repare-se que no ponto de inflexdo o valor da funcdo é metade da capacidade ma-
xima, 5, mas varia a sua abcissa, quanto maior for o valor de r mais rapido sera o
crescimento da fungao logistica.

y
y=10 | 10 =
fx)y=—
1+43e 0k
Inflexao = (14,59, 5)
—1(0,1,89) .
0 X

K=10,c=4 e r=0,1
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10
144,30

v

K=10,c=4 e r=09

Mantendo agora o valor de r e fazendo variar ¢, vejamos o0 que acontece na figura
seguinte.

y
10 10
fx)= —————— fx) = ————
) 1+0,1e70% ) 1+4,3e03%
y=10 ©.9,09)

Inflexdo = (7,68, 5)
Inflexdo = (4,86, 5)

0,189

0 X

WV

Observa-se que o ponto de inflexdo se desloca na horizontal.

Finalmente, fazendo variar K, a capacidade maxima, teremos para 0S mesmos ¢ €
r curvas com menor amplitude, como se pode observar comparando os graficos
seguintes.

Y 10
0= T3 2300
yIioTTTTTT
vt
(0,1,89)
0,0,75) 2| Inflexdo (4,86, 2) X
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Nota histérica

A funcéo logistica foi apresentada por Pierre Francois Verhulst (1804-1849), que
a estudou relacionando-a ao crescimento populacional. O estagio inicial de cres-
cimento é aproximadamente exponencial, entdo, conforme a saturacao se inicia,
o crescimento diminui e, na maturidade, o crescimento para. No livro Corres-
pondance Mathématique et Physique de L'Observatoire de Bruxelles, publicado
por A. Quetelet,em 1838, paginas 113 a 121, Verhulst explica e justifica o uso do
seu modelo. Na imagem abaixo encontra-se um excerto desse livro.

Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement,
par P.-F. Vinucesr,

On sait que le célébre Malthus a établi comme principe que la
population humaine fend & croitre en progression géométrique,
de maniére a se doubler apris une certaine période , par exem-
ple, tous les vingt-cing ans. Cette proposition est incontestable ,
si I'on fait abstraction de la difficulté toujours croissante de se
procurer des subsistances lorsque la population a acquis un cer-
tain degré d'agglomération , ou des ressources que la population
puise dans son accroissement , méme lorsque la société est encore
naissante , telles qu'une plus grande division du travail , l'exis-
tence d'un gouvernement régulier et de moyens de défense qui
assarent la tranquillité publique, ete.

Soit p la population : représentons par dp I'accroissement in-
finiment petit qu'elle recoit pendant un temps infiniment courtdt,
Si la population croissait en progression géomélrique, nous au-
rions I'équation 55 == mp. Mais comme la vitesse d'accroisse-
ment de la population est retardée par 'augmentation méme du
nombre des habitans , nous devrons retrancher de mp une fonc-
tion inconnue de p; de maniére que la formule & intégrer de-
viendra

L mp— (0.

Excerto retirado do livro A. Quetelet, Correspondance Mathématique et Physique de
L'Observatoire de Bruxelles. Société Belge de Libraire, 1938

Alguns exemplos de aplicacao da funcgao logistica:
* Espalhar rumores ou doencgas numa populac¢do limitada.

* Crescimento de bactérias ou da populagcdo humana quando os recursos sao
limitados.

* Em modelos de aprendizagem automética.
* Em medicina, na modelacao do crescimento de tumores.
* Na agricultura, na modelacao da resposta das culturas.
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Exemplo 24 - Crescimento populacional

Num ilhéu, préximo de Sao Vicente, foi colocada uma populagéao de 50
coelhos que cresce rapidamente devido a abundéancia de recursos. No entanto,
a medida que a populacao aumenta, 0s recursos comecam a diminuir e o
crescimento desacelera. Se a capacidade de suporte do ilhéu é de 1000
coelhos, a seguinte funcao logistica pode ser usada para modelar esse
crescimento, em funcado do tempo, medido em meses:

1000

F)=— """
1+19¢ 0"

Repare-se que f(0)=50. Ao fim de 1 ano (= 12 meses), o nimero de coelhos
no ilhéu é, aproximadamente, 148. O crescimento é muito rapido nos
primeiros quatro anos, comecando a desacelerar, aproximando-se dos 1000
coelhos, mas nunca chegando a atingir esse numero.

Ao fim de cinco anos, existem 955 coelhos; ao fim de oito anos, a populacéao
atinge os 998. No ano seguinte, cresce apenas mais um... Contudo, o numero
1000 nunca sera atingido — pelo menos, com este modelo de crescimento.

1000

g, o 1000 & 14197 =1 & =0
+ e

f(t)=1000 <

que é uma equacao impossivel!

1ano
100 A1 y=50
"""""""" JE0005> e

—60-40-20 O 20 40 60 80 100 120 140 160 ¢t

Evolucao da populagéo de coelhos em nove anos.
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Exercicios

@ O Luis regressou da cidade da Praia com a novidade de que um dos gigantes
tecnoldgicos iria abrir uma sucursal na suailha, a ilha do Fogo. Ainda no barco,
contou a novidade a trés amigos que encontrou. Sabendo que os rumores se

48 700

1+12147¢ "
Fogo tem 48 700 habitantes, quantos dias demora para que praticamente toda a

populacao da ilha tenha conhecimento da noticia?

espalham a velocidade da funcgao logistica f(t) =

e que ailhado

y
5004 (8, 486,01)
(10, 486,98)
4004 (6, 442,43)
300+
200+
1001
-10 -5 O 5 10 15 20 25 30 t
~100+

Quantos anos serao necessarios para que uma populacao de bactérias atinja
9000 se o seu crescimento for modelado por:
10000

-0,12(t-2
1+eO1(t 0)

f(t)=
em que t é medido em anos?

—

Observagao
Esta funcao logistica tem uma variante no expoente de e, em vez de ter apenas a variavel
independente tem o nimero 20. Contudo, a fungao pode ser reescrita na forma:

10 000 10000

Z012(t-20) 24 _—012t
e =200 1 4 %

f(t)=
1

em que a constante ¢ é dadapor c= P

Observe-se que a capacidade maxima da populacdo é 10 000, que é o limite de f(t)
quando t tende para infinito.
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2.7. Modelo logistico

2.7.1. Como usar o GeoGebra para aplicar o modelo
logistico?

Considere-se um exemplo concreto para explicar como determinar uma funcgao lo-

gistica que modele um conjunto de dados usando o GeoGebra.

Em Cabo Verde, foi feito um estudo sobre a ligagao da internet em casa das familias.
A percentagem de habitacdes que possuem ligacao a internet nos ultimos anos foi
registada na seguinte tabela:

Ano 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
Percentagem 0,3 0,5 1.1 1.8 3.1 55 10,6
Ano 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024
Percentagem 20,8 36,0 48,7 58,0 64,6 71,9 71.9

Pretende-se usar um modelo logistico para representar estes dados. Vamos recorrer
ao GeoGebra para o fazer.

Abrir o GeoGebra e selecionar no menu View:
spreadsheet.

oo oo o0 2 [ [ | a2 ] m o] [ en[m[oe o<

Preencher, nas duas colunas, os dados do pro-
blema, contudo, em vez de usar para x 0s anos
em questao, considerar o primeiro registo no
ano zero e assim sucessivamente.

€F Goniiehia Classic 5 1)
Flin [ Vimwr Opiors Tools Whssiow Halp

& [l sl X
* Aigabre

n
LIEE T

"OEEEECEEEEEEEEEEERE

% |~ Sproadsheat
AN

Selecionar, agora, os dados e, no menu gréafico
assinalado, escolher Two variable regression
analysis.

e[z [e[nx]e[c[=[2 ] EEEREREEEEEEEEE
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2. Modelos populacionais

Surgira, entao, o scatter plot.

camlzlsal=ne-

Obtém-se, inclusivamente, a funcao logistica que modela os dados.

Se pretendermos trabalhar com esta fung¢ao para estimar valores ou projecdes no
futuro, copiamos a expressao para a area de Algebra.

G

Com esta fungao, podemos estimar alguns valores. Vamos, por isso, usar a modelagao

apresentada:

Fx) = 73,74 S
1+53558¢ ™

Se quisermos saber a percentagem no més de maio de 2021, entdo queremos a ima-

em que x traduz o nimero de anos passados desde 2011.

gem deste modelo para x=10+ % uma vez que maio sera o quinto més do ano.
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2.7. Modelo logistico

Assim, essa percentagem sera de f<@> ~62,71%.

12

Se pretendermos uma previsao para o futuro, por exemplo, para estimar a percentagem
de habitagdes com ligagao a internet em 2030, bastara determinar f(19) = 73,72% .

E se for daquia 100 anos? Mas sera que este modelo é bom para representar os
dados dos anos em analise?

Exercicio

@ O numero total de pessoas infetadas com um virus, por vezes, cresce segundo
uma curva logistica. Suponha-se que 25 pessoas estao inicialmente infetadas
com o virus e que, nas fases iniciais (com o tempo, t, medido em semanas),

o nimero de pessoas infetadas esta a crescer exponencialmente com t.
Estima-se que, a longo prazo, aproximadamente 6500 pessoas venham a estar
infetadas. Ao fim de duas semanas o niimero de infetados era de 675.

39.1. Usa esta informacdao para encontrares uma funcao logistica que modele esta
situacao.

39.2. Recorre ao GeoGebra para tragares o grafico da funcao logistica e determina
um valor aproximado as décimas das coordenadas do ponto de inflexao.

Nem sempre a funcao logistica recorre a exponencial de base e ; por vezes, usa-se
uma exponencial cuja base é outro niumero real superiora 1, a.

Funcao logistica com exponencial de base a> 1

Funcdo definida em IR por:

Flx)=—K

1+ca’
em que K, c e b sdo constantes reais positivas. K é designada por capacidade
maxima ou de suporte.

Vamos ilustrar esta fungdo com um exemplo.

Exemplo 25

A Fabrica Imaginaria esta a implementar um novo sistema de automatizacao
industrial. No inicio, apenas uma pequena parte da produg¢éao € automatizada.
Com o tempo, a medida que os sistemas sao testados e integrados, a
automatizacao cresce rapidamente, mas, eventualmente, atingird um limite,
pois hem todos 0s processos poderao ser automatizados.
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2. Modelos populacionais

Suponhamos que a fung¢do que modela a automatizagao da fabrica em funcao
do numero de meses decorridos é dada por:

K
f_x =
) 1+c37"

emque x é o numero de meses que decorreu desde 0 momento em que se
iniciou a automatizacao.

Se 0 numero maximo de processos que podem ser automatizados é 400, o
valor K do modelo serd K=400. Imaginando que se comecou por
automatizar dois procedimentos, qual sera o valor de c¢?

_ 400
f(o)_1+c

=2

Assim, ¢=199. Supondo que a taxa de automatizacdo mensal é 1,2, quando
estardao automatizados metade dos processos?

O modelo, considerando todas as informacgdes fornecidas, é dado por:
400
f(x)=
1+199 x 37

Pretende-se saber quando estardo automatizados metade dos processos, isto

é, quando se terd f(x)=2007?
400

14199 x37%%

—04x _ —04x_ 1
& 199x3 =1 & 3 =799

f(x)=200 < =200 < 1+199x3 =2 &

& -04x=Ilog, (11@> =

_ log;(1/199)

& X= 0.4

Sera, aproximadamente, um ano para que estejam automatizados metade dos
processos.

Sera que ao fim de dois anos todos os processos estarao automatizados?

y
4001~z
(24, 397,92)
300+
20071 Inflexdo (12,05, 200)
1001
0 10 20 30 40 50 60 x

Grafico da funcao logistica representativa do modelo
de automatizag¢do da Fabrica Imaginaria.
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Modelos de crescimento populacional

Os modelos de crescimento populacional sdo ferramentas matematicas usadas
para descrever como uma populacdo muda ao longo do tempo. Os modelos
populacionais podem ser discretos ou continuos.

Modelos discretos

Progressao aritmética

Progressao aritmética € uma sucessao de nimeros em que a diferenca (razéo r)
entre dois termos consecutivos é sempre a mesma:

Up,1—U,=r, VneN
O termo geral de uma progresséo aritmética, (p,),en,. € dado por:
Pr=pi+r(n—1)

emque p, é o primeiro termo da progressdo e r €IR\{0} é arazio da PA.

Soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética

P11+ P,

S,= 5

xXn

Termo de ordem k numa progressao aritmética
Sendo k€ IN, definimos o termo de ordem k por p, e temos a relacao:

pn:pk+rx(n_k)

Férmula para o calculo de juros simples
Jn=Coxt;xn

emque C, € o capitalinicial; t; € ataxa de juros a um certo periodo de tempo e
n é a quantidade de periodos de tempo passados em que o capital esteve in-
vestido.

Modelo linear discreto do capital

C,=Co+Coxtixn
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2. Modelos populacionais

Progressao geométrica

Progressdo geométrica € uma sucesséo de nimeros (u,),en, €M que o valor
do quociente entre dois termos consecutivos é sempre o mesmo. Esse valor,
constante, éarazdo r, (rz0).

u
2 —r, VYneN,

n

O termo geral de uma progresséo geomeétrica (p,),en, dado por:

Pn=PoXr"

sendo p, o primeiro termo da progressédo e r €IR\{0} é arazao da PG.

Soma dos primeiros termos de uma progressao geométrica

r'=1
r—1

S,=po L r20ATr#1

Formula para o calculo de capitais aplicados com juros acumulados - Modelo
exponencial discreto do capital

C,=Cox (1+t)", VNEN,

emque C, € o capital inicial; t; € a taxa de juros a um certo periodo de tempo
(juros esses que sao capitalizados e acumulados) e n é a quantidade de perio-
dos de tempo passados em que o capital esteve investido.

Modelos continuos

Modelo linear

O modelo populacional linear descreve o crescimento de uma populagdo ao
longo do tempo quando a taxa de crescimento da populacao é constante.

A equacao basica do modelo populacional linear é:
P(t)=Py+rt

emque: P(t) é otamanho da populacdo no tempo t, P, é o tamanho inicial da
populacdo e r é ataxa de crescimento (ou decrescimento) constante.
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Modelo exponencial

Um modelo exponencial continuo é definido por uma expressao algébrica do
tipo P()=P,-r', emque P,€R", r€e R"\{1} é ataxade crescimento/decres-
cimentoe teR.

* Se r>1, P(t) aumenta a medida que t aumenta (existe crescimento).
* Se 0<r<1, P(t) diminui a medida que t aumenta (existe decrescimento).

O modelo exponencial continuo também pode ser definido por uma expressao
algébrica do tipo P(t)=P,- ¢, em que e é o nimero de Neper (ou nimero de
Euler), P,€IR" e k€ IR é uma constante.

Modelo logaritmico

Chama-se logaritmo de um ndimero positivo x na base a (a€R"\{1}) ao nu-
mero y, talque y=log,x < a’=x.

Um modelo logaritmico continuo, em qualquer base, € definido por uma expressao
algébrica dotipo P(t)=a+b-log,(t), emque a, bERR, pER\{1} e tER".

* Se p>1, P(t) aumenta a medida que t aumenta (existe crescimento).

*Se 0<p<1, P(t) diminuia medida que t aumenta (existe decrescimento).

Um modelo logaritmico continuo muito utilizado é ode base e¢: y=a+b-In(t),
emque a, beR.

Modelo logistico

O modelo populacional logistico incorpora o conceito de capacidade de su-
porte ou capacidade maxima — o tamanho maximo da populagdo que um am-
biente pode sustentar indefinidamente. A equacao que descreve este modelo é
a seguinte:

_K
1+Ae "

em que e é o numero de Neper, A é uma constante relacionada com a condi-
caoinicial e K é a capacidade maxima.

P(t)=

Também se pode definir uma funcado que descreve o modelo populacional lo-
gistico usando uma exponencial de base a> 1, diferente do nimero de Neper:

K

P(t) =
® 1+ca'
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As medidas dos angulos internos de um tridangulo estdo em progressao
aritmética de razdao 20°.

Qual é a amplitude do menor angulo desse triangulo?

A Luana e a Kiara decidiram fazer o percurso, a pé, entre a Praia e a Calheta
de Sao Miguel e no sentido da Praia para a Calheta. A Luana andou cada dia
4 quilémetros enquanto a Kiara no primeiro dia andou 1 quilémetro e foi
aumentando cada dia 1 quilémetro ao que fez no dia anterior. Apostaram
que se encontrariam ao fim de sete dias na casa do amigo Telmo, que fica no
percurso. Sera que tém razao?

Seja (p,),en, UMa progressdo geométrica. Sabemos que u,=4 e u;=108.

Determina o valor de u,q.

1-n
Seja (a,),en, Uma sucesséo definida por a,= (%) .

Qual das afirmacoes é verdadeira?
(A) Asucesséo (a,),en, € uma progressao aritmética de razdo 4.
(B) Asucessdo (a,),en, € uma progressao geométrica de razdo 4.

(C) Asucesséo (a,),en, €uma progressdo geométrica de razao (%) .

(D) Asucesséo (a,),e, €uma progressao aritmética de razdo (%) .

Considera a progressao geométrica cujos primeiros trés termos sdo 3, 21,
147 ...

5.1. Escreve uma expressao do termo geral da progressao geométrica.
5.2, Calcula o décimo termo da progressdo geométrica.

5.3. Calculaasomados 10 primeiros termos.



O Carlos propds um quebra-cabecas ao seu colega Telmo. Pediu-lhe para
escrever os quatro primeiros termos de uma progressao geométrica.
O Telmo escreveu 10, 100, 300, 3000.

Seréa que a resposta do Telmo esta correta?

O Luis depositou 100 escudos cabo-verdianos. O regime de capitalizagao é
de juros simples, com uma taxa de 2,5% ao ano.

Qual é o valor monetario do juro recebido pelo Luis no fim do primeiro ano?

A Luana quer elaborar uma tabela para comparar a evolucao de um certo
capital tendo presente os sistemas de capitalizagao de juros simples e de
juros compostos. Supondo que a Luana quer depositar 250 escudos cabo-
-verdianos e que a taxa de juro anual, quer no sistema de juros simples, quer
no de juros compostos, é de 3,5% ao ano e que a Luana quer guardar o seu
dinheiro no banco por 10 anos, qual sera o sistema mais vantajoso?

Sugestao: Elabora uma tabela onde seja possivel comparar os valores do
capital nos dois casos.

A Luisa fez um tabuleiro do jogo do
ouri para jogar com a familia na época
da Pascoa.

Ela convenceu o pai,amée e oirmao a
jogarem com ela com a proposta de

“Quem ganhar uma partida tem direito
a améndoas da Pascoa!".

E como vao ser distribuidas as
améndoas?

Nas casas dos tabuleiros, comegamos por colocar duas améndoas na
primeira casa, e depois vamos duplicando o numero de améndoas em cada
uma das casas seguintes.

Todos pensaram que era uma boa ideia. No fim do campeonato familiar, os
resultados ap6s quatro jogos foram os seguintes:

Luisa—venceu 3 jogos
Irmao —-venceu 1 jogo

A mae tinha em casa quatro pacotes com améndoas e cada pacote tinha
30 améndoas. Sera que este nimero chegou para satisfazer os prémios ao
fim dos quatro jogos?
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A Paula coleciona bonecos regionais e sempre que viaja acrescenta um
novo elemento a sua cole¢ao. Em média, faz cinco viagens por ano, por isso
a sua colecgao cresce anualmente. Sabendo que, nesta data, a colecao da
Paulatem 210 elementos, quantos tera daquia 12 anos?

Daqui a quanto tempo a sua colecéo alcancgara os 300 bonecos?

O carro é dos bens que mais desvalorizam com o tempo. Apesar de nos
primeiros anos a desvalorizacdo aumentar bastante, a partir do terceiro ano
a desvalorizagao diminui de ritmo e varia a uma taxa constante. O Jonas
comprou um carro, em 2015, por 800 000 escudos. No primeiro ano, o carro
desvalorizou 20%; no segundo, 10% ; e, nos anos seguintes, a
desvalorizacao foi constante, auma taxa de 4%.

Ao fim de quanto tempo o carro do Jonas valera metade do valor que ele
pagou? Quando € que o carro do Jonas passa a valer 0 escudos?

Diaspora Cabo-verdiana é o termo usado para designar o conjunto de
“comunidades cabo-verdianas e seus descendentes que vivem fora do
territério nacional e que se encontram dispersas por varias regides e paises
do mundo, que preservam, através das suas expressoes cultural e
identitaria, o afeto, a lingua e a ideia permanente de ligacao e de regresso a
Cabo Verde”, define a Resolucéo n.° 44/2023, de 15 de junho, que aprova o
inicio do processo de mapeamento para fins de producao de estatisticas.

O INE langou um estudo para determinar a populacao cabo-verdiana
espalhada pelo mundo.

Atualmente, supde-se que vivem no estrangeiro cerca de 1 milhdo de cabo-
-verdianos (e, em Cabo Verde, vivem cerca de 500 000). Se a taxa de cabo-
-verdianos a viver no estrangeiro aumentar 1,25% ao ano, ao fim de quanto
tempo teremos 1,7 milhdes de cabo-verdianos a residir fora de Cabo Verde?

Uma empresa quer fazer uma analise da relacdo entre os gastos com
publicidade e as vendas mensais.

Gastos em publicidade em Vendas em
10 000 escudos 10 000 escudos
1 8.5
2 10
3 12
4 13,5
5 15




13.1. Usando o Excel ou o GeoGebra, determina a reta de regressao linear
que melhor ajusta estes dados.

13.2. Se aempresa investisse 60 000 escudos em publicidade, quanto teria
de vendas?

13.3. Que investimento em publicidade seria necessério para que as vendas
atingissem 300 000 escudos?

A empresa de ecoturismo na ilha do Fogo criou uma pagina nas redes
sociais. O nimero de seguidores S(t), t meses apds a criacdo da pagina, é
modelado por:

S(t)=500- ™
14.1. Qual sera o numero de seguidores ao fim de seis meses?

14.2. Em que més é que a pagina ultrapassa os 5000 seguidores?

O Rui, um frequentador habitual do festival de cinema CineJoy, partilhou
numa rede social, as 8 horas de um certo dia, a lista de filmes que serao
exibidos durante o ciclo de cinema. A partir desse momento, alguns dos
seus amigos efetuaram novas partilhas dessa lista.

Admite que o numero total de novas partilhas da lista de filmes, ao fimde t
horas apds o instante em que o Rui a partilhou, € bem aproximado pelo
modelo seguinte, com arredondamento as unidades:

P(t)=12¢>* -2, com t€]0, 12]

15.1. Determina o nimero total de novas partilhas realizadas entre as 13 e as
14 horas (inclusive).

15.2. A que horas o nimero total de novas partilhas foi, pela primeira vez,
superiora 5007?

A radio oficial do MaréFest transmite em direto a partir do recinto do festival.
Uma das transmissdes em direto iniciou-se as 20h00 e teve a duracao de
seis horas. Das pessoas que ouviam radio nessa noite, a percentagem de
ouvintes da radio oficial do MaréFest ao longo do programa, t horas apés o
inicio da transmissao, é dada por:

r(t)=14,8+0,7¢"% com 0<t<6

16.1. Qual foi a percentagem de ouvintes da radio oficial do MaréFest as
22h00 ? Apresenta aresposta arredondada as décimas.
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16.2. No inicio da atuacéo da banda principal, a percentagem de ouvintes
da radio oficial era de, aproximadamente, 25,2% , tendo aumentado
13 pontos percentuais até ao final da atuacado da banda.

Determina a hora de inicio e a hora de conclusdo da atuacao da banda
principal.
Apresenta o resultado em horas e minutos, arredondado as unidades.

Para responder a esta questao, recorre as capacidades graficas da tua
calculadora e apresenta:

- o grafico visualizado;
— as coordenadas de pontos relevantes arredondadas as décimas.

Admite que o valor, em escudos cabo-verdianos, de um telemovel, t anos

apos ter sido comprado, é bem aproximado pelo modelo seguinte:
V(t)=680x0,43"

Qual é o valor do telemével nove meses apoés ter sido comprado?

A ilha de Dujai é um dos destinos de férias mais procurados pelos clientes
da agéncia de viagens Ir&Voltar devido a diversidade da sua flora.

Para preservar duas espécies de plantas, A e B, que, em dado momento, se
encontravam em vias de extin¢ao, foi criado, num viveiro, um projeto de
reflorestacao, com a duracao de dois anos.

O numero aproximado de plantas da espécie A e de plantas da espécie B,

em centenas, existentes no viveiro, t meses apoés o inicio do projeto de

reflorestacao, é dado, respetivamente, pelas expressoes:
At)=30+10In(+1) e B({)=10+1,26"

Assim, por exemplo, como A(7) ~ 88,406 centenas, o nimero aproximado de

plantas da espécie A existente no viveiro, sete meses apds o inicio do

projeto, é 8841 .

18.1. Determina o valor da percentagem de aumento do nimero de plantas
da espécie A existentes em viveiro durante os primeiros dois meses do
projeto de reflorestacéo.

Apresenta o resultado arredondado as unidades. Caso procedas a
arredondamentos nos célculos intermédios, conserva trés casas decimais.

18.2. Ao fimde 12 meses, o nimero de plantas da espécie A era,

aproximadamente, o do nimero de plantas da espécie B.
Seleciona a opgao que completa corretamente a frase.

(A) triplo (B) quadruplo

(C) quintuplo (D) séxtuplo



18.3. Determina ao fim de quantos dias, apés o inicio do projeto, o nimero de
plantas da espécie A eraigual ao nimero de plantas da espécie B.

Apresenta o resultado arredondado as unidades.
Admite que cada més tem 30 dias.

Um parque de diversdes inaugurou uma bilheteira online as zero horas do
dia 10 de junho de 2000.

Admite que o numero total de bilhetes vendidos, ao fim de t dias apds a
abertura da bilheteira online, € bem aproximado pelo modelo seguinte, com
arredondamento as unidades:

b(t)=140+602In(0,5t+2), com 0<t<30

Por exemplo, ao fim de sete dias apds a abertura da bilheteira online, tinham
sido vendidos um total de 1166 bilhetes, umavez que b(t)~ 1166,26.

19.1. Quantos bilhetes foram vendidos no dia 12 de junho de 2000?
Na tua resposta, apresenta todos os calculos que efetuares.

19.2. A empresa ComPromo disponibilizou uma bilheteira online, na qual
também é possivel comprar bilhetes para o parque de diversoes.
As duas bilheteiras entraram em funcionamento no mesmo momento.

Admite que o nimero total de bilhetes vendidos pela bilheteira
disponibilizada pela ComPromo, ao fim de t dias apds a sua abertura, é
bem aproximado pelo modelo seguinte, com arredondamento as
unidades:

c(t)=35¢"%*", com 0<t<30

Ao fim de quantos dias, ap0s a abertura das duas bilheteiras, o nimero
total de bilhetes vendidos na bilheteira online do parque foi, pela
primeira vez, inferior ao nimero total de bilhetes vendidos na bilheteira
disponibilizada pela ComPromo?

O numero total de pessoas infetadas com um virus cresce frequentemente
como uma curva logistica. Suponha-se que 100 pessoas tém inicialmente o
virus e que, na fase inicial do virus (com o tempo t medido em semanas), o
nimero de pessoas infetadas aumenta exponencialmente com r=2.
Estima-se que, alongo prazo, cerca de 10 000 pessoas sejam infetadas.

20.1. Utiliza esta informacéao para encontrares uma funcgao logistica que
modele esta situacao.

20.2. Esboca um grafico da tua resposta. Utiliza o grafico para calculares o
periodo de tempo até que a taxa de infecdo comece a diminuir.
Qual é a coordenada vertical neste ponto?
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Num laboratoério realizam-se experiéncias com uma cultura de bactérias.
A populacao de bactérias existente numa placa de cultura celular é dada em
funcao do tempo por:
15 000
P(t)=—""—
1+Ce ™

em que C é uma constante que depende da populacgao inicial e t é medido
em horas.

21.1. Qual é a capacidade maxima desta populacao na placa de cultura
celular?

21.2. Supondo que inicialmente a populacao era constituida por 1000
bactérias, quanto tempo demoraria até a populacao atingir 80% da
capacidade maxima?

A instituicdo financeira PAGABEM vende aplicagdes no fundo GANHAR' com
um grau de incerteza na obtencao de rendimento. Admite que, em cada dia,
onumero N de aplicacgdes feitas no fundo GANHAR®, em funcdo do periodo
de capitalizagdo x, em meses, € bem aproximado pelo modelo seguinte,
com arredondamento as unidades:
30

Nx)=———
1+16xe "™
Determina o niimero de aplicagdes feitas no fundo GANHAR®, num certo dia,
por um periodo de capitalizagao iguala 10 meses, de acordo com o modelo
apresentado.

x=1,2,..)

Uma determinada escola da ilha do Sal foi inaugurada no ano letivo 2020/21.

Admite que, t anos apds a inauguracao da escola, o niumero de alunos
matriculados no inicio de cada ano letivo é bem aproximado pelo modelo
seguinte, com arredondamento as unidades:

2350
A(t)=w(t=0, 1,2,..)
23.1. Determina o nUmero de alunos matriculados no ano letivo 2024/2025.

23.2. Em que ano o numero de alunos matriculados foi superiora 800 ?

23.3. Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, indica o valor de
saturacao.



Uma empresa especializada em jogos de Sala de Fuga desenvolveu uma
aplicacao que permite participar num jogo de Sala de Fuga online. De 1 de
janeiro de 2016 até 31 de dezembro de 2019, o nimero aproximado de
utilizadores da aplicacao, em centenas, é dado pela expressao:

N(t)=9,4—-2,01log,,(t+1)

em que t representa o nimero de meses apo6s o dia 1 de janeiro de 2016.
A partir de 1 de janeiro de 2020, o numero aproximado de utilizadores da
aplicacdo, em centenas, passa a ser dado pela expressao:

30
P()=—2>
® 1+ 4 %%

em que t representa o nimero de meses apo6s o dia 1 de janeiro de 2020.

24.1. O modelo P permite estimar para que valor tende o nimero de
utilizadores da aplicagdo com o passar do tempo. Qual é esse valor?

24.2. Mostra que, no decorrer do ano 2021, houve um momento em que o
numero de utilizadores da aplicacao atingiu o triplo do que existiaa 1 de
fevereiro de 2016.

Caso procedas a arredondamentos nos calculos intermédios, conserva
trés casas decimais.

Para responder a esta questao, recorre as capacidades graficas da tua
calculadora e apresenta:

- o(s) grafico(s) visualizado(s);

- a(s) abcissal(s) do(s) ponto(s) relevante(s), com arredondamento as
centésimas.

24.3. No primeiro dia de alguns meses, o numero de utilizadores da aplicagéo
foi superiora 700 e inferiora 900. Em quantos meses tal sucedeu?

Existe um aplicacao para telemével que permite aos utilizadores a
monitorizacdo, em tempo real, do percurso realizado durante uma
caminhada. Admitindo que, em Cabo Verde, o niimero de utilizadores dessa
aplicacao, em milhares, decorridos t anos apés o inicio do ano 2000, é
bem aproximado pelo modelo C, definido por:
C(t)=20+5log(9t+10), (t=0)

Completa o texto seguinte:
Verifica-se que no instante inicial (t=0), o nimero de utilizadores era de

mil. O valor constante 20 representa .enquanto a
expressado 5log(9t+10) traduz . Assim, por exemplo, decorridos
10 anos apds o inicio do ano 2000, o nimero de utilizadores da aplicacéo é
aproximadamente mil.
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Teste

Numa progressao aritmética o primeirotermo é 2 earazaoé 5.
Escreve uma expressao do termo geral desta progressao.

Lé as afirmacdes p e q.

p: Se (a,) éuma progresséao aritméticacomrazdo r=-2, entdo (a,) é
estritamente decrescente.

q: Se (a,) éuma progressao geométricacomrazao r=-2, entdo (a,) é
estritamente decrescente.

Sobre as duas afirmacdes, assinala a opg¢ao que te parece correta.
(A) p e g sdo ambas verdadeiras. (B) p e g sdo ambas falsas.
(C) p éverdadeirae g é falsa. (D) p éfalsae g é verdadeira.

No dia 1 de abril, conhecido por Dia das Mentiras, a Maria decidiu fazer uma
partida as duas colegas de turma e contou-lhes que viu um gato cor-de-rosa
na rua perto da escola, mas que o perdeu de vista. Na tentativa de encontrar
0 gato, as duas amigas decidiram, cada uma, contar a noticia a quatro
colegas e, por sua vez, cada uma das quatro contou a outras quatro e assim
sucessivamente. Sabendo que a escolatem 1200 alunos, ao fim de quantas
etapas todos conheciam a noticia?

O modelo M=0,418H + 2,545 relaciona o salario médio mensal das mulheres
(M) com o salario médio mensal dos homens (H) em milhares de escudos.

4.1. Traca o grafico que representa este modelo.
4.2. O ponto (6; 5,05) pertence ao grafico da fungao. O que significa?

4.3. Qual é o saladrio médio mensal das mulheres que corresponde ao salario
médio dos homens de 3000 escudos?

Em Cabo Verde, a producao de energia solar tem vindo a crescer devido ao
aumento do uso de painéis solares. No entanto, a eficiéncia dos painéis
diminui com o tempo. Supde que a eficiéncia E(t) de um painel solar, t anos
apos a instalacao, é dada pela equacao:

E()=E;-e "%
em que E, é a eficiéncia inicial do painel (quando t=0)e ¢ é abase do
logaritmo natural.
Se um painel solar foi instalado com 100% de eficiéncia, determina em
quantos anos a sua eficiéncia descera para 70% .

(Nota: Usa valores aproximados, se necessario, e apresenta o resultado com duas
casas decimais.)



Em certas zonas costeiras de Cabo Verde, a profundidade de erosao do solo
(E, em milimetros) ao longo do tempo pode ser modelada por:

E®=10-In(t+1)
em que t é o numero de anos desde o inicio da monitorizacao.

6.1. Qual é a profundidade de erosao apos trés anos?

6.2. Em que ano a erosao acumulada atinge 30 mm ?

A populacao de uma ilha tem uma taxa de crescimento de 1% aoanoea
capacidade maxima dailha é de 50 000 habitantes. No ano em que se iniciou
o registo, ano 0, a populacao erade 50% da capacidade maxima. Escreve
uma funcao logistica que represente o crescimento populacional da ilha.

Ao fim de quanto tempo ailha atinge 90% da sua capacidade maxima?

O estudo do crescimento populacional pode ser descrito por modelos
matematicos. Considera os seguintes dados ficticios sobre a populagao (em
milhares de habitantes) de uma pequena ilha, ao longo de alguns anos:

Anoapés2018 0| o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7

Populagdo P(t) | 50 | 65 | 80 | 95 | 105 | 112 | 116 | 118

8.1. Admite que a populagcado segue um modelo logistico da forma

K
Pit)y=—————
1+Ae™ "
em que K representa a capacidade maxima (suporte), A e r sdo

constantes.

a) Supondo que a capacidade de suporte é K=120, determina o
valor de A sabendo que P(0)=50.

b) Usando o valor P(3)=95, calcula uma aproximacao de r com duas
casas decimais.

c) Escreve o modelo logistico ajustado.

8.2. Supde agora que a populagcdo segue um modelo logaritmico da forma
P(t)=a+blIn(t+1)

a) Explica, em poucas palavras, por que se usa In(t+1) em vezde In(t).

b) Usando os mesmos dados do modelo logistico, isto é, P(0)=50 e
P(3)=95, determina a e b do modelo logaritmico.

8.3. Usando ambos os modelos, estima a populacao prevista no ano de 2028.

8.4. Qual dos dois modelos parece mais adequado para descrever esta
situacao? Justifica a tua resposta, tendo em conta a ideia de capacidade
de suporte.
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A incerteza tem sido, ao longo dos tempos, motivacio para o estudo das probabilidades. Essa
incerteza é, no fundo, a motivagdo para muitos jogos, como, por exemplo, lotarias, roletas, etc.

O matematico italiano Girolamo Cardano (1501-1576) interessou-
-se pelos jogos de azar, mas nessa época o conceito de probabili-
dade néo tinha sido definido, pelo que o seu livro focou-se na
justica dos jogos de azar. Cardano era uma personagem ex-
traordinaria da Histéria da Matematica, pois estudou e es-
creveu sobre aritmética, astronomia, fisica, medicina e ou-
tros assuntos. Escreveu, ainda, um manual do jogador em
que abordou algumas questdes interessantes sobre os
jogos de azar; este registo, apés um século, foi publicado
em 1623 em forma de livro, Liber de ludo aleae. A palavra
aleae refere-se a jogos de dados e tem a mesma raiz de alea-
torius, que significa eventos sujeitos ao acaso, dependentes
de fatores incertos. Este parece ter sido o primeiro trabalho
sobre principios estatisticos de probabilidade.

Girolamo Cardano

Galileo Galilei (1564-1642) seguiu o percurso dos resultados de
(1501-1576)

Cardano e fez um estudo completo do nimero possivel de resul-
tados em jogos de dados no seu trabalho Sopra le scorpeta dei dadi (Sobre o jogo de dados).

Outros matematicos trocaram correspondéncia sobre problemas relacionados com os jogos
de azar, nomeadamente Pierre Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662). Desta corres-
pondéncia destaca-se um problema colocado a Pascal por um nobre francés, que ficou conhe-
cido como o problema do cavaleiro De Méré. Quis o acaso que, durante uma viagem a regido de
Poitou, Pascal encontrasse Antoine Gombaud, também conhecido por cavaleiro De Méré, fa-
moso jogador profissional da época, com uma habilidade notavel para problemas matemati-
cos. De Méré apresentou a Pascal um problema que tinha fascinado os jogadores desde a Idade
Média e que varios matematicos notaveis, como Pacioli (1494), Tartaglia (1556) e Cardano
(1545), tinham ja discutido:

"Dois jogadores com igual pericia sdo interrompidos enquanto jogam um jogo de azar para
uma certa quantia. Dada a pontuacéo do jogo, como deve ser dividida a aposta?"

O problema apaixonou Pascal que, mais tarde, o apresentou a Fermat, desencadeando-se uma
troca de correspondéncia entre os dois que se tornou histérica. As cartas trocadas entre
ambos, contendo reflexdes sobre a resolucao de problemas nos jogos de azar, sdo consideradas
documentos fundadores da Teoria das Probabilidades.

Mais tarde, ja no século XVIII, surge a definicéo classica de probabilidade como a razdo entre o
namero de casos favoraveis e o numero de casos possiveis, atribuida ao matematico francés
Pierre-Simon Laplace. Cardano ja tinha usado uma ideia aproximada deste conceito, mas sem
o formalizar com rigor matematico.
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3.1. Fenomenos aleatorios

No dia a dia, somos confrontados com situacdes que nos levam a realizar previsoes,
tais como: “Sera que amanha chove?” ou “Qual é a possibilidade de ganhar nalotaria?”,
entre muitas outras. Estas situacdes tém uma caracteristica comum: ndo sabemos o
que acontece antes de realizar a experiéncia. Esta é a caracteristica fundamental das
experiéncias aleatodrias.

J" Tarefa

o Numa caixa fechada estao 13 bolas coloridas indistinguiveis ao tato: quatro
verdes, quatro vermelhas, trés amarelas e duas azuis.

Considera a experiéncia aleatéria que consiste em “retirar, sem ver, uma bola
do saco e registar a sua cor”.
1.1. Indica as cores das bolas que podem sair nesta experiéncia.

1.2. Indica, justificando, o valor Iégico das afirmagdes seguintes.
a) E mais provavel sair uma bola verde do que uma vermelha.
b) E mais provavel sair uma bola amarela do que uma azull.
¢) E tdo provavel sair uma bola vermelha como sair uma bola verde.
d) E provéavel sair uma bola preta.

3.1.1. Experiéncias aleatodrias e experiéncias deterministas
Experiéncias aleatérias
Uma experiéncia que, apesar de ser repetida nas mesmas condic¢des e serem co-

nhecidos os resultados possiveis, ndo conseguimos determinar, a priori, o resul-
tado de cada uma delas chama-se experiéncia aleatéria.

Uma experiéncia aleatdria da qual se tem interesse em estudar a probabilidade de
ocorrer tem as caracteristicas seguintes:

* pode ser repetida tantas vezes quantas se queira, sempre nas mesmas condicoes;
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3.1. Fenémenos aleatoérios

* sdo conhecidos os resultados possiveis;

* nao é possivel determinar, a priori, o resultado de cada uma das experiéncias
realizadas.

CExempIo 1 )

1. Lancar uma moeda, ndo viciada, ao ar e registar a face que fica virada para cima.

2. Lancar um dado equilibrado e verificar a face que fica voltada para cima.

3. Retirar, ao acaso, uma carta de um baralho completo e registar a carta de saida.

Experiéncias deterministas

Uma experiéncia que se caracteriza pela obtencao de resultados previsiveis, desde
que se mantenham sempre as mesmas condic¢oes, diz-se experiéncia determinista.

CExempIo 2)

1. Sujeitar a 4gua pura a uma temperatura superiora 100 °C : é sabido que se
transformara em vapor de agua.

2. Largar, no ar, uma caneta, assumindo que esteja num ambiente com gravidade:
sabe-se que a mesma vai cair.

' Exercicio

a Nas situacdes a seguir apresentadas, indica se se trata de uma experiéncia
aleatéria ou determinista:

(A) Retirar uma bola de um saco com bolas brancas, amarelas e azuis e observar a
sua cor.

(B) Medir o tempo de queda livre de um corpo, mantendo as condicdes.
(C) Lancar um dado cubico equilibrado e registar a face que fica virada para cima.
(D) Retirar uma bola branca de um saco com trés bolas brancas.

3.1.2. Espaco de resultados ou espaco amostral

O espaco amostral ou espaco de resultados de uma experiéncia aleatéria € o
conjunto de todos os resultados possiveis dessa experiéncia.

O espaco de resultados ou espa¢o amostral representa-se por S, E ou Q.
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3. Probabilidade

( Exemplo 3 )

1. “Langar um dado equilibrado convencional e registar
0 numero de pintas da face que fica voltada para cima”

Espaco de resultados:
S={1,2,3,4,5,6}

2. "Rodar o ponteiro da roleta e registar a cor do setor
indicado pela seta”

Espaco de resultados:
S = {laranja, vermelho, roxo, azul }

. Exercicio

o A figura apresenta a planificacdao de um dado.

Indica o espaco amostral associado as seguintes
experiéncias aleatorias:

2.1. "Lancar o dado e registar o nUmero da face
voltada para cima”;

2.2. "Lancar o dado e registar a cor da face que fica
\_ voltada para cima”.

Vamos focar-nos nas experiéncias aleatdrias para descrever e construir modelos
que nos permitam o estudo das mesmas.

3.1.3. Acontecimentos

Dada uma experiéncia aleatéria, em que o espaco de resultados é S, chamamos
acontecimento a qualquer subconjuntode S.

( Exemplo 4 )

No langcamento de um dado equilibrado, consideramos a experiéncia aleatdria
que consiste em verificar o numero de pintas da face que fica voltada para cima.

O espaco de resultados é S={1,2,3,4,5,6}.
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3.1. Fenémenos aleatoérios

Observemos, agora, alguns dos acontecimentos possiveis associados a esta
experiéncia aleatoéria:

A "Sair um nimero impar de pintas” A={1, 3,5}

B: “Sair um nimero de pintas multiplode 2" B={2, 4, 6}

C: “Sair um nimero de pintas que seja nimero primo” C={2, 3,5}

D: "Sair quatro pintas” D={4}

E: "Sair oito pintas” E={}

F: "Sair um nimero de pintas inferior ouiguala 6" F={1,2,3,4,5,6}=S

Nos acontecimentos anteriores, podemos observar situagcdes diferentes: aconteci-
mentos associados a um conjunto com varios elementos, a um conjunto com um ele-
mento ou ainda a um conjunto sem elementos.

Seja S o espacgo de resultados associado a uma experiéncia aleatéria. Vamos definir
diferentes tipos de acontecimentos:

Um acontecimento elementar é formado por um Uinico elemento de S.

Um acontecimento composto é formado por mais de um elemento de S.

Um acontecimento impossivel nio tem elementos, é o conjunto vazio: {} ou @.
Um acontecimento certo é formado por todos os elementosde S.

No exemplo anterior, podemos observar que os acontecimentos A, B e C sdo com-
postos; o acontecimento D é elementar; o acontecimento E é impossivel; e o acon-
tecimento F é um acontecimento certo.

' Exercicio

e Numa caixa, foram introduzidas 8 fichas numeradas e das cores indicadas na
imagem. Considera a experiéncia aleatoria que consiste em retirar uma ficha da
: "Sair numero par”

caixa e registar o nimero e a cor. @
: “Sair ficha preta” (/

: "Sair nimero que nao seja multiplo de cinco” L

10

Considera os seguintes acontecimentos:
"

: “Sair ficha vermelha"”

OO0 w >

: “Nao sair uma ficha amarela”

W m

1. Indica o espag¢o amostral associado a cada acontecimento:
a) relativo a observacéao da cor da ficha extraida;
b) relativo a observacao do nimero da ficha extraida.

3.2. Classifica cada um dos acontecimentos indicando o conjunto associado a cada
\ um deles.

181




3. Probabilidade

Num diagrama de Venn assinalam-se
0s elementos dos conjuntos, sem os
repetir, € cada um dos conjuntos é
limitado por uma linha fechada.

Estas representacdes foram desen-
volvidas pelo matematico inglés John
Venn e permitem visualizar relacdes
entre conjuntos.

John Venn
(1834-1923)

Formas de representar acontecimentos

Representacgao de acontecimentos usando um diagrama de Venn

Consideremos a experiéncia aleatoria que consiste em lancar um
dado com as faces pontuadas de 1 a 6 e verificar o numero de
pintas da face que fica voltada para cima.

O espaco deresultados é S={1,2,3,4,5,6}.

Considera os seguintes acontecimentos:

A "Sair um numero de pintas inferior a 4 " — o0 conjunto associado a este aconteci-
mento é&: A={1, 2, 3}.

B: "Sair um numero de pintas par” — o conjunto associado a este acontecimento é:
B={2,4,6}.

Representacao dos acontecimentos recorrendo a um diagrama de Venn:

S

4 N\

Na representacdo podemos observar: 2 pertencea A ea B; 5 ndopertencea A
nema B mas pertence ao espaco de resultados.

Na mesma experiéncia aleatéria consideremos agora trés novos acontecimentos:
C: “Sair um nimero de pintas inferiora 6" C={1, 2,3, 4,5}

D : “Sair um nimero de pintas que seja nimero primo” D={2, 3, 5}

E: “Sair um nimero de pintas divisorde 2" E={1, 2}
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3.1. Fenémenos aleatérios

Diagrama de Venn:

. Exercicio

o Uma caixa contém cartées numeradosde 1 a 10.
Considera a seguinte experiéncia aleatoria:

"Retirar, ao acaso, um cartao e registar o seu
nimero”.

4.1. Escreve o espaco de resultados.

4.2, Representa, num diagrama de Venn, o espaco de
resultados e 0s seguintes acontecimentos:

A "Sair um nimero impar”
B: “Sair um numero superiora 6"
\ C: "Sair um numero multiplo de 3"

Representacao de acontecimentos utilizando uma tabela de dupla entrada

( Exemplo 5 )

Considera a seguinte experiéncia aleatéria: “Lancar um dado cubico duas
vezes seguidas e registar a soma das pintas das faces que ficam voltadas para
cima”.

1. Escreve o0 espaco de resultados.
2. Escreve os seguintes acontecimentos como subconjuntos do espago de
resultados e classifica-os.
A: "Obter soma igual ou superiora 11"
B: "Obter uma soma multiplade 3"
C: "Obter uma soma que é um divisorde 2"
D: "Obter uma soma superiora 20"
E: "Obter uma soma inferior ouiguala 12"
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3. Probabilidade

Para facilitar a identificacao das somas possiveis, podemos construir uma
tabela de dupla entrada:

ﬁ 1.° lancamento

+ 1 2 3 4 5 6

F 1 2 3 4 5 6 7
2.°langamento 2 € 4 2 E / &
3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

Na tabela podemos verificar que temos 36 possibilidades de resultados, mas
que alguns se repetem.

Resolucao:

1. Oespaco deresultadosé S={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

2. A={11,12} e B={3, 6,9, 12} sdo acontecimentos compostos; C={2} éum
acontecimento elementar; D= {} é um acontecimento impossivele E=S é um
acontecimento certo.

. Exercicio

e Considera a experiéncia aleatéria seguinte: “Lancar um dado
clbico duas vezes seguidas e registar o produto das pintas das
faces que ficam voltadas para cima”.

5.1. Escreve o0 espaco amostral ou espaco de resultados.

5.2. Escreve os seguintes acontecimentos como subconjuntos do
espaco amostral e classifica-os.

A: "Obter um produto multiplode 5"
"Obter um produto inferior ouiguala 36"
"Obter um produtoiguala 1"

: "Obter um produto maior que 40"

m O O @

"Obter um produto que seja nimero primo”
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3.1. Fenémenos aleatérios

Representacao de acontecimentos utilizando um diagrama de arvore

CExempIo 6)

Considera a seguinte experiéncia aleatoria:
“Lancar uma moeda ao ar trés vezes
consecutivas e registar a face que fica
voltada para cima"”. Na figura observamos a
moeda que sera lancada ao ar, onde
identificamos duas faces diferentes:

face escudo (E) e face tartaruga (T).

1. Identifica o espaco de resultados.

2. Escreve os seguintes acontecimentos como subconjuntos do espago de
resultados e classifica-os:

A: "Sair no maximo duas faces tartaruga”

B: “N&o sair nenhuma face escudo”

C: "Sairem mais faces tartaruga que faces escudo”

D: "Sairem tantas faces tartaruga como faces escudo”

Para observar melhor o que acontece vamos construir um diagrama de arvore:

Resultados
1.°lancamento 2.°langcamento 3.°lancamento possiveis

E — > EEE
£ <
T —> EET
E E —— S ETE
T <
T —> ETT
E —> TEE
£ <
T ———> TET
T E—— S TTE
T <
T ——> TT1T
1. Oespaco de resultados é formado por oito casos:
S={EEE; EET; ETE; ETT; TEE; TET; TTE; TTT}

Resolucao:
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3. Probabilidade

a) Sairem no maximo duas faces tartaruga significa que podem sair duas, uma ou
nenhuma das faces tartaruga.

A={EET; ETE; ETT; TEE; TET; TTE, EEE} - acontecimento composto

b) Nao sair nenhuma face escudo significa que todas as faces sdo tartaruga.
B={TTT} - acontecimento elementar

c) Sairem mais faces tartaruga do que faces escudo significa que temos duas ou trés
faces tartaruga.
C={ETT; TET; TTE; TTT} - acontecimento composto

d) Sairem tantas faces tartaruga como faces escudo seria termos o mesmo nimero de

faces escudo e faces tartaruga, o que nao é possivel nesta experiéncia aleatéria de
lancar trés vezes a moeda.

D={} —acontecimento impossivel

. Exercicios

e Temos um saco com trés bolas: uma laranja (L), uma verde (V) e uma azul (A).

6.1. Considera a experiéncia aleatoria que consiste em
retirar uma bola do saco e registar a cor, voltar a coloca-
-la no saco e retirar novamente uma bola.

a) Determina o espaco amostral desta experiéncia /
aleatoria. '

b) Escreve os seguintes acontecimentos como
subconjuntos do espaco amostral e classifica-os.

A: "Sair pelo menos uma bola verde”
B: “"Sairem duas bolas laranja”
C: "Sair no maximo uma bola azul”

6.2. Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar uma bola do saco e
registar a cor, ndo voltar a coloca-la no saco e retirar novamente uma bola.

a) Determina o espaco amostral desta experiéncia aleatdria.
b) Escreve os seguintes acontecimentos como subconjuntos do espaco
amostral e classifica-os.
A "Sair pelo menos uma bola verde”
B: “"Sairem duas bolas azuis”
C: "Sairem bolas de cores diferentes”
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0 Considera a experiéncia aleatéria seguinte: “Escolher, ao acaso, um casal com trés
filhos e verificar quantos sao raparigas e quantos sao rapazes”.

7.1. Determina o espaco amostral.

7.2. Escreve o0s seguintes acontecimentos como subconjuntos do espagco amostral
e classifica-os.

a) "O casal tem trés filhos do mesmo sexo”
b) "O casal tem sé um rapaz”

¢) "O casal tem no maximo dois rapazes”

3.1.4. Operacdes com acontecimentos

Vimos que é possivel estabelecer uma relacdo entre acontecimentos e conjuntos,
assim como realizar operacdes entre acontecimentos recorrendo aos conjuntos.

Consideremos novamente a experiéncia aleatéria que consiste no lancamento de um
dado cubico e registar o numero de pintas da face que fica voltada para cima. Defini-
mos 0s seguintes acontecimentos:

A "Sair face com um nimero de pintas que seja nimero primo” A={2, 3,5}
B: “Sair face com um niimero de pintas que seja nimero par” B={2, 4, 6}

Uniao de acontecimentos

A unido de dois acontecimentos A e B é o acontecimento formado pelos ele-
mentos que pertencem a, pelo menos, um deles e representa-se por AU B.

No nosso caso:

AUB={2,3,4,5,6)

Neste, observamos que 2, 5 e 3 pertencemao conjunto A e 2, 4 e 6 pertencem
ao conjunto B, logo, o conjunto AU B tem como elementos: 2, 3,4, 5 e 6.
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Intersecao de acontecimentos

A intersecado de dois acontecimentos A e B é o acontecimento formado pelos
resultados que pertencem simultaneamente aos dois acontecimentos e

representa-se por AN B.
% |

1

ANB={2}

Neste caso, 2 é o unico elemento que &, ao mesmo tempo, par e primo, logo, AN B
tem um unico elemento que éo 2.

Diferenca de acontecimentos

A diferenca de dois acontecimentos A e B é o acontecimento formado pelos
resultados que pertencem a A e ndo pertencem a B e representa-se por A\B.

S

( )

ap,

1

A\B={5, 3}

Aqui, podemos observar que os elementos que pertencema A e ndo pertencema B
sdoo0 5 e o 3. Analogamente, podemos definir B\A={4, 6} .

Acontecimentos disjuntos ou mutuamente exclusivos
Na mesma experiéncia aleatdria, consideremos um novo acontecimento:

C: "Sair uma face com um numero de pintas que seja divisorde 3" C={1, 3}
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No diagrama de Venn, observamos que os acontecimentos B e C nao tém nenhum
elemento em comum:

Isto ocorre porque nao existe nenhum nuamero que seja, simultaneamente, par e divi-
sor de 3, logo, BNC=@ . Acontecimentos cuja intersecdo é o conjunto vazio
designam-se por acontecimentos disjuntos ou mutuamente exclusivos.

Em geral, numa experiéncia aleatéria, quaisquer dois acontecimentos A e B
dizem-se disjuntos quando nao tém elementos em comum, ou seja, quando a sua
intersecao € o conjunto vazio, ANB=9.

Acontecimentos contrarios ou complementares
Na mesma experiéncia aleatéria, consideremos agora um outro acontecimento:

D : “Sair face com um namero impar de pintas” D={1, 3, 5}

No diagrama de Venn, representamos os conjuntos B e D:

S

( )

B D

Observamos que B e D nao tém nenhum resultado em comum, BND=g, logo,
sao disjuntos, mas observamos também que a reunidao dos dois é igual ao espaco
amostral BUD=S, porisso, dizemos que sdo complementares ou contrarios.
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Em geral, numa experiéncia aleatéria, dois acontecimentos A e B dizem-se con-
trarios ou complementares quando a sua intersecdo é o conjunto vazio AN B=9@
e a suareunido é o espago amostral AUB=S.

O acontecimento contrario de A é representado por A.

S

( )

|

ANA=0 e AUA=S

Observa que anteriormente definimos A\B como o acontecimento formado pelos
resultados dos elementos que estdo em A e os que nao estdo em B, assim:

A\B=ANB

Leis de De Morgan para conjuntos

Dados dois acontecimentos A e B de um espaco amostral S, tem-se que:

ANB=AUB

Considera a experiéncia aleatéria que consiste em 1 & “»*3 @
retirar uma bola de uma caixa, onde se encontram % s

oito bolas iguais, indistinguiveis ao tato,

numeradasde 1 a 8. § € @ @ s,
Considera os acontecimentos: -

A': "Sair uma bola com um numero par”

B: "Sair uma bola com um multiplo de 4"

C: "Sair uma bola com um nimero impar”

D: “Sair uma bola com um nimero primo”
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1. Representa os acontecimentos dados em extensao.
A={2,4,6,8)} B={4,8}
C={1,3,5,7} D={2,3,5,7}

2. Representa as seguintes reunides de acontecimentos em extensao.

AUB={2,4,6,8} AUC=S
AUD={2,3,4,5,6,7,8} BuUC={1,3,4,5,7,8}
BuD={2,3,4,5,7,8} cub={1,2,3,5,7}

3. Representa as seguintes intersecdes de acontecimentos em extenséo.
ANB={4, 8} ANC=g AND={2}
BNC=0 BND=g CNnD={3,5,7}

4. Determina A\B.
A\B=ANB={2,4,6,8'n{1,2,3,5,6,7}={2,6)}

5. Determina AUB.
AUB=ANB={1,3,5,7}n{1,2,3,5,6,7}={1,3,5,7}

6. Indica os acontecimentos que sao disjuntos.

AeC;BeC;BeD,vistoque ANC=0,BNC=0 e BND=g.

7. Indica os acontecimentos que sédo contrarios.

Ae C,vistoque ANC= e AUC=S.

C Exemplo 8)

Considera os conjuntos: A={x€Z: |x|<3} e B:{xelN: 2(x—1)<%+2}.

1. Determina, em extensao, os conjuntos dados.

x| <3 & x<3 Ax>-3, assim, queremos 0s numeros inteiros que estao
entre— 3 e 3, inclusive ambos. A={-3,-2,-1,0,1, 2, 3}

2(x—‘|)<%+2 = 2x—2<%+2 & dx-4<x+4 & 3x<8 & x<%

Pretendemos todos os nimeros naturais inferiores a 8 .

3
B={1,2}

2. Definir, em extenséo, os conjuntos A unidocom B e A interse¢cdo com B.
AUB=A; AnB=B
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' Exercicios

192

Em 2020, foi decidido, devido a pandemia
associada ao covid-19, que as substituicdes num
jogo de futebol seriam no maximo cinco e nao
trés como era até esse momento.

B covip-19

CORONAVIRUS

A medida inicialmente seria temporaria, mas em
2022 foi ratificada e atualmente sao possiveis
cinco substituicdes durante cada jogo.

Em relacao a selecado de Cabo Verde, escolhe-se ao acaso um jogo e verifica-se 0
numero de substituicdes realizadas pela selecao nesse jogo.

Considera os seguintes acontecimentos:
A: "A selecao fez mais de quatro substituicoes”
B: "A selecao fez menos de trés substituicdes”

8.1. Indica, na forma de conjunto, o espaco de resultados.

8.2. Representa, na forma de conjunto, AN B e indica o seu significado em
linguagem corrente.

8.3. Indica, justificando, o valor I6gico da afirmacéo: “Os acontecimentos A e B séo
contrarios”.

Considera a experiéncia aleatéria que consiste em: “Lancar

um dado octaédrico com as faces numeradasde 1 a 8 e e
observar o niumero da face que fica voltada para baixo”. a
9.1. Escreve o espaco amostral desta experiéncia aleatéria. s ‘9

9.2. Considera os seguintes acontecimentos:
A “Sair um namero par”
B: “Sair um nimero divisor de 13"

: "Saironumero 0"

: "Sair um nimero multiplo de 3"

: "Sair um ndmero inferiora 10"

m m O O

: "Sair um ndmero primo”
a) Escreve todos os acontecimentos como subconjuntos do espago amostral.

b) Representa, num diagrama de Venn, os acontecimentos A, B, D e F.
Averigua os elementos que pertencem a cada um dos conjuntos: AN F;
AUB e D e escreve-os como subconjuntos, em extenséo, do espaco
amostral.

9.3. Define, justificando convenientemente, dois acontecimentos contrarios.



3.1. Fenémenos aleatérios

@ Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar uma bola de um saco
opaco, com bolas iguais, indistinguiveis ao tato e numeradas de 1 a 20.

10.1. Considera os acontecimentos:
A': "Sair uma bola com numero par”
B: "Sair uma bola com nimero multiplo de 10"

a) Representa, em extenséao, os acontecimentos AUB e ANB.

b) Os acontecimentos A e B sao disjuntos? E sao contrarios? Justifica a tua
resposta.

10.2. Indica dois acontecimentos que sejam contrarios e dois acontecimentos que
sejam disjuntos, mas nao sejam contrarios.

0 Considera os conjuntos A e B definidos da seguinte forma:
A={xezZ': [2+x|<3} e B={xeN: —x*+2x+3>0}

Define, em extens3o, os conjuntos: A; B; AUB; AnNB e B.

@ Num saco opaco estdo 12 bolas numeradas de 1 a 12. Faz-se uma experiéncia
aleatéria que consiste em tirar uma bola do saco, ao acaso, e registar o niimero
saido. Considera os seguintes acontecimentos:

A: "Sair uma bola com namero par”

B: "Sair uma bola com niimero primo”

C: "Sair uma bola com nimero miultiplo de 3"

D : "Sair uma bola com um niimero divisor de 12"

Define, em extensao, os conjuntos:
121. AUB; BUC; AUD
12.2. AnNB; BNC; BND

(__ 12.3.A;C; AUB; BNC
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Uma caixa contém cinco bolas iguais ao tato, duas marcadas com o nimero 1
e trés marcadas com o nimero 2. Retiramos uma bola ao acaso e anotamos
0 nimero que saiu. Em seguida lancamos um dado cubico equilibrado, com as
faces numeradas de 1 a 6, e somamos os nlimeros obtidos.

Constréi uma tabela de dupla entrada para determinar as somas possiveis.

Considera a experiéncia aleatéria que consiste em lancar LS
um dado ciibico equilibrado, com as faces numeradas de 1
a 6, eregistar o nimero da face que fica voltada para cima.

2.1. Indica o espaco de resultados.

2.2. Escreve 0s seguintes acontecimentos como subconjuntos do espaco de
resultados:

A : "Sair quadrado perfeito”

B: "Sair um nimero que seja, simultaneamente, par e primo”

C: "Sair um nUimero inteiro menor ouiguala 6 e maiorouiguala 1"
D: "Sair um nimero que seja, simultaneamente, par e divisorde 7"

2.3. Classifica cada um dos acontecimentos anteriores.

Considera a experiéncia aleatéria que S
consiste no langcamento de dois dados
cubicos equilibrados, cujas faces estao
numeradasde 1 a 6, e noregisto dos
nimeros de pintas das faces que ficam
voltadas para cima. Considera os
acontecimentos A, B e C que estao
representados no diagrama de Venn ao
lado.

3.1. Escreve o conjunto de resultados dos acontecimentos seguintes:
a) A b) B c) C
d) B e) ANB f) BUC

3.2. Os acontecimentos A e B sao disjuntos? Justifica convenientemente a
tua resposta.

Na porta de um supermercado, o Joao fez um inquérito a 200 pessoas,
perguntando se compravam carne ou peixe nesse supermercado.

Obteve os seguintes resultados: das pessoas inquiridas, 110 compravam
peixe e 120 compravam carne.



3.1. Fenémenos aleatoérios

4.1. Constréi um diagrama de Venn com a informacao obtida.
4.2, Quantas pessoas compraram apenas peixe?

4.3. Determina a percentagem de pessoas inquiridas que tanto compram
carne como peixe nesse supermercado.

Considera a experiéncia aleatéria que consiste em lancar um dado cubico,
com as faces numeradas de 1 a 6, e um dado tetraédrico, com as faces
numeradas de 1 a 4, eregistar o produto dos nimeros que ficam voltados
para baixo.

5.1. Quais sao os resultados possiveis?

5.2. Quantos elementos tem o espago amostral?
5.3. Define um acontecimento elementar.

5.4. Define um acontecimento composto.

5.5. Define um acontecimento impossivel.

5.6. Define um acontecimento certo.

Um saco contém uma bola azul e uma bola verde, indistinguiveis ao tato.

A Luana vai realizar a seguinte experiéncia aleatéria: Retirar, a0 acaso, uma
bola do saco e registar a cor da bola, colocar novamente a bola no saco e
voltar a retirar outra bola do saco e registar a sua cor.

Determina o nimero de elementos do espaco de resultados.

Considera a experiéncia aleatéria que consiste em lancar um dado coma
forma de um dodecaedro, com as faces numeradas de 1 a 12, eregistaro
numero da face que fica voltada para cima.

Considera os seguintes acontecimentos:
A: "Sair nimero impar”

B: "Sair numero par”

C: "Sair um numero primo”

D: "Sair um nimero divisorde 7"
7.1. Indica dois acontecimentos que sejam complementares.
7.2. Indica dois acontecimentos disjuntos, mas ndo complementares.

7.3. Determina, na forma de conjunto, C.
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3.2. Probabilidade

O termo “probabilidade” é utilizado, no nosso dia a dia, de forma intuitiva, quando refe-
rimos “provavelmente chove”, “nao é provavel que va a praia”, etc., ja que, em muitos
momentos da nossa vida, nos confrontamos com situacdes que tém uma caracteristica

em comum: nao conseguimos prever com exatidao o que vai acontecer.

3.2.1. Definicao frequencista de probabilidade

CExempIo 9)

Observa o circulo da imagem que esta dividido em
quatro partes iguais, coloridas com cores diferentes.

Realizamos a experiéncia aleatdria que consiste em
rodar a seta e registar o numero de vezes que ela indica
a parte colorida a amarelo.

Nuamero de vezes Frequéncia Frequéncia
que rodamos absoluta* relativa**
100 20 20: 100=0,20
500 109 109: 500=0,22
1000 231 231: 1000=0,23
2000 481 481: 2000=0,24
3000 748 748: 3000=0,25
4000 1010 1010: 4000=0,25

*A frequéncia absoluta é o nimero de vezes que se verificou o acontecimento.
** A frequéncia relativa é o quociente entre o nimero de vezes que se verificou o acontecimento
e 0 numero total observado.

Se continuassemos a realizar a experiéncia um numero indeterminado de vezes,
observavamos que a frequéncia relativa do acontecimento “Indicar amarelo”
tenderia a ser proximo de 0,25 .

Assim, pode escrever-se: P(seta aponta para amarelo)=0,25=25%.

Quando o numero de repeticdes de uma experiéncia aleatoéria é elevado e a
frequéncia relativa de um acontecimento tende a estabilizar num valor
determinado, a esse valor designamos por probabilidade do acontecimento A.
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Definicao frequencista de probabilidade

A probabilidade de um acontecimento A, associado a uma experiéncia aleatéria, é
o valor para que tende a frequéncia relativa da realizacdo do acontecimento A
guando o numero de vezes que se realiza a experiéncia tende para infinito e
representa-se por P(A). Observamos que a frequéncia relativa é necessariamente
um valor entre 0 e 1, inclusive ambos, assim podemos afirmar que 0<P(A)<1.

A probabilidade pode também apresentar-se na forma de percentagem, bas-
tando para isso multiplicar o numeral decimal P(A) por 100.

CExemplo 10)
Sabe-se que, numa roleta, a probabilidade de saida de cada um dos niimeros
é 41—0 Quantas vezes se estima que saia o numero 10 em 2000 jogadas?
Consideramos x: “N.° de vezes que sai 10".
200520 © *=24g° & ¥=50

Estima-se que sair 10 devera acontecer 50 vezes.

. Exercicios

@ O Joao langou um dardo, a um alvo, 60 vezes e obteve os seguintes resultados:

1121212 3|3|3([3]3]1
212 (33|33 |2]|1]2]|1
2133 (3|2 |2|2]|2]|2]|1
11212322 |1(3]|3]1
2|11(22|1[|3|2]|]2|3]|3
1T(3|13 |2 (3|23 (1]|1]2

13.1. Constroi uma tabela com as frequéncias absolutas e relativas.

13.2. Um amigo do Joao referiu que no préximo lancamento a probabilidade de acertar

no1lé % Sera que o amigo do Joao tem razdo? Justifica convenientemente.

13.3. Imagina que o Jodo continua a jogar e ao fim de 2200 jogadas verificou que o
3 saia 965 vezese 0 2 saia 481 vezes. Apresenta um valor, em percentagem
arredondado as unidades, para a probabilidade de, ao lancar um dardo, acertar
no numero:

a) 3 b) 2
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@ Um saco contém varias bolas com o nimero 1, varias bolas com o nimero 2,
varias bolas com o nimero 3 e varias bolas com o niimero 4. As bolas sao
indistinguiveis ao tato. Realizamos 30 vezes o seguinte procedimento: retirar, ao
acaso, uma bola do saco, registar o niimero inscrito na bola e colocar novamente a
bola no saco. Calculamos a frequéncia relativa com que se registou cada um dos
nimeros 1, 2, 3 e 4 e elaboramos a seguinte tabela, em que substituimos a
frequéncia relativa do nimero 3 por x.

N.° inscrito na bola Frequéncia relativa
1 0.40
2 0.25
3 X
4 0.15

14.1. Determina, justificando convenientemente, o valor de x.

14.2. Supondo que o saco tinha um total de 1000 bolas, quantas bolas ha no saco
\___ com o numero 37

3.2.2. Definicao classica de probabilidade

Uma outra definicao de probabilidade € dada pela Lei de Laplace
e s6 pode ser aplicada quando os acontecimentos elementares
sao equiprovaveis, ou, de outra forma, quando todos os acon-
tecimentos elementares tém a mesma probabilidade de ocorrer.

Pierre-Sinibn Laplace

CExemplo 1 ) (1749-1827)

O Lucas e os seus pais, aLuana e o
Rafael, estdo a jogar um jogo que
consiste em lancar dois dados
equilibrados com as faces humeradas de
1 a 6 e adicionar os numeros das faces
que ficam voltadas para cima. Em cada
lancamento, ganham da seguinte forma:

* 0 Lucas, seasomaforiguala 2, 3, 4
oub5;

* aluana, seasomaforiguala 6, 7 ou 8;
* o0 Rafael, se a soma for igual a outro valor diferente dos anteriores.

O Lucas disse aos seus pais que 0 jogo nao era justo. Tera razao?

198



3.2. Probabilidade

+|(1|/2(3| 4|5 |6
112(3|4|5 | 6|7
2(3|4|5(6|7]|8
3(4|5(6|7 |89
4 /5678|910
5(6|7 8|9 10|11
6789|1011 |12

Podemos observar que a Luanatem 16 casos em que pode ganhar e o Lucase o
Rafael tém 10 casos em que cada um pode ganhar. Assim, 0 jogo nao € justo

porque a Luanatem 16 possibilidades de ganhar em 36 possibilidades <£> .

o Lucas e o Rafael tém 10 possibilidades de ganhar em 36 possibilidades (%) .

Regra de Laplace

Numa experiéncia aleatéria, em que o espaco de resultados S tem um numero
finito de elementos, todos com igual probabilidade de acontecer, definimos pro-
babilidade de um acontecimento A, e representamos por P(A), o quociente
entre o nimero de resultados favoraveis ao acontecimento A e o nimero de re-
sultados possiveis da experiéncia.

P(A)= n.° de resultados favoraveis a A
n.° de resultados possiveis da experiéncia

CExempIo 12)

Observa a roleta ao lado, dividida em oito setores de
igual amplitude, como mostra a figura.

1. Considera a experiéncia aleatéria que consiste em
rodar a roleta uma vez e registar o numero indicado
pela seta.

Cada numero tem a mesma probabilidade de acontecer
porque a roleta esta dividida em partes iguais.

O numero de resultados possiveis desta experiéncia
s3o0 oito, assim, o espaco amostralé S={1,2,3,4,5,6, 7, 8}.
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Na tabela seguinte temos alguns exemplos de acontecimentos e a sua

respetiva probabilidade.

Acontecimentos Result’adc.)s Result’ad.o S Probabilidade
favoraveis possiveis
“Sair onimero 1" 1
A={1} ! 8 PA)=3
“Sair um nimero par” 4 1
B={2,4,6,8} 4 8 PB)=g=3
“Sair um divisor de 3" 2 1
c={1,3) 2 8 PO=§=3
“Sair onimero 12" 0
Do 0 8 P(D) =g= 0
"Sair um niimero superior
ouiguala 1" 8 8 P(E)=g=1
E={1,2,3,4,5,6,7,8}

Repara que o acontecimento D é um acontecimento impossivel, a sua
probabilidade é zero, e o acontecimento E é um acontecimento certo, a sua
probabilidade é 1. Verificamos que a probabilidade de um acontecimento

satisfaz sempre:
0<PAK1

2. Considera agora a experiéncia aleatéria que consiste em rodar a roleta uma vez

e registar a cor do setor indicado pela seta.

O espaco de resultados é S= {amarelo; verde; vermelho; azul} .

Observa que os acontecimentos A: "Sair amarelo”; B: "Sairazul”"e C: "Sair
verde" nao sao acontecimentos com a mesma probabilidade, logo, ndo é

possivel utilizar a regra de Laplace.

Para determinar a probabilidade destes acontecimentos devemos considerar
outro espaco amostral, no qual os acontecimentos elementares tenham a

mesma probabilidade de acontecer:

S={Azul,; Azul,; Azuly; Amarelos; Verde,; Verdeg; Vermelho;; Vermelho,}

Assim, 0s casos possiveis sao oito.

O acontecimento A: “Sair amarelo” tem um caso favoravel, P(A) = %

O acontecimento B: "Sair azul" tem trés casos favoraveis, P(B) = % .

O acontecimento C: "Sair verde" tem dois casos possiveis, P(C) =
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. Exercicios

@ Considera a experiéncia aleatéria que consiste em lancar sobre uma mesa dois
dados cubicos, equilibrados, com as faces numeradas de 1 a 6 eregistaro
numero das faces que ficam voltadas para cima.

E
Calcula a probabilidade de cada um dos acontecimentos > oy ®e
e apresenta o resultado na forma de fragao irredutivel. e e > ‘
Y /
15.1. A: "Sair o mesmo numero em ambos os dados” \' '
15.2. B: "Sair dois nimeros cuja soma seja 7 "

15.3. C: "Sair dois nimeros cujo produto seja um namero impar”

@ Num saco, estao trés bolas iguais, indistinguiveis ao tato, com os nimeros: 1, 2, 3.

16.1. Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar, ao acaso, duas bolas
do saco e registar a soma dos nimeros que sairam.

a) Recorre a uma tabela de dupla entrada e indica o espaco de resultados
desta experiéncia.

b) Calcula, na forma de frac¢ao irredutivel, a probabilidade dos seguintes
acontecimentos:
A: "Obtersoma 4" B: "Obter soma impar”
C: "Obter soma par” D: "Obter soma 6"
E: "Obter soma nuimero inteiro”

16.2. Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar trés bolas do saco,
uma a seguir a outra, repondo a anterior antes de retirar a seguinte, e registar o
produto dos nimeros das bolas que sairam.

a) Elabora um diagrama de arvore e indica os resultados da experiéncia
aleatoéria.

b) Calcula, na forma de fragcao irredutivel, a probabilidade de cada um dos
acontecimentos A, B, C, D, E e F, sabendo que:

A: "Obter produto 0" B: "Obter produto ndo negativo”
C: "Obter produto ndo nulo” D: "Obter produtoiguala 2"
E: "Obter produto niumero primo” F: "Obter produtoiguala 1"
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16.3. Considera agora a experiéncia aleatéria que consiste em retirar as trés bolas do
saco, uma a seguir a outra, sem reposicao, e registar o produto dos numeros

das bolas que sairam.

a) Elabora um diagrama de arvore e indica os resultados da experiéncia

aleatoria.

b) Calcula, na forma de fragao irredutivel, a probabilidade de cada um dos
acontecimentos A, B, C, D, E e F, sabendo que:

A: "Obter produto 0"
C: "Obter produto nao nulo”
E: "O produto é nimero par”

Na figura, estao representados 14 balGes,
cinco vermelhos, quatro azuis e cinco
amarelos, numerados de 1 a 14, como se
observa.

Os balbdes estao presos a uma estaca
através de um fio. De cada vez que cortamos
um fio, o balao solta-se e sobe.

Considera a experiéncia aleatéria que
consiste em cortar aleatoriamente um dos
fios e registar o baldao que se solta.

Considera os acontecimentos:
A: "Soltar um baldo azul”
B: "Soltar um baldao com nimero par”

B: "Obter produto ndo negativo”
D: “Oprodutoé 6"
F: "O produto é multiplode 5"

17.1. Indica o espag¢o amostral do acontecimento A.

17.2. Determina P(A) e P(A).

17.3. Indica o espag¢o amostral do acontecimento B.

17.4. Determina P(B) e P(B).

Cinco amigos, a Daniela, a Kiara, o Rafael, a Bruna e o Carlos, foram ao cinema.

18.1. Decidem sortear um dos amigos para comprar os bilhetes.

Qual é a probabilidade de ser o Carlos?

Apresenta o resultado na forma de fracao irredutivel.

18.2. Dois dos bilhetes sdo para lugares na fila B. Decidem sortear os amigos que

se vao sentar nessa fila.

Qual é a probabilidade de serem sorteados um rapaz e uma rapariga?

Apresenta o resultado na forma de fracao irredutivel.
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3.2.3. Propriedades da probabilidade

Probabilidade da unidao de acontecimentos

CExempIo 13)
Na experiéncia aleat6ria que consiste em lancar um dado 3
cubico, equilibrado, com as faces numeradasde 1 a 6, oo 00
definimos os seguintes acontecimentos: . % v
A "Sair um multiplo de 2" A={2,4,6} N\ \‘ (444

’

B: “Sair um nimero maiorque 2" B={3,4,5,6} ‘—‘
C: “Sairum nimeromenorque 2" C={1}
No diagrama de Venn ao lado estao S

representados os acontecimentos A, B e C. B
O espaco de resultados é S={1,2,3,4,5,6}. . %ﬁ

Podemos observar que: ‘ C
* A e C sao disjuntos ANC=0
* B e C sao disjuntos BNC=g .

* A e B ndo sdo disjuntos ANB={4,6}#Q0
Vamos determinar a probabilidade de cada acontecimento.

PA=3=1 PB)=2=2 PO =1

Vamos, agora, determinar a probabilidade dos acontecimentos: AUC; BUC
e AUB.

AU C: "Sair um multiplo de 2 ou sair um numero menor que 2"

AUC={1,2,4,6) P(AUC):%:%

Podemos observar que P(A U C)=P(A)+P(C)=%+%=%=%.

BU C: "Sair um numero maior que 2 ou sair um numero menor que 2"
BUC={1,3,4,5,6} P(BUC)=2

Podemos observar que P(BU C)=P(B)+P(C) =%+%=%.

AU B: "Sair um multiplo de 2 ou sair um niumero maior que 2"
AUB=1{2,3,4,5,6 P(AUB):%

Neste caso, observamos que P(AUB)#P(A)+ P(B), ja que:
P(A)+P(B)=%+%=%

Isto acontece porque os acontecimentos nao sao disjuntos.
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Probabilidade da unido de acontecimentos disjuntos

Dados dois acontecimentos A e B, disjuntos, de um espaco amostral S, a
probabilidade de A ou B ocorrer é igual a soma das probabilidadesde A e B

acontecerem.
P(AUB)=P(A)+P(B), sempreque ANB=92
CExempIo 14)
Em determinada experiéncia aleatéria, definimos dois acontecimentos A e B,
disjuntos.

Sabe-se que P(A)=0,25 e P(AUB) :%.
Determina a probabilidade do acontecimento B na forma de fragcao irredutivel.

Como os acontecimentos sao disjuntos, sabemos que:

1_25

PAUB)=P(A)+P(B) < 2700

+P(B) & P(B)=4-3=2-1=1

MIA

. Exercicios

@ Em determinada experiéncia aleatéria, definimos os acontecimentos A e B,
disjuntos. Sabe-se que P(A)=% e P(B) =%.

Determina o valorde P(AU B).

@ O Lucas tem varias opc¢oes para se
vestir usando um par de calgas e uma
camisola, como podes observar na
figura.
]
(K|

Para sair, escolheu ao acaso um par
de calcas e uma camisola.

Considera os seguintes acontecimentos:

(/e

A: "Esta vestido com uma peca vermelha”

B: "Esta vestido com uma peca roxa"
20.1. Os acontecimentos A e B sao disjuntos? Justifica convenientemente.

20.2. Determina P(AU B).
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Probabilidade da uniao de acontecimentos nao disjuntos

Dados dois acontecimentos A e B, quaisquer, de um espaco amostral S, temos
que:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

Prova
No diagrama de Venn podemos observar que: S

* A\B e B\A sao acontecimentos disjuntos
jaque (A\B)N(B\A)=3.

P[(A\B)U (B\A)]=P(A\B)+P(B\A)

* A\B e AN B sao acontecimentos disjuntos
jaque (AA\BIN(ANB)=0.

P[(A\B)U(ANB)]|=P(A\B)+P(ANB)
* B\A e AN B sdo acontecimentos disjuntos ja que (A\B)N(ANB)=0
P[(B\A)U(ANB)]=P(B\A)+P(ANB)

Tal como o diagrama sugere: A=(A\B)U(ANB) e B=(B\A)U(ANB), assim:
P(A)=P[(A\B)UANB)|=P(A\B)+P(ANB) (1)
P(B)=P[(B\A)U(ANB)]=P(B\A)+P(ANB) (2)

Observamos que AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)
P[((A\B) U (AN B)) U (B\A)]=P[(A\B) U (AN B)]+P(B\A)

Os acontecimentos [(A\B) U (AN B] e (B\A) séo disjuntos porque

[(A\B) U (AN B] é o acontecimento formado por todos os elementos de A e (B\A)
€ 0 acontecimento formado pelos elementos que estdo em B e nao estdoem A.
Como P[(A\B)U(ANB)]=P(A\B)+P(AN B), temos que:

P(AUB)=P[((A\B)U(ANB))U(B\A)]=
=P[(A\B)U (AN B)]+P(B\A) =
=P(A\B)+P(ANB)+P(B\A)

Por (1) e (2), temos que:
P(A)+P(B)=P(A\B)+P(ANB)+P(B\A)+P(ANB) &
P(AUB)

< PA)+P(B)=P(AUB)+P(ANB) &
& PAUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
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Probabilidade do acontecimento certo

Seja S o espaco amostral de uma determinada experiéncia aleatériae A um acon-
tecimento certo do espaco amostral dado. Se A é um acontecimento certo, sabe-
mos que todos os elementos do espaco amostral sdo elementos de A, assim, o
quociente entre o niumero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis é sem-
pre 1.

Se A é o acontecimento certo, entdo P(A)=1 etemosque P(S)=1.

Probabilidade do acontecimento impossivel

Seja S o espaco amostral de uma determinada experiéncia aleatériae A um acon-
tecimento impossivel do espago amostral. Como A é um acontecimento impossivel,
sabemos que o conjunto associado a este acontecimento nao tem elementos, assim,
0 quociente entre os numeros de casos favoraveis e de casos possiveis é zero.

Se A é o acontecimento impossivel, entdo P(A)=0.

Probabilidade do acontecimento contrario

Seja S o espaco deresultados S e seja A um acontecimento do espago amostral.

Se A é o acontecimento contrario de A, temos que P(A)=1-P(A).

Como A e A sdo acontecimentos contrarios, sabemos que:

AUA=Se ANA=0

Temos que: P(AUA) =P(S) < PA)+P(A)=1 < P(A)=1-P(A).

CExempIo 15)

Sejam A e A acontecimentos contrarios.

Determina P(A) sabendo que P (A) :%.

2

_ A)_q_1_
P(A)_1—P(A)_‘I—§_§
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CExempIo 16)

Sejam A e B dois acontecimentos de um espago amostral S.

Determina P(A U B) sabendo que:

P(A)=0,6: P(B)=0,3 e P(ANB)=0,1
PA)=1-P(A) < PA)=1-06=04
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) < P(AUB)=04+03-0,1 <
< P(AUB)=0,6

CExempIo 17)

Sejam A e B dois acontecimentos de um espaco amostral S.

Sabemos que:

P(AUB)=05; P(A)=0,3 e P(B)=0,2
Determina P(ANB).
P(AUB)=1-P(AUB)=1-05=05
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) < 05=03+02-P(ANB) &
& P(ANB)=0

Ou seja, concluimos que, neste caso, A e B sao acontecimentos disjuntos.

' Exercicio

@ Sejam A e B dois acontecimentos de um espaco amostral S.
Sabemos que:
7. 1.p@=3
P(AUB) =g P(ANB)=7: P (B) =8

Determina:
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Na figura esta representado um quadrado formado por

nove quadrados iguais, de menor tamanho. Nesse T12]]
quadrado, existem trés filas horizontais e trés filas 31115
verticais. Consideramos a experiéncia aleatéria que

consiste em escolher ao acaso uma fila vertical ou uma fila 11711

horizontal e multiplicar os trés numeros dessa fila.

Qual é a probabilidade de o produto ser um nimero primo? Apresenta o
resultado em forma de fracao irredutivel.

Num saco com 16 bolas verdes foram introduzidas algumas bolas amarelas.

A probabilidade de tirar do saco uma bola verde é % .

O numero de bolas amarelas introduzidas no saco foi:
(A) 12 (B) 15 (C) 8 (D) 24

Um saco contém cinco bolas numeradas de 0 a 4, indistinguiveis ao tato.
Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar, ao acaso, uma
bola do saco e, de seguida, langar um dado com as faces numeradas de 1 a
6. Os nimeros saidos na bola e na face sao registados na forma de par
ordenado.

3.1. Quantos pares ordenados diferentes se podem obter?

3.2. Em quantos pares ordenados o produto dos dois nimeros é um niimero
par?

3.3. Determina a probabilidade de o par ordenado obtido ser formado por
dois niumeros primos diferentes.

Considera dois acontecimentos A e B de um espag¢o amostral S.
Sabemos que: P(A) =%; P(ANB) :% e P(AUB) :%.

Determina P(B) e P(ANB) .

Das 20 alunas de uma turma, seis jogam futebol. Considera a experiéncia
aleatédria que consiste em escolher, ao acaso, uma aluna da turma e verificar
se joga futebol ou nao.

Qual é a probabilidade de a aluna escolhida nao jogar futebol?
Apresenta o resultado em percentagem.
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Num saco com seis bolas, duas sao azuis, trés sao verdes e uma é preta.
Considera a experiéncia aleatéria que consiste em retirar consecutivamente
trés bolas do saco, sem reposicao, e registar a cor das bolas retiradas.

6.1. Constréi um diagrama de arvore e indica as sequéncias de cores que
podem acontecer.

6.2. E mais provavel as bolas retiradas terem a mesma cor ou terem cores
diferentes? Justifica a tua resposta.

Trés amigos, Pedro, Nilza e Carlos, fizeram uma experiéncia usando as vogais.
Representaram cada uma das cinco vogais, a, €, i, 0, u, num cartédo e
introduziram num saco. Consideraram a experiéncia aleatéria que consiste em
retirar um cartao, ao acaso, e registar a vogal escrita nesse cartao.

Seja S o espago amostral desta experiénciae A, B e C os acontecimentos:
A "Sair uma vogal do nome Nilza"

B: "Sair uma vogal do nome Pedro”

C: "Sair uma vogal do nome Carlos”

7.1. Representa, na forma de conjunto, os acontecimentos A, B e C.

7.2. Elabora um diagrama de Venn representativo desta experiéncia.

7.3. Os acontecimentos A e B sao contrarios? Justifica a tua resposta.
7.4. Qual é a probabilidade de sair uma vogal que ndo esteja em nenhum dos

nomes dos trés amigos?

Os trés amigos quiseram fazer um jogo, que consiste em lancar dois dados,
com as faces numeradas de 1 a 6. Cada um dos amigos escolhe um valor
para a soma das pontuacdes das faces dos dados que ficam viradas para
cima. Apéds o langamento verifica-se se ha um ganhador, um empate ou se
ninguém acertou. O Carlos apostouno 7, a Nilza apostouno 4 e o Pedro
apostou num nimero diferente, mas que tem a mesma probabilidade de
acontecer que o nimero 4.

8.1. Constréi uma tabela de dupla entrada que te permita analisar a situacao.
8.2. A aposta do Carlos foi boa? Justifica.
8.3. Em que numero apostou o Pedro?

8.4. O jogo é justo? Justifica.
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Em relacdo a uma experiéncia aleatéria, consideramos dois acontecimentos
A e B, disjuntos. Sabe-se que P(A) =0,8 e P(AUB)=0,6.

Qual das seguintes opcdes representa P(B) ?

() 2 (B) 0,4 (©) 0 0 2
Na figura estao representadas duas caixas s N\ N
com bolas numeradas. Uma das caixas tem
1 3

quatro bolas numeradascom 1, 2, 3 e 5,
a outra tem duas bolas numeradas com 1 e
6. Considera a experiéncia aleatéria que 2 S @
consiste em retirar, ao acaso, uma bola de )L )
cada caixa e calcular a soma dos nlimeros
das bolas retiradas. Considera os seguintes
acontecimentos:
A: "A soma é multiplo de 3" B: "A soma é mdltiplo de 4"
C: "A soma é numero par”
Determina:
10.1. P(A) 10.2. P(B) 10.3. P(C)
10.4. P (B) 10.5. P(AUB) 10.6. P(AUC)
O diretor de uma escola perguntou Disciplina Rapazes |Raparigas
a todos os seus alunos qual a -
disciplina preferida. Portugués 90 70
Os resultados obtidos constam da Matematica 64 138
tabela ao lado. Biologia 34 96
11.1. Quantos alunos tem a escola Inglés 45 37

em causa? Outra 98 43

11.2. Escolhendo um aluno ao acaso, qual é a probabilidade de (apresenta os
resultados em percentagem arredondados as unidades):

a) serrapariga;

b) preferir matematica;

¢) ser rapariga e preferir matematica;
d) serrapaz ou preferiringlés.

11.3. O Luis é um aluno da turma. Qual é a probabilidade de a sua disciplina
favorita ser biologia?
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3.3. Probabilidade condicionada

Como ja vimos, determinar a probabilidade de um aconteci-
mento depende da informacao que se tem sobre os niume-
ros de casos possiveis e de casos favoraveis. Contudo, se
tivermos mais informacdes sobre os acontecimentos
(informacdes que ndo estavam disponiveis inicialmente),

a probabilidade pode-se «alterar», conseguindo obter-se
um resultado mais adequado a realidade do problema.

Observa o exemplo a seguir.

CExempIo 18)

A tabela a seguir apresenta uma descricao dos 949 estudantes de uma
determinada vila.

Rapazes Raparigas Total

1.° ciclo 121 327 448
2.° ciclo 350 151 501
Total 471 478 949

Para a festa de final de ano, vai ser escolhido, aleatoriamente, um estudante
para falar em publico, em representacao dos jovens estudantes da vila. Qual é a
situacdo mais provavel: ser escolhido um rapaz ou ser escolhida uma rapariga?

Como ja sabes, a probabilidade sera muito préxima, uma vez que o numero de
rapazes é praticamente igual ao niumero de raparigas. Se considerarmos

A: "Serrapaz” e B: "Serrapariga”, tem-se, entdo:

P(A)= % ~ 0,4963(49,63%) e P(B) = % ~ 0,5037 (50,37%)

Contudo, se soubermos que foi escolhido um estudante do 2.° ciclo, a mesma
questao terda uma resposta totalmente diferente: a probabilidade de ser escolhido
um rapaz é muito maior do que a probabilidade de se escolher uma rapariga, uma

vez que estas sdo em muito menor numero neste ciclo de escolaridade.

A diferenca esta no facto de que, agora, ndo devemos considerar todos os
estudantes da vila, mas apenas os 501 estudantes que frequentam o 2.° ciclo.
Se considerarmos P: “Serdo 1.°ciclo” e S: “Ser do 2.° ciclo”, tem-se, entdo:

Probabilidade de ser rapaz, dado que foi selecionado um aluno do 2.° ciclo, é:
350

P(A|S)= 501~ 0,6986 (69,86%)
Probabilidade de ser rapariga, dado que foi selecionado um aluno do 2.° ciclo, é:
P(B|S)= % ~0,3014 (30,14%)
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Repara que a notacado “P(A|S) =", como sera formalizada mais a frente, deve
ser lida do seguinte modo: “a probabilidade de A, sabendo que aconteceu S,
é igual a", ou seja, nesta situacao em concreto, tem-se que “a probabilidade de
ser escolhido um rapaz, sabendo que se escolheu um aluno do 2.° ciclo, é de
70% , aproximadamente”.

3.3.1. Probabilidade condicionada

Nas paginas que se seguem, iremos formalizar e resolver este tipo de situacdes em
que se pretende determinar probabilidades de acontecimentos que estdo “condicio-
nados” a ocorréncia, ou ndo, de outros acontecimentos.

Probabilidade condicionada

Sejam A e B dois acontecimentos no espaco de resultados S, com P(B)>0.
Designa-se por probabilidade de A dado B ou probabilidade condicionada de A
se B ou probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B, e representa-se

or P(A|B), onumero real:
por P(A|B) P(ANB)

P(A|B)= )

Como veremos mais adiante, por vezes, na resolucao de certos exercicios, pode ser
util considerar a igualdade acima na seguinte forma: P(ANB)=P(B)xP(A|B) . De
facto, podemos considerar o seguinte resultado:

Probabilidade da intersecao de dois acontecimentos

Sejam A e B dois acontecimentos ndo impossiveis no espaco de resultados S.
Entao, verifica-se que:

P(ANB)=P(B)xP(A|B) e P(ANB)=P(A)xP(B|A)
Uma vez que (ANB)CA e (AN B)C B, tem-se, ainda:
P(ANnB)<P(A) e P(ANB)<P(B)

Regra de Bayes

Sejam A e B dois acontecimentos ndo impossiveis no espaco de
resultados S. Dasigualdades anteriores, verifica-se facilmente que:

P(B)x P(A|B)= P(A)x P(B|A)

Assim, tem-se ainda que:

P(A|B)=

w Thomas Baye -
P(B) (1701-1761)
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CExempIo 19)

Vejamos agora um exemplo muito simples: o lancamento de um dado
convencional com as faces numeradasde 1 a 6.

Considera os seguintes acontecimentos:
A: "Sair 1"

B: “Sair 2"

C: "Sair um numero impar”

D: “Sair um namero par”
E: "Sair um nimero menor ou iguala 3"

1. Vamos, entdo, determinar as seguintes probabilidades condicionadas:

a) P(A[C) b) P(B|C) c) P(AIB)
d) P(C|A) e) P(C|B) f) P(A|E)
g) P(C|E) h) P(D|E) i) P(E|C)

2. Sem usar a definicao de probabilidade condicionada, justifica que:
P(EIA)=P(EIB)=0

Resolucao:
P(ANC)

P(C)

1. a) Pela definicao, tem-se que: P(A|C)= _%

| w|o|—

De facto, este é o resultado esperado. Se ocorreu C, ou seja, se saiu nimero impar,
entdo o nimero de possibilidades diminuiu para metade, havendo apenas trés
acontecimentos possiveis (1, 3 ou 5) e, portanto, a probabilidade de sair o nimero
pretendido 1 é substancialmente maior (sem esta indicacdo teriamos apenas uma
possibilidade favoravel em seis possiveis).

0
P(BNC)_6_0
===

b) Pela definicio, tem-se que: P(B|C) = PO ==0

3

D

Mais uma vez, este resultado podia ser determinado sem recorrermos a definicéo,
bastava observar que se aconteceu C (“Sair um ntimero impar”), entdo é impossivel
ter saido o nimero 2 (como vimos anteriormente, a probabilidade de um
acontecimento impossivel é zero).

Nota: Repara que A e B eram inicialmente equiprovéaveis (P(A)= P(B) =%)

Contudo, quando se considera uma probabilidade condicionada com um terceiro
acontecimento C, estas podem ser diferentes, como se observa nos dois exemplos
agora considerados.

P(ANB)

c) Tem-se que: P(A|B)= @ -

ol—|o|o
1
[l (]
o
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Mais uma vez, sendo A e B incompativeis (isto é ndo podem acontecer os dois
simultaneamente no lancamento de um dado), se sabemos que um acontece, é
impossivel acontecer o outro.

1
d) Tem-se que: P(CIA)=—=%= 1
6

Se sabemos que saiu o numero 1 no dado, podemos garantir com toda a certeza que
saiu um niimero impar e, por isso, esta probabilidade tera de ser 1 (relembra que a
probabilidade de um acontecimento certo é 1).

Nota: Em geral, a probabilidade condicionada nio é “comutativa’, como podes
observar pelos exemplos 1.a) e 1.d).

P(AIC)=% e P(ClA)=1

e) Tem-se que: P(CIB)=P(Bm )=

P(B) =0

oo

Se sabemos que saiu o nimero 2 no lancamento do dado, podemos garantir, com
toda a certeza, que ndo saiu um namero impar e, portanto, a probabilidade de isso
acontecer é 0.

1
i _ i - . _P(AﬂE)_E_l
f) Note-seque E={1, 2, 3}. Tem-se, entdo, que: P(AIE)_ip(E) =3=3
6
g) Note-seque CNE={1,3,5}n{1,2,3}={1, 3}.
( ) 5
- _P(CNE) 6 2
Tem-se, entdo: P(C|E)= PE 33
6
h) Note-seque DNE={2,4,6}n{l,2,3}={2}.
1
- _P(DNE)_§_1
Tem-se, entdo: P(DlE)_W_E_g
6

Se soubermos que aconteceu E, é mais provavel que tenha saido um ntimero impar
(dois casos favoraveis) do que um niimero par (apenas um caso favoravel).
i) Note-seque ENC=1{4,5,6}n{1,3,5}={5}.

Tem-se, entdo: P (E|C) =————"=

2. Bastaobservar que A e B sdoincompativeis com E. Logo, se acontecer E, é
impossivel acontecer A ou B e, portanto, P (E|A) =P (E|B) =0.
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3.3. Probabilidade condicionada

. Exercicios

@ Determina as mesmas probabilidades do exemplo anterior, mas
agora considera o dado numeradode 1 a 12 representado na
imagem.

@ Diz se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa, justificando convenientemente:

“Qualquer um dos acontecimentos considerados no exemplo anterior (A, B, C, D
e E) é menos provavel de acontecer neste dado de 12 faces”.

CExemplo 20)

Considerem-se dois determinados acontecimentos A e B.

1. Sabe-seque P(A)=0,5; P(B)=0,75 e P(B|A)=0,3.
Determina P(ANB) e P(A|B).

2. Mostraquese P(A)=P(B)#0, entdo P(AIB)=P(B|A).

Resolucao:
1. Pela féormula da probabilidade condicionada, tem-se que:

P(ANB)
P(A)

Pela féormula da probabilidade condicionada, tem-se que:

P(BIA)= < P(ANnB)=P(B|A)xP(A)=03%x05=0,15

Pela alinea anterior
P(ANB) ~ 015
P(B) 0,75

P(A|B)= =02

2. Javimosque: P(ANB)=P(B)xP(A|B) e P(ANB)=P(A)x P(B|A)
e, portanto, P(B) x P(A|B)=P(A)x P(B|A). Como pelo enunciado se tem:

P(A)=P(B)#0, podemos dividir ambos os membros por P(A) e concluir que
P(A|B)=P(B|A) sempre que P(A)=P(B)#0.

' Exercicios

De um determinado acontecimento, sabe-se que P(A)=0,3; P(A|B)=0,5 e
P(B|A)=04.

Determina P(B).
@ De um determinado acontecimento, sabe-se que P(A)=0,4; P(B)=0,2 e

P(ANnB)=0,1.
Determina P(B|A) e P(A|B).
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3. Probabilidade

@ Numa escola, inquiriu-se os alunos sobre os jogos que tinham jogado na semana
anterior. Os resultados obtidos sao apresentados no diagrama seguinte.

S
4 \
Carta Quri
20
& J

26.1. Quantos alunos tem a escola?
26.2. Quantos alunos jogaram ouri? Quantos alunos jogaram cartas?

26.3. Escolhendo um aluno da escola aleatoriamente, qual é a probabilidade de se
escolher um aluno que:

a) tenhajogado cartas;

b) tenha jogado cartas e ouri;

¢) nao tenha jogado nem ouri nem cartas;

d) tenhajogado ouri, sabendo que jogou cartas;

e) tenhajogado ouri, sabendo que nao jogou cartas;
f) tenhajogado cartas, sabendo que jogou ouri.

26.4. Comenta a seguinte afirmacao: "Na ultima semana, 75% dos alunos jogaram
algum destes dois jogos”, indicando o seu valor logico.

@ Aturma A deuma escolatem 10 raparigas e 6 rapazes, enquanto aturma B tem
9 raparigas e 11 rapazes. Escolhe-se, ao acaso, uma pessoa destas duas turmas.
Considera os acontecimentos:

A "A pessoa escolhida é daturma A"; X: "A pessoa escolhida foi uma rapariga”.
Determina os valores das probabilidades condicionadas P(X|A) e P(A|X).

R =
- ¢ s




3.3. Probabilidade condicionada

@ Numa empresa agricola, com 50 funcionarios, a distribuicao dos trabalhadores é
feita de acordo com a tabela seguinte:

Homens Mulheres
Mais de 39 anos 9 31
Menos de 40 anos 4 6

28.1. Escolhendo um trabalhador desta
empresa agricola aleatoriamente, qual a
probabilidade de:

a) ser homem;
b) ter mais de 39 anos;

¢) ter mais de 39 anos, sabendo que é
mulher;

d) ter mais de 39 anos, sabendo que é homem;
e) ser mulher, sabendo que tem mais de 39 anos;

f) ser mulher, sabendo que ndo tem mais de 39 anos.

28.2. Comenta, indicando o valor I6gico, a seguinte afirmacao sobre esta empresa: "A
proporcao de mulheres € substancialmente diferente nas duas faixas etarias
consideradas”.

@ Do Aeroporto Internacional Cesaria Evora
saiu um aviao com destino a cidade da Praia.
Dos passageiros a bordo sabe-se o
seguinte:
e 70% nunca tinham viajado de aviao;

. % ja tinham estado na Praia;

* metade dos passageiros que ja tinham
estado na Praia ja tinham viajado de aviao.

A primeira pessoa que saiu do avidao nunca tinha estado na Praia. Qual a
probabilidade de esta ter sido a sua primeira viagem de aviao?

Sugestao: Se te ajudar, comeca por pensar que estavam 100 passageiros no avido e completa
a seguinte tabela:

Ja esteve na Praia Ainda nao esteve na Praia

Ja viajou de aviao

Ainda nao viajou de aviao
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3. Probabilidade

D

@

218

O professor de Matematica colocou numa caixa as g g j) g
bolas representadas ao lado. . _
30.1. O professor tirou da caixa uma bola ao acaso, g g g

verificando que esta era um ndmero primo. Qual :

é a probabilidade de esta bola ter nimero \

oo

30.2. De seguida, o professor voltou a colocar a bola retirada inicialmente e disse aos
seus alunos: "Se sair um ndmero par, ndo ha trabalhos de casa". O professor
retirou entdo uma bola e disse aos seus alunos que a bola era um multiplo de 3.
Os alunos devem pedir ao professor para considerar “Sair impar” em vez de “Sair
par” para aumentar a sua probabilidade de nao terem trabalhos de casa?

A matriz curricular do ensino basico - 2.° ciclo é dada pela seguinte tabela:

T L o T R R e R Carga horaria
Disciplinas e areas disciplinares obrigatorias 52 ano 69ano 7 ano 89 ano
Lingua Portuguesa i+ 4 4 4
Matematica i+ 4 4 4
Ciéncias da Terra e da Vida + Atividades
Cientificas . 3 2 2
Histéria e Geografia de Cabo Verde 3 3 - -
Geografia = E 9 _
Historia - 2
Fisico Quimica - 3 3
Inglés 2 2 2 2
Francés 2 2 2 2
Educacdo Artistica 2 2 3 3
Educacio Fisica 2 2 2 2
TIC - Regime Modular (30/h Anuais) 2 2 2 2
TOTAL 24 24 26 26
Atividades de Enriquecimento curricular Carga horaria
Apoio ao Estudo Zh 2h 2h 2h
Area de Projeto Local 1h 1h 1h 1h
Clubes

(Fonte: https://minedu.gov.cv/recursos_educativosorientacoes/8)

Considera os seguintes acontecimentos:

M: "Frequentar a disciplina de Matematica” P: "Frequentar o 7.° ano”
G: "Frequentar a disciplina de Geografia” Q: "Frequentar o 8.° ano”
H: "Frequentar a disciplina de Histéria"

31.1. Escolhendo aleatoriamente um aluno do 2.° ciclo, determina as seguintes
probabilidades:
a) P(M) b) P(HIP) c) P(HIQ)
d) P(GIP) e) P(GIQ)

31.2. Mostra que a informacgao acima nao é suficiente para justificar a seguinte

afirmacao: "Metade dos alunos do 2.° ciclo frequenta a disciplina de Histéria e
Geografia de Cabo Verde".



3.3. Probabilidade condicionada

CExempIo 21 )

Observa aimagem que ilustra uma caixa com bolas
de bilhar (6 bolas brancas, 4 azuis, 1 amarela,
1 verde, 1 vermelha, 1 castanhae 1 laranja).

Sem olhar, o Rafael tirou uma bola da caixa
aleatoriamente e guardou-a no bolso; de seguida, a
Luana retirou uma outra bola da caixa, também ao
acaso.

1. Qual é a probabilidade de o Rafael ter tirado uma bola branca?

2. Qual é a probabilidade de a Luana ter tirado uma bola branca, sabendo que o
Rafael tirou uma bola branca inicialmente?

3. Qual é a probabilidade de a Luana ter tirado uma bola branca, sabendo que o
Rafael n&o tirou uma bola branca inicialmente?

4. Qual é a probabilidade de a Luana tirar uma bola branca?

Resolucao:

1. Na caixa existem seis bolas brancas num total de 15 bolas. Sendo R o acontecimento
“O Rafael tirou uma bola branca’, tem-se P(R) = % = % =04.

2. Nasituagdo considerada agora, ja sabemos que o Rafael tirou uma bola branca da caixa
e, portanto, quando a Luana escolheu a sua bola, a caixa tinha apenas 14 bolas (destas,
apenas cinco eram brancas). Assim, sendo L o acontecimento ‘A Luana tirou uma bola

branca’, tem-se P(L|R) = 15—4 ~0,36.

3. Nesta situagdo, ja sabemos que o Rafael tirou S
uma bola ndo branca da caixa e, portanto, (Rafael ndo tira Rafael tira )
bola branca bola branca

guando a Luana escolheu a sua bola, a caixa

tinha ainda as seis bolas brancas (num total de

14). Assim, tem-se P (L|R) =%=%z 0.43.

M

4. Nesta questio, pretende-se determinar P(L) sem
conhecermos o que aconteceu com a bola do \ J
Rafael. Para tal, note-se que R e R sdo
mutuamente exclusivos e abarcam todas as possibilidades que podem acontecer na
extracdo do Rafael. Logo,

P(L)=P(LNR)+P(LNR)=P(LIR)xP(R)+P(LIR)xP(R) =
=0,36x0,4+0,43 x0,6 ~0,40

O resultado aqui observado pode ser generalizado, para varios acontecimentos
mutuamente exclusivos, da forma apresentada a seguir.
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3. Probabilidade

Probabilidade condicionada a acontecimentos mutuamente exclusivos

Seja B um acontecimento no espaco de resultados S. Seja {A,, A,, ..., A,} um
conjunto de n acontecimentos mutuamente exclusivos (de probabilidade ndo
nula), de tal modo que:
AlUA,U...UA, =S
Entao, verifica-se que:
P(B)=P(BNA,)+P(BNA,)+...+P(BNA,)
igualdade que ainda pode ser escrita como:
P(B)=P(B|A,)xP(A,)+P(B|A;) xP(A,)+...+P(B|A,) xP (A,)

S

s N

A1 A2 A3 s An

Uma outra maneira de resolver o exercicio anterior é recorrer a um diagrama de ar-
vore. Nos “ramos” & esquerda, consideramos a extracao do Rafael (a primeira a acon-
tecer), nos “ramos” a direita, consideramos a extracdo da Luana (a segunda). Repara
que, na extracao da Luana, os dois “ramos” superiores correspondem ao caso em

que o Rafael tirou bola branca; os dois inferiores correspondem ao caso contrario.

_5
PLR==2 |
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3.3. Probabilidade condicionada

Por outro lado, “multiplicando sucessivamente as probabilidades relativas aos ramos
da esquerda para a direita” obtém-se as probabilidades das intersecdes que estao
apresentadas a direita. Note-se que estas quatro interse¢cdes sdo mutuamente exclu-
sivas e, reunidas, completam todo o espaco de resultados.

PRNL)+P(RNL)+P(RNL)+P(RNL)=0,14+0,26+0,26+0,34=1=P(S)

CExempIo 22)

Uma determinada fabrica possui trés
maquinas para produzir pregos.

De cada uma das maquinas tem-se a
seguinte informacao:

* amaquina A é responsavel por 25%
da producéo e apresenta uma taxa
de pecas defeituosas de 4% ;

* amaquina B é responsavel por 30%
da producgéo e apresenta uma taxa
de pecas defeituosas de 2,5%:;

* amaquina C é responsavel por 45% da producao e apresenta uma taxa de
pecas defeituosas de 1%.

Escolheu-se, aleatoriamente, um prego produzido nesta fabrica.
1. Qual é a probabilidade de o prego nao ser defeituoso?

2. Qual é a probabilidade de o prego ter sido produzido na maquina A, sabendo
que é defeituoso?

3. Qual é a probabilidade de o prego ter sido produzido na maquina B, sabendo
que nao é defeituoso?

Resolucao:

Considerem-se os acontecimentos D: “Ser defeituoso”; A: “Ser produzido na maquina A’
B: “Ser produzido na maquina B" e C: “Ser produzido na maquina C".

1. Entdo,como A, B e C sdo mutuamente exclusivos e compdem todo o espaco de
resultados, tem-se:

P(D)=P(DNA)+P(DNB)+P(DNC)=P(D|A)xP(A)+P(D|B)x P(B)+P(D|C)x P(C)
=0,04x0,25+0,025%x0,3+0,01 x0,45=0,022
Logo, a probabilidade de o prego nao ser defeituoso é P (13 ) =1-P(D)=1-0,022=0,978.

P(AND) 025x0,04
pP(D) 0022

2. Peladefinicdo: P(A|D)= ~ 0,45

(BND) 03x0975
p(D) 0978

. Pela definicéo: P(B|D)= P

w

~ 0,30
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3. Probabilidade

( Exemplo 23 )

O Leandro vai para a escola a pé (40%
das vezes) ou de bicicleta. Quando vai
a pé, a probabilidade de se atrasar é
de 20% ; quando vai de bicicleta, a
probabilidade de se atrasar é apenas
de 10%.

¥y

Escolhendo um dia ao acaso, qual é a
probabilidade de:

1. o Leandro terido a pé e ter chegado
atrasado;

2. o Leandro ter chegado atrasado a escola;

3. o Leandro ter ido de bicicleta, sabendo que ele chegou atrasado a escola?

Resolucao:

Comecemos por construir o diagrama de arvore correspondente a esta situacdo
considerando os seguintes acontecimentos:

P: “O Leandro ir a pé para a escola”
B: “O Leandro ir de bicicleta para a escola”
A: “O Leandro chegar atrasado a escola”

Nota: Uma boa escolha das letras para designar os acontecimentos é muito importante
para uma correta interpretacio do diagrama de arvore.

P(AIP) = 0,2 A
P(PNA)=0,4%0,2=0,08
P
P(AIP)=0,8 py _
P(PNA)=04x08=0,32
P(AIB) = 0,1 A P(BNA)=0,6x0,1=0,06
B
" _ P(BNA)=06x09=0,54
P(AIB)=09 A

Observando os valores da direita, conseguimos responder facilmente as questdes.
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3.3. Probabilidade condicionada

1. Probabilidade de ter ido a pé e ter chegado atrasado: P(PN A)=0,08

2. Probabilidade de ter chegado atrasado a escola:
P(A)=P(PNA)+P(BNA)=0,08+0,06=0,14

3. Probabilidade de ter ido de bicicleta, sabendo que chegou atrasado a escola:

P(BNA) 0,06

HBM):W‘ 0,14

~ 0,43

' Exercicio

@ Um saco contém trés bolas vermelhas e duas azuis.
Considera trés extracoes aleatdrias sem reposicao.

32.1. Sem fazer qualquer calculo, determina a
probabilidade de:

a) sairem trés bolas azuis;

b) sair pelo menos uma bola vermelha.

32.2. Usando um diagrama de arvore, determina a
probabilidade de:

a) sairem trés bolas vermelhas;
b) sairem exatamente duas bolas vermelhas e uma azul;
¢) sair pelo menos uma bola azul.

32.3. Qual é a probabilidade de sairem as duas bolas azuis, sabendo que a primeira
extracao foi de uma bola vermelha?

A Bruna tem no seu mealheiro as moedas da figura abaixo (uma de cada tipo).
A Bruna vai abanar o seu mealheiro até sairem, sucessivamente, duas moedas,
sem reposicao.

Qual é a probabilidade de a Bruna retirar uma quantidade de escudos que seja
multiplo de 10?

(Repara que tal s6 ndo acontecera se sair do mealheiro a moeda de 5 escudos
e/ou amoeda de 1 escudo.)
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3. Probabilidade

Aplicacao na sociedade

Testes de diagnéstico de uma doenca )

Uma aplicagéo real das probabilidades
condicionadas e do recurso a diagramas
de arvore pode ser o estudo dos erros
que existem quando se aplica um teste
para averiguar se um paciente tem, ou
nao, uma determinada doenca.

P

-

Quando se aplica um teste em saude podemos ter um de quatro casos:
* o teste d4d um resultado positivo e o paciente tem a doenca (verdadeiro positivo);

* 0 teste dé um resultado positivo, mas o paciente ndo tem a doenca (falso
positivo);

* 0 teste d4d um resultado negativo, mas o paciente tem a doenca (falso negativo);

* o teste d4d um resultado negativo e o paciente ndo tem a doenca (verdadeiro
negativo).

O resultado do teste esta correto quando se obtém Verdadeiro positivo ou Verda-
deiro negativo. Estas situacdes podem ser apresentadas em forma de tabela:

Teste positivo?
Sim Nao
. Verdadeiro Falso
Sim . .
positivo negativo
Doente?
~ Falso Verdadeiro
Nao "y .
positivo negativo
( Exemplo 24 )

Num determinado pais, 10% da populacao esta infetada com uma

determinada doenca. Neste pais existe um teste médico com a seguinte

eficacia:

* para uma pessoa infetada, o teste apresenta um
resultado positivo em 94% dos casos (isto é,
deteta corretamente a presenca da doenca);

* para uma pessoa hao infetada, o teste apresenta
um resultado positivo em 4% dos casos (isto é,
deteta erradamente a presenca da doenca).

Escolheu-se, aleatoriamente, uma pessoa deste pais para fazer o teste.
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3.3. Probabilidade condicionada

1. Qual é a probabilidade de o teste apresentar um resultado positivo?
2. Qual é a probabilidade de o teste estar errado?

3. Qual é a probabilidade de uma pessoa deste pais, a quem o teste tenha dado
resultado positivo, ter realmente a doenca?

Resolucao:

Considera os seguintes acontecimentos:
D: “Ter a doenca”

P: “O teste dar resultado positivo”

N: “O teste dar resultado negativo”

Entdo, o diagrama de arvore que modela a situacdo apresentada é o seguinte:

P(PID) =0,94 P

P(DNP)=0,1%x0,94=0,094

PNID)=0.06 = N P(DAN)=0,1 x 0,06 =0,006

_ P(DNP)=0,9x0,04=0,036
P(PID) = 0,04

- P(DNN)=0,9x 0,96 =0,864
P(NID)=0,96 ~ p

Assim, tem-se:
1. Probabilidade de o teste apresentar um resultado positivo:
P(P)=P(DNP)+P(DNP)=0,094+0,036=0,13

2. Probabilidade de o teste estar errado:
P(DNN)+ P(DnN P) =0,006+ 0,036 =0,042

—_— YY—
Falso negativo Falso positivo

Ou seja, o teste estd errado em 4,2% dos casos, o que significa que o resultado esta
correto em 95,8% dos casos.

3. Probabilidade de uma pessoa deste pais, a quem o teste deu resultado positivo, ter
realmente a doenca:

P(DNP) 0,094
P(DIP)= P(P) 013

~ 0,723
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3. Probabilidade

' Exercicios

@ Em Cabo Verde, a percentagem de populagao que esta infetada com HIV é de
aproximadamente 0,6% , conforme a seguinte noticia:

A prevaléncia do HIV/SIDA na populacio geral é de 0,6%, o que se considerou uma
prevaléncia baixa. Outro passo importante foi a eliminac¢io da transmissdo do HIV
de m3e para filho, tendo avancado que, neste momento, todas as criancas nascidas
de maes seropositivas em Cabo Verde nascem livres do virus.

O Dia Mundial de Luta Contra o HIV/SIDA é assinalado todos os anos a 1 de
dezembro e este ano o lema é “Sigamos no caminho dos direitos”.

Fonte: Governo de Cabo Verde
https://www.governo.cv/governo-reafirma-compromisso-em-certificar-cabo-verde-como-pais-
livre-da-transmissao-vertical-do-vih-e-eliminar-o-sida-ate-2030 (4 de dezembro de 2024)

Considera um teste de HIV com a seguinte eficacia:
— para uma pessoa infetada com HIV, o teste
apresenta um resultado positivo em 97%
dos casos (isto é, deteta corretamente a
presenca da doenca);
— para uma pessoa nao infetada com HIV, o
teste apresenta um resultado positivo em
1% dos casos (isto &, deteta erradamente
a presenca da doenca).

Escolheu-se aleatoriamente uma pessoa de Cabo Verde para fazer o teste.
33.1. Qual é a probabilidade de o teste apresentar um resultado positivo?
33.2. Qual é a probabilidade de o teste estar errado?

33.3. Qual é a probabilidade de esta pessoa estar infetada, sabendo que o teste deu
positivo?

33.4. Qual é a probabilidade de esta pessoa estar infetada, sabendo que o teste deu
negativo?

@ Uma outra empresa farmacéutica publicita o seguinte em relacao ao seu teste para
detetar o HIV:

“Os testes de HIV por fluido oral sGo muito precisos.
Em estudos realizados, o nosso teste detetou 100% das pessoas infetadas com
HIV e 99,1% das pessoas que nao estavam infetadas com HIV.”

34.1. Responde as perguntas do exercicio anterior para este novo teste.

34.2. Comenta a veracidade da seguinte afirmacao: "Este teste ndo da origem a
falsos positivos”.
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3.3. Probabilidade condicionada

@ Uma companhia farmacéutica pretende testar a eficacia de um novo teste de

gravidez. Para tal, efetuou um estudo envolvendo 50 mulheres gravidas e
50 mulheres nao gravidas, obtendo os seguintes resultados:

Teste positivo?
Sim Nao
Verdadeiro Falso
Sim positivo negativo
43 7
Gravida?
Falso Verdadeiro
Nao positivo negativo
1 49

35.1. Qual é a probabilidade de o teste estar errado?

35.2. Qual é a probabilidade de a mulher estar gravida, sabendo que o teste deu
positivo?

35.3. Qual é a probabilidade de a mulher estar gravida, sabendo que o teste deu
negativo?
35.4. Qual é a probabilidade de o teste ser positivo, sabendo que a mulher estéa gravida?

35.5. Qual é a probabilidade de o teste ser negativo, sabendo que a mulher estéa gravida?

O pai do Lucas tem um baralho com 52 cartas (13 cartas de cada naipe). Ele pediu
ao Lucas para retirar uma carta do baralho, aleatoriamente; sem repor essa carta,
pediu para retirar, também aleatoriamente, uma segunda carta do mesmo baralho.

Qual é a probabilidade de as duas cartas serem: S -\/‘
36.1. dois ases;

=k -
\ 3 i
o 4l

36.2. do mesmo naipe;

L
5. .

36.3. de naipes de cor diferente;

36.4. ambas figuras (isto &, serem dama, valete ou rei)?

No frigorifico da Eliane estao cinco iogurtes, mas, infelizmente, um deles ja
ultrapassou o prazo de validade. Por outro lado, sabe-se que:

- a probabilidade de um iogurte dentro do prazo de
validade estar estragado é de 0,5% ;

- a probabilidade de um iogurte fora do prazo de
validade estar estragado é de 65%.

A Eliane escolheu um dos iogurtes do frigorifico ao
acaso. Qual é a probabilidade de o iogurte escolhido
estar estragado?
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@ Sempre que nao tem de estudar, o Marcelo sai de
casa para ir aum dos seguintes sitios: campo de
jogos, praia, casa da avo ou biblioteca.

Praia Casa daavé

Campo Al
de Biblioteca

. jogos
O esquema de ruas esta representado ao lado e

sabe-se o seguinte das suas escolhas: o Marcelo
escolhe o seu caminho aleatoriamente, sendo que

o .
opta 70% das vezes pelo caminho da esquerda. Casa do Marcelo

38.1. Indica a probabilidade de ele ir ao campo de jogos.

38.2. Comenta a seguinte a afirmacado da avo do Marcelo: “Vais mais vezes a praia do
que visitar-me!".

@ A Ellen tem as seguintes possibilidades de vestuario
para levar para a escola: quatro blusas (duas
brancas, uma azul e uma amarela), trés saias (uma
branca, uma azul e uma vermelha) e dois pares de
sapatilhas (brancas e azuis).

 Aal 2ogilP

Ela vai escolher aleatoriamente a sua roupa.
39.1. Qual é a probabilidade de ela ir toda de branco?

39.2. Qual é a probabilidade de ela ir para escola com pelo menos uma peca de cor
diferente das restantes pecas?

Sugestao: Comeca por determinar a probabilidade de ela ir vestida com todas as pec¢as de uma
\. mesma cor.

3.3.2. Acontecimentos independentes

CExempIo 25)

Numa vila, fez-se um estudo com uma amostra de 200 pessoas para verificar
quantas sao fumadoras, obtendo-se os seguintes resultados:

Fumador Nao fumador Total
Mulher 21 79 100
Homem 50 50 100
Total 71 129 200
PROIBIDO
5 | . FUMAR
Uma questdo que se pode colocar é saber se 0 género

e a condicdo de fumador séo dois acontecimentos
independentes, isto &, por exemplo, saber se a proporcao de mulheres
fumadoras é maior, menor ou igual a proporgcdo de homens fumadores.
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Para este tipo de questao, podemos formalizar o conceito de acontecimentos inde-
pendentes do seguinte modo:

Sejam A e B dois acontecimentos no espaco de resultados S.

Os acontecimentos A e B sdo independentes se e sé se: P(AIB)=P(A).

Nota: Na definicdo acima também se pode considerar P(B|A)=P(B) emvezde P(A|B)=P(A).

Repara, entdo, que dois acontecimentos sao independentes quando a realizacao de
um deles ndo interfere na probabilidade da realizacdo do outro.

Como ja vimos anteriormente, tem-se, por definicdo, que P(A|B)= P(F')A(—Q)B) e, por-
tanto, em acontecimentos independentes, verifica-se que P(A) = % ou seja,

pode-se considerar a seguinte definicdo alternativa:

Sejam A e B dois acontecimentos no espaco de resultados S.

Os acontecimentos A e B sdo independentesse esbése: P(ANB)=P(A)x P(B).

Voltando ao exemplo anterior, vamos analisar se os acontecimentos A: “Ser mulher”
e B: "Ser fumador” sdo independentes.

1.° processo:

_100 _ _21
P(A)——200—0,5 e P(AIB)—71 ~ 0,30

Logo, os acontecimentos ndo sdo independentes (como se vé claramente nos dados,
a proporcao de fumadores nas mulheres € bem menor do que nos homens).

2.° processo:

P(A)xP(B):%x%zO,‘IS e P(AmB):%

concluindo-se novamente que os acontecimentos ndo sdo independentes.

~ 0,105

Observa que, neste exemplo, as conclusdes seriam as mesmas se tivéssemos com-
parado:

—"Ser mulher” com "Ser ndo fumador” (ndo sao independentes)
—"Ser homem" com “Ser fumador” (ndo sdo independentes)
—"Ser homem" com “Ser nao fumador” (ndo sao independentes)
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CExempIo 26)

Uma mesa de bilhar tem 16 bolas: uma branca, uma ]
preta e duas bolas de cada cor (duas amarelas, duas e
azuis, duas vermelhas, etc.), conforme a figura ao lado. D
9
—
—

Foi escolhida uma bola aleatoriamente. Considera
0s seguintes acontecimentos:

“Sair uma bola amarela”

€006

“Sair uma bola com nimero menor que 9"

(§<§ @@
QEOG

o~

C: "Sair uma bola com numero impar”
Verifica se os seguintes pares de acontecimentos sao independentes entre si:
1. AeB 2. AeC 3.BeC

Resolucao:
Como ja vimos anteriormente, existem duas possibilidades de resolucdo. Na que se
segue vai-se verificar a igualdade P(ANB)=P (A) x P(B).

1. P(A)xP(B) _E X E_ 0,0625 e P(ANB)= 16° 0,0625, concluindo-se que os

acontecimentos sio independentes. De facto, se soubermos que aconteceu B, a
probabilidade de sair uma bola amarela mantém-se inalterada (de dois casos favoraveis
em 16, passa-se para um caso favoravel em oito).

% =0,0625 e P(ANC)= E =0,125, concluindo-se que os

acontecimentos ndo sdo independentes. De facto, este resultado é expectavel: se
verificamos que aconteceu C, aumenta a probabilidade de acontecer A (de dois casos
favoraveisem 16, passa-se para dois casos favoraveis em oito).

3. P(B)xP(C) = i X i =0,25 e P(BNC)=-=-=0,25, concluindo-se que os

2. P(A)xP(C):%x

acontec1mentos sdo 1ndependentes. A proporgéo de bolas impares é a mesma no
conjunto das 16 bolas como no conjunto das bolas com niimeros inferiores a nove.

CExemplo 27)

A populacao ativa de Cabo Verde € de,
aproximadamente, 215 mil pessoas.

A distribui¢cao entre mulheres-homens e
urbano-rural esta registada na seguinte tabela:

Urbano Rural

Mulher 78 18 Populacéo ativa de Cabo Verde (em milhares).
Adaptado de: Expresso das llhas, 21de outubro de 2024

Homem 96 23 https://expressodasilhas.cv/ieconomia/2024/10/21/taxa-
-de-desemprego-fica-em-88-no-2-trimestre-
-de-2024/93835
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Verifica se 0 acontecimento A: “Ser mulher” é independente do acontecimento
B: "Serrural”.

Resoluciao:
n.° total de mulheres
78 +18 18
Tem-se que P (A) =2—15 ~ 0,45 e P(AlB) = m ~ 0,44
—_———

n.° total rural
Logo, pode afirmar-se que os acontecimentos, na pratica, sdo independentes entre si,
pois os dois valores estdo muito proximos.

Nota importante: Repara que, em situagdes reais, muito dificilmente se terdo valores
exatamente iguais para estas duas probabilidades: P(A) e P(A|B). Assim, se houver uma
boa aproximacéao, pode-se considerar que os acontecimentos sdo independentes.

Trabalho de pesquisa na tua escola

A recolha de dados fidveis € uma tarefa muito importante para se aferir a realidade.
Esta recolha, muitas vezes, exige a realizagdo de questionarios. Uma pratica habitual
€ fazer questionarios andénimos, para garantir que as pessoas respondem sem receio
e em liberdade. Um exemplo deste procedimento é o caso de uma votacao politica
como, por exemplo, na eleicdo dos deputados da Assembleia Nacional de Cabo Verde.

1. Prepara um pequeno boletim de voto* com as seguintes questdes:

Qual é o teu género? Masculino [ ] Feminino [ ]

Gostas de futebol? Sim [ ] Nao []

*Também podes criar um google forms.

2. Distribui os boletins pelo maior niumero possivel de alunos da tua escola
(atencao: cada estudante s6 deve votar uma Unica vez).

3. Conta os resultados da votacgéo,
preenchendo, no final, a tabela ao lado.

Gosta de futebol?

- . Sim Nao Total
Verifica se os acontecimentos “Ser
rapaz” e "Gostar de futebol” sdo Rapaz
acontecimentos independentes na Rapariga
tua escola. Total

Com a ajuda do teu professor, escolhe outros acontecimentos como estes
(pode ser, por exemplo, questdes do tipo: Gostas de ver televisdo? Sabes andar
de bicicleta? ou Gostas de Matematica?), faz uma nova votagao e determina a
independéncia entre esses acontecimentos.
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. Exercicios

@ De uma turma do 5.° ano tem-se a informacao que esta representada no seguinte
diagrama de Venn:

S
N
Bons alunos a

Ciéncias

Bons alunos a 7
_ Matematica

40.1. Verifica se os acontecimentos “Ser bom aluno a Matematica” e “Ser bom aluno
a Ciéncias"” sdo independentes.

40.2. Escolhe duas disciplinas e constroéi, com os teus colegas, um diagrama similar
ao apresentado neste exercicio. Averigua se as boas notas das disciplinas que
escolheste sdo independentes entre si.

@ O tio do Enzo vive nos Estados Unidos e vai para o seu trabalho de comboio.
Contudo, muitas vezes, esta mau tempo e nem sempre o comboio chega a horas a
estacao do tio do Enzo. Durante um ano, o tio do Enzo registou os seguintes dados:

O comboio chegou atrasado?

Sim Nao Total
Sol 3 119
Chuva 7 101
Neve 8 12
Total

Responde as seguintes questodes:

41.1. Qual é a probabilidade de nevar na
cidade do tio do Enzo?

41.2. Qual é a probabilidade de o comboio
chegar atrasado, sabendo que esta a
chover?

41.3. Qual é a probabilidade de estar a chover, sabendo que o comboio se atrasou?

41.4. Os acontecimentos "Estar a nevar” e "O comboio chegar atrasado” séo
acontecimentos independentes?
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3.3. Probabilidade condicionada

Existem certos problemas em que, pela situacao descrita, se pode concluir a partida
que os acontecimentos sdo independentes e, por isso, podemos utilizar a férmula

P(ANB)=P(A)x P(B). Observa o exemplo apresentado a seguir.

(Exemplo 28)

A Luana tem dois estojos com lapis e canetas. No . ™

estojo azul tem duas canetas e trés lapis; no estojo
verde tem trés canetas e um lapis. A Luana tirou,
aleatoriamente, um objeto de cada um dos estojos.

1. Qual é a probabilidade de a Luana tirar duas
canetas?

2. Qual ¢é a probabilidade de a Luana tirar uma caneta e —
um lapis? \ B

Resolucao:

Vamos considerar os seguintes acontecimentos:

C,: “Tirar uma caneta do estojo azul’ e C,: “Tirar uma caneta do estojo verde”
L,: “Tirar um lapis do estojo azul" e L,: “Tirar um lapis do estojo verde”

1. Uma vez que cada extracdo é independente da outra, tem-se:

P(C,nC,)=P(C,)xP(C,) =%x%=0'3

2. A probabilidade pretendida é dada por: )

P(C,NL,)+P(L,NC,)=P(C,) xP(L,)+P (L) xP(C,) =%x

3_
G =055

3
+§XZ

N

' Exercicio

@ A Emily tem um jogo com quatro dados, como mostra a figura ao lado:
* um dado, com quatro faces, numeradasde 1 a 4;
* um dado, com oito faces, com as faces numeradasde 1 a 8;
e umdado com 12 faces, com as faces numeradasde 1 a 12;
* um dado com 20 faces, com faces numeradas de 1 a 20.

A Emily lancou os quatro dados, aleatoriamente, e anotou os nimeros das faces
que ficaram voltadas para baixo.

42.1. Qual é a probabilidade de sair o numero 3 em todos os dados?
42.2. Qual é a probabilidade de sair um numero par em todos os dados?

42.3. Qual é a maior soma que pode sair deste lancamento? Qual é a probabilidade
de tal acontecer?

42.4. Qual é a probabilidade de a soma das quatro faces dar 5 (nota que para dar 5
tem de sair 1 emtrés dados e 2 no restante)?

A
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Como sabes, uma moeda “normal”
apresenta uma probabilidade de 0,50 de
sair cada uma das suas faces. Em quatro
lancamentos consecutivos de uma moeda
de 1 escudo, calcula as seguintes
probabilidades (comeca por construir um
diagrama de arvore que represente a
situacao):

1.1. Qual é a probabilidade de sair sempre tartaruga?

1.2. Qual é a probabilidade de nunca sair tartaruga?

1.8. Qual é a probabilidade de sairem exatamente duas tartarugas?
1.4. Qual é a probabilidade de sairem pelo menos duas tartarugas?

1.5. Qual é a probabilidade de sair sempre tartaruga, sabendo que saiu
tartaruga no primeiro langcamento?

1.6. Qual é a probabilidade de sair sempre tartaruga, sabendo que saiu
tartaruga nos dois primeiros lancamentos?

1.7. Qual é a probabilidade de sair sempre tartaruga, sabendo que saiu
tartaruga nos trés primeiros lancamentos?

1.8. Comenta, justificando, a veracidade da seguinte situacao:
"Os acontecimentos “Sair sempre tartaruga” e “Nunca sair tartaruga” nao
sao acontecimentos contrarios.”

O Lucas recebeu uma moeda antiga do seu
avo. Como esta moeda ja foi muito usada,
janao é equilibrada, logo, as probabilidades
de sair cada uma das duas faces nao sao
equiprovaveis.

2.1. Como pode o Lucas fazer para determinar a probabilidade de sairem as
palavras “Cabo Verde" num langamento?

2.2. Supde que a probabilidade de sairem as palavras “Cabo Verde” é de 60%
e que o Lucas fez quatro lancamentos consecutivos.

a) Qual é a probabilidade de sair sempre “Cabo Verde"?

b) Qual é a probabilidade de sairem exatamente duas vezes as palavras
"Cabo Verde"?



3.3. Probabilidade condicionada

O Governo decidiu dar uma bolsa de
estudo a um aluno finalista do
secundario para fazer um curso, de
um més, numa universidade europeia.
Para tal, selecionou para um sorteio
aleatério os melhores 40 alunos de
Cabo Verde (15 rapazese 25
raparigas).

Para orgulho dos seus pais, 0s
gémeos Maria e Tiago fazem parte
deste grupo de alunos.

3.1. Qual é a probabilidade de ser selecionada a Maria?
3.2. Qual é a probabilidade de ser escolhido um dos gémeos?

3.3. Qual é a probabilidade de escolher um dos gémeos, se soubermos que
foi selecionada uma rapariga?

3.4. Qual é a probabilidade de escolher um dos gémeos, se soubermos que
foi selecionado um rapaz?

3.5. Justifica porque é que os valores das respostas das trés alineas
anteriores sao diferentes entre si.

Num concurso, sdo colocadas cinco bolas vermelhas e cinco bolas azuis
numa caixa. Existem trés concorrentes que retiram, sucessivamente, uma
bola ao acaso sem reposi¢ao, ganhando um prémio no caso de sair uma bola
vermelha.

4.1. Qual é a probabilidade de o primeiro concorrente ganhar prémio?
4.2. Qual é a probabilidade de o segundo concorrente ganhar prémio?
4.3. Qual é a probabilidade de o terceiro concorrente ganhar prémio?

4.4. Qual é a probabilidade de o segundo concorrente ganhar prémio
sabendo que o primeiro ganhou prémio?

4.5. Qual é a probabilidade de o terceiro concorrente ganhar prémio sabendo
que os dois primeiros ganharam prémio?

4.6. Comenta a veracidade da seguinte afirmacao:
"Se fossem 10 concorrentes a tirar bolas da caixa, era impossivel o
10.° concorrente conseguir prémio.”
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A Direcao de uma escola pediu aos pais
para levarem bolos de milho e de
banana para a festa de final de ano.

A escolatem 120 alunos e sabe-se
ainda o seguinte:

— 80 alunos comeram bolo de milho;
— 60 alunos comeram bolo de banana;

— 45 alunos comeram bolo de milho e bolo de banana.

5.1. Quantos alunos ndo comeram bolo?
(Constroi primeiro um diagrama de Venn que represente a situacao.)

5.2. Escolhendo aleatoriamente um aluno desta escola:
a) Qual é a probabilidade de ele ter comido bolo?

b) Sabendo que ele comeu bolo de banana, qual é a probabilidade de ele
também ter comido bolo de milho?

c) Sabendo que ele comeu bolo de milho, qual é a probabilidade de ele
também ter comido bolo de banana?

Numa escola da ilha de Sao Vicente, fez-se um estudo para saber quais os

clubes de futebol preferidos pelos estudantes, obtendo-se os seguintes

resultados:

Mindelense | Ac.Mindelo | Sp.Praia Outros
Rapazes 20 12 9 3

Raparigas 8 8 2 5

Selecionando ao acaso um destes
adeptos:

6.1. Qual é a probabilidade de ser
rapaz?

6.2. Qual é a probabilidade de ser
rapaz, sabendo que é adepto do
Mindelense?

6.3. Qual é a probabilidade de ser adepto do Sp. Praia?
6.4. Qual é a probabilidade de ser adepto do Sp. Praia, sabendo que é rapaz?

6.5. Mostra que os acontecimentos “ser rapaz” e “ser de outros clubes” ndo
sao independentes.



3.3. Probabilidade condicionada

“No que diz respeito a Cabo Verde,
segundo pais dos PALOP com mais
candidatos inscritos nas IES em
Portugal, do total de vinte e dois mil e
quinhentos e noventa e dois (22 592)
inscritos, encontram-se no ensino
universitario nove mil cento e
cinquenta e oito (9158) estudantes,
dos quais 5106 mulheres e 4052
homens. No ensino politécnico, estdo inscritos treze mil quatrocentos e trinta
e quatro (13 434) estudantes, dos quais sete mil e quinhentos e vinte e cinco
(7525) sGo mulheres e cinco mil novecentos e nove (5909) sGo homens.”
Fonte: Relatdrio final do projeto Perfil do Estudante dos PALOP

nas Instituicbes do Ensino Superior em Portugal:
caracterizagéo, expetativas, constrangimentos, 2015-2021. Instituto Camébes

7.1. Preenche a seguinte tabela com a informacéo acima.

Universitario Politécnico Total

Mulher
Homem
Total

7.2. Escolhendo, aleatoriamente, um aluno cabo-verdiano a estudar no ensino
superior em Portugal (2015-2021):

a) Qual é a probabilidade de ser mulher?
b) Qual é a probabilidade de estar matriculado(a) no ensino politécnico?

c¢) Os acontecimentos “ser homem"” e “estar matriculado(a) no ensino
universitario” sdo independentes?

O pai da Luana sugeriu a filha o seguinte jogo:

Se adivinhares o nimero em trés tentativas,

“Vou pensar numndmeroentre 1 e 10 e ° 9
ganhas o jogo." .

1 . (3). @ : .
o
escrever num papel sem tu veres qual é. @? % 8 @
° ° ° S (-]

8.1. Qual é a probabilidade de a Luana acertar no nimero a primeira tentativa?
8.2. Qual é a probabilidade de a Luana ganhar o jogo?

8.3. Qual é mais provavel: acertar a primeira ou acertar a terceira tentativa?
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No maior mercado da capital de Cabo Verde, é
usual produzir-se roupa artesanal, com tecidos
tipicos, para vender.

As conclusdes de um estudo sobre a qualidade
destas pecas podem ser encontradas na seguinte
tabela:

Sem defeitos Com pequenos defeitos | Total

Vestidos 267 33 300

Camisolas 170 30 200
Total 437 63

9.1. Escolhendo uma destas pecas aleatoriamente, qual é a probabilidade de:
a) a peca nao ter defeitos;
b) a peca nao ter defeitos, sabendo que foi escolhido um vestido;

¢) a peca ser uma camisola, sabendo que foi escolhida uma peca com
defeito;

9.2. verifica se os acontecimentos “ter defeito” e "ser um vestido” sao
independentes.

A D. Rita, ganha a vida, a distribuir
ovos pelos mercados de varias vilas.
Os seus ovos tém a seguinte
proveniéncia:

- 20% sé&o do fornecedor A;

— 30% sao do fornecedor B;
- 50% sao do fornecedor C.

Pela sua experiéncia, a D. Rita sabe
ainda o seguinte:

— 4% dos ovos do fornecedor A nao tém qualidade para serem vendidos;
— 1% dos ovos do fornecedor B nao tem qualidade para serem vendidos;
— 2% dos ovos do fornecedor C nao tém qualidade para serem vendidos.

Ao escolher um ovo da D. Rita, ao acaso, qual é a probabilidade de:
10.1. estar em condi¢des para ser vendido;

10.2. ser do fornecedor A, sabendo que o ovo selecionado nao esta em
condicoes;

10.3. estar em condicdes, sabendo que o ovo selecionado é do fornecedor B.



3.3. Probabilidade condicionada

Todos os aeroportos tém detetores de metais para garantir a seguranca dos
seus passageiros. O teste esta preparado para detetar quando o passageiro
leva metais consigo, mas ndo é 100% eficaz.

De um determinado detetor de metais, sabe-se o seguinte:

Teste positivo?
Sim Nao
Leva Sim 4,5% 0,5%
metais? N3o 1% 94%

11.1. Qual é a percentagem de pessoas que sao paradas por testarem positivo?
11.2. Qual é a percentagem de pessoas que levam metais?

11.3. Se um passageiro testar positivo, qual é a probabilidade de ele levar
metais?

11.4. Se um passageiro levar metais, qual é a probabilidade de ele testar

positiva?
Considera a tabela ao lado que DisTRIBUIGAD
representa a quantidade de populagcao Casoveroe | POR SEXO

masc. Fem.

TOTAL % % %

estrangeira a viver em Cabo Verde.

12.1. Quantas mulheres e quantos e e A B
. . PRINCIPAIS NACIONALIDADES
homens estrangeiros vivem em ANSOLA 281 | 2,6 | 522 | 478
Ca bo Verde? BRASIL 379 35 540 460
CHINA 501 46 63,1 369
Eua 248 23 66,7 333
12.2. Quantos mulheres e qugntos ——— g e e g
homens portugueses vivem em GUINE CONACRI 319 29 59,0 41,0
Cabo Verde? ITAua 406 37 | 621 | 379
NIGERIA 515 4,7 72,4 276
12.3. Escolhendo um estrangeiro ao PONTUSAL 971 | 89 L 903 , 397
. . . sAo TOME E PRINCIPE 480 44 51,2 488
acaso, indica qual a probabilidade de SENEBAL 1188 10,9 78,6 214
se escolher:

Fonte: Mulheres e Homens em
a) uma pessoa brasileira; Cabo Verde, Factos e NiUmeros
¢) um homem, sabendo que foi escolhida uma pessoa chinesa;

d) uma pessoa portuguesa, sabendo que foi escolhida uma mulher.

12.4. Com a informacao da tabela, é possivel afirmar que é impossivel
escolher uma pessoa australiana?
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

CExemplo 29)

Recorda a experiéncia aleatéria: "Lancar uma moeda ao ar, trés vezes
consecutivas, e registar a face que fica voltada para cima”.

Na moeda que sera langada ao ar, identificamos duas faces diferentes: face
escudo (E) e face tartaruga (T).

Para perceber melhor o que acontece, vamos recordar o seguinte diagrama de

arvore:
Resultados
1.°lancamento 2.°lancamento 3.°lancamento possiveis

E — EEE
£ <
T ——— EET
E E ——— S ETE
T <
T ———> ETT
E —> TEE
£ <
T —> TET
T E—— > TTE
T <
T ——> TTT
Calcula a probabilidade de, no lancamento da moeda trés vezes, sair uma face
tartaruga. E de sair duas faces tartaruga? E de sair trés faces tartaruga?

Como ja sabes, o espaco de resultados para esta experiéncia aleatoria é
formado por oito casos:

Q={EEE; EET; ETE; ETT; TEE; TET; TTE; TTT}

Com base no espac¢o amostral, sabemos que:

P("n&o sair nenhuma face tartaruga”) :%

P ("sair uma face tartaruga”) =%

P (“sairem duas faces tartaruga”) :%

P ("sairem trés faces tartaruga”) :%
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Neste exemplo, focamos a nossa atengao no numero de vezes que sai face tartaruga.
Vamos, por isso, imaginar que é esse 0 motivo do nosso estudo, aquando do lanca-
mento de uma moeda.

3.4.1. Variavel aleatodria

Nesta experiéncia aleatéria, podemos considerar uma varidvel que seré igual ao nu-
mero de faces tartaruga obtidas no total dos trés lancamentos.

Os valores possiveis dessa variavel sdo 0, 1, 2 e 3. No entanto, cada vez que rea-
lizamos a experiéncia, ndo conseguimos prever antecipadamente qual sera esse nu-
mero. Por isso, designamos essa variavel por variavel aleatoria.

Variavel aleatoria

Uma variavel cujo valor numérico esta associado ao resultado de uma experién-
cia aleatéria designa-se por variavel aleatéria.

Esta variavel representa-se, geralmente, por uma letra maidscula.

Em funcao dos valores que pode obter, a variavel pode ser discreta ou continua.

Variavel aleatéria discreta
Uma variavel aleatéria diz-se discreta se o conjunto de valores que pode tomar
for finito ou formado por varios valores isolados.
O mais habitual é utilizar o termo variavel aleatéria discreta para designar uma
variavel que assume um conjunto finito de valores distintos.

Variavel aleatoria continua

Uma variavel aleatéria diz-se continua se o conjunto de valores puder assumir
qualquer valor de um determinado intervalo ou conjunto de intervalos.

( Exemplo30 )

Da exemplos de duas variaveis aleatérias discretas e de duas variaveis continuas
e refere os valores que elas podem tomar.
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Resolucao:

Por exemplo, no lancamento de um dado ctibico equilibrado (com seis faces), se
considerarmos o nimero de pintas que aparece na face voltada para cima, temos uma
variavel aleatéria discreta que pode tomar os valores 1, 2, 3,4, 5 ou 6.

Considera agora que retiras, aleatoriamente, uma bola que esta numa caixa que tem
trés bolas com os niimeros 1, 2 e 3. Neste caso, a variavel aleatéria discreta
corresponde ao numero da bola retirada e pode tomar os valores 1, 2 ou 3.

Podemos considerar agora a variavel relativa ao estudo das massas dos alunos de uma
turma. Os valores vao variar entre um conjunto, por exemplo, entre 30 kg e 80 kg .
Trata-se, por isso, de uma variavel continua.

Outro exemplo de uma variavel aleatéria continua pode ser a temperatura corporal, que
varia igualmente entre valores de um intervalo, por exemplo,de 35°C a 42°C.

. Exercicios

@ Considera a seguinte experiéncia aleatoria que consiste no langcamento de uma
moeda equilibrada e, em seguida, de um dado equilibrado de seis faces com as
seguintes regras:

* se sair a face tartaruga regista-se o nimero de pintas que esta na face do dado
virada para cima;

* se sair a outra face, regista-se o niimero 0.
43.1. Indica a variavel aleatdria associada a esta experiéncia.
43.2. Refere o conjunto de valores que esta variavel pode tomar.
@ Assume que a experiéncia aleatdria é langar um dado octaedro equilibrado (com oito

faces numeradas de 1 a 8) e a variavel aleatéria associada é o niimero de pontos na
face voltada para cima. Indica o conjunto de valores que esta variavel pode tomar.

3.4.2. Distribuicoes de probabilidade
No mundo das ciéncias sociais — como a economia, a sociologia ou a geografia —,
surgem frequentemente situacdes de incerteza:

* Qual é a probabilidade de uma pessoa ser escolhida para uma entrevista?

* Qual é a hipétese de um consumidor preferir certo produto?

* Como prever comportamentos ou tomar decisdes com base em dados?
Nas préximas paginas, iremos abordar os modelos de probabilidade. Estes modelos
matematicos sao utilizados na representacao e interpretacao de experiéncias ou fe-

ndmenos em que nao sabemos, a partida, o que vai acontecer, ou seja, em fendme-
nos que nao podem ser descritos por leis deterministas.
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

Em particular, vamos estudar os modelos de probabilidade em espacos finitos, ou
seja, situacdes em que conseguimos identificar e contar todos os resultados possi-
veis. Exemplos simples incluem langar uma moeda, tirar uma carta de um baralho ou
escolher aleatoriamente uma pessoa hum grupo restrito.

Suporte de um modelo de probabilidades

O suporte de um modelo de probabilidades corresponde ao conjunto formado
pelos valores que uma variavel aleatéria X pode assumir, sendo que a todos eles
se atribui uma probabilidade diferente de 0.

CExemplo 31 )

1. Para o modelo de probabilidades associado a variavel aleatéria
X ="numero de faces tartaruga obtidas no total dos trés lancamentos”,
osuporteé {0, 1,2, 3}.

2. Seja X="Numero de respostas corretas num teste com cinco perguntas” .
Neste caso, assumindo que nenhuma probabilidade sera nula, o suporte é dado
por {0,1,2,3,4,5}.

Imagina agora a seguinte situacao: todos os dias de manha, um aluno dirige-se a pa-
ragem de autocarro parair para a escola. No local onde ele vive, os autocarros passam
uma vez por dia, mas costumam vir cheios. No entanto, de vez em quando, aparece
um autocarro com lugares vazios.

Definimos a variavel aleatéria X como: “O numero de dias até o aluno conseguir apa-
nhar, pela primeira vez, um autocarro com lugar disponivel”.

Repara que, neste caso, a variavel aleatoria é discreta com suporte infinito, mas nu-
meravel, uma vez que sabemos que o0 numero de dias € um numero natural, mas nao
sabemos quantos dias o aluno tera de esperar para ter, pela primeira vez, uma opor-
tunidade de encontrar um lugar no autocarro.

Voltemos agora a variavel aleatoéria:
X="numero de faces tartaruga obtidas no total dos trés lancamentos de uma moeda"

Representando por p; a probabilidade de X tomar o valor x;, temos a seguinte re-
presentacdo em forma de tabela:

x |

w|= | O
wjw | =
oW | N
|- | W

Pi ‘
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Observa que, nesta tabela, existe uma correspondéncia entre cada valor numérico
possivel para a variavel aleatoéria e a sua probabilidade.

Graficamente, podemos representar no seguinte grafico de barras:

P(X =x;)

0,375

0,250 +

0,125 I L
0 1 2 3 i

Distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria X

Chama-se distribuicao de probabilidade, ou modelo de probabilidade, de uma
variavel aleatéria quantitativa, X, a correspondéncia que a cada valor x; da
variavel aleatéria X faz corresponder a sua probabilidade p;=P (X=x;) .

As distribuicdes de probabilidade, também conhecidas como modelos de probabili-
dade, classificam-se em discretas ou continuas, consoante o tipo de variavel aleaté-
ria a que estao associadas.

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria discreta X também é
designada por funcio massa de probabilidade.

Esta fica conhecida quando, para cada valor de x;, temos a correspondéncia
com a sua probabilidade: p;=P (X=x;) .

Estas probabilidades devem satisfazer as seguintes condicées:
0<p,<1, i:l, ..., n
>pi=1
i=1

Esta correspondéncia (x;, p;) pode ser representada por uma tabela ou, grafica-
mente, por um grafico de barras.
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CExempIo 32)

Considera a experiéncia do lancamento de uma moeda duas vezes.

. Define, por uma tabela e por um gréfico, a funcdo massa de probabilidade
associada a variavel aleatoria:

X="numero de faces tartaruga obtidas no total dos dois lancamentos”

. Com base na fungao definida na alinea anterior, calcula a probabilidade de se
obter pelo menos uma face tartaruga.

Resolucao:

. Agindo de forma semelhante ao que foi feito para o caso do langamento de uma moeda
trés vezes, 0 nosso espaco de resultados agora é dado por:

Q={EE,ET, TE, TT}

A variavel aleatéria pode tomar os valores 0, 1 ou 2.

1 2 1 P(X =x)
P(X=2)=7 0,50 |
A funcdo massa de probabilidade pode ser definida
pela tabela ou pelo grafico seguinte. 0,25
x | o | 1 | 2 l
—P(X= 1 1 1
Pi= p (X_ xi) ‘ 4 ‘ 2 ‘ 4 0 X7

. Quando se estuda a probabilidade de se obter, pelo menos uma vez face tartaruga,
estamos a aceitar as opcdes de ter ocorrido 1 ou 2 saidas desta face. Assim, a
probabilidade que seestudaé P(X>1)=P(X=1)+P(X=2)=050+0,25=0,75.

(' Exemplo 33 )

Determina se as seguintes tabelas podem representar fun¢gédo massa de
probabilidade.

X 4 6 8 | 10
P(X=x) |-06| 02 | 01 | 13

X;

P(X=x)

w|N |
o= | ©
o=
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Resolucao:
1. Nao pode representar uma funcio massa de probabilidade.

Observamos que P(X=4)<0 e P(X=10)>1 mas P(X=x;) ndo pode ser negativo
nem superiora 1 e, por isso, esta tabela ndo pode representar uma funcio massa de
probabilidade.

2. Sim, pode representar uma funcdo massa de probabilidade porque verifica os varios
requisitos:
P(X=x)>0,i=1,2,3
P(X=x)<1,i=1,2,3

éP(X:xi)zl

3
3. SP(X=x)=03+05+01=09

i=0
Também nio se trata de uma funcio massa de probabilidade porque a soma das
probabilidades dos diferentes x; teriadedar 1.

. Exercicio

@ Determina se as seguintes tabelas podem representar funcdes massa de
probabilidade.

45.1.
X; 1 2 3 4
o | 3] 3] 3] 3
45.2,
X, 1 3 5 R
P(X=x)) 03 0.1 0,2 04 | -0.2
CExempIo34)

Considera a seguinte experiéncia aleatoria:

“Lancar uma moeda ao ar, quatro vezes consecutivas, e registar a face que fica
voltada para cima”.

Determina a funcdo massa de probabilidade associada a variavel aleatoéria
X ="numero de faces tartaruga obtidas no total dos quatro lancamentos”.
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

Resolucao:

Como a variavel aleatéria pode tomar os valores 0, 1, 2, 3 ou 4, calcula-se, por um
processo semelhante ao que foi usado para o langcamento de uma moeda trés vezes, as
seguintes probabilidades:

P(X=0)=-
P(X= 1)_i6=i
P(X= 2)—%—%
P(X=3)=1t=1
P(X=4)=E

Com estas probabilidades ja calculadas podemos representar a fun¢io massa de
probabilidade da variavel aleatéria X através da seguinte tabela:

X; | o | 1 | 2 | 3 | 4
o (R 1131415
CExemplo35)

Considera a experiéncia aleatoria do langamento de um dado regular com seis
faces numeradas. Seja X a variavel aleat6ria que representa o niumero de
pintas da face voltada para cima. Define, usando uma tabela e um gréfico, a
funcao massa de probabilidade da variavel aleatéria X.

Resolucao:
Uma vez que o dado é equilibrado e a variavel aleatéria tem seis valores possiveis, a

probabilidade de sair cada umas das faces é de 1

6
Assim, a funcdo massa de probabilidade é P(X =x}
representada pela tabela:

0,20+

x |1]2|3]|a|s]|e6
_ 111 [1[1]1 0,151

P {555 5] 58
0,10+
0,05t
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CExempIo 36)

Na ilha do Fogo, foi feito um inquérito a um grupo de familias sobre o nimero
de bicicletas que possuem. A variavel aleatéria X representa o numero de
bicicletas por familia.

A funcdo massa de probabilidade de X esta representada na tabela seguinte.
X, | o | 1 | 2 | 3
P(X=x) | 03 | 04 | a | Of

Determina o valor de a.

Resolucao:

Sabemos que se trata de uma funcio massa de probabilidade e, por isso, tem de
satisfazer as seguintes condicdes:

0<P(X=x)<1,i=1,2,3,4
4

> P(X=x)=1

i=1

Logo, 0,3+04+a+01=1 < a=02

. Exercicio

@ A variavel aleatéria X representa o nimero de irmaos de cada aluno, numa
determinada escola, em Cabo Verde.

Sabe-se que a funcao massa de probabilidade é representada pela seguinte

tabela:
X, | o | 1 | 2 | 3
P(X=x) | 025 | 04 | k | 015
- Determina o valor de k.
CExemplo37)

Considera a experiéncia aleatdria que consiste em lancar dois dados
equilibrados convencionais, com as faces numeradas.

Seja X avariavel aleat6ria que representa a soma do numero de pintas das
faces voltadas para cima.

Define, usando uma tabela, a funcdo massa de probabilidade da variavel
aleatéria X.
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Resolucao:

Como é possivel verificar na seguinte tabela, as somas possiveissido 2, 3,4,5,6, 7, 8,
9,10, 11 e 12.

2.° dado
+|1]|2|3|4]|5]|6
1123|456l 7
2(3|4|5|6|7]|8
S| 3|4|5|6|7]|8]|09
(1]
©
°.|4|5|6|7|8]9]10
5 6|7 |8 9]10]11
6 | 7|8 9]10]11]12

Como sabemos que, para a soma ser 2, tem de sair face com uma pinta em cada um dos
dados, entdo a probabilidade de a soma ser 2 é % .
Por exemplo, para que a soma seja 4, temos trés possibilidades entre os 36 casos
possiveis:

» no 1.° dado a face virada para cima ter uma pinta e no 2.° dado ter trés pintas;

« no 1.° dado a face virada para cima ter duas pintas e no 2.° dado ter duas pintas;

« no 1.° dado a face virada para cima ter trés pintas e no 2.° dado ter uma pinta.

Assim, a probabilidade de a soma ser 4 éde 33_6 = % .
Ja a probabilidade de a soma ser 7 éde % =é .

Usando o mesmo raciocinio para os restantes casos, a funcdo massa de probabilidade é
representada pela tabela:

il 23| a5 | 6| 7|89 |10]n]n
e |5l s (&) l% s Rl sl

Nota que, apesar de a variavel aleatéria poder assumir qualquer um dos 11 valores do
conjunto {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}, a probabilidade de cada um deles nio

1

é 1T sendo a probabilidade de X=7 a maior.
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' Exercicios

@ A funcao massa de probabilidade da variavel aleatéria X, que representa o
nimero de dias com chuva, numa determinada semana, na cidade da Praia,
durante a estacao das chuvas, é representada pela tabela:

x | o | 1| 2 | 3 | 4
P(X=x) | 005 | 015 | 035 | 03 | 015

Responde as seguintes questdes:
47.1. Qual é a probabilidade de chover menos de trés dias durante a semana?
47.2. Qual é a probabilidade de chover pelo menos dois dias durante a semana?

47.3. Qual é a probabilidade de chover exatamente trés dias durante a semana?

@ Supde que uma familia cabo-verdiana tem trés filhos e que a probabilidade de
nascer rapaz ou rapariga € a mesma. Considera a variavel aleatéria X="numero de
rapazes". Define a funcdo massa de probabilidade.

@ Durante uma atividade na aula de MACSH, o professor propds o seguinte jogo que
envolve duas caixas. A caixa 1 contém bolas numeradas de 1 a 4 e acaixa2
contém bolas numeradas de 1 a 5. Um aluno retira uma bola de cada caixa, ao
acaso, e regista o valor do maior dos dois nimeros. Considerando a variavel
aleatoéria X ="maior dos dois numeros obtidos nas bolas tiradas" , resolve os
seguintes exercicios:

49.1. Define o espaco amostral.

49.2, Define, por uma tabela, a fun¢gdo massa de probabilidade de X.
49.3. Calcula P(X<3).

49.4. Calcula P(X>2).

49.5. Calcula P(X=4).

@ Foi realizado um inquérito, numa escola secundaria da ilha de Sao Vicente, com o
objetivo de perceber quantas vezes, por semana, os alunos utilizam o autocarro
para se deslocarem para a escola. As respostas de 40 alunos foram registadas na
seguinte tabela:

Numero de viagens por
semana

Frequéncia absoluta | 4 | 8 | 15 | 9 | 4

o |12

Com base na frequéncia, define a fungdo massa de probabilidade da variavel
aleatéria X="numero de vezes por semana que um aluno usa o autocarro para ir
para a escola”.
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@ Num torneio escolar de futebol, realizado entre varias escolas secundarias de
Cabo Verde, a final é disputada entre duas equipas. A equipa vencedora é a
primeira a ganhar quatro jogos. Isso significa que a final pode ter entre quatro e
sete jogos, ambos inclusive, dependendo das vitérias alternadas entre as equipas.

Foram analisadas 40 finais deste torneio. O nimero de jogos disputados, em cada
final, é representado pela variavel aleatéria X.

Numero de jogos | 4 5
Frequéncia absoluta | 8 | 7 |

6
9 | 16
51.1. Determina a probabilidade P(X) para cada valor de X, com base nos dados
fornecidos (frequéncia de cada numero de jogos).

51.2. Define a fungado massa de probabilidade da variavel X.

51.3. Representa graficamente a distribuicao de probabilidade (por exemplo, usando
um grafico de barras).

—

Distribuicao de frequéncias versus distribuicao de probabilidades
Considera a seguinte situacgao:

Dez alunos de uma turma do 11.°ano de MACSH, na cidade da Praia, tém, a sua frente,
um conjunto de dez cartdes, de igual tamanho e espessura, indistinguiveis ao tato,
com desenhos de frutas: quatro cartdes com desenho de bananas, cinco cartdes
com desenho de mangas e um cartdo com desenho de papaias.

Foi pedido a cada um dos alunos que retirasse sucessivamente, sem ver € sem repor,
dois cartdes e registasse o numero total de cartdes com desenhos de mangas que
tinham surgido nas suas escolhas.

Os resultados obtidos relativos a variavel | Representando os valores num grafico
X="numero de cartdes com desenho de | de barras, temos:
mangas” constam da tabela seguinte: ©
2
N.° de cartoes com % 0.7
desenho de mangas | 0O 1 2 o 067
; ©
(xl) <qCJ 0,5 4
Frequéncia absoluta | 2 5 3 =
o 04+
Frequénciarelativa | 0,2 | 05 | 0,3 ' 03
Nota: No caso de a experiéncia ser realizada 0.2
novamente, os valores das frequéncias podem 0.1
ser diferentes. '
0 1 2 Xi
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Fazendo agora uma abordagem tedrica, podemos calcular os valores de P(X=x)).

No conjunto de cartées temos cinco cartdes com desenhos de mangas (M) e cinco
cartdes com desenhos de pecas de fruta que ndo sdo mangas (M) .

Sejam:

M, : o 1.° cartdo tem o desenho de mangas.

M, : "0 2.° cartdo tem o desenho de mangas”.

Logo,

P(X=0)=P (M, I,) =P (i,) xP(I\%II\Z):%x%:S—O:%zOQZ 2c. d)
P(X=1)=P(M,NM,)+P(M,NM,)
/%X=2=Pmmmw@=Pmmpd%MﬂMo=f%xg=%9=%z022 2c. d)

Assim, funcdo massa de probabilidade | Ou pelo gréfico:
para a variavel aleatéria X que repre-
senta o nimero de cartdes com dese- | PX=x)
nho de mangas apds a extracao de dois 06
cartdes sem reposicao pode ser repre- '
sentada pela tabela seguinte:
X; | 0 | 1 | 2 047
_ 2| 5 | 2
P(X=x) ‘9‘ 9 ‘ 9
0,2
0 1 2 Xi

Neste exemplo, foi recolhida uma amostra composta por alguns elementos da popu-
lacdo. No entanto, quando se pretende conhecer a distribuicdo de probabilidades de
uma variavel aleatéria discreta, é necessario obter uma amostra de dimensao sufi-
cientemente grande da populagéo.

A partir dessa amostra, constroéi-se a distribuicdo de frequéncias relativas, que da
uma aproximacao da distribuicdo de probabilidades. Em seguida, com base nessas
frequéncias, organiza-se a distribuicdo de probabilidades propriamente dita.

Este processo permite inferir a distribuicdo de probabilidades da populacédo com
base na distribuicdo observada na amostra.

Neste exemplo, isso ndo foi necessario, pois, com base nos conhecimentos ja adqui-
ridos, foi possivel calcular as probabilidades de forma tedrica. No entanto, em muitas
situacdes reais, essa abordagem tedrica néo é viavel, sendo a utilizacdo de uma
amostra a Unica forma possivel de estimar as probabilidades.
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Valor médio e variancia populacional

No 10.° ano, estudaste trés medidas importantes. Vamos recorda-las: média, variancia
e desvio-padrao. Vamos recordar como se calculam.

A média de um conjunto x,, X,, ..., x, de n dados é dada pelo quociente entre a
soma de todos os dados e o numero de dados e representa-se por X.

Xi+Xy+ ... +X,
n

X =

A variancia traduz o quociente entre a soma dos quadrados dos desvios das obser-
vacoes relativamente a média pelo niumero de observacgdes e representa-se por s%

_\2 —\2 —\2
S2=(x1 —X) + (X = X)+... +(x,—X)
n

O desvio-padrao é a raiz quadrada da variancia e representa-se por s.
s=Vs?

Agora, no estudo de populacdes, é importante reconhecer que dois dos parametros
populacionais mais relevantes sao o valor médio (ou média populacional) e o desvio-
-padrédo populacional, que se representam pelas letras gregas u (miu) e o (sigma),
respetivamente. Estes parametros ajudam a descrever, de forma numérica, o com-
portamento global de uma populacao.

Calculo da média, do desvio-padrao e das variancias populacionais

O valor médio (ou valor esperado ou esperanca matematica) de um modelo de
probabilidades de uma variavel aleatéria X, de suporte finito, obtém-se multi-
plicando cada valor de x; pela respetiva probabilidade p;=P (X=ux;) e adicio-
nando os resultados obtidos:
H=2 XD,
i=1
em que n representa o numero de valores distintos que x; toma.

A variancia populacional de um modelo de probabilidades de uma variavel alea-
téria X, de suporte finito, obtém-se multiplicando cada resultado (x;— ,u)z pela
respetiva probabilidade p;=P (X=1x;) e adicionando os resultados obtidos:

n
2 2
o =2 (xi—u)".p;
i=1
. ~ 0 2 /.
e o desvio-padrao populacional por c=Vo“, em que n representa o nimero
de valores distintos que x; toma.
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CExempIo 38)

Considera a experiéncia de langar um dado e registar numero de pontos das
faces viradas para cima (X).

1. Determina o valor médio. 2. Determina a variancia.
3. Determina o desvio-padrao.

Resolucao:

Sabemos que a funcdo massa de probabilidade se define do seguinte modo:

X, 1 | 2 | 3 | a4 | 5 | s
- 1 1 1 1 1 1
e |l el el sl s
6
1 1 1 1 1 1_21
Lou=>x.p=1xZ+2x5+3xZ+4Xx5+5x5x+6x=5==-=35
,~=21 6 6 6 6 6 6 6

2. Para facilitar a organizacdo dos dados, podemos construir a seguinte tabela com os
valores que estardo envolvidos no calculo da variancia:

X; Pi (xi—p) (xi—ﬂ)2 (xi—ﬂ)zpi
1 _ _ 2 _ 2.1
1 5 1-35=-25 (—2,5) (—25) ><6
1 _ _ 2 _ 2.1
2 5 2-35=-15 (—=1,5) (- 1,5) X5
3 1 3-35=-05 (- 0,5)° (0,5 x
6 6
1 _ 2 2,1
4 5 4-35=05 0,5 0.5 X5
1 _35- 2 2 1
5 6 5-35=15 1.8 1.5 ><6
1 _ 2 21
6 5 6—35=25 2,5 2,5 X5
6 2
Assim, ¢” =3 (x;— )" p;=
i=1
- NS SR S e § 2,1 2, 1 2 1_175 _
=(-2,5) ><6+( 1,5) ><6+( 0,5) x6+0,5 ><6+l,5 ><6+2,5 XE="¢ ~ 292

3. Sabendo que ¢”~ 2,92, temos que 0'=\/07=\/% ~1,71.

CExempIo 39)

Um operador de telecomunicagdes, em Sao Nicolau, coligiu dados sobre o
numero de chamadas feitas, por dia, por jovens entre os 12 e 0os 14 anos.

A variavel aleatéria X representa o numero de chamadas feitas, por dia, por um
desses jovens escolhido ao acaso.
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A funcdo massa de probabilidade é dada na tabela seguinte:
x| o | 1| 2 | 3 | 4 | s
P(X=x) | 010 | 030 | 025 | 015 | 015 | 005

Determina:
1. O numero esperado de chamadas feitas, por dia, e interpreta o resultado.
2. O desvio-padrao do numero de chamadas feitas por dia.

3. A probabilidade de um jovem fazer pelo menos trés chamadas por dia.

Resolucao:
1. Como o valor médio também é muitas vezes referido como valor esperado, vamos

calcular o valor médio:

5
u=>x-p;=0x010+1x030+2%x0,25+3%x0,15+4%x0,15+5%x0,05=2,1

i=1
Este resultado significa que, em Sao Nicolau, os jovens entre os 12 e os 14 anos fazem,
aproximadamente, uma média de duas chamadas por dia.
6

2. 6"=S(x;—u)’ pi=(0-21)’x0,10+(1 -21)’x03+(2-21)*x0,25+(3 - 2,1)*x

i=1

x0,15+(4—21)*x0,15+(5-2,1)"x 0,05 =1,89
0=11,37 ~ 137
3. P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=0,15+0,15 + 0,05 = 0,35

Assim, a probabilidade de um jovem fazer pelo menos trés chamadas, por dia, é de 0,35.

. Exercicios

@ Foi feito um pequeno inquérito, numa escola da ilha do Fogo, sobre os habitos de
hidratacao dos alunos.

A variavel aleatéria representa o nimero de garrafas de aguade 1,51 bebidas, por
semana, por um aluno do 11.° ano escolhido ao acaso.

A funcao massa de probabilidade é dada na tabela seguinte:
x | o | 1] 2 | 3
P(X=x) | 01 | 03 | 04 | 02

Determina:
52.1. O valor médio.
52.2. A variancia populacional.

52.3. O desvio-padrao populacional.
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@ Temos dois sacos e, em cada um deles, ha bolas
numeradas de 1 a 6. Considera a experiéncia
aleatoéria que consiste em retirar uma bola de cada
saco e anotar os nimeros que sairem.

53.1. Define o espaco amostral.

53.2. Seja X avariavel aleatéria que representa o
valor absoluto da diferenca dos nimeros
obtidos.

a) Define, por uma tabela e por um grafico, a distribuicdo de probabilidades da
variavel X.

b) Calcula o valor médio e o desvio-padréao, apresentando o resultado com
duas casas decimais.

¢) Qual é a probabilidade de se obter uma diferenca inferior ouiguala 1?

Jogo equitativo

Em muitas situacdes do dia a dia, as pessoas participam em jogos de sorte ou ativi-
dades nas quais existe uma possibilidade de ganhar dinheiro (lucro) ou perder di-
nheiro (prejuizo) ou ganhar prémios.

Seja em jogos tradicionais, lotarias ou mesmo em competicdes, é importante com-
preender se esses jogos sao justos ou ndo para os jogadores.

Um conceito fundamental para analisar essa justica é o de jogo equitativo.

Este conceito esta ligado ao conceito de valor médio esperado dos ganhos do joga-
dor, ou seja, aquilo que, em média, ele pode esperar ganhar ou perder, se jogar muitas
vezes.

Seja X a variavel aleatéria cujos valores sdo os lucros ou prejuizos correspon-
dentes aos resultados possiveis.

O valor médio de X ou aesperancade X, i, representa o lucro médio em cada
jogada, quando se considera um niimero muito elevado de jogadas.

Se u=0, diz-se que o jogo é equitativo.
Se u>0, diz-se que o jogo favorece o jogador.

Se u<0, diz-se que o jogo favorece quem o organiza (e, por isso, é desfavoravel
ao jogador).
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CExempIo 40)

Um jogo consiste em extrair uma bola de um saco que contém duas bolas
vermelhas e trés bolas azuis. Para poderes jogar este jogo pagas 200 escudos
cabo-verdianos. Se retirares uma bola vermelha, recebes 500 escudos cabo-
-verdianos, mas, se retirares uma bola azul, ndo recebes nada.

Considera a variavel aleatéria X que faz corresponder a cada resultado o valor
ganho.

1. Sera o jogo equitativo?
2. Determina o desvio-padrao da distribuicao de probabilidade da variavel
aleat6ria X e interpreta o resultado.

Resolucao:

1. Avariavel aleatéria X pode tomar dois valores: +300 (pagar 200 para jogar e ganhar
500) ou —200 (pagar os 200 para jogar e ndo receber nada).

P(X=+300) = P(“sair bola vermelha") = %
P(X=-200)=P(“sair bola azul”") = %

A funcdo massa de probabilidade é:

o | +300 | -200
P(X=x) ‘ % ‘ %

Logo, o valor médio de X é dado por u=+300 x%+(— 200) x%=%— 6;L0=0 .
Como u=0, ojogo é equitativo.

2. 02=(+300—O)Zx%+(—200—0)2><%=600005

c=v60000 ~ 244,95

Neste caso, o desvio-padrao mede o nivel de incerteza ou risco financeiro associado a uma
jogada. Embora o jogo seja justo, a longo prazo, numa jogada isolada, o jogador pode ficar
numa situacdo de valores bastante afastados da média (que indica justica, sendo, neste
caso 0). Assim, podemos dizer que o jogador esta a assumir um risco elevado, em cada
jogada, ja que o desvio-padrao é grande.
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. Exercicios

54

258

Na ilha do Sal, os alunos criaram um jogo com um dado

equilibrado comum com faces numeradas de 1 a 6 com

as seguintes regras:

* O jogador nao paga para jogar.

e Se sairumnimerode 1 a 3, ojogador ndo ganha
nem perde.

* Se sair 4 ou 5, ojogador ganha 150 escudos cabo-
-verdianos.

* Se sair 6, ojogador ganha 450 escudos cabo-
-verdianos.

Seja X avariavel aleatéria que faz corresponder a cada resultado o valor, em
escudos cabo-verdianos, correspondente.

54.1. Define a funcdo massa de probabilidade da variavel aleatoria X.
54.2. Determina o valor médio e indica se este jogo é equitativo.

54.3. Determina o desvio-padrao da variavel aleatéria X e interpreta o resultado.

Um jogo consiste em girar uma roleta que esta
dividida em quatro regides de igual area, como se
mostra na figura ao lado.

As regras do jogo sao as seguintes:

* O jogador nao paga para jogar.

* O jogo termina quando sair a cor verde ou forem
feitas trés jogadas (o que acontecer primeiro).

» Se sair verde na 1.2 jogada o jogador ganha 300
escudos cabo-verdianos, se sair na 2.2 jogada i
ganha 200 escudos cabo-verdianos, se sair na 3.2 jogada ganha 100 escudos
cabo-verdianos e, se nao sair até a 3.2 jogada, ndo ganha nada. Seja X a variavel
aleatodria que representa o valor ganho pelo jogador.

55.1. Obtém a funcdo massa de probabilidade de X.

55.2. Determina o valor médio de X apresentando o resultado na forma de fragcédo
irredutivel. Explica qual é o significado deste valor no contexto da situacao
descrita.

55.3. Determina o desvio-padrao.
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Até aqui, os modelos de probabilidade que estudamos basearam-se em espacos
amostrais finitos, como no caso do langcamento de um dado convencional, em que a
variavel aleat6ria "nimero obtido" pode assumir apenas um dos seis valores possiveis:
1,2,3,4,5 ou 6. Osuporte desta variavel é, portanto, um conjunto finito de resul-
tados. Contudo, muitos fendmenos do mundo real ndo podem ser descritos por mode-
los com suporte finito.

Nestes casos, é necessario recorrer a modelos com suporte infinito, que podem ser
de dois tipos principais:

* Suporte infinito discreto: por exemplo,
o0 numero de chamadas recebidas
num call center, por hora, pode ser 0,
1,2, 3, ... semlimite superior. O
suporte é o conjunto dos nimeros
naturais IN.

* Suporte continuo: por exemplo, 0
= tempo que um aluno demora a
responder a uma pergunta ou o
comprimento do salto de um atleta.
S Nestes casos, a variavel pode assumir
infinitos valores reais positivos e 0
suporte é IR".

(3
Wit

Assim, ao estudarmos variaveis aleatérias com suporte infinito, € importante distin-
guir entre dois grandes tipos de modelos de probabilidade: os modelos discretos e
0s modelos continuos.

Podemos, também, verificar a existéncia de feno-
menos em que a variavel aleatdria pode assumir
infinitos valores dentro de um intervalo, como
acontece, por exemplo, com a temperatura, o
peso de uma pessoa ou 0 tempo necessario
para realizar uma tarefa, que sao variaveis
aleatérias continuas.

Estas variaveis aleatérias podem obedecer a
diferentes modelos de probabilidade.

Na seccao seguinte, iremos estudar um dos
mais frequentes.
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A Neilda anotou o valor que colocou no seu mealheiro durante 20 dias,
obtendo os seguintes resultados:

Valor colocado (CVE) | Frequéncia (nimero de dias)
100 6
50 10
0 4

Seja X avariavel aleatéria que representa o valor colocado no mealheiro num dia.

1.1. Determina a probabilidade associada a cada valor de X, com base na
distribuicdo de frequéncias.

1.2. Calcula o valor médio do valor que a Neilda colocou no mealheiro por dia.

Numa rua movimentada em Sao Vicente, a cAmara municipal monitoriza o
transito para melhorar a seguranca e planear a instalagao de semaforos. O
nimero de carros que passam por esta rua, durante uma hora, é uma
variavel aleatéria X, que pode assumir os valores indicados na tabela.

Pretende-se estudar a distribuicdo das probabilidades para uma melhor
gestao do transito.

N.° de carros (x,-)| 0 | 1 | 2
PX=x) | 03 | p | 05

2.1. Mostra que a probabilidade de numa hora, escolhida ao acaso, passar
exatamente umcarro é 0,2.

2.2. Calcula a probabilidade de passar um ou menos carros durante uma hora.
2.3. Em média, quantos carros passam nessa rua a cada hora?

Numa certa regiao, considera-se que a probabilidade de nascer um rapaz ou
uma rapariga é a mesma.

Seja X avariavel aleatoria que representa o nimero de rapazes numa familia
com quatro filhos.

3.1. Define os diferentes valores que X pode tomar.
3.2. Determina a fungédo massa de probabilidade de X.

3.3. Com base na alinea anterior, qual é a probabilidade de uma familia com
quatro filhos ter pelo menos dois rapazes?
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Uma pastelaria vende, por dia, entre uma e quatro dlzias de pastéis, ambos
inclusive. A variavel aleatéria X representa o niimero de dlzias de pastéis
vendidos num dia, com a seguinte distribuicao de probabilidades:
X; (dazias vendidas) | 1 | 2 | 3 | 4
P(X=x) | 025 | 035 | 030 | 010

4.1. Qual é a probabilidade de a pastelaria vender mais de duas duzias de
pastéis num dia?

4.2. Qual é o numero médio de duzias de pastéis vendidos, por dia, naquela
pastelaria?

4.3. Qual é a variancia da variavel aleatéria X ?

Lancam-se dois dados comuns, equilibrados e independentes. Seja X a
variavel aleatéria que representa a diferenca entre o maior e o menor
numero de pintas obtidas nos dois dados. Se os dois nimeros forem iguais,
adiferenca é 0.

5.1. Quais sdo os possiveis valores que X pode assumir?
5.2. Determina a fungao massa de probabilidade da variavel aleatéria X.
5.3. Qual é o valor médio de X?

5.4. Calcula o desvio-padrao de X.

Numa caixa ha 10 bolas: quatro brancas e seis pretas. Retiram-se duas
bolas sucessivamente, com reposicao. Seja X a variavel aleatoria que
representa o numero de bolas brancas retiradas nas duas extragoes.

6.1. Representa, através de uma tabela, a fungcao massa de probabilidade
relativa ao numero de bolas brancas retiradas nas duas extragoes.

6.2. Calcula a probabilidade de, no conjunto das duas extracdes, se retirar
pelo menos uma bola branca.

6.3. Calcula a varidncia de X.

6.4. Considera agora a variavel Y correspondente ao numero de bolas pretas
retiradas nas duas extracdes. Representa, através de uma tabela, a
funcdo massa de probabilidade de Y.

6.5. Calcula o valor médiode Y.

6.6. Representa, através de uma tabela, a funcado massa de probabilidade de Y,
no caso de nado haver reposicao da primeira bola antes da segunda extracéo.
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Numa escola de Cabo Verde, um professor utiliza uma caixa com bolas
coloridas como recurso didatico. Na caixa, ha duas bolas vermelhas, duas
bolas azuis e uma bola verde. Retiram-se duas bolas sucessivamente, sem
reposi¢cao. Considera a variavel aleatéria X, que representa o nimero de
cores (diferentes) obtidas nas duas bolas retiradas.

7.1. Qual é a probabilidade de as bolas retiradas serem da mesma cor?
7.2. Qual é a probabilidade de as bolas retiradas serem de cores diferentes?
7.3. Quais os valores possiveis que X pode tomar?

7.4. Determina a funcdo massa de probabilidade da variavel aleatéria X.

Num pequeno negécio local em Cabo Verde, regista-se diariamente o nimero
de chamadas recebidas entreas 10h eas 11h.

Define-se a variavel aleatéria X como sendo o nimero de chamadas
recebidas entreas 10 h eas 11 h nos dias da semana.

Ap0s se registar durante vérios dias, verificou-se que:
os valores observados de X foram: 0, 1, 2 e 3;

a probabilidade de ndo receber nenhuma chamada € igual a de receber uma
chamada;

a probabilidade de receber trés chamadas é metade da probabilidade de
receber duas chamadas;

a probabilidade de receber duas chamadas é 0,28.

8.1. Representa a fungcdo massa de probabilidade através de uma tabela e de
um grafico de barras.

8.2. Determina o valor-médio e o desvio-padrao de X.
Apresenta os resultados aproximados as centésimas.

Numa feira, em Sao Nicolau, existe um jogo em que o jogador paga
200 escudos para jogar e depois retira uma carta de um conjunto de cartas
numeradasde 1 a 4.

As regras do jogo séo:
se sair onumero 4, ojogador ganha 600 escudos;
se sair onumero 3, ojogador ganha 100 escudos;

se sair os numeros 1 ou 2, ojogador perde 200 escudos. Define a
variavel aleatoria X, correspondente ao lucro (em escudos) do jogador, em
cada jogada.
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9.1. Determina a funcdo massa de probabilidade de X.

9.2. Calcula o valor médio do lucro do jogador.

9.3. O jogo é favoravel ao jogador? Justifica com base no valor médio.
Numa turma do 11.° ano em Cabo Verde, os resultados de uma prova de
Matematica sao analisados com o objetivo de identificar dificuldades

comuns. A variavel aleatéria X representa o nimero de erros cometidos por
aluno. A fungado massa de probabilidade é:

x,-(erros)|0|‘||2|3|4
PX=x) | 015 | p | 025 | q | 01

Sabendo que p=2g:

10.1. Determina p e q.

10.2. Calcula a probabilidade de um aluno cometer menos de trés erros.
10.3. Calcula o valor-médio e o desvio-padrao de X.

10.4. Explica o que significa o valor-médio obtido no contexto deste

problema.

Foram colocadas sobre uma mesa, viradas para baixo, seis pecas do jogo de
dominé que tém igual nimero de pintas em cada metade (com pelo menos
uma pinta).

Retiramos, aleatoriamente, uma peca e registamos o niumero de pintas que
nessa pecga tem.

Considera a variavel aleatdria X correspondente ao nimero de pintas.
11.1. Define a fungdo massa de probabilidade de X.

11.2. Determina o valor médio e o desvio-padrao de X.
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3.5. Modelo normal

Tal como no caso das variaveis aleatérias discretas, em que definimos a fungao
massa de probabilidade para descrever a distribuicdo dos valores possiveis, também
no caso das variaveis aleatodrias continuas existe uma fungao equivalente que des-
creve o comportamento probabilistico dessas variaveis. Essa funcado designa-se por
funcao densidade de probabilidade e é dela que vamos falar a seguir.

Funcao densidade de probabilidade

A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria continua X define-se por
uma funcdo y=f(x), que sera designada por funcio densidade de probabilidade
e cuja representacao grafica € uma curva que satisfaz as seguintes condicdes:

« nenhum ponto esta abaixo do eixo dos xx;

« a area total compreendida entre a curva e o eixodos xx é 1.

Notas:

1. O nome funcao densidade de probabilidade resulta do facto de, graficamente, ser faciimente
visivel quais sao as regides em que existe maior ou menor densidade de observacodes.

2. P(a< X< b) corresponde a &rea compreendida entre a curva desta funcéo, o eixo dos xx e
asretas x=a e x=>b.

3. Num modelo de probabilidade continuo, a probabilidade num dado ponto é zero, isto €,
P(X=k)=0, porque a drea de um ponto é igual a zero.

A funcao densidade de probabilidade permite-nos descrever como os valores de uma
variavel aleatéria continua se distribuem ao longo de um intervalo de nimeros reais.

Entre as muitas funcdes densidade possiveis, destaca-se uma com um papel espe-
cial na estatistica e na modelagédo de fendmenos naturais e sociais: a fungao densi-
dade da distribuicdo normal.

3.5.1. Modelo normal

Dizemos que uma variavel aleatéria continua X denomina-se normal quando a
sua distribuicdo de probabilidade (fun¢do densidade de probabilidade) é repre-
sentada por uma curva em forma de sino, que é simétrica em relacdo a um eixo
vertical que passa no valor médio.

Este tipo de curva é conhecido por curva de Gauss, em homenagem ao matema-
tico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que a estudou amplamente.
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O modelo de probabilidades que esta curva representa é o modelo normal. Este
modelo (ou distribuicao) de probabilidade fica caracterizado pelo valor médio u
e pelo desvio-padrdo o e representa-se por N (u, o) .

Um pouco de Historia...

A curva que representa aquela que, hoje, chamamos distribui¢do normal tem a sua ori-
gem ligada ao estudo dos erros em medicdes fisicas. No passado, os cientistas notaram
gue as pequenas imprecisdes nas suas medidas ndo eram aleatérias, mas seguiam um
padrao especifico. Foi o matematico francés Pierre Simon Laplace quem comecou a estu-
dar essas distribuicdes de erros.

Mais tarde, o matematico alemao Carl Friedrich Gauss aprofundou esses estudos e des-
creveu a famosa curva em forma de sino, que passou a ser chamada de curva de Gauss.
Esta curva mostra como os valores de uma variavel se agrupam a volta de um valor
médio, com menos valores muito afastados desse centro.

Além das medicdes fisicas, a distribuicdo normal aparece frequentemente em muitas
areas do nosso corpo e da nossa mente. Por exemplo:

« Em caracteristicas morfolégicas como a altura, o peso, a envergadura ou o
tamanho do pé, numa populacio.

« Em caracteristicas psicolégicas, como os resultados de testes de inteligéncia
(QI), tempo de reagdo a estimulos e niveis de atencao ou concentracao.

- Em caracteristicas fisiol6gicas, como a pressdo arterial, o ritmo cardiaco, a
capacidade pulmonar e os niveis de colesterol no sangue.

Nesses casos, os valores tendem a distribuir-se de forma equilibrada a volta de um valor
médio, seguindo o padrdo da curva de Gauss, o que facilita a anélise estatistica e a to-
mada de decisées em areas como a satide, a educacdo e o desporto.

. J

Propriedades da curva normal

Seja X uma variavel aleatéria continua que segue uma distribuicdo normal com valor
médio u e desvio-padréo o.

Entdo, esta distribuicao:

1. E simétrica em relag&o ao valor médio.

2. Temum maximo para x=u.
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3. Quanto maior for o desvio-padrao mais achatada é a curva, uma vez que isso sig-
nifica que maior € a dispersdo em torno do valor médio u .

Ha= Mo

4. A drea compreendida entre a curva e o eixo dos xx éiguala 1.

5. A probabilidade de a variavel tomar valores pertencentes ao intervalo [x;, x] € igual
a area definida pelo eixo dos xx, pelacurvaepelasretas x=x;, € x=x;, x;<X;.

6. A concavidade da curva muda de sentidopara x,=u—oc € x,=U+o0.

7. O eixo dos xx é assintota da curva.

8. Consideremos os seguintes intervalos:

[u—o, u+o]
[u—20, u+20]
[u—30, u+30]
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A area abaixo da curva traduz as probabilidades de X se situar nos intervalos em
questao. Vejamos:

A area colorida é, aproximadamente,
68,27% da area total abaixo da curva.

| ~6827% |

i~6 § f+o
P(u—-o<X<u+0)=0,6827

De forma semelhante, podemos concluir a probabilidade de X ter valores nou-
tros intervalos, centrados no valor médio u:

~ 99,73%
u-2c u u+2o u-3co u u+3o
P(u—-20<X<u+20)=0,9545 P(u—-30c<X<u+30)=0,9973

Continuando esta andlise, podemos concluir, por exemplo:

_1-0.6827

P(X<u-o) 5

~ 00,1587

1 —-0,9545

P(X> - 20)=0,9545 + ——

~0,9773

u-20 u u+2c

0,9973 — 0,6827
2

P(u—30c<X<u—-o)= =0,1573
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9. O valor médio define a posicao do eixo de simetria no eixo dos xx.

Hq y2%)
10. Uma distribuicdo normal fica caracterizada pelo valor médio u e pelo desvio-
-padrdo o erepresenta-se por N(u, o).

Para calcular o valor da probabilidade
P(ag< X<b), determinamos o valor da
area sob a curva no intervalo [a, b], re-
correndo, por exemplo, a tabelas pro-
prias (em anexo) ou as capacidades de
uma calculadora gréfica.

Observagao
Como X é uma variavel aleatéria continua, P(X=a)=0 e P(X=b)=0.
Logo, P(ag Xg<b)=P(a<X<b).

CExemplo a1 )

Uma empresa de eletricidade, em Cabo Verde, esté a analisar a durabilidade das
ldmpadas LED usadas em programas de eficiéncia energética nas habitacdes.

Estudos feitos mostram que a vida util dessas lampadas (em anos) segue uma
distribuicdo normal, com valor médio u =11 anos e desvio-padrdo =1 ano.

Seja X ="vida (til dessas ldampadas (em anos)" .
Determina:

1. P(u — o< X< u+0) eapresenta o resultado na forma de percentagem com
duas casas decimais.

2. P(u—20< X< U+ 20) eapresenta o resultado na forma de percentagem com
duas casas decimais.

3. P(u—30< X< u+30) eapresenta o resultado na forma de percentagem com
duas casas decimais.
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3.5. Modelo normal

Resolucao:
Pelas propriedades referidas, podemos concluir que:
1. P(11-1<X<11+1)=P(10<X<12)=68.27%

Ou seja, aproximadamente, 68,27% daslampadas LED tém uma vida atil entre 10 e
12 anos.

2. P(11-2<X<11+2)=P(9<X<13)=9545%

Ou seja, aproximadamente, 95,45% daslampadas LED tém uma vida Gtil entre 9 e
13 anos.

3. P(11 -3<X<11+3)=P(8<X<14)=99,73%

Ou seja, aproximadamente, 99,73% daslampadas LED tém uma vida Gtil entre 8 e
14 anos.

CExemplo 42)

Admite que o nimero de cafés, consumido por um cabo-verdiano, diariamente,
segue uma distribuicdo normal, com um valor médio de quatro cafés e com um
desvio-padrao de um café.

1. Qual é a probabilidade de um cabo-verdiano consumir mais de quatro cafés por
dia?

2. Qual é a probabilidade de um cabo-verdiano consumir entre trés e cinco cafés
por dia?

3. Qual é a probabilidade de um cabo-verdiano consumir menos de seis cafés por
dia?

Resolucao:

Seja C="“namero de cafés consumidos por um cabo-verdiano por dia”.

1. Como 4 é o valor médio da distribuicdo, entdo
P(C>4)=0,5. Assim, a probabilidade de um
cabo-verdiano consumir mais de quatro cafés,
pordia,éde 0,5.

2. Notandoque u—-o0=4-1=3 e u+o=4+1=5,
entdo, pelas propriedades da curva normal, P :
(3<C<5)~0,6827, ou seja, a probabilidade de 4
um cabo-verdiano consumir entre trés e cinco cafés por dia é, aproximadamente, de 0,6827 .

3. Notemosque 6= u+20=4+2x1.
O que se pretende determinar é P(C<6).
Entdo, como: P (u—20<X<u+20)=09545, vem que:

1-0,9545

P(C<6)=P(2<C<6)+P(C<2)=0,9545 + 5

~ 09773
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CExempIo 43)

Numa escola secundaria de Cabo Verde, os resultados de um teste de
Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais e Humanas (MACSH), de uma turma
com 30 alunos, distribuiram-se de acordo com uma distribuicdo normal, com
um valor médio u =12 valores e desvio-padrédo o =23 valores.

1. Calcula a probabilidade de um aluno dessa turma, escolhido ao acaso, ter uma
classificacao inferiora 12 valores.

2. Calcula a probabilidade de um aluno dessa turma, escolhido ao acaso, ter uma
classificacado entre 9 e 15 valores.

3. Quantos alunos tiveram classificagao superior a 3 valores?

Resolucao:
Seja X ="Classificacido de um aluno dessa turma”.
1. Como 12 é o valor médio da distribuicao, entdo P(X<12)=0,5.
2. Notandoque u—0=12-3=9 e u+0=12+3=15, entao, pelas propriedades da
curvanormal, P(9<X<15)~0,6827.
3. Notemosque u—30=12-3x3=3 e u+30=12+3x3=21.
Entdo, P(X>3)=P(X<21)=P(3<X<21)+P(X<3)=0,9973 +%z 0,9987.

Para saber quantos alunos tiveram classificacdo superior a 3 valores, multiplicamos o
namero total de alunos por P(X>3). Como 30x 0,9987 =29,961, podemos dizer que
todos os alunos tiveram classificacdo superior a 3 valores.

CExempIo 44)

Numa fabrica de producao de caixas, em Cabo Verde, o numero diério de caixas
produzidas X tem uma distribuicdo aproximadamente normal com média
u=100 e desvio-padrdo c=15.

1. Qual é a probabilidade de, num dia escolhido ao acaso, a producao ser entre
85 e 115 caixas?

2. Qual é a probabilidade de a producao diaria ser inferiora 130 caixas?

3. Se forem considerados 20 dias, em quantos dias se espera que a produc¢ao
seja superiora 70 caixas?

Resolucao:
Seja X = “namero de caixas produzidas num dia”.

1. Notandoque y—-o0=100-15=85 e u+0=100+15=115, entéo, pelas propriedades
da curvanormal, P(85<X<115)~0,6827.
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3.5. Modelo normal

2. Como 130=u+ 20, adistribuicdo é simétrica
relativamentea 100 e P(70<X<130)~0,9545.

0,9545
2

3. P(X>70)=P(X<130)=0,99725

Para saber em quantos dias a producao foi
superior a 70 caixas, multiplicamos o nimero total de dias por P(X > 70).

Entdo, P(X<130)~ 0,5+ =0,99725.

70 100 130

Como 20x0,99725=19,945, podemos dizer que em quase todos os dias a producao foi
superiora 70 caixas.

CExemplo 45)

Num laboratdrio de controlo de qualidade de combustiveis, em Cabo Verde,
esta a ser analisado o indice de densidade de um tipo de gaséleo importado.

Este indice segue uma distribuicdo normal com média 0,8 e desvio-padrao
0,01 (em glcm®).

Usa a calculadora gréafica para determinar a probabilidade de uma amostra de
gasoleo ter densidade superior a 0,805 g/cm®.

Resolucao:

Na calculadora, a funcdo normalcdf (a, b, i, 0)
permite calcular P(a<X<b).

Como, neste caso, ndo temos dois limites,
iremos calcular da seguinte forma:

P(X>0,805)=P(X>0,8) - P(0,8<X<0,805)=

0,8 0,805
=0,5 - P(0,8<X<0,805)=

=0,5 — normalcdf (0,8; 0,805; 0,8; 0,01) ~ 0,309

' Exercicios

@ Num estudo, realizado numa zona da cidade da Praia, concluiu-se que o consumo
semanal de agua por familia segue uma distribuicdo normal com um valor médio
u=120 litrose o=15 litros por semana.

56.1. Qual é a probabilidade de uma familia consumir menos de 120 litros por
semana?

56.2. Qual é a probabilidade de uma familia consumir entre 105 e 135 litros por
semana?

56.3. Considerando 50 familias, quantas consomem mais de 90 litros por semana?
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@ Numa cooperativa agricola de Santiago, o peso dos cestos de fruta transportados,
por dia, segue uma distribuicdo normal com média u =25 kg e desvio-padrao
o=4Kkg.

57.1. Qual é a probabilidade de um cesto pesar entre 17 e 33kg?
57.2. Qual é a probabilidade de um cesto pesar menos de 17 kg ?

57.3. Em 60 cestos, quantos deverao pesar mais de 33 kg ?

@ Uma maquina empacota arroz em embalagens grandes. Sabe-se que o peso dessas
embalagens segue uma distribuicdo normal, com média de 10 kg e desvio-padrao
de 2 kg. Recorre a calculadora grafica para determinar a probabilidade de encontrar
uma embalagem, embalada com esta maquina, com um peso inferiora 5kg.

—

3.5.2. Distribuicao normal N(0, 1)

(Exemplo 46)

Sabemos que o resultado dos alunos nas provas de avaliacdo depende de
varios fatores, incluindo o préprio enunciado do teste. Vamos assumir que, para
0 nosso estudo, esse é o unico fator diferenciador.

A Joana e o Antdnio sdo amigos, mas frequentam escolas diferentes e, por
isso, tém professores e provas diferentes. Na ultima prova de MACSH que
realizaram, a Joana obteve 16,06 valores e o Anténio 12,00 valores.
Suponhamos que, em cada turma, as classificacdes seguem uma distribuicao
aproximadamente normal, caracterizada por:

Teste da turma da Joana Teste da turma do Anténio
Valor médio 13 10
Desvio-padrao 1.2 1.5

Qual deles tem a melhor classificacdao dentro da prépria turma?

Uma das possibilidades para responder a esta questdo € medir o afastamento
de cada valor em relacédo ao valor médio da turma. Em particular, esse
afastamento pode ser medido usando o desvio-padrdao como referéncia.

A classificagdo da Joana esta 3,06 valores acima do valor médio (16,06 — 13)
da turma.

A classificagdo do Anténio estd 2 valores acima do valor médio (12 -10=2).
Se estudarmos a razdo entre os desvios da classificacdo de cada um dos amigos
e 0s desvios-padrao de cada uma das suas turmas, verificamos o seguinte:

3.06 =2,55; Antonio: 2 ~1,3

Joana: 12 15

272



3.5. Modelo normal

A classificacdo da Joana distancia-se da média mais do dobro do que o
desvio-padrao da sua turma.

A classificacao da Joana esta mais bem posicionada nas classificacdes da sua
turma do que a classificacdo do Antdnio na turma dele.

Generalizando, poderiamos para qualquer valor x; de uma variavel aleatéria X que
siga uma distribui¢do normal N(u, o) fazer corresponder um valor z; dado por:
g N H

o
E estes valores também constituem uma nova variavel que tem distribuicdo normal
com valor médio (média) O e desvio-padrao 1.

Distribuicao normal estandardizada

Seja X uma variavel aleatéria continua, que segue uma distribuicdo normal
.l - X - e

N (u, o) . Avariavel aleatéria Z, sendo Z :T“, segue uma distribuicdo que

designamos por distribuicdo normal estandardizada, distribuicdo standard ou

distribuicao tipificada. Esta distribuicdo Z tem valor médio O e desvio-padrao

1. Arepresentacio grafica de Z que tem distribuicdo N (0, 1) é a seguinte:

Voltando a tarefa inicial, teriamos:

Joana | Antonio
_16,05-3 _ _12-10_4 _
4—71,2 =255 26_71,5 _3~1,33

Assim, visualmente, torna-se claro que a classificagdo da Joana tem menor percenta-
gem de classificacdes superiores a sua, na respetiva turma, do que no caso do Antoénio.
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3. Probabilidade

Funcao de distribuicao cumulativa

Dada uma variavel aleatéria X, define-se a funcao distribuicdo ou funcao dis-
tribuicdo cumulativa de X como sendo a func¢io F(x), definida para todo o real
x da seguinte forma:

F(x)=P(X<Xx)

Sendo X uma variavel aleatéria continua: F(x)=P(X<x)=P(X<x).
Muitas vezes, esta fungio também é representada por @ (x).

Para facilitar o calculo de F(x), paraum determinado x, podemos recorrer a calcu-
ladora gréfica ou, para o caso da distribuicdo normal N(0, 1), pode-se recorrer a
tabela que se encontra no final do livro.

Quando queremos calcular, por exemplo, a area colorida da figura abaixo, correspon-
dentea P(a<X<b), calculamos F(b), F(a) e calculamos F(b)—F(a), isto é, P
(@<X<b)=F(b)-F(a).

a u b

Nas figuras seguintes estao representadas as areas correspondentesa F(b) ea F(a).

F(b)

u b
Para podermos comparar valores provenientes de diferentes distribuicdes normais,
utilizamos o processo de estandardizacdo (ou tipificacdo) da variavel aleatéria. Este
processo transforma uma variavel X, que segue uma distribuicdo normal com valor

meédio u e desvio-padrao o, numa nova variavel Z, com distribuicdo normal estan-
dardizada, isto &, com valor médio O e desvio-padrao 1.
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3.5. Modelo normal

A transformacdo é feita através da seguinte formula:
X-u

c
Apoés esta transformagao podemos usar a tabela da distribuicdo N(0, 1).

Retomemos o exemplo anterior.

Na turma da Joana, a variavel X = “classificacdo na prova de MACSH na turma da
Joana" segue uma distribuicdo normal com valor médio 13 e desvio-padrao 1,2.

Assim, para calcular P(X>16,06), comecamos por estandardizar a variavel para

oder usar a tabela:
P _X-u o, _X-13

z o 1,2

16,06 — 13

E temos P(X>16,06):‘I—P(X<‘I6,06):‘I—P<Z< 13

):1—Pa<25m.

Para encontrar P(Z<2,55) por consulta da tabela, procuramos na coluna da es-
querda 2,5 (correspondente ao valor até as décimas) e na linha superior o valor 0,05
correspondente as centésimas.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

2,0 |0,97725|0,97778|0,97831|0,97882|0,97932 |0,97982 | 0,98030 | 0,98077 [0,98124 | 0,98169
2,1 |0,98214|0,98257|0,98300|0,98341|0,98382 |0,98422 | 0,98461 | 0,98500 | 0,98537 | 0,98574
2,2 |0,98610|0,98645|0,98679|0,98713|0,98745 (0,98778 | 0,98809 | 0,98840 |0,98870 | 0,98899
2,3 |0,98928|0,98956|0,98983|0,99010|0,99036 [0,99061 {0,99086 [0,99111 |0,99134 {0,99158
2,4 |10,99180|0,99202|0,99224 |0,99245 | 0,99266 [0,99286 | 0,99305 [0,99324 |0,99343 | 0,99361
2,5 6,993796,993966,9941316,99436 0,99440@ 0,99477|0,99492 | 0,99506 | 0,99520
2,6 [0,99534(0,99547(0,99560 |0,99573|0,99585 |0,99598 |0,99609 |0,99621 |0,99632 | 0,99643
2,7 [0,99653(0,99664 |0,99674 |0,99683 |0,99693 |0,99702|0,99711|0,99720 [0,99728 | 0,99736
2,8 |10,99744|0,99752|0,99760 |0,99767 |0,99774 (0,99781 [0,99788 | 0,99795 |0,99801 | 0,99807
2,9 |0,99813|0,99819 |0,99825 |0,99831 |0,99836 [0,99841 |0,99846 |0,99851 |0,99856 | 0,99861

Assim, temos que P(X>16,06)=1-P(Z<2,55)=1-0,99461=0,00539.

De forma analoga, se considerassemos Y = “classificacdo na prova de MACSH na
turma do Anténio”, que seguiauma N(10; 1,5), para determinar P(Y > 12) poderia
fazer-se:
Pw>12=1—Pw<1m=1—P@<l%%ﬂ§=1—PQ<x$=1—Qmmxuopmm
Repara que, para determinar P(Z< 1,3), recorremos a consulta das tabelas apre-
sentadas em anexo.

Ou seja, é mais provavel encontrar alguém com classificacdo superior a do Anténio,
na turma dele, do que alguém da turma da Joana com classificagao superior a dela.
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CExempIo 47)

Determina P(Z< 1,15).

Resolucao:

Repara que podes obter esse valor por dois
processos:

1.° Por consulta das tabelas, que tens em

anexo.

Como 1,15=1,10+0,05, comecaremos por
procurar na coluna da esquerda o nimero
1,10 e nalinha superior o niimero 0,05.

Essa intersecao da-nos a probabilidade P(Z<1,15)=0,87493.

0 1.15

2.° Por recurso a uma calculadora grafica:
Introduz 0,5 + normalcdf (0; 1,15; 0; 1).

. Exercicio

@ Determina P(Z<2,15).

CExempIo 48)

Determina P(Z>1,15) com recurso a calculadora gréfica e por consulta das
tabelas e compara os resultados.

Resolucao:

Como na tabela s6 temos probabilidade
para Z< a, teremos de calcular através
do complementar.

P(Z>115)=1-P(Z<1,15)=
=1-0,87493=0,12507

Na calculadora, introduziamos:

0,5 — normalcdf (0; 1,15; 0; 1).

' Exercicio

@ Determina P(Z>2,15).
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CExempIo 49)

Determina P(Z>-0,7).

Resolucao:

Como na tabela ndo temos diretamente
esta informacao, teremos de fazer alguns
calculos primeiro.

Sabemos que a curva é simétrica a reta
x=0 eporisso P(Z>-0,7)=P(Z<0,7).

3.5. Modelo normal

Mas P(Z<0,7) jaseencontranatabelae —O,%O 0
tem o valor de 0,75804 .

Na calculadora, introduziamos:
0,5 +normalcdf (-0,7; 0; 0; 1).

' Exercicio

@ Determina P(Z>-1,7).

CExemplo 50)

Determina P(Z<—-0,74).

Resolucao:

Como na tabela ndo temos diretamente
esta informacao, teremos de fazer alguns

célculos primeiro.

Sabemos que a curva é simétrica a reta

x=0 eporisso —0.74.0
P(Z<-0,74)=P(Z>074)=1 - P(Z<0,74).

Mas P(Z<0,74) ja se encontra na tabela e tem o valor de 0,77035.
Logo, P(Z<-0,74)=1-0,77035=0,22965.

Na calculadora, introduziamos:
0,5 — normalcdf (-0,74; 0; 0; 1).

' Exercicio

@ petermina P(z<-050).
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CExempIo 51 )
Determina P(0,40<Z2<2,13).

Resoluciao:

Como na tabela s6 temos probabilidade
para Z < a e ndo entre estes dois valores,
teremos de fazer alguns célculos
primeiro.

Observando a figura:
P(040<Z<213)=
=P(Z<213)-P(Z<0,440) =
=0,98341 - 0,65542=0,32799.

Na calculadora, introduziamos:
normalcdf (0,40; 2,13; 0; 1).

. Exercicio

@ Determina P(0,20<Z2<3,43).

(Exemplo 52)

Determina P(-2,13<Z<-0,9).

Resolucao:

Como na tabela ndo temos diretamente
esta informacao, teremos de fazer alguns
calculos primeiro.

Observando a figura:
P(-213<Z<-090)=P(090<Z<213)=
=P(Z<213)-P(Z<0,90)=

=0,98341 -0,81594=0,16747.

Na calculadora, introduziamos:
normalcdf (-2,13; -0,9; 0; 1).

. Exercicio

@ petermina P(-220<2< - 1,43).
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CExempIo 53)
Determina P(-2,13<Z2<1,90).

Resolucao:

Como na tabela ndo temos diretamente esta informacao,
teremos de fazer alguns calculos primeiro.
Observando a figura:
P(-213<Z<1,90)=
=P(Z<190)-P(Z<213)=

=0,97128 - P(Z>213)=

=097128 - (1 -P(Z<213)) =

=0,97128 — 1+0,98341 =0,95469.

-2,13 0 1,90
Na calculadora, introduziamos: normalcdf (-2,13; —1,90; 0; 1).

' Exercicio

@ petermina P(-3,13<2<1,9).

(Exemplo 54)

Determina P(Z<4.1).

Resolucao:

Esta probabilidade ndo esta diretamente indicada na tabela. No entanto, uma analise
mais detalhada da tabela mostra que, para P(X < x), 4 medida que os valores de x se
aproximam de 4, as probabilidades aproximam-se de 1. Assim sendo: P(Z<4,1)~ 1.

Na calculadora, introduziamos: 0.5 + normalcdf (0; 4,1; 0; 1).

' Exercicio

@ Determina P(Z<4.5).

( Exemplo 55 )

O tempo (em minutos) que os estudantes demoram a resolver um teste segue
uma distribuicdo normal, com valor médio de 40 minutos e desvio-padréo de

5 minutos. Queremos saber o tempo minimo que define os 10% dos estudantes
que demoram mais do que esse tempo. Seja X a variavel aleatdria que representa
o tempo que os estudantes demoram a resolver um teste (em minutos).
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Resolucao:

Queremos o valor de x talque P(X>x)=0,10 < P(X<x)=0,90.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,8 | 0,78814 | 0,79103 | 0,79389 | 0,79673 | 0,79955 | 0,80234 | 0,80511 | 0,80785 | 0,81057 | 0,81327

0,9 | 0,81594 | 0,81859 | 0,82121 | 0,82381 | 0,82639 | 0,82894 | 0,83147 | 0,83398 | 0,83646 | 0,83891

1,0 | 084134 | 0,84375 | 0,84614 | 0,84849 | 0,85083 | 0,85314 | 0,85543 | 0,85769 | 0,85993 | 0,86214

1,1 [ 0,86433 | 0,86650 | 0,86864 | 0,87076 | 0,87286 | 0,87493 | 0,87698 | 0,87900 | 0,8§100 | 0,88298

796 {0,89973 ' 0.90147

1 2 faWaYoW.Vatoll il aWeYaYateValll WaWeYaYal
1 U, 00%J0 | U,COUCU 'U,000

1,3 [ 0,90320 | 0,90490 | 0,90658 | 0,90824 | 0,90988 | 0,91149 | 0,91309 | 0,91466 | 0,91621 | 0,91774

1.4 [ 0,91924 | 0,92073 | 0,92220 | 0,92364 | 0,92507 | 0,92647 | 0,92785 | 0,92922 | 0,93056 | 0,93189

1,5 | 0,93319 | 0,93448 | 0,93574 | 0,93699 | 0,93822 | 0,93943 | 0,94062 | 0,94179 | 0,94295 | 0,94408

Consultando a tabela danormal N (0, 1), verificamos que a probabilidade mais
préxima de 0,90 (que é 0,89973) correspondea z=1,20+0,08=1,28.

Fazendo a transformacio ao contrario a partir de:

=% PN 1,28=% & x=128x5+40 < x=464 minutos.

O tempo minimo que define os 10% de estudantes que demoram mais tempo para
resolver o teste é 46,4 minutos.

Z

. Exercicios

@ O peso dos pacotes numa fabrica segue uma distribuicao normal com valor médio
iguala 10 kg e desvio-padraoiguala 2kg.

Qual é o peso minimo dos pacotes 10% mais pesados?

@ O tempo de espera por um taxi, num servi¢o urbano em Santiago, segue uma
distribuicdo normal, com valor médio de 9 minutos e desvio-padrao de
2,1 minutos.

68.1. Calcula a probabilidade de um cliente esperar menos de 7 minutos.
68.2. Qual é a probabilidade de esperar entre 6,5 minutos e 9,5 minutos?
68.3. Até que valor corresponde o tempo de espera dos 30% mais rapidos?

68.4. Se se registarem 100 clientes, em quantos se espera que aguardem mais de
12 minutos?
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Experiéncias aleatorias

E uma experiéncia que, apesar de ser repetida nas mesmas condicdes e serem
conhecidos os resultados possiveis, ndo conseguimos determinar, a partida, o
resultado de cada uma das experiéncias.

Experiéncias deterministas

Uma experiéncia determinista se caracteriza pela obtencéao de resultados pre-
visiveis, desde que se mantenham sempre as mesmas condi¢des.

Espaco de resultados ou espaco amostral

O espaco amostral ou espaco de resultados de uma experiéncia aleatéria é o
conjunto de todos os resultados possiveis dessa experiéncia. O espaco de re-
sultados ou espaco amostral representa-se por: S, E ou Q.

Acontecimentos

Dada uma experiéncia aleat6ria, em que o espaco de resultados € S, chama-
mos acontecimento a qualquer subconjunto de S.

Um acontecimento elementar esta formado por um Unico elementode S.
Um acontecimento composto esta formado por mais de um elemento de S.
Um acontecimento impossivel ndo tem elementos, é o conjunto vazio { } ou @.
Um acontecimento certo é formado por todos os elementos de S.

Uniao de acontecimentos

A unido de dois acontecimentos A e B é o acontecimento formado pelos ele-
mentos que pertencem a, pelo menos, um deles e representa-se por AUB.

Intersecao de acontecimentos

Aintersecao de dois acontecimentos A e B € o acontecimento formado pelos
resultados que pertencem simultaneamente aos dois acontecimentos e
representa-se: ANB.

Diferenca de acontecimentos

A diferenca de dois acontecimentos A e B ¢é o acontecimento formado pelos
resultados que pertencema A e ndo pertencema B e representa-se por A\B .
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Acontecimentos disjuntos ou mutuamente exclusivos

Em geral, numa experiéncia aleatéria, quaisquer dois acontecimentos A e B
dizem-se disjuntos quando nao tém resultados em comum, ou seja, quando a
sua intersecao é o conjunto vazio ANB=3.

Acontecimentos contrarios ou complementares

Em geral numa experiéncia aleatéria, dois acontecimentos A e B dizem-se
contrarios ou complementares quando a sua intersecao é o conjunto vazio
ANB=g e asuareunidao é o espago amostral AUB=S. O acontecimento
contréario de A érepresentado A

Leis de De Morgan para conjuntos
Dados dois acontecimentos A e B de um espac¢o amostral S tem-se que:
AUB=ANB ANB=AUB

Definicao frequencista de probabilidade

A probabilidade de um acontecimento A, associado a uma experiéncia aleat6-
ria, € o valor para que tende a frequéncia relativa da realizagcdo do aconteci-
mento A quando o numero de vezes que se efetua a experiéncia tende para
infinito e representa-se por P(A).

Observamos que a frequéncia relativa é necessariamente um valor entre zero e
um, inclusive ambos, assim podemos afirmar que: 0K P(A) K 1.

Regra de Laplace

Numa experiéncia aleatéria, em que o espaco de resultados S, tem um nimero
finito de elementos, todos com igual probabilidade de acontecer, definimos
probabilidade de um acontecimento A, e arepresentamos por P(A), o quo-
ciente entre o numero de resultados favoraveis ao acontecimento A e o nu-
mero de resultados possiveis da experiéncia.

P(A) = n.° de resultados favoraveis a A
" n.° de resultados possiveis da experiéncia
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3.5. Modelo normal

Probabilidade da unidao de acontecimentos disjuntos

Dados dois acontecimentos A e B, disjuntos, de um espaco amostral S, a
probabilidade de A ou Bocorrer é igual a soma das probabilidades de A e B
acontecer.

P(AUB)=P(A)+P(B), sempreque ANB=0Q

Probabilidade da unidao de acontecimentos nao disjuntos

Dados dois acontecimentos A e B , quaisquer, de um espaco amostral S
temos que:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Probabilidade do acontecimento certo

Se A é o acontecimento certo, entdo P(A)=1 etemos que P(S)=1.

Probabilidade do acontecimento impossivel

Se A é o acontecimento impossivel, entdo P(A)=0

Probabilidade do acontecimento contrario

Se A é o acontecimento contrario de A, temos que P (Z) =1-P(A).

Probabilidade Condicionada

Sejam A e B dois acontecimentos no espaco de resultados S, com P(B)>0.
Designa-se por probabilidade de A e B ou probabilidade condicionadade A e
B ou probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B, e representa-se por
P(AI1B), onumero real:
_P(ANB)
P(A|B)= P(B)

Probabilidade da intersecao de dois acontecimentos

Sejam A e B dois acontecimentos nao impossiveis no espaco de resultados
S. Entao verifica-se que:

P(ANB)=P(B)xP(AIB) e P(ANB)=P(A)xP(BI|A).
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Regra de Bayes
Sejam A e B dois acontecimentos ndao impossiveis no espacgo de resultados S.
_P(A)xP(BIA)

Probabilidade condicionada a acontecimentos mutuamente
exclusivos

Seja B um acontecimento no espago de resultados S. Seja {A;, A,, ..., A,}
um conjunto de n acontecimentos mutuamente exclusivos (de probabilidade
nao nula) de talmodo que A, UA,U...UA,=S. Entdo verifica-se que:

P(B)=P(BNA)+P(BNA)+...+P(BNA,),
igualdade que ainda pode ser escrita como
P(B)=P(BIA))xP(A))+P(BIA) X P(A)+...+P(BIA,) x P(A,).
S

s N

A-| A2 A3 s An

. J

Nota: Uma outra maneira de resolver exercicios com acontecimentos mutuamente
exclusivos é recorrer a um diagrama de arvore.

Acontecimentos independentes
Sejam A e B dois acontecimentos no espaco de resultados S.
Os acontecimentos A e B sdoindependentesseesdse P(A|B)=P(A).

Os acontecimentos A e B sdoindependentesseesdése P(ANB)=P(A)xP(B).

Nota: podes usar qualquer uma das duas igualdades acima para mostrar que dois
acontecimentos sao, ou nao, independentes.

Variavel aleatdria

Uma variavel cujo valor numérico esta associado ao resultado de uma expe-
riéncia aleatdria, designa-se por variavel aleatéria.

Esta variavel representa-se, geralmente, por uma letra maiuscula.

Em funcao dos valores que pode obter, a variavel pode ser discreta ou continua.
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Variavel aleatoria discreta

Uma variavel aleatdria diz-se discreta se o conjunto de valores que pode tomar
for finito ou formado por varios valores isolados.

O mais habitual € utilizar o termo variavel aleatéria discreta para designar uma
variavel que assume um conjunto finito de valores distintos.

Variavel aleatoria continua

Uma variavel aleatédria diz-se continua se o conjunto de valores puder assumir
qualquer valor de um determinado intervalo ou conjunto de intervalos.

Distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria

Chama-se distribuicdo de probabilidade, ou modelo de probabilidade, de uma
variavel aleatéria quantitativa, X a correspondéncia que a cada valor x; da
variavel aleatéria X faz corresponder a sua probabilidade p,=P(X=x;). As
distribuicdes de probabilidade classificam-se em discretas ou continuas, con-
soante o tipo de variavel aleatéria a que estdo associadas.

Distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatdria discreta

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria discreta X também é
designada por funcao massa de probabilidade.

Esta fica conhecida quando, para cada valor de x;, temos a correspondéncia
com a sua probabilidade: p,=P(X=x,).

Estas probabilidades devem satisfazer as seguintes condi¢des:

o<p;<t, i=1,...,n, D p=1
i=1

Valor médio de um modelo de probabilidades (ou distribuicao
de probabilidades)

O valor médio (ou valor esperado ou esperanca matematica) de um modelo de
probabilidades de uma variavel aleatéria X, de suporte finito, obtém-se multi-
plicando cada valor de x; pela respetiva probabilidade p;=P(X=x;) e adicio-
nando os resultados obtidos: 1= > x;- p;, em que n representa o n.° de valores

i=1
distintos que x; toma.
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Variancia populacional de um modelo de probabilidades (ou
distribuicao de probabilidades)

A variancia populacional de um modelo de probabilidades de uma variavel alea-
téria X, de suporte finito, obtém-se multiplicando cada resultado (x;— 1)’ pela
respetiva probabilidade p;=P(X=x;) e adicionando os resultados obtidos:

o= (x - U)2 “Pi
i=1

O desvio-padrao populacional é: ¢ = \/?

Em que n representa o n.° de valores distintos que x; toma.

Funcao densidade de uma variavel aleatéria continua

A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria continua X, define-se
por uma funcdo y=f(x) que serd designada por fungao densidade de proba-
bilidade e cuja representacao grafica € uma curva que satisfaz as seguintes
condicdes:

* Nenhum ponto esta abaixo do eixo dos xx.
* A area total compreendida entre a curva e o eixo dos xx é 1.

Variavel aleatéria normal

Dizemos que uma variavel aleatéria continua X diz-se normal quando a sua
distribuicao de probabilidade (funcdo densidade de probabilidade) é represen-
tada por uma curva em forma de sino, que € simétrica em relacdo a um eixo
vertical que passa no valor médio. Este tipo de curva é conhecido por Curva de
Gauss (ou curva normal).

Mais algumas caracteristicas da curva normal

Seja X uma variavel aleat6ria continua que segue uma distribuicdo normal com
valor médio u e desvio-padréo o.

Entdo a curva normal tem, entre outras, as seguintes caracteristicas:

* & simétrica relativamente ao valor médio u da variavel.

* tem um maximo para x=4.

* a probabilidade de a variavel tomar valores pertencentes ao intervalo [x,, x,]
€ igual a area definida pelo eixo dos xx, pela curva e pelasretas x=x; e
X=X, 5;<X;.
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3.5. Modelo normal

* a érea abaixo da curva no intervalo [u — o, u+ o] é de aproximadamente
0,6827.

* a area abaixo da curva nointervalo [u — 20, 1+ 20] é de aproximadamente
0,9545.

* a area abaixo da curva no intervalo [u — 30, u+ 30] é de aproximadamente
0,9973

Modelo normal

O modelo de probabilidades que a curva normal representa é o modelo normal.
Este modelo (ou distribuicdo) de probabilidade fica caracterizado pelo valor
médio u e pelo desvio-padrdo o e representa-se por N(u, o).

Distribuicdo normal estandardizada

Seja X uma variavel aleat6ria continua que segue uma distribuicdo normal

N(u. o). Avariavel aleatéria Z, sendo Z:TH, segue uma distribuicao que

chamamos distribuicdo normal estandardizada, distribuicdo standard ou distri-
buicao tipificada. Esta distribuicdo de Z tem valor médio O e desvio-padrdo 1.
A representacao grafica de Z que tem distribuicdo N(O, 1) é a seguinte:

Funcao de distribuicao cumulativa

Dada uma variavel aleatéria X, define-se a fungao distribuicdo ou fungao distri-
buicdo cumulativa de X como sendo a funcdo F(x), definida para todo o real
x da seguinte forma:

F(x)=P(X<x)
Sendo X uma variavel aleatéria continua F(x) =P (X< x)=P(X<x).

Muitas vezes esta funcdo também é representada por @ (x).
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As temperaturas maximas diarias em julho, na cidade da Praia, seguem uma
distribuicdo normal, com média de 29 °C e desvio-padréaode 2°C.

1.1. Em média, a temperatura diaria atinge os 29 °C em julho. Em que
percentagens, dos dias de julho, na cidade da Praia, podemos esperar
temperaturas abaixo deste valor?

1.2. Estima a percentagem de dias em que a temperatura oscila entre um
desvio-padrao abaixo e um desvio-padrao acima da média.

1.3. A que percentagem de dias corresponde uma temperatura acima de
33°C?

1.4. Num més tipico de julho (31 dias), quantos dias terao temperaturas acima
de u+o?

Numa localidade dailha do Fogo, o consumo semanal de agua, por
residéncia, segue uma distribuicdo normal, com média de 115 litros e
desvio-padrao de 15 litros.

2.1. Em que proporgao das casas o consumo € considerado "baixo", ou seja,
inferiora 100 litros?

2.2. Quantas casas, em cada 100, tém consumos entre 110 e
130 litros?

2.3. Determina o valor de consumo a partir do qual se encontram os 5% das
casas com maior consumo.

2.4. Considerando 50 casas, quantas consomem menos que u — 2¢ litros de
agua por semana?

O tempo que os alunos demoram a chegar a escola segue uma distribuicao
normal, com média de 30 minutos e desvio-padrao de 5 minutos.

3.1. Qual é a probabilidade de um aluno demorar mais tempo do que a média
acrescida de um desvio-padrao?

3.2. Estima a percentagem de alunos cujo tempo de percurso se encontra
entre 25 e 30 minutos.

3.3. Qual é o tempo maximo para os 15% dos alunos mais rapidos?

3.4. Numa escola com 100 alunos, quantos se espera que demorem mais
que u+ 20 minutos?



3.5. Modelo normal

O peso das mangas vendidas no mercado de Assomada segue uma
distribuicdo normal com média de 420 g e desvio-padraode 40g.

4.1. Qual é a probabilidade de uma manga pesar menos de 4009 ?
4.2. Determina a probabilidade de uma manga pesar entre 390g e 450g.

4.3. Se considerarmos 200 mangas, quantas delas se espera que pesem
mais de 480g?

4.4. A que peso corresponde o peso das 25% mangas mais leves?

A producéo diaria de blocos de gelo, numa fabrica em Mindelo, segue uma
distribuicdo normal, com média de 180 blocos e desvio-padrdao de 12.

5.1. Qual é a probabilidade de produzir mais de 190 blocos num dia?
5.2, Calcula a probabilidade de produzir entre 170 e 185 blocos.
5.3. A partir de quantos blocos se considera que a producao esta no top 20% ?

5.4. Se considerarmos 25 dias, em quantos se espera que a producao seja
inferiora 165 blocos?

Sabe-se que a varidvel X segue uma distribuicdo normal com média 45.
A probabilidade de um valor de X se encontrar entre 38 e 52 é de,
aproximadamente, 68,27%.

6.1. Determina o desvio-padréo.
6.2. Calcula a probabilidade de um valor de X serinferiora 38.
6.3. Qual é a probabilidade de um valor de X ser superiora 52 ?

6.4. Se considerarmos 500 casos, em quantos se espera que o valor esteja
entre 42 e 487

A Ana e o Luis estudaram e fizeram testes em escolas diferentes. A Ana
obteve 16 valores, numa escola onde as classificagbes seguiram uma

distribuicdo normal, com média de 14 e desvio-padrdaode 1,5. O Luis
obteve 13 valores, noutra escola onde as classificacdes seguiram uma
distribuicdo normal, com média de 10 e desvio-padrao de 2.

7.1. Quem teve melhor desempenho relativo, isto €, dentro da prépria
escola? Justifica.

7.2. Qual seria a nota de um aluno noutra escola (commédiade 11 e
desvio-padrao de 1,2) com o mesmo desempenho do Luis?
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Teste

Lancam-se dois dados equilibrados, com as faces numeradasde 1 a 6.

Qual é a probabilidade de sairem dois nimeros diferentes, sendo o maior
deles superiora 37?

Assinala a op¢ao que apresenta a resposta correta.

1 1 2 5
(A) 3 (B) 3 (©) 3 (D) 3

Uma turma de uma escola é formada por 12 rapazes e 10 raparigas.

Sabe-se que oito rapazes praticam desporto e trés raparigas nao praticam
desporto. Escolhemos, ao acaso, um aluno dessa turma.

Sejam A e B os acontecimentos:
A: "O aluno escolhido é um rapaz”
B: "0 aluno escolhido nao pratica desporto”

2.1. Determina o valorde P(A) e P(B).
2.2. Qual é ovalorde P(A|B)?

2.3. Qual é o valorde P(B|A)?

Uma caixa tem cinco bombons, dois com recheio. Retiramos da caixa, ao
acaso, uma amostra de trés bombons. Considera X a varidvel "niimero de
bombons com recheio que existem na amostra”“.

Apresenta a distribuicdo de probabilidades da variavel X.

Numa competicao de natacao, participaram 130 atletas. Relativamente a
totalidade dos atletas, sabe-se que:

35 atletas competiram no estilo mariposa;
50 atletas competiram no estilo brucos;
60 atletas ndao competiram em nenhum destes estilos.

Selecionamos, ao acaso, um dos atletas que participaram na competicao.

Determina a probabilidade de o atleta selecionado ter competido nos estilos
mariposa e brugos. Apresenta o resultado em forma de fracao irredutivel.

Uma caixa A contém nove bolas, numeradasde 1 a 9, e uma caixa B
contém cinco bolas, numeradasde 1 a 5.

Lancamos um dado equilibrado com as faces numeradasde 1 a 6.

Se sair um nimero multiplo de 3 retiramos uma bola da caixa A; caso
contrario, retiramos uma bola da caixa B.



Considera os acontecimentos:

A: "Abolaretirada é da caixa A"

B: "A bola retirada tem um nimero par”

Mostra que os acontecimentos A e B nao sao independentes.

Uma fabrica produz, diariamente, baterias para telemdveis,
de dois tipos (litio e niquel), 65% das baterias produzidas
sao de litio e 35% sao de niquel. No controlo de qualidade
da fabrica, verifica-se que, em média, 2% das baterias de
litio sdo defeituosas e 1% das baterias de niquel tem
defeito.

De todas as baterias produzidas, num dia, escolhemos uma
ao acaso.

6.1. Qual é a probabilidade de a bateria escolhida ser
defeituosa?

6.2. Verificou-se que a bateria escolhida é defeituosa. Qual é a
probabilidade de ser de niquel?

Um grupo de seis amigos decidiu fazer turismo em Cabo Verde. Quatro dos
amigos preferem atividades no mar e os restantes preferem atividades fora
do mar.

7.1. Queremos selecionar um amigo para ser o organizador de todas as
atividades. Assinala a opgao que apresenta a probabilidade de a pessoa
selecionada preferir realizar atividades fora do mar.

1 1 1 2
(A) 5 (B) 3 © 5 (D) 3

7.2. Num dia dedicado a diferentes atividades, um grupo de turistas, nailha

do Sal, tem a sua escolha:

quatro atividades no mar (mergulho, canoagem, windsurf e surf);

duas atividades fora do mar (percurso a cavalo e visita as salinas de
Pedra Lume).

O grupo de turistas pode escolher duas dessas atividades, mas
estas tém de ser diferentes. Os elementos do grupo nao
conseguiram chegar a acordo e, assim, a selecao das duas
atividades sera feita por sorteio. Qual é a probabilidade de as
duas atividades escolhidas serem realizadas no mar?
Apresenta o resultado em forma de percentagem.
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Teste

Seja S o espaco de resultados associado a uma
certa experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (ACSeBCS), com P(B)>0.
P(A)-P(AnB) _,
P(B) -

Mostra que P(AIB) +

De forma aleatoéria, as torres de pecas apresentadas
naimagem ao lado vao ser encaixadas para construir
uma Unica torre.

Determina a probabilidade de a parte vermelha ficar
no meio da torre amarela e da torre verde.

O treinador de um atleta de salto em comprimento fez um estudo sobre os
resultados obtidos, no Ultimo més, pelo atleta.

Verificou que os resultados, medidos em metros, sdo bem modelados por
uma distribuicao normal, de média 8,21 metros e desvio-padrao 0,16
metros. O atleta estd, neste momento, a participar numa competicéo e
prepara-se para dar o ultimo salto a que tem direito. Para se classificar para
a fase seguinte, tem de ultrapassar 8,37 metros.

Qual é a probabilidade de o conseguir?

Uma caixa A contém trés bolas brancas e seis bolas pretas. Uma caixa B
contém bolas brancas e pretas num total de dez bolas. Retiramos, ao acaso,
uma bola de cada caixa e a probabilidade de serem ambas brancas é de
20% . Quantas bolas brancas estao, inicialmente, na caixa B ?
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