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Este manual ajuda-te neste percurso e é fundamental para a tua aprendizagem,
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secundario: Trigonometria, Geometria analitica, Sucessdes de nimeros reais
e Funcodes reais de variavel real. Cada dominio esta dividido em temas.

L] v

10 € composto por:

Cada domin

Dominio
Separador ?

Trigonometria

Temas
Antes de comecar
) = Y
; I
[ ] e Y e ! o ey
t Revisdo de
e o conceitos
' essenciais
i
“A bbbt P
i i Comrmins ovlor sz i
“ p e e
7. i DT S RPN |- 1.
s ,-"“-\@. s o8 surmsgms g [es—
A . ‘u_/‘ e [re g L:‘“

L )




Desenvolvimento dos conteudos

Exercicios de
aplicacdo

b e ot ‘
X
12 A P ermicion

[ ——
i ety

Explicacao dos
contetidos

1.2.1. Angulos orientados 8 rotagies ‘eckaisdimrartdmedo degas s adaageT

O sarats
Angquica privatadus . -1 naae
Mo 00451 s kg g — na -
4 v

T s
4 oo,

gy AD b b 2o Lk cekgeen
£ 4 o mtwrdeds 08

& s 0 & g2 Tt e £ marssaras
. 1S

i 4 pan =iacic de caTn © warsgitaze
pasthmi .

it
BF o . b-nr
Citeguin ACr i i

st Tarefas sempre
& £l

o que oportuno

Pl g
Dt i
o Fona gseabirss wasmsaniads wmsstiapens
reperrivpey
£ 0w e 0 o de e il s

i b Otk i 38T S

Exemplos P et

[ E—————

0 ety wrirurwitece o rgua du ks crigere C4 8 Eamiftad
e i R =
Cweds;  comwads mmeds e

Y

Imagens
de apoio

No final de cada tema:

Para aplicar

s
-
-]

e —y
o

L -nw 12 -1
s - preee
10 e vk ks, ek s i

A1 oL+ Seanl- Y 1L BT
i 1z ? .
22 corlipeayy - B TR A 1At - 4T

Tasc
s s s 5
g scinaTs 30 nlingue. AT g a
et ’ e —
s et g
[ —
Pk

Aplicacao
dos conteldos

AN 1B a2 o ek, 18

e =R T———

- skve e, o w1 5|
A om0 0 e 2 < 0D

A r aprendidos
[ ] i i e dlepds e . enre o,
. conp o psETn 3w Omuw—wum

L wnge- Lo pul-a05, -

e e —
conurpi £
[EYETESE T T

A s stk g
L R 81, e cicass cocrdarnim fn
st Ueh
o g O 20n 2. Db e s i
e

idegin L] ks 0- .

No final de cada dominio:

Teste

Preparacgao para
os momentos de
avaliacao

s
b, [4AOC].
At (g
ot 8 ks b P —
e PO e arta da s 321 wefiia:
R ——— AL Lo st a3
i 7
g 18 s
»  swgler ADCDETTAL iwcrt: e
o othsirc g g

manle.
ey J Az
varr A Emciens stk gt = S, o m (8]
A oz
s

e —
st estemierepr iy
een,

por.
=2 Ezulie @ bir)=sba i oz
e

T -

wpmn 4 0 G sl ok bl o i
Bs 3 2!
L] Wﬂ:mmamlﬁw!‘]-r--’l . TA Dot om N g morda g
LI

Duarina s st da cxa 0+ - 3l




Indice

Trigonometria

Antes de comecar

1.1. Extensédo da Trigonometria a Angulos retos e obtusos e resolucao de tridngulos
1.1.1. Lei dos senos
1.1.2. Lei dos cossenos
1.1.3. Resolucéo de triangulos

Para aplicar

1.2. Angulos orientados, angulos generalizados e rotagées
1.2.1. Angulos orientados e rotagdes
1.2.2. Angulos generalizados e rotacdes

Para aplicar

1.3. Razdes trigonométricas de angulos generalizados
1.3.1. Circunferéncia trigonométrica
1.3.2. Generalizacao das definicdes de razdes trigonométricas aos
angulos orientados
1.3.3. Razdes trigonométricas de angulos generalizados
1.3.4. Generalizagcao da férmula fundamental da Trigonometria
1.3.5. O radiano. Medidas de amplitude em radianos
Para aplicar
1.4. Funcdes trigonométricas
1.4.1. Funcéo seno
1.4.2. Fungao cosseno
1.4.3. Funcéo tangente

1.4.4. Relacao entre as razoes trigonométricasde x ede —x, xxm e xi%
1.4.5. Equacdes trigonométricas do tipo sinx=b, cosx=b e tanx=>b
Para aplicar
Teste

Antes de comecar

2.1. Declive einclinagao de uma reta do plano
2.1.1. Inclinagdo de uma reta do plano
2.1.2. Relagao entre o declive e a inclinagdo de uma reta do plano

Para aplicar

2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espaco
2.2.1. Angulo formado por dois vetores nao nulos
2.2.2. Produto escalar de dois vetores
2.2.3. Perpendicularidade entre vetores
2.2.4. Propriedades do produto escalar
2.2.5. Produto escalar de dois vetores a partir das suas coordenadas
2.2.6. Relacgao entre os declives de retas perpendiculares
2.2.7. Lugares geométricos no plano
Para aplicar
2.3. Equacdes de planos no espacgo
2.3.1. Vetores normais a um plano
2.3.2. Equacéo cartesiana do plano
2.3.3. Relagdo entre a posicao relativa de dois planos e os respetivos vetores normais
2.3.4. Equacao vetorial do plano. Equagdes paramétricas do plano
2.3.5. Lugares geométricos no espaco
Para aplicar

Teste

14
18

21

24
26

31

32

33
45
46
47

50

53
57
61
64
68

74
76

80

83
84

87

88
89
92
92
94
99
101

105

109
109
112
116
119

122
126



Sucessoes

Antes de comecar

3.1. Generalidades acerca de sucessodes
3.1.1. Sucessdes numéricas
3.1.2. Sucessdes mondétonas
3.1.3. Sucessodes limitadas

Para aplicar

3.2. Principio de indugdo matematica
3.2.1. Principio de indugdo matematica
3.2.2. Sucessoes definidas por recorréncia

Para aplicar

3.3. Progressoes aritméticas e progressoes geométricas
3.3.1. Progressdes aritméticas
3.3.2. Progressdes geométricas

Para aplicar

3.4. Limites de sucessdes
3.4.1. Defini¢éo de limite de uma sucesséo
3.4.2. Sucessbes monoétonas, limitadas e convergentes
3.4.3. Limites infinitos
3.4.4. Operacgdes algébricas com sucessoes
3.4.5. Operacgdes com infinitamente grandes
3.4.6. Levantamento de indeterminacdes

Para aplicar
Teste

Antes de comecar

4.1. Funcgoes racionais
4.1.1. Conceito de funcéao racional
o ~ - P(x)
4.1.2. Simplificacéo de expressdes do tipo Q00
4.1.3. Zeros e sinal de uma funcéo racional )

Para aplicar

4.2. Funcao raiz quadrada
4.2.1. Funcéo definida por y= Vax
4.2.2. Funcdes do tipo y=avx—b+c, com a#0
4.2.3. Equacgdes envolvendo raizes quadradas
4.2.4. Inequacgdes envolvendo raizes quadradas

Para aplicar

4.3. Limites de fungdes de variavel real
4.3.1. Pontos aderentes a um conjunto
4.3.2. Limite de uma fungé&o num ponto aderente ao seu dominio
4.3.3. Limites no infinito
4.3.4. Operacdes com limites
4.3.5. Limite de uma funcéo composta
4.3.6. Levantamento de indeterminacdes
Para aplicar
4.4. Continuidade de funcdes
4.4.1. Funcao continua num ponto
4.4.2. Continuidade de uma fungdo num subconjunto do dominio
4.4.3. Operagdes com fungdes continuas
4.4.4. Continuidade da fungdo composta
Para aplicar
4.5. Assintotas ao grafico de uma funcao
4.5.1. Assintotas verticais

4.5.2. Assintotas nao verticais
b

xX—c
4.5.4. Determinacgao das equacgdes de assintotas nao verticais

Para aplicar
Teste

4.5.3. Fungdes do tipo y=a+ ,coma,b,ceR

Solucoes

Indice

130

133
135
139

145

148
150

153

154
159

167

170
173
176
180
187
201
207

210

214

216
217
218

223

225
226
228
231

234

236
237
245
246
248
248

254

257
260
261
265

266

269
271

272
274
278
280

282






Trigonometria

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Extensao da Trigonometria a
angulos retos e obtusos e resolucao
de triangulos

Angulos orientados, angulos
generalizados e rotacoes

Razoes trigonométricas de angulos
generalizados

Funcdes trigonomeétricas



1. Trigonometria

Antes de comecar

Manual
Digital

-
0 Considera os tridngulos Recorda
Atividade ~ . . L.
Antes de retangulos apresentados e, em Razdes trigonométricas B
comegar: H A a
Toorometra c:—.lda caso,, d-etermlnAa as razoes de um angulo agudo c
trigonométricas do angulo o . Para o triangulo a

retdngulo [ABC]:

1.1. C b A

o sina = medida do cateto opostoa & _ a
" medidadahipotenusa ¢

V20 5 medida do cateto adjacentea « p

cosa= - - ==

medida da hipotenusa c

tan o= medida do cateto opostoa o _a

" medida do cateto adjacentea o~ b

1.2. 1.3.

6
7
V20
o Tendo em consideracao os dados 4
apresentados em cada tridngulo Rec?rda . o
retdngulo, determina o valor de x . E{azoes trigonometricas dos
angulos de 30°, 45° e 60°
2-1- 2-2- 300 450 600
. 1 V2 | V3
x o2 | 2 2
120 V3 | V2| 1
A cos 5 5 5
tan g 1 V3
* \.
2.3. 2.4.
60° 30°
X




e Considera o modelo geométrico
da Torre de Pisa, apresentado na
figura.

Tendo em consideracao os dados
do modelo geométrico, determina a

medida da altura da Torre de Pisa, h.

Apresenta o resultado arredondado
as milésimas.

o Para cada um dos seguintes
triangulos retangulos, determina
a amplitude x .

Apresenta o resultado
arredondado as unidades.

4.1.

4.2,

200

e De um angulo agudo «, sabe-se que sina = g

Determina o valor exato de:
B5.1. cos

5.3. 3cosa —tana

e Em relacédo a um angulo agudo de amplitude S,

V7

sabemos que tanf = -5
Determina o valor exato de:
6.1. cospf

6.3. cosfB—2sinp

55,86 m

86°

~N
Recorda

Determinacao da amplitude de angulos
a partir das razoes trigonométricas
Com as funcionalidades da calculadora
sin”" (ou asin), cos™' (ou acos)e tan”
(ou atan), é possivel determinar um valor
aproximado da amplitude de um éngulo
agudo sabendo o valor da razao
trigonométrica correspondente.

1

5.2. tan«

6.2. sin

4.3.

Recorda
Férmula fundamental
da Trigonometria

sino+cos’o =1
A partir desta férmula,
obtemos:

1

1+tan’a=—0j:
cos’a

Relacdo entre a
tangente, o seno e o
cosseno de um angulo




1.1. Extensao da Trigonometria a angulos retos e
obtusos e resolucao de triangulos

J" Tarefa ¥

0 Considera o seguinte modelo geométrico da parte

superior da grua da imagem ao lado.
E

7.4m
o 20°
A 13 m B 11m C X D

1.1. Determina a amplitude do angulo o. Apresenta o resultado arredondado
as unidades.

1.2. Determina DC em metros, arredondado as décimas.

e Na figura esta representado um papagaio, [ABCD] .

Considerando os dados apresentados na figura,
determina:

2.1. AC
2.2. a amplitude do angulo ADB, sabendo que BAD=90° ;

2.3. o valor exato de AD, com denominador racional.

e Na figura encontra-se representado um pentagono irregular inscrito numa

circunferéncia de diametro [AD] e centro F.
Sabe-se que: E
[ABF], [BCF] e [CDF] sao triangulos equilateros;

AD =6 cm

o angulo DFE é reto. A D
3.1. Qual é a amplitude do angulo AEF? Justificaa \

tua resposta.
. BC
3.2. Mostraque AE=3v?2 cm.

. 27V3

3.3. Mostra que a area do quadrilatero [ABCD] é 7 cm?.

10



1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugéo de tridangulos

1.1.1. Lei dos senos

Consideremos um tridangulo acutangulo, [ABC], tal que:
- BAC=0, CBA=§ e ACB=1y
*BC=a,AC=be AB=c

Manual
Digital

Video
Lei dos senos

A

Como sabemos, um tridngulo possui trés alturas (relativas as trés bases).

Vamos decompor o tridngulo [ABC] em dois tridangulos retangulos, considerando a
altura emrelacdo ao lado [AB].

Assim, sabemos que:

h

b < h,=bsina

°*sino=

1

h
. sinﬁ=g < h,=asinf

sing _Sinp

a b

Logo: bsina=asinf <

Ao decompormos o triangulo [ABC] pela altura relativa ao lado [BC], verificamos
que:

h
. sinﬁ:?2 & h,=csinp

h
. siny:F2 & hy,=bsiny

sin sin
Logo: csinf=bsiny < —ﬁ=—y
b c
, sing_sinB _siny
Desta forma, podemos concluir que =5 = ¢
Lei dos senos num tridngulo acutangulo C
Num tridngulo acutangulo [ABC], verifica-se que:
sinf\:sinﬁzsiné b e
a b c
c B

11



1. Trigonometria

Observa o tridangulo acutangulo [LUA]. A

1. Ao considerar os dados apresentados na figura,
conseguimos, facilmente, determinar as
amplitudes dos angulos desconhecidos. 22m

Para tal, basta aplicar a lei dos senos:

sin72° _sin [ _sin 0

30 Ay 22 L 30m
sin72°
30

Usando a funcionalidade sin™" (ou asin) da calculadora, obtemos: 0 ~ 44°

Logo, L ~180° —72° — 44°= 64°.

Assim, sin U: 22 %

2. Para determinar a medida de comprimento do lado desconhecido do tridangulo

[LUA], podemos usar de novo a lei dos senos.
sin72° _sin 64° -7 _ 30 sin 64°

= A =
30 AU = AU sin72°

Logo, AU ~ 28 m.

' Exercicios

a Considera o tridangulo acutangulo [ABC] representado e os dados apresentados

na figura.
C

84° 28m

11Tm

B

1.1. Usa alei dos senos para completar, no teu caderno, as igualdades seguintes.
sin84°_ ... _sin é
AC
1.2. Determina a amplitude, em graus, do angulo interno de vértice C. Apresenta o
resultado arredondado as unidades.

1.3. Calcula a medida do comprimento do lado [AC]. Apresenta o resultado em
metros, arredondado as décimas.

12



1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugéo de tridangulos

e Na figura estéa representado o triangulo [MAR]. R
Considera os dados apresentados na figura e usa
a lei dos senos para responderes as questoes @ s
seguintes.
M Video
. . A Defini¢do de seno
2.1. Determina a amplitude, em graus, do angulo de um angulo
interno de vértice A. obtuso e de um
23m angulo reto

2.2. Determina as medidas, em metros, dos lados
[RA] e [MR]. Apresenta os resultados
arredondados as centésimas.

Alei dos senos e o seno de um angulo obtuso

Consideremos, agora, um triangulo obtusangulo, [ABC], tal que CéA=[3, BC=a,
AC=b e AB=c.

.~ _h . 0 _h
Repara que smA-B e sin (180° - f) =3

Logo, h=bxsinA e h=axsin (180°-p) .
sinA _ sin (180°—B)

5 .
Entdo, para a lei dos senos ser valida em triangulos

obtusangulos, os senos de angulos suplementares
tém de ser iguais.

Assim,

Se a é aamplitude de
um angulo obtuso, entao:

sin=sin (180° — )

A lei dos senos e o0 seno de um angulo reto

Consideremos um triangulo [ABC] retangulo em C. B
Sabemos que:
sin/A\:Q e siné:g
c c
Para que a lei dos senos seja verdadeira, a seguinte a c

igualdade tera de acontecer:

sin/A\ =sinEAizsin(AJ
a b

a b
istog, € = ¢ _sin90
b c

Q

Desta forma, - =—1- = SN 90
c ¢

senos serd valida se sin90°=1.

, resultando que aleidos

sin 90°=1

13



1. Trigonometria

Lei dos senos .
(e Jimd Em qualquer tridngulo [ABC], tem-se que: \
Video
C b A

Lei dos cossenos sin A _ sin B _ sinC
EpEE a b c

' Exercicios

C
e Considera o triangulo [ABC] da figura e os dados
nele apresentados. 14
3.1. Determina a amplitude do éangulo de vértice B. 1100 30
Apresenta o resultado arredondado as unidades. A

3.2. Determina a medida do lado [AB], apresentando
o resultado arredondado as centésimas.

oy}

o Na circunferéncia da figura estao inscritos um
pentagono regular e o triangulo [ABC].

N
Fixada uma unidade de comprimento, AC=6 e a
medida do perimetro do pentagono é 20.
4.1. Determina a amplitude do angulo o . A
4.2, Determina a medida da area do tridngulo [ABC]. \
B

1.1.2. Leidos cossenos

Consideremos um tridngulo acutangulo, [ABC], tal que: C

—

- BAC=a, CBA=p e ACB=7y
«BC=a, AC=be AB=c

Sejam P aprojecao ortogonal de C sobre [AB]
e h talque h=CP.

Como [APC] é um tridngulo retangulo, entao:

coscx=% < AP=bcosu

Pelo Teorema de Pitagoras, vem: AP +h?=b? <> h?=b?— (b cos o)’

14



1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugéo de tridangulos

Como PB=c—-AP=c - bcos o esendo [PBC] um tridngulo retangulo, pelo Teorema
de Pitagoras vem:

2 2
a’=h’+(c-bcosa)’ < h’=a’-(c—-bcosa) Mo
@ Digital
Assim, concluimos que:
Video
2 2 inica
b*—(bcosa)’ =a’—(c—bcosa) < Sllgess
2 2 2 2 2 2 2 angulo obtuso
& b°—bcos"a=a’—c +2bccosa— b cosTa & e de um angulo

reto

2 2 2
& a =b"+c”—-2bccosu EeAsE

Da mesma forma, é possivel demonstrar que:

b’=a’+c’-2accosf e c’=a’+b’—2abcosy

A lei dos cossenos e o cosseno de um angulo reto

Considerando um triangulo [ABC], retangulo em C, B
pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que:

c’=a’+b?
Para que a lei dos cossenos seja verdadeira, é preciso

que: L R a c
c’=a"+b°—2abcosC

isto é, a’+b’=a’+b*—-2abcosC.

Daqui resulta que a lei dos cossenos sera valida se
cos90°=0. c b A cos90°=0

A lei dos cossenos e o cosseno de um angulo obtuso

Consideremos o triangulo [ABC], obtusadnguloem C, e asuaaltura, h, emrelagédo
ao lado [BC].

Atendendo a figura, sabemos que 6=180°—y.

Repara que: cos 0=CTD & CD=bcos6.
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo [ACD], B a c D

vem:

b>=CD +h> < h’=b>-CD < h>=b>— (bcosb)’
Como BD=a+CD, entdo BD=a+bcos#.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo [ABD], vem:

h?=c?-(a+bcosh)’

15



1. Trigonometria

Logo:

b2 _—(bcos@)’=c?>—(a+bcosh)’ <
< b*-b?cos’0=c?*-a’-2abcos6 - b*cos’s <

< c’=a’+b*+2abcosb

Ouseja, c’=a’+b’+2abcos (180°—7).

Entdo, para a lei dos cossenos ser valida em triangulos Se a éaamplitude de
obtusangulos, os cossenos de angulos suplementares um angulo obtuso:

tém de ser simétricos: cos y=-cos (180°—y). cos a=—cos(180° — o)
Lei dos cossenos B
Em qualquer tridngulo [ABC], tem-se que: c
e a’=b*+c*— 2bccosA a
2 2 2 D
« b*=a’+c” - 2accosB c 5 A

. c2=a2+b2—2abcosé

1. Relativamente ao triangulo
obtusangulo [ABC] da figura, 50
conhecemos as medidas de dois

lados e a amplitude do angulo interno I

por eles formado. 60

Para determinar a medida do lado desconhecido do triangulo, recorremos a lei
dos cossenos:

BC =60%+50%— 2 x60 x50 xcos 18° <> BC =6100 — 6000 cos 18°

Logo, como BC >0, BC ~ 19,8 (valor arredondado as décimas).

2. Na figura encontram-se representados trés triangulos: [ABD], [BCD] e [ACD].

« Como o tridngulo [BCD] é D
retdngulo e isGsceles, podemos
usar o Teorema de Pitagoras para
determinar os seus lados
desconhecidos. 45°

16



1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugéo de tridangulos

Assim, considerando BD =CD =1:

Py =5 @1_275@/_—iv/_¥
5v2

Como />0, I=T.

« Para determinar AD , vamos recorrer a lei dos cossenos.
Sabemos que DBA =180° — 45°=135°
Assim:

52

5 x cos 135° &

2
E2=32+<5‘2F2> _2x3x

& AD =9+125+15 <
& AD=%+/36,5

Como AD >0, AD ~ 6,04 (valor arredondado as centésimas).

. Exercicios

o Em cada uma das situagdes seguintes, determina o valor de x . Apresenta
o resultado arredondado as décimas.

5.1. 5.2.
. 45° 12
{ 4
130° X
3

5.3 5.4

X

10
8
8
3

CVM11-2 1 7



1. Trigonometria

e Considera o tridangulo [ABC] representado na figura.

Tendo em consideracao os dados
da figura, determina:

6.1. PC
6.2. BP

6.3. AB Al

v__

&
<

12
0 Sem recorrer a calculadora determina o valor exato de:
7.1. 2sin90°+sin 150° — cos 135°

7.2. sin 135°x cos 120°+sin 90°

__ 7.3. cos 90° x sin 140°+sin 120° — 2 cos 150°

1.1.3. Resolucao de triangulos

Resolver um tridngulo consiste em determinar todos os seus elementos (compri-
mentos de lados e/ou amplitudes de angulos), sendo conhecidos alguns deles.

Em seguida, usaremos a lei dos senos e a lei dos cossenos para resolver triangulos
quando conhecemos as medidas dos trés lados do tridngulo (LLL), a medida de dois
lados e a amplitude do angulo interno por eles formado (LAL) ou a medida de com-
primento de um dos lados e as amplitudes dos dois angulos internos que lhe séo
adjacentes (ALA).

1. Do triangulo [ABC] da figura, conhecemos as A
medidas dos seus lados. Para o resolvermos, temos
de determinar a amplitude dos seus angulos
internos. Para tal, vamos usar a lei dos cossenos.

. ) 22
222=16%+10°-2x16x10cosB < cosB=-0,4 16
Logo, éz113,6°.
162=222+10%—2x22x10cos C <> cos C =0,7(45) 5 o o

Logo, éz41,8°.
10%=16%+22°—2x16x22 CosA <> cosA=0,(90)

Logo, A 24,6°.
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1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugéo de tridangulos

2. Pararesolver o triangulo [ABC], C
vamos comegar por determinar 8 3
o valor de AB usando a lei dos 120
COSSenos.
5 ) ) . B
AB =8"+3"-2x8x3co0s 120
Logo, AB=197.
Pela lei dos senos, podemos determinar a amplitude do angulo interno de
vértice B.
sin 120 =smB’ logo éz45°_
V97 8
Resta apenas determinar a amplitude do angulo interno de vértice A.
A~ 180°—-120°-45°=15°
. Exercicios
e Resolve os tridngulos seguintes, apresentando os resultados arredondados as
décimas.
8.1. 8.2, J
A
41 41 94°
18 L
16°
B 25 c K
8.3. 8.4. F 15 E
o)
38
20 21
N
M
D
8.5. / 8.6.
R
34
25 12
H P 25 Q
G

19



1. Trigonometria

e Tendo em consideracao os dados apresentados, determina a drea de cada um dos
seguintes quadrilateros. Apresenta os resultados em centimetros quadrados,
arredondados as décimas.

9.1. [LITA] é um trapézio retangulo. 9.2. [ROSA] é um trapézio isésceles.
A 10cm T 3cm
A S
6cm 12 cm
50° 30°
L / R (0]
9.3. [LUAR] é um losango. 9.4. [BETA] é um papagaio.
R
L A
12cm
U

@ Observa os dados apresentados na figura e determina a distancia entre os barcos
verde e cor-de-rosa, MA . Apresenta o resultado arredondado as unidades.

20



1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugdo de triangulos

Tendo em consideracao os dados apresentados em cada uma das figuras
seguintes, determina a medida da area do quadrilatero [ABCD]

apresentado.
1.1. [ABCD] é um trapézio isésceles. 1.2. [ABCD] é um paralelogramo.
D 10 C D 20 C
30°
12
45° A B
A 30 B
1.3. [ABCD] é um losango. 1.4. [ABCD] é um papagaio.
D D
4 cm
1 2 600
A C
A C
60° /5cm
B B

Na figura esta representado um triangulo retangulo, [ABC], inscrito numa
circunferéncia de centro O e diametro [AC].

Sabe-se que:
AB =26 cm
BAC=30°
2.1. Determina o valor exato de:
a) CB A Q C
_ 30°
b) AC
2.2. Mostra que a razdo entre a medida
da area do triangulo [ABC] e a rea Q.
V3 B

do circulo é —.
27
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1. Trigonometria

22

O poligono da figura é constituido por
um triangulo retangulo, [FAE], e um
pentagono regular, [ABCDE] .

Sabe-se que:
FE=14 cm
AFE=45° 14 cm

3.1. Determina a medida de comprimento
do segmento de reta [AE].

N

3.2. Determina o valor exato do perimetro F

do poligono [ABCDEF].

3.3. Determina a drea de um quadrado de lado [FA].

Considera o triangulo [ACB] representado na figura.

Determina os valores de x e de y, arredondados as décimas, admitindo que:

41. A=30°, a=2+/3, B=40°, B a c
b=xec=y;

4.2. C=30°, B=100°, b=10, c
c=xea=y, b

4.3.a=2v2, B=120°, b=7V2,
c=xe A=y;

4.4. A=20°, a=5, C=40°,
b=xec=y.

Na figura encontra-se representado o papagaio [RAIO].

Tendo em atencao os dados apresentados na figura,
determina:

5.1. AO, arredondado as milésimas;
5.2, a amplitude do &ngulo ROI;

5.3. a medida da area do papagaio [RAIQ], arredondada
as décimas.
5.4. Considera o ponto P tal que o quadrilatero [RPIO]

€ um losango.

Determina a area do losango [RPIO], apresentando
o resultado arredondado as décimas.




1.1. Extensé&o da Trigonometria a &ngulos retos e obtusos e resolugéo de tridangulos

Na figura encontram-se representados
um hexagono regular, [ABCDEF], e um
triangulo, [ABE], inscritos numa
circunferéncia de centro O.

Sabendo que a medida do perimetro do
hexadgono [ABCDEF] é 24 cm, resolve
o tridangulo [ABE].

Caso necessario, arredonda os
resultados as décimas.

>

J

Em cada um dos casos, resolve o tridngulo [LUA]. Apresenta os resultados

arredondados as décimas, caso necessario.

7. LU=5, UA=4 e AL=2
7.2. LU=10, UA=12 e AL=5
7.3.LU=15, UA=8 e AL =20
7.4. LU=12, LAU=60° ¢ AL =8
7.5. UA=6, ALU=30° e AL=10
7.6. LA=20, LUA=45° e LU=6

Considera o triangulo [MAR], inscrito na
circunferéncia de centro O e didmetro
[RA], e otriangulo [AOM].
Sabe-se que:

OMR = 25°

RA =10 cm
8.1. Determina a medida de amplitude

dos angulos internos dos triangulos
[MAR] e [AOM].

8.2. Determina RM . Apresenta o
resultado arredondado as centésimas.

8.3. Resolve o tridngulo [MAR]. Se necessario, arredonda os valores as

décimas.

23



1. Trigonometria

1.2. Angulos orientados, angulos generalizados
e rotacoes

Manual
Digital
Video

Angulo orientado 1 .2.1 . Angulos orientados e I"Otagaes

EEE

Angulos orientados
Na figura encontra-se representado um hexagono regular.

Aimagem de A pelarotacdo de centro O e amplitude
60° no sentido positivo é B.

O éngulo AOB ¢ um angulo orientado de lado origem
OA e lado extremidade OB.

Aimagem de A pelarotacao de centro O e amplitude
60° no sentido negativo € F.

O éngulo AOF é um angulo orientado de lado origem OA e lado extremidade OF.

Um angulo, ndo nulo nem giro, diz-se orientado se um dos lados é definido como
lado origem e outro lado é o lado extremidade.

As amplitudes negativas de um angulo orientado possuem um sinal “~" antes da
respetiva medida de amplitude.

Notas:

* O sentido positivo também é designado por sentido direto,
sendo este o sentido contrario ao dos ponteiros dos relégios. % Sentido positivo ("+')

* O sentido negativo também é designado por sentido 0 ™\J Sentido negativo ("-")
retréogrado e é o sentido dos ponteiros dos reldgios.

Na figura encontra-se representado um octégono
regular inscrito numa circunferéncia.

A amplitude de cada arco definido por dois vértices
consecutivos do octégono regular é 360°: 8=45°.
Desta forma, o angulo ao centro que lhe
corresponde tera a mesma amplitude, isto é, 45°.

O lado extremidade do angulo de lado origem OA e
amplitude:

- 135° é OD; - —270° 6 OC;  »225°é OF; - —45° & OH.

24



1.2. Angulos orientados, angulos generalizados e rotagdes

' Exercicios

-
0 Na figura estéa representado um pentagono regular @ e
inscrito numa circunferéncia. e
. . ~ . E R Atividade
Indica o lado extremidade do angulo de lado origem Rotagéo segundo
. i angulo orientado
OR e amplitude:
11.1. - 144° 11.2. 216°
11.3. — 288° 11.4. 288° M— A

@ Considera o hexagono regular inscrito numa circunferéncia de centro O.

12.1. Indica o lado origem do &ngulo de lado p U
. —

extremidade OU e amplitude:

a) 120°

b) —120°

c) 240°

d) - 180°

12.2. Indica as amplitudes de dois angulos de lado
\___ origem OP e lado extremidade OU.

Rotacoes

Consideremos os pontos O, A e B, taisque OA=0B,

e 0 angulo orientado com lado origem OA , lado extremi- A
dade OB e amplitude «.

Dizemos que B éaimagem de A pelarotacao de centro O

e angulo orientado AOB de amplitude «. i

Escreve-se: R, (A)=B

Na figura encontra-se representado um tridangulo
equilatero inscrito numa circunferéncia de centro O.

R(o.—120°) (A)= C
R(o, 240°) (B) =A
R(A, 60°) (B) =C

B
C
.O
R, 3607 (B)=B A\\/B




1. Trigonometria

' Exercicio

@ Considera o dodecagono (poligono com 12 lados) regular da figura, que esta
inscrito numa circunferéncia de centro O.

13.1. Copia e completa as igualdades.
a) R _30n(E)=...
b) R, 120 (F)=...
€) R, 150 (A)=... J
d) R(o,—210°) (D=...
e) R, 1a07 (C)= ...

13.2. Indica a amplitude de uma rotacao de
centro O tal que:

C

B

L
a) oponto K éimagem do ponto D; \
A

b) o ponto L éimagem do ponto B.

13.3. Copia e completa, sabendo que as rotagdes se efetuaram no sentido negativo.

a) Ro, ,(L)=E b) R, ,(C)=L
c) R(O‘ ) (J)=A d) R(O, ) (H)=D

13.4. Copia e completa, sabendo que as rotacdes se efetuaram no sentido positivo.
a) R(O, ) (L) =E b) R(O, ) (C) =L
c) R(O‘ ) (J):A d) R(O, ) (H)ZD

13.5. Indica duas possiveis rotacdes de centro O, tais que:
a) oponto J éaimagem do ponto G;
b) oponto D é aimagem do ponto H.

1.2.2. Angulos generalizados e rotacées

Angulos generalizados
Consideremos o grau como unidade de medida da amplitude de angulos.

Os angulos orientados, juntamente com o angulo nulo, tém como amplitude, em
graus, um valor pertencente ao intervalo ]— 360, 360].

Vamos estudar angulos cuja amplitude nao se encontra neste intervalo, os dngulos
generalizados.
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1.2. Angulos orientados, angulos generalizados e rotacdes

Consideremos o angulo generalizado com 1125° de

amplitude.
Verificamos que este angulo generalizado, partindo do %) Q el
lado extremidade do angulo orientado de amplitude o ’
LA Video
45°, datrés voltas completas. Angulo
360° generalizado
Assim:

1125° = 45° + 360° + 360° + 360° = 45° + 3 x 360° 300

Logo, podemos representar este angulo generalizado por (45°, 3).

Se o angulo generalizado tiver —750° de amplitude, -360°
sabemos que, partindo do lado extremidade do &ngulo
orientado de amplitude — 30°, d& duas voltas comple-
tas.

Assim:

—750°=-30° - 360° - 360°=—30° - 2 x 360°

Logo, podemos representar este angulo generalizado por (- 30°, — 2).

Um angulo generalizado é um par ordenado (¢, n), em que o é um angulo
orientado ou nulo e n é um numero inteiro com o mesmo sinal da amplitude
de «, sendo |n| o nimero de voltas completas associado ao dngulo orientado.

Nota:
O lado origem e o lado extremidade de um angulo generalizado séo iguais ao lado origem e lado
extremidade do angulo orientado que Ihe corresponde.

1. A medida de amplitude do angulo generalizado (60°, 4) é:
60°+4 x 360°=1500°

S'D_\

2. A medida de amplitude do éngulo generalizado (- 20°, —3)
- 20°-3x%x360°=-1100°
3. 0 angulo generalizado que tem medida de amplitude 1150° é (70°, 3).

Repara que 1150°:360°~ 3,194, isto é, o lado extremidade do angulo
orientado correspondente da trés voltas completas.

1150° -3 x360°=70°, logo 1150°=70°+ 3 x 360°.
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1. Trigonometria

4. Na figura encontra-se representado um triangulo C
equilatero inscrito numa circunferéncia de
centro O.
Os vértices do triangulo equilatero dividem a
circunferéncia em arcos de 360°:3=120° de &
amplitude.
Podemos determinar o lado extremidade do 1 B
angulo generalizado de lado origem OA e /v
amplitude:
* 480°

480°=120°+1x 360°, logo o angulo generalizado com amplitude 480°
é (120°, 1).

Assim, o lado extremidade do angulo generalizado de lado origem OA
e medida de amplitude 480° é OB.

* 1320°
1320°=240°+3 x 360°, logo o angulo generalizado com amplitude 1320°
é (240°, 3).
Assim, o lado extremidade do angulo generalizado de lado origem OA
e amplitude 1320° é ocC.

* —1200°
—1200°=-120° - 3x 360°, logo o dngulo generalizado com amplitude — 1200°
é (-120°, -3).
Assim, o lado extremidade do angulo generalizado de lado origem OA
e amplitude —1200° é ocC.

' Exercicios

@ Calcula a medida de amplitude de cada um dos seguintes angulos generalizados.
14.1. (130°, 2) 14.2. (85°, 7)

14.3. (— 246°, - 3) 14.4. (—80°, — 4)

@ Determina o angulo generalizado de amplitude:

15.1. 830° 15.2. - 850°
15.3. 1290° 15.4. 995°
15.5. — 1190° 15.6. — 1295°
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1.2. Angulos orientados, angulos generalizados e rotagdes

@ Na figura encontra-se representado um hexagono
regular, [ABCDEF], inscrito numa circunferéncia
de centro O.

Manual
Digital

Videos
Medidas de

Considera um angulo generalizado com lado origem OB.

16.1. Indica o lado extremidade se o0 dngulo generalizado for:

aﬂumplitude de
a) (60°, 15) b) (- 60°, —20) gzgzlrgﬁzados
c) (-120°, -5) d) (240°, 3) Rotacdes

e angulos
generalizados

16.2. Indica o lado extremidade se a amplitude do angulo
generalizado for;

a) 1260° b) — 1680° c) 1740°

—

A resolucao dos exercicios anteriores leva-nos a supor que a cada angulo generali-
zado corresponde um unico angulo orientado.

Considerando a amplitude, em graus, de um angulo generalizado, x, positiva ou
nula, existe um Gnico a €[0, 360[ e um Unico n € Z, tais que x=a+n x 360.

Como vimos, n corresponde a parte inteira de ﬁ e x=x—-nx360.

No caso da amplitude, em graus, de um angulo generalizado, x, negativa ou
nula, existe um tinico « €]-360, 0] e um Gnico n € Z; taisque x=a+nx 360.

Notas:
* Dois angulos generalizados («, n) e (8, n') témamesmaamplitudeseesdése a=p e n=n".
* Aum mesmo angulo orientado corresponde uma infinidade de angulos generalizados.

Por exemplo, 10°, 370° e 730° correspondem ao mesmo angulo orientado.

Rotacoes envolvendo angulos generalizados

Podemos alargar o conceito de rotacao de centro O e angulo orientado o ao angulo
generalizado (e, n).

Consideremos o hexagono regular [ABCDEF] inscrito
numa circunferéncia de centro O. O transformado do
ponto D pelarotacado de centro O e amplitude 1920°

€ o ponto F.

1920°=120°+5x 360°, isto é, 1920° é a amplitude

do angulo generalizado (120°, 5).

Assim, o transformado do ponto D pela rotacao de centro

O e angulo (120°, 5) éigual ao transformado do ponto D
pela rotacao de centro O e dngulo de 120° de amplitude.
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1. Trigonometria

Rotacao de centro O e dngulo generalizado («, n)
«Se o é o0 angulo nulo, cada ponto é imagem de si préprio.

«Se o € um angulo orientado ndo nulo, aimagem de cada ponto P pelarotacao
de centro O e angulo generalizado (o, n) é o ponto P' talque P'=R  ,(P).

. Exercicios

G Na figura encontra-se representado um decagono regular inscrito numa
circunferéncia de centro O.
A
B =\ J

’
' ’
N ' ’
,
\ '
N
N P
-~ N -

EF—G
F

17.1. Indica aimagem do ponto / pelarotacao de centro O e dngulo generalizado:
a) (144°, 5) b) (-72°, -4) c) (252°, 3) d) (—216°, - 3)

17.2. Determina aimagem do ponto D pela rotacdo de centro O e amplitude:

a) 1044° b) 2808° c) — 864° d) — 1404°

@ Na figura esta representado um tridngulo is6sceles, [ABC], inscrito numa
circunferéncia de centro O.

Determina:
18.1. aimagem do ponto A pelarotacdo de centro O e amplitude 1370°;
18.2. aimagem do ponto B pelarotacdo de centro O e amplitude — 1730°;

18.3. aimagem do ponto C pela rotagdo de centro O e angulo generalizado
(—290°, - 2).
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1.2. Angulos orientados, angulos generalizados e rotacdes

Na figura encontram-se representados
um octégono regular, [MIAXROEL], e
um quadrado, [MARE], inscritos numa
circunferéncia de centro C.

1.1. Indica aimagem do ponto L pela
rotacdo de centro C e amplitude:

a) 180°

b) — 135°
c) 315°
d) - 270°
1.2. Indica o lado extremidade do angulo orientado com lado origem CR e
amplitude:
a) 135° b) — 90°
c) 270° d) — 225°
1.3. Completa as seguintes igualdades:
a) R(C,_gou)(O):,,, b) R(C,315°)(L)=.-.
c) R(C'27°°) A)=... d) R(C,—135°) X)=...
e) R, 228 R)=... f) R, -a15) L=...
Na figura estao representados um E

pentagono regular, [MARTE], e um
quadrado, [CSUE], inscritos numa
circunferéncia de centro O.

2.1. Indica o lado extremidade do angulo y

generalizado de lado origem oU e
com amplitude: CY<

a) - 810°
b) 1170°
c) — 1980°
d) 2970°

2.2. Indica aimagem do ponto E pelarotagcdo de centro O e amplitude:

a) 1692° b) 1944°
c) —1296° d) — 2016°
e) 1224° f) —1656°
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Video
Circulo
trigonométrico

1. Trigonometria

1.3. Razoes trigonométricas de angulos

generalizados

1.3.1. Circunferéncia trigonomeétrica

No referencial ortonormado xOy esta representado um
angulo orientado cujo lado origem é o semieixo positivo Ox
e cujo lado extremidade é o semieixo positivo Oy .

Designa-se por referencial ortonormado direto um refe-
rencial em que o 1.° quadrante coincide com o referido
angulo orientado.

Num referencial ortonormado xOy, a circunferéncia de
centro O e medida deraio 1 da-se o nome de circunfe-
réncia trigonométrica.

Num referencial ortonormado direto xOy, considera

um angulo generalizado de lado origem OA.

* Vejamos a que quadrante pertence o angulo
generalizado se tiver — 1860° de amplitude.

Repara que, como — 1860°=—-60° -5 x 360° e o lado
extremidade do angulo de amplitude — 60° ficano
4.° quadrante, entdo o lado extremidade do referido
angulo generalizado também esta no 4.° quadrante.

Logo, diz-se que o angulo com — 1860° de

‘\900

v

v

X

amplitude pertence ao 4.° quadrante.

* Vejamos que o angulo com 1930° de amplitude
pertence ao 2.° quadrante.

Como 1930°=130°+5x360° e 130° pertence
ao 2.° quadrante, entdo o referido angulo
generalizado também pertence ao 2.° quadrante.

Nota:

Dizemos que um angulo
pertenceao 1.°,2.° 3.°ou
4.° quadrante consoante
0 seu lado extremidade
se encontrano 1.%,2.° 3.°
ou 4.° quadrante,
respetivamente.
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

' Exercicios

@ Considera um referencial ortonormado direto xOy .

Indica a que quadrante pertence o angulo generalizado cujo lado origem é o
semieixo positivo Ox e cuja amplitude é:

19.1. - 1870° 19.2. 2660°
19.3. 1580° 19.4. - 1310°
19.5. 2030° 19.6. — 2550°

1.3.2. Generalizacao das definicoes de razoes
trigonométricas aos angulos orientados

Seno e cosseno de angulos orientados

>
>

Consideremos a circunferéncia trigonométrica e um y
triangulo [OAB], retangulo em A, representados num 1
referencial ortonormado direto xOy .

Sabemos que OA é o lado origem e OB é o lado extre-
midade do angulo agudo orientado AOB. O ponto B é0
ponto de intersec¢do do lado extremidade do angulo AOB

\Ol

v

com a circunferéncia trigonométrica. Seja AOB=c.

Assim, como OB=1:

- sina=2B_-28 ccosa=2A_0A
OB OB

Logo, sina éigual a ordenada do ponto B e cos «a € igual a abcissa do ponto B.
Desta forma, concluimos que as coordenadas do ponto B sdo (cos«, sina).

Se o ponto B pertencer a qualquer um dos outros quadrantes, podemos concluir,
através da lei dos senos e da lei dos cossenos, que as coordenadas de B sao sempre
(cosa, sina).

Num referencial ortonormado direto xOy, consideremos um angulo orientado
de amplitude o, sendo o lado origem o semieixo positivo Ox e B (x,y) o ponto
de intersecdo do lado extremidade do angulo com a circunferéncia trigonomé-
trica.

Assim, cosa=x e sina=y. Logo, B(cos«, sina).
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1. Trigonometria

Desta forma, podemos ver que:

y y
1 1
sin af-----3 B By---- sina
H H o
R A
-1 o) cosa |1 x —1|l cosa O 1 X

-1

Be1°quadrante — « € 1.°quadrante
B(cos o, sine), com coso>0 e sina>0 .

Be2°quadrante — « € 2.°quadrante
B(cosa, sine), com coso<0 e sina>0 .

A A

y y
1 1

%\ Cos o R
\_’ 1 X

v

cos o /\a
)

sina

BeE3.°quadrante = « € 3.°quadrante
B(cos o, sine), com coso<0 e sina<O0 .

sin o
-1

Be4°quadrante — « € 4.°quadrante
B(cosa, sine), com coso>0 e sina<O0 .

Ao analisarmos as coordenadas dos pontos de inter- Y
secao dos eixos coordenados com a circunferéncia 0, 1)
trigonométrica, concluimos que:
—270°| -180°|-90°| 0° | 90° | 180° |270° {5 0 TR
sin 1 0 -1 0 1 0 -1
cos 0 -1 0 1 o | -1 0 ©,-1)

O seno e o cosseno de qualquer angulo orientado estdo compreendidos entre
—1 e 1, inclusive.
—1<sinag]l e —1gcosag1
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

1. Na figura estado representados um referencial ortonormado xOy e a
circunferéncia trigonométrica.

v

Considera um angulo do 3.° quadrante, com amplitude «, e seja P o ponto de
intersecéo do lado extremidade do &ngulo com a circunferéncia trigonométrica.

* Aabcissa do ponto P é —l, logo cosa=—

2
V3

* A ordenadadoponto P é - pois:

N|[=

sinfa+cos’a=1 <
2
— sin2a+<—%> =1 &

& sina=1 —% =

V3 V3

Ssinoac=——— V sina=
et 5 5

Como o € 3.° quadrante, entdo sinax<0. Logo, sina=—

NG

2. Seja  um angulo do 2.° quadrante, tal que sin = %
Podemos determinar cos 8 usando a férmula fundamental da Trigonometria.
sin®f+cos’f=1 &

2
& <l> +cos’f=1 <

4
2 1
=1-—
<& cos’p 16 =
= cosﬁz——'415 V cosB=—'415
Como B € 2.° quadrante, entdo cos<0. Logo, cosﬁ=——'415.
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1. Trigonometria

' Exercicios

@ No referencial ortonormado direto xOy da figura vt
encontram-se representados a circunferéncia 1
trigonométrica e um angulo orientado AOB
com 30° de amplitude. B

Sabe-se que:

* os pontos B e C tém a mesma abcissa; -1 0 ox

° oponto D é osimétricodo ponto C emrelagdo N\ .l .S ;
ao eixo das ordenadas. D C

Indica: -

20.1. as coordenadas do ponto B;
20.2. o valor de sin (AéC) ;
20.3. o valor de cos (AéD) .
@ Indica o quadrante e o sinal do seno e do cosseno do angulo orientado cujo lado
origem é o semieixo positivo Ox e que tem amplitude:
21.1. 128° 21.2, - 145° 21.3. 252°
21.4. — 305%° 21.5. — 235° 21.6. 340°

@ Indica o valor l6gico (verdadeiro ou falso) das seguintes afirmacodes.
22.1. Se o€ 2.°quadrante, cosaxsina<0.

22.2. Se o € 3.°quadrante, coso+sina>0.

sina
22.3. Se o € 3.°quadrante, — <0
— . cosa
Na figura encontram-se representados, num y1
referencial ortonormado direto, a circunferén- 1
cia trigonométrica e dois angulos orientados 5
com amplitudes simétricas. Sin @ f--------3 \

Sabemos que as coordenadas do ponto B sao
(cosa, sina) e as coordenadas do ponto C -1
s30 (cos(—a), sin(-)).

Como os pontos B e C sao simétricos em
relacdo ao eixo das abcissas, podemos
concluir que:

Nix
1/ cos o =cos (—o)

cos(—a)=cosa e sin(—a)=—-sino
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

Analisando dois angulos orientados com amplitudes 4
" Y sina=sin(180° - @)
suplementares, verificamos que as coordenadas do
ponto B sdo (cosc, sina) e as coordenadas do C B
ponto C sdo (cos(180° — ), sin(180° — ). N80 «
' o '
Como os pontos B e C sao simétricos em relacao -1 O| cosal x~

ao eixo das ordenadas, concluimos que:

. i . cos (180° — o) 7
cos(180°—a)=—-cosc e sin(180°—a) =sina

Da mesma forma, analisando os pontos B e C vt
simétricos em relacao a origem do referencial, verifi- cos (180° +q) 1
camos que as suas coordenadas sdo (cos o, sin ) B
e (cos(180°+a), sin(180°+a)), respetivamente. /o Sin o ------- 3 :

+ 0o ,
Logo, temos que: (>« R

1\ O cosal X
cos(180°+o)=—cosa e sin(180°+a)=-sina C
3 sin (180° + )

. . V3 1
1. Ovalor exato de sin(240°) é — —5 » umavezque: V3t
2
Sin (240°) =sin (180°-+ 60°) = — s (60%) = — 2 X
—1 X
2. Os pontos A e P representados na circunferéncia vt
trigonométrica sao simétricos em relagdo ao eixo das 1
ordenadas. Assim, sabemos que as suas ordenadas p % A
sdo iguais e as suas abcissas sdo simétricas. T :
Como as coordenadas do ponto A sdo 1 30° >
V3 1 g o gt
(cos 30°, sin30°) = <7 5) , entdo as 2 2
coordenadas do ponto P sao:
-1

(cos 150°, sin 150°) = (cos (180° — 30°), sin(180° — 30°)) =
V3 l)
"2

=(—cos 30°, sin30°) = <— -
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1. Trigonometria

' Exercicios

@ Sem usar a calculadora, determina o valor exato de:
23.1. sin(135°)
23.2. cos (—45°)
23.3. cos (240°)
23.4. sin (- 60°)
23.5. sin(— 30°) + cos (225°)
23.6. sin(225°)
23.7. 2 sin(150°) — cos(210°)
@ No referencial ortonormado direto da figura estao

representados os pontos A e B pertencentes a
circunferéncia trigonométrica.

Tendo em consideracao os dados da figura, indica
o valor exato de:

24.1. cos(—a)

24.2. sin(180° + )

24.3. cos (180° - f3)

24.4. sin (- B)

24.5. sin (180° — o) + cos (180°+ B)

__ 24.6.sin (—a)+2cos (- B)

Tangente de angulos orientados

No referencial ortonormado direto da figura, conside-
remos a circunferéncia trigonométrica, o tridngulo
[OAB], retdnguloem A, earetade equacdo x=1.

O angulo orientado positivo AOB tem amplitude «.

O ponto P é o ponto de intersecdo do lado extremi-
dade do dngulo de amplitude o com a reta de equa-
cao x=1.

Pela definicdo de tangente, sabemos que tan o = (5;22 .
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

Como os triangulos [OAB] e [OQP] sdo semelhantes (pois tém dois dngulos com a
mesma amplitude), entdo tano = % = @ = PQ =PQ.

OA 0Q
Se o angulo orientado pertencer ao 2.° ou ao 3.° quadrante, para obter o ponto P
€ preciso prolongar o lado extremidade do angulo de modo que este intersete a reta

de equacédo x=1.

Desta forma, generalizando a qualquer éangulo orientado, sabemos que a ordenada
doponto P éiguala tanc.

4 / 1
x=1
tano) .o P(1,tan o)

—_

¢ >
-1 0 1 x -1 T X
. LP(1,tan o)
X = 1 .’~~
-1 R
o € 1.° quadrante o € 2.° quadrante
tana>0 tana <0

>

A
x=1 y x=1

P (1, tan o)

ARy
/

=1 1T X -1 0 T x
tan od----------3 .P\('I tan o)
-1 1
o € 3.° quadrante o € 4.° quadrante

tana>0 tana <0

Notas:

* Quando o angulo orientado o tem 90° ou 270° de amplitude, o lado extremidade do angulo
é paralelo a reta de equacdo x=1. Assim, a tangente nao estéa definida para esse angulo.

s tana E]—oc0 , +oo[
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1. Trigonometria

Como ja foi abordado, a tangente de um angulo agudo é igual ao quociente entre o
seno e o0 cosseno desse angulo.

Consideremos novamente o angulo orientado de amplitude o, de lados nao perpen-
diculares, representado na circunferéncia trigonométrica.

A
y
1 /
B
o Q R
1 o) Al x
x=1
-1

Sabemos que:
- cosa=0A
* sina=AB
ctano=PQ

Como os triangulos [OAB] e [OPQ] sdo semelhantes, sabemos que os lados corres-
pondentes sdo proporcionais:

BA _ OA sina _coso & tano= sino
PQ 0Q tana 1 cos o

Dado um angulo orientado de amplitude ¢, de lados ndo perpendiculares, sabe-se
que:

1. Consideremos um angulo de amplitude o, em graus, com « €]0, 180 e tal
que sina xtana<0. Vejamos a que quadrante pertence o angulo
considerado.

Como o €]0, 180[, entdo o angulo pertence ao 1.° ou ao 2.° quadrante.
Como sinaxtana <0, sina e tan o tém sinais diferentes.

No 1.° quadrante, sinaa>0 A tana>0.

No 2.° quadrante, sinaa>0 A tana<O0.

Deste modo, o angulo pertence ao 2.° quadrante.
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

2. Relativamente a um angulo « do 4.° quadrante, sabe-se que cos o =

wWIN

Vamos determinar as restantes razdes trigonométricas do angulo « .

2

e sina+cos’a=1 < sin2a+<%> =1 & sina=1 —g =

= sin2a=§ = sina:ﬁ \V sina=—£

9 3 3
Como o € 4.° quadrante, sina<0. Assim, sina:—g.
_V5

. __3__V5

tano = 2 = 5

3

3. Na figura encontram-se representados, num referencial cartesiano xOy,
a circunferéncia trigonomeétrica, a reta de equacao x=1 e um angulo de
amplitude «.

Sabe-se que o ponto P tem coordenadas (‘I .= §> . y1 x=1
1

2
Por observacéao da figura, verificamos que tan o= — % .

Como o angulo de amplitude o pertence ao 2.° quadrante,
sabemos que sine>0 e cosa<O0.

-1 X
Assim, como tan’a+ 1= 12 , vem que:
cos‘ «

3)2 1 13_ 1 2 _ 4
—2) +1= & 2= & cosa=——,
( 2 cos’ 4 cos’a 13 . “|p
pelo que coso=— 2 1'313. 2

i i . 3v13

Logo: tan o =21% _3__sina sina =

9 * cos o 2 2v13 A * 13

- 13

' Exercicios

@ Indica a que quadrante pertence o angulo orientado de amplitude «, em graus,
sabendo que:

25.1. sina>0 A tana<O0 25.2.cosa<0 A tana>0
25.3.cosa>0 A tana <0 25.4.sinaxcosa<0 A «€]180, 360
25.5. sinaxtana>0 A a€]0, 270]

@ Em cada um dos casos, determina as razdes trigonométricas do angulo orientado
com amplitude «, sabendo que:

26.1. sina=-— % e o € 4.°quadrante 26.2. sina=-— % e o € 3.° quadrante
26.3. cosa=—+ e o€ 3° quadrante
\__ 2
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1. Trigonometria

Consideremos, num referencial ortonormado direto, a circunferéncia trigonométrica
earetadeequacdo x=1. a

y x=1
Nessa circunferéncia, consideremos dois angu- 1
los orientados com amplitudes simétricas. >
As coordenadas dos pontos de interse¢éo dos (1, tan o)
lados extremidade dos angulos de amplitudes o >
a e —o sdo, respetivamente, (1,tana) e O o f1 *
(1, tan(- o)) . Qtan (- o)
Como esses pontos sdo simétricos em relacao .

ao eixo das abcissas, concluimos que:

tan(—a)=—tano

Consideremos, agora, os angulos orientados de amplitudes « e 3, sendo f=180°+c.

A intersecao da reta de equacdo x=1 vyt x=1

com o lado extremidade do angulo de 1

amplitude o é o ponto de coordenadas

(1, tan &) eaintersecdo dareta de equa- B ﬁtan @) =(1,tan B)
cao x=1 com o prolongamento do lado / §

extremidade do angulo de amplitude g é 5 T x

o ponto de coordenadas (1, tanf) .

Desta forma, concluimos que:

tanB=tana < tan(180°+a)=tan o =1

Do mesmo modo, verifica-se que tan(- 180°+a)=tan o .

tan(«¢+180°)=tana

Consideremos, por fim, os angulos orientados de amplitudes o e B, sendo

B=180°-c. R

. ~ - y x=1
Aintersec¢ao da reta de equacdo x=1 com o lado 1
extremidade do angulo de amplitude o e com o
prolongamento do lado extremidade do angulo de B 6tan )
amplitude B sao, respetivamente, os pontos de
coordenadas (1, tana) e (1, tanp). — o & —
Como esses pontos sao simétricos em relagao ao (1, tan B)
eixo das abcissas, concluimos que:
tanf=-tana < tan(180°-oa)=-tana -1
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

Do mesmo modo, verifica-se que tan(— 180° - «a)=-tan«.

tan(—a+180°)=—-tanao

1. Relativamente a um angulo orientado de amplitude o, sabemos que:
tan (- a) x cos(180° - ) <0

Como o produto € negativo, entdo os fatores tém sinais diferentes.

Vejamos a que quadrante pertence o angulo de amplitude o se:
ctan(—a)<0 A cos(180°—a)>0
tan(—a) <0 A cos(180°- ) >0 < —tana<0 A —cosa>0 &
& tana>0 A cosa<O0
Entdo, @ € 3.° quadrante.
*tan(—a)>0 A cos(180°-a) <0
tan(—a)>0 A cos(180°- ) <0 < —tana>0 A —cosa<0 &
& tana<0 A cosa>0
Entdo, a € 4.° quadrante.

2. Consideremos um referencial ortonormado direto vt =1
xOy, em que se encontram representados a 1
circunferéncia trigonométrica, os angulos orientados T
AOB e AOC, com amplitudes simétricas e cujos By~
lados extremidade intersetam a reta de equacao % A
x=1 nospontos T e P, respetivamente. 1 0 | ?a B (e
Sabe-se que o ponto C tem coordenadas V15| N /lp
<1 V15 > 4 ch\

774 ) -

Vamos determinar a medida da area do triangulo [TOP].

Como os angulos AOB e AOC tém amplitudes simétricas e se encontram nos
1.° e 4.° quadrantes, respetivamente, entdo o ponto B tem coordenadas

(25
4' 4 )
V15
Logo, tana:%:\/w e tan(—a)=—-tana=-V15.
4
Desta forma, TA = AP =V15. Assim, A;op= 2v15x1 V125X1=\/1 5.
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1. Trigonometria

' Exercicios

27

28/

44

Sem usar a calculadora, indica o valor exato de:
27.1. tan(-30°) 27.2. tan(150°) 27.3. tan (240°)
27.4. tan(210°) 27.5. tan(225°) 27.6. tan (— 240°)

Considera um referencial ortonormado direto xOy, em que se encontram
representados a circunferéncia trigonométrica e os dngulos orientados AOB,
AOC e AOD, de amplitudes 60°, B e o, respetivamente.

Sabe-se que: vt
* os pontos B e C tém a mesma ordenada; C ! B
* o segmento de reta [BD] é um diametro da
circunferéncia trigonométrica. - B
Resolve as seguintes questdes sem usar a i A
calculadora. =1 /|0 T
28.1. Quais sao as coordenadas do ponto B?
28.2. Determina o valor de: D =
a) cosp b) tanc
c) tan (- B) d) tan (180°+p3)
e) tan(- o)

Nas figuras seguintes encontram-se representados, num referencial ortonormado
direto, a circunferéncia trigonométrica, a reta de equacdo x =1 e alguns angulos
orientados. Tendo em consideragéo os dados de cada figura, determina a area do:

29.1. triangulo [BPT], retanguloem P; 29.2. trapézio retangulo [BATP].

Sugestao: Comeca por indicar as razbes
trigonométricas dos angulos com medidas
de amplitude 60° e 120°.



1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

1.3.3. Razoes trigonométricas de angulos generalizados

Como javimos, o lado origem e o lado extremidade de um angulo generalizado (o, n)
sao iguais, respetivamente, ao lado origem e ao lado extremidade do angulo orien-
tado «. Desta forma, as razdes trigonométricas do angulo generalizado («, n) sao
iguais as razdes trigonométricas do angulo orientado o .

Se B=(«, n), entdo sinB=sino, cosf=cosa e tanf=tanc.

Consideremos os angulos generalizados = (a, n) (Nota:

A_ < Angulos generalizados
com a mesma amplitude
tém iguais razbes

e 0=(a', n') comigual amplitude, isto é, f=4.

Sabemos que:

. sinﬁA =sina, cosﬁ =cosa e tan[} =tana Ktrigonométricas. )
- sind =sino’ . cosd=cosa e tand=tan o’
Como [§: 5 entdo os angulos orientados o e o' tém a mesma amplitude. Logo:
sinﬁA:sinb:, cosﬁ=cosé§ e tanﬁ=tané§
1. Sem usar a calculadora, podemos determinar as razdes trigonométricas do
angulo generalizado de amplitude 1860°.
Como 1860°=60°+5 x 360°, entdo o angulo generalizado é (60°, 5). Logo:
sin (1860°) =sin (60°) = ? , €0s(1860°) = cos (60°) = % .
e tan(1860°) =tan (60°) =v/3 A et
2. Asrazdes trigonométricas do angulo generalizado 1
(=150°, — 4) sao: s
. s °) = _sin(30°) = — *
sin(— 150°) = —sin(30°) = > 0 30° R
* cos(—150°)=-cos(30°) =— ? - % T
~150°
* tan (- 150°) =tan (30°) = ?
-1

. Exercicio

@ Determina as razdes trigonométricas do angulo generalizado com medida de

amplitude:
30.1. 1125° 30.2. — 780° 30.3. 2745°
30.4. — 1125° 30.5. — 1560° 30.6. — 2550°

—
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1. Trigonometria

1.3.4. Generalizacao da formula fundamental

da Trigonometria
Consideremos, num referencial ortonormado direto Y
xQOy , a circunferéncia trigonométrica € um angulo 1
generalizado de amplitude o .
Seja P o ponto de interse¢do da circunferéncia Sinof--------— XP (cos e, sin a)
trigonométrica com o lado extremidade do angulo. o
Assim, o ponto P tem coordenadas (cos «, sin o). -1 o cosafT x

A circunferéncia trigonométrica é definida pela equa-
cao reduzida:

(x-0’+(y—-0=1" & x*+y’=1

-

Como P é um ponto da circunferéncia trigonométrica, entdo cos’a +sin’o=1.

Formula fundamental da Trigonometria

Para qualquer amplitude, ¢, de um dngulo generalizado:

2 o 2
cos a+sin"a=1

Considerando cos o # 0, podemos dividir os dois membros da formula fundamental
da Trigonometria por cos’a.

2 . 2
c:oszoc+ S|n2oc _ 12 PN 1+tan’a = .
cos“ax cos“a cos‘ o cos o

Para qualquer amplitude, o/, de um angulo generalizado, com lados nao perpen-

diculares: N

2
Cos o

1+tan‘a=

1. Consideremos um angulo generalizado de amplitude 3, em graus, pertencente
aointervalo ]90, 270[ e tal que tan=—- 3. Vamos determinar as restantes
razbes trigonométricas de . Como tan3<0, entdo B € 2.° quadrante.

1
* 1+tan’f=
p cos’f
2 1 1 2 1 V10 V10
j— = = = — = —— \/ = —
1+(-3) Cc)82[3<:>10 Coszﬁ<:>cos B 10<:>cos[3 0 cosf 10
Como B € 2.°quadrante, cos < 0. Logo, cosﬂ:——"11)o.
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

* cos’f+sin’f=1

\/1o>2 . 1 on o a1 PR

(—T +sin ,B—1<:>,|O+sm B=1&sin"f=1 1O<:>sm [)’—10<:> egiml

<:>sinﬁ=—3'10 \/sinﬁ=3$"IO Video
10 10 \/— Radiano

Como B € 2.°quadrante, sinf3>0. Logo, sinﬁ:3 10.

10

2. Vamos mostrar, no respetivo dominio, que:
(sina—cosa)’ xtana=tana — 2+ 2 cos’a
Comecemos por desenvolver o primeiro membro para chegar ao segundo membro.
(sina — cos @)’ x tan a = (sin® o — 2 sin o cos &+ cos® &) x tan o =
=(1-2sinocosa)xtana=tana — 2 sinocosatan =

sino

=tana — 2 sin @ cos « COSOcztanoc—2sin205=tanoc—2(1 —cos’a) =

=tana -2+ 2 cos’«

' Exercicios

@ Determina as razdes trigonométricas desconhecidas do angulo de amplitude o,
em graus, sabendo que:

31.1. «€]-90,90[ A tana=2 31.2. €]-180, 0[ A coso=—

NI

31.3. x€]-270, —90[ A sina=- 31.4. ¢ €]0, 270[ A tana=-5

o=

@ Mostra, no respetivo dominio, as seguintes igualdades.

32.1. cosaxtana+sina=2sino 32.2. (1 +sina) (1 —sina) =cos’«

1 _ 1
tan?

32.3. 1+ 5
o sin“a

32.4. (tan o+ sin )’ x cos’a=sin*a (1 + 2 cos a + cos’ )

1.3.5. O radiano. Medidas de amplitude em radianos

Consideremos uma circunferéncia de centro O eraio r eumarco AB com medida
de comprimento igual a r. B

A medida de amplitude do dngulo AOB € 1 radiano (1 rad).

-

Um radiano (rad) é a amplitude do angulo ao cen- A
tro de uma circunferéncia, cujos lados determinam
um arco de comprimento igual ao raio.
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1. Trigonometria

Como angulos ao centro iguais determinam arcos com medidas proporcionais ao raio
da circunferéncia a que pertencem, o radiano ndao depende da circunferéncia usada.

Como sabemos, o comprimento de uma circunferéncia de raio r é dado por 2nr.

Assim, a um angulo giro, de 360°, corresponde um arco de comprimento 2nr. Em

radianos, a amplitude do angulo é dada por @ =27.

Um angulo giro tem amplitude, em graus, 360° e, em radianos, 2rrad.

Assim, sabemos que:

emgraus | 360° | 180° | 90° | 60° | 45° | 30°
Amplitude - p o p
. 5 b4 T T T
‘ em radianos ‘ i ‘ T ‘ > ‘ 3 ‘ ) ‘ 5
Logo, os valores exatos das razdes trigonométricas de % % e % sao:
r ki3 r - ~N
6 4 3 Nota:
sin % g @ Para simplificar a escrita,
por vezes nao colocamos
cos ? g % a unidade de medida das
amplitudes em radianos.
V3
tan —_— 1 3
3 V3

Para converter a medida de amplitude de graus para radianos e vice-versa,
basta usar uma regra de trés simples, tendo por base, por exemplo, que 2r rad
correspondema 360°.

1. Vejamos qual é a amplitude, em radianos, de um angulo com 270°.

2n rad — 360° orx 270 3
o _2n X _3n
X rad 270 x——360 >

Logo, 270° correspondem a % rad.

2. Vamos converter em graus a medida de amplitude In rad.

3
3—T’;rraajl—?fo x=73’_n><360=2520“=420
3 2n 6n
Um outro processo é substituir © por 180°: 7x ;800 _] 2500 =420°
Logo, % rad correspondema 420°.
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

' Exercicios

@ Converte em graus cada uma das seguintes amplitudes em radianos.

1171 5n 13m

33.1. 7] 33.2. — 5 33.3. 5
12w 15¢ 2n
33.4. - 5 33.5. 7 33.6. — 5

@ Converte em radianos cada uma das seguintes amplitudes em graus.

34.1. 128° 34.2. - 170° 34.3. 260°
__ 34.4.-110° 34.5. 620° 34.6. - 710°

Na figura podemos ver o modelo geométrico de um
botédo de sele¢cao de temperatura de um forno, que
roda nos dois sentidos. O tridngulo vermelho aponta
para a temperatura a que o forno se encontra.

0°C

250°C 50°C

200°C 100°C

150°C

1.1. Se o botao indicar inicialmente 0°C, que temperatura mostrara depois de

rodar:
2n, _8n, _4n, 1n,
a)5. b) 15 c) 5 ! d) 15

1.2. Se o botao indicar a temperatura de 100 °C, indica duas amplitudes
possiveis, em radianos, para a rotacao do botéo, para que passe a mostrar a
temperatura de 200 °C. Apresenta os resultados em radianos.

A figura apresenta um relégio analégico que
marca 10:00.

Que horas podemos ver no relégio se:

2.1. o ponteiro das horas rodar — % ?

197,

2.2. o ponteiro dos minutos rodar —

CVM11-4 49



1. Trigonometria

Em cada um dos casos seguintes, indica a que quadrante pertence o angulo
generalizado e o sinal das suas razdes trigonométricas.

1.1. 1420° 1.2. —2130° 1.3. —1930°
1.4. 9050° 1.5. —2720° 1.6. 2565°

Sem recorrer a calculadora, determina o valor exato de:
2.1. sin(930°) + 2 cos (— 780°) 2.2. tan (1845°) x sin (1140°)

sin (= 1290°)

> 2.4. sin(1215° x tan® (= 1470°)

2.3. cos® (960°) —

Na figura encontra-se representado um C
tridangulo isésceles [ABC].

Determina a medida de amplitude dos 1
angulos internos do triangulo. Apresenta B

os resultados em radianos. A.

Indica a que quadrante pertence o angulo de amplitude a, em graus,
sabendo que:

4.1. sin(180°—a)xcos(—a)<0 A a€]0, 180[
4.2. tan(180°+ ) xsin(—a)>0 A a€]1180, 360
4.3. sin(— o) xcos’(180° - ) <0 A tana <0

4.4. cos(180°+a)xtan(180°—-a) >0 A a€]-270, —180[

Determina as razdes trigonométricas do angulo de amplitude g, em graus, se:
5.1. cos/s=% A BE1270, 360]

5.2, sin[i’=—11—0 A BE]-270, —180]

5.3.tanf=-10 A B€]-90, O]

5.4. tanﬁ:—% A BE190, 270]

1 _cosa

==22% 4 9 cos’a, com cosa#0 e
tana sina

Mostra que (sin & + cos @)’ X
sina#0.
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1.3. Razbes trigonométricas de angulos generalizados

No referencial ortonormado direto xOy 4

encontram-se representados a 1
circunferéncia trigonométrica e dois P
angulos orientados com amplitudes

ae —ao.

Sabe-se que:

P e Q sao pontos da circunferéncia;
OP ¢ o lado extremidade do angulo
de amplitude «; Q

0Q é o lado extremidade do angulo
de amplitude —«.

7.1. Indica as coordenadas dos pontos P e Q.
7.2. Determina o valor exato de cos” « x tan (— ).
Na circunferéncia trigonométrica da figura
estao representados dois angulos

orientados de amplitudes a e —«,
o trapézio [LITA] e aretade equagdo x=1.

8.1. Tendo em consideracao os dados da

v

figura, mostra que a medida da érea
do trapézio [LITA] pode ser dada por

tan o — sinax cosa, com ae]o,%[.

8.2. Se o=
[LAQ].

%, determina a area do triangulo

Considera o triangulo retangulo [LUA],
inscrito na circunferéncia trigonométrica,
e um angulo orientado do 1.° quadrante,
com amplitude «.

Admite os dados apresentados na figura.

9.1. Se oc=%, indica as coordenadas dos

pontos L, Ue A.

9.2. Determina a medida da area do

tridangulo [LUA], sendo a=%.
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1. Trigonometria

1.4. Funcoes trigonométricas

Em Londres, numa das margens do rio Tamisa,
encontramos a London Eye, uma roda gigante

com 32 cabinas que representam os 32 bairros
de Londres.

Sabemos que aroda tem 135 m de altura total
e 120 m de diametro.

Considera a cabina de passageiros que se
encontra mais perto do chdao no momento inicial,
representada pelo ponto A no esquema ao lado.

No teu caderno, faz um esboco da representacao
grafica que descreve a altura, h, em metros, da
referida cabina em fungao da amplitude, x, em
radianos, do angulo de rotacao.

Indica duas medidas de amplitude de rotacao,
superiores a 2w, que permitem colocar a cabina
representada por A no ponto mais alto da London Eye.

h (m)u

120
90
60
30

i
2

T 31 27 51 31

2

2
X (rad)

A que altura se encontrara a cabina representada por A depois de fazer uma

51

rotacao de = rad ? Apresenta o resultado arredondado as décimas.

16

»
»

Admitindo que uma volta completa na London Eye demora 30 minutos a uma
velocidade constante, apds quanto tempo do inicio do seu movimento de
rotacao a cabina representada por A estaa 130,43 m de altura?

Apresenta o resultado arredondado as unidades.

&
. /‘_’,__,;..:.S_’::-S‘ " .
et S s,

P B -9
{78 2 !\__.’




1.4. Funcoes trigonométricas

Na tarefa anterior depardmo-nos com uma funcao cujas imagens se repetem de 21 em
27 radianos. Dizemos que esta funcao é periédica, com periodo positivo minimo 2r.

Manual
Digital

Uma funcdo f diz-se periddica, de periodo P, com P >0, quando: .

— Funcao periédica
paratodoo x€D;, x+PE€D; e f(x+P)=f(x). R
Desta forma, sendo f periédica, damos o nome de periodo positivo minimo ao PESIYR e

Fungéo seno

menor periodo positivo da funcao.

1.4.1. Funcao seno

Consideremos o angulo generalizado de amplitude x, vt

em radianos, representado na circunferéncia trigono- 1

métrica.

Podemos fazer corresponder a cada nimero real x um SinXp-------2
angulo generalizado de amplitude x radianos. X R

Como sabemos, o lado extremidade do angulo de am-
plitude x interseta a circunferéncia em apenas um
ponto. Desta forma, podemos concluir que a cada valor
de x corresponde um e um sé valor de sinx.

-1
Estamos, entdo, perante uma funcao real de variavel real, a funcao trigonométrica

Seno.

Recorrendo a circunferéncia trigonométrica, podemos obter a representacao grafica
da fungéao definida por y=sinx, com x €[0, 2x].

* Dominio da funcao seno

A funcao seno encontra-se definida para qualquer numero real. Assim, D, =R .

* Contradominio da funcao seno

A funcdo seno toma como valores todos 0s numeros reais compreendidos entre — 1
e 1, incluindo os extremos, como ja vimos na circunferéncia trigonométrica. Assim,
D’sin = [— 1 B 1] .
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1. Trigonometria

* Periodos da fung¢ao seno

Como vimos anteriormente, os dngulos generalizados x e x £ 2w tém 0 mesmo seno.
Assim, sabemos que sin(x + 2n) =sinx, paratodoo x€R.

Do mesmo modo, paratodo o x € R, sin(x+ 2kn)=sinx, paratodoo k€ Z.

Logo, a fungao seno é periddica, sendo 2kn, com k& Z, periodo da funcéo.

O periodo positivo minimo da fungcdo seno é 2x.

y
y=sinx
—/21t _3Tn - |

* Zeros da funcao seno

Usando a circunferéncia trigonométrica, sabemos que, em [0, 2x[, a fungdo seno é
nula quando o dngulo toma como valores 0 ou & radianos.

Como a fungdo seno é periddica, de periodo positivo minimo 2r, entdo os zeros da
funcado seno podem ser representados por x=0+2kn, KEZ ou x=n+2kn, kEZ.

Os zeros da funcdo seno sdo: kn, ke Z
sinx=0 < x=kn, ke”Z

* Extremos da funcao seno

Em [0, 2n[, usando a circunferéncia trigonométrica, verificamos que o maximo da

funcdo seno é 1, obtido no ponto de abcissa % e ominimo é — 1, obtido no ponto
de abcissa 32_n

O maximo da fungdo seno é 1 e ocorreem x= % +2kn, keZ.

O minimo da funcdo seno é —1 e ocorreem x= 37“ +2kn, keZ.

* Paridade da funcao seno

Por observacao da representacao gréafica da funcao seno, verificamos que angulos de
amplitudes simétricas tém imagens simétricas, isto é, a funcao seno é uma funcao impar.

Paratodoo x €R, sin(—x)=-sinx, logo a funcdo seno é uma funcao impar.
O grafico da funcdo seno é simétrico em relacio a origem do referencial.
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1.4. Fun¢des trigonométricas

1. Considera a funcdo f definida por f(x)=1+sin(2x).
« O grafico da funcéo f é obtido a partir do grafico de sinx por uma contracéo
horizontal e uma translacao vertical.
Assim, o dominiode f é D;=R.

* Sabemos que —1<sinx< 1.
Como uma contragao horizontal do grafico ndo altera os extremos, entédo
—-1<sin(2x) < 1.
-1<sin(2x) <1 <& 0<1+sin(2x) K2
Logo, o contradominiode f é D;=[0, 2].

* Vamos mostrar que nt é periodo da funcao f.
f(x+m)=1+sin(2(x+m)=1+sin(2x+2n)=1+sin(2x) =f(x)

* Vejamos como determinar a expressao geral dos zeros da fungao f.
f(x)=0 < 1+sin(20)=0 < sin(2)=-1 &

PEN 2x=32—"+2kn,kez PN x=%+kn,kez

* Pelo contradominio, sabemos que o maximo da fungdo é 2.
Vejamos como determinar os maximizantes.

1+sin(2x)=2 < sin(20) =1 < 2x=g+2kn,kez = x=%+kn,k€Z

* Pelo contradominio, sabemos que 0 é o minimo da fungdo. Assim, a expressao
geral dos minimizantes é igual a expressao geral dos zeros.

* Podemos estudar a funcdo f quanto a paridade.
f(=x)=1+sin(—2x)=1-sin(2x)
Como f(—x)#f(x) e f(—x)#—f(x), concluimos que a funcdo f ndo é par nem
é impar.

2. Vamos determinar o periodo positivo minimo da funcdo g definida por

gx)=sin(4x)-1.

Seja P o periodo positivo minimo da fungéao g.

Entéo, paratodoo x€D,, x+PED, e g(x+P)=g(x).

Assim:

sin(4(x+P))—1=sin(4x) -1, VXxER & sin(4x+4P)=sin(4x), VxER

Como o periodo positivo minimo da funcédo seno é 2n, entdo 4P=2x e,

2n_ 1
, P ==,
portanto 7 =9
Deste modo, o periodo positivo minimo da fungéo g é —g .
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1. Trigonometria

' Exercicios

@ Determina o contradominio de cada uma das funcdes a seguir definidas.
35.1. f(x)=—sinx
35.2. g(x)=—2+sin(3x)
35.3. h(x)=—sin (%) +3
35.4. m(x)=—2sinx -1

35.5. p(x)=sin’x

@ Caso exista, determina a expressao geral dos zeros das funcdes a seguir definidas.
36.1. f(x)=—sinx
36.2. g(x)=—2 —sin(3x)
36.3. h(x)=sin (1> +1

2
36.4. m(x)=—sinx+1

@ Estuda quanto a paridade a fun¢ao definida por:
371. p(x)=sinx+1
37.2. r(x)=—sinx

37.3. s(x)=sin(2x)

@ Considera a funcao definida por h(x)=3+sin (%) .

38.1. Determina o contradominio da fungao h.
38.2. Mostra que o periodo positivo minimo da fungdo h é 4n.
38.3. Determina as abcissas dos pontos em que a func¢ao atinge o valor maximo.

@ Considera a funcao definida por m(x) =—-sin(-2x) - 3.
Determina:

T 37w\ .
39.1.m<—2)em< 3 )

39.2. o contradominio da fungéo m;

39.3. as abcissas dos pontos em que a fungédo m atinge o valor minimo.
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1.4. Fun¢des trigonométricas

@ Na figura encontra-se representada graficamente a fungcado p definida por
px)=—=sin(x)+1.

A

. y C
Sabe-se que: p e '\Dni;?tl;all
* o ponto A pertence ao grafico da \A Atividade
funcdo p e ao eixo das ordenadas; Fungo cosseno
* 0 ponto B pertence ao grafico da - e
funcdo p e ao eixo das abcissas; o B
* no ponto C afuncao p atinge o
valor maximo.
Determina as coordenadas dos pontos A, B e C.
1.4.2. Funcao cosseno
Tal como vimos para a fungcdo seno, podemos fazer vt
corresponder a cada nimero real x um angulo genera- 1
lizado de amplitude x radianos e o lado extremidade do
angulo de amplitude x interseta a circunferéncia trigo- .
nométrica em apenas um ponto. x
Deste modo, podemos concluir que a cada valor de x ' 0 cosyl x
corresponde um e um soé valor de cos x.
Entdo, estamos perante uma outra funcao real de varia- 0

vel real, a funcao trigonométrica cosseno.

Recorrendo a circunferéncia trigonométrica, podemos obter a representacao grafica
da fungéao definida por y=cosx, com x€[0, 2x].

A

* Dominio da fun¢cao cosseno
A funcdo cosseno encontra-se definida para qualquer numero real. Assim, D,..=1R.
* Contradominio da funcao cosseno

Tal como a fungao seno, também a fungdo cosseno toma como valores todos os nume-
ros reais compreendidos entre — 1 e 1, incluindo os extremos. Assim, D,..=[-1, 1].
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1. Trigonometria

* Periodos da funcao cosseno

Como sabemos, os dngulos generalizados x e x+2n tém 0 mesmo cosseno.
Assim, sabemos que cos (x +2n) =cos x, paratodoo x€R.

Do mesmo modo, paratodoo x €IR, cos(x+ 2kn)=cosx, paratodoo kEZ.
Entdo, a funcdo cosseno é periddica, sendo 2kn, com k&€ Z , periodo da fungéo.
O periodo positivo minimo da funcdo cosseno é 2r.

* Zeros da funcao cosseno

Nota:

Usando a circunferéncia trigonométrica, Curvas como as das representag(jes
sabemos que, em [0, 2xn[, afungéo cos- gréficas das funcdes seno e cosseno sio
seno € nula quando o dngulo toma como denominadas sinusoides.

I 3n
valores = ou ==.

2 2
Entdo, os zeros da fungcao cosseno podem ser representados por x = L ikn, keZ.

2

Os zeros da funcdo cosseno sao: %+ kn,keZ
cosx=0 & x=§+kn, kez

* Extremos da fungao cosseno

Em [0, 2n[, usando a circunferéncia trigonométrica, verificamos que o maximo da
funcdo cosseno é 1, obtido no ponto de abcissa 0, e o minimo é — 1, obtido no
ponto de abcissa m.

O maximo da funcdo cosseno é 1 e ocorreem x=2kn, ke Z.
O minimo da funcéo cosseno é —1 eocorreem x=n+2kn, ke Z.

* Paridade da funcao cosseno

Pela representacao grafica da fungéo cosseno, verificamos que angulos de amplitu-
des simétricas tém imagens iguais. Assim, a funcédo cosseno é uma funcao par.

Paratodoo x€R, cos(—x)=cosx, logo a fungio cosseno é uma funcao par.
O grafico da funcao cosseno é simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.
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1.4. Fun¢des trigonométricas

1. Considera a funcéo f definida por f(x)=-1+cos(3x).
« O grafico dafuncao f é obtido a partir do grafico de cos x por uma contragao
horizontal e uma translacao vertical.
Assim, o dominiode f é D;=1R.

* Sabemos que —1<cosx< 1.

Como uma contragao horizontal do grafico ndo altera os extremos, entédo
—1<cos(3x)< 1.

Destaforma, —2<—-1+cos(3x)<0.
Logo, o contradominiode f é D;=[-2, 0].

2n
3

f<x+%>:—1+cos(3x+2n):—1+cos(3x):f(x)

* Vamos mostrar que é periodo da funcao f.

* Vejamos como determinar a expressao geral dos zeros da funcao f.
f(x)=0 & —1+cos(Bx)=0 & cos(Bx)=1 &

& 3x=0+kn, kEZ x=%,kez

* Pelo contradominio, sabemos que 0 é o maximo da fungdo. Assim, a expressao
geral dos maximizantes € igual a expressao geral dos zeros.

* Pelo contradominio, sabemos que o minimo da funcdo é — 2.
Podemos proceder do seguinte modo para determinar 0os minimizantes:

—14+cos(Bx)=—2 <& cos(Bx)=—1 & 3x=n+2kn, keZ &

_n_2
= x-3+3k1c,k€Z

* Podemos estudar a funcao f quanto a paridade.
f(=x)==1+cos(—=3x)=—1+cos(3x)=f(x)
Logo, afuncéo f é par.

2. Vejamos como determinar o periodo positivo minimo da funcdo g definida
por g(x)=—2cos <x+%> )
Seja P o periodo positivo minimo da funcao g.

Entdo, paratodoo x€D,, x+PED, e g(x+P)=g(x).

—2cos ((x+P)+£>=—2cos <x+£>, VxeER &

3 3
& cos <x+P+%>:cos <x+%>, VxeR

Como o periodo positivo minimo da funcédo cosseno é 2r, entdo P=2m.
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1. Trigonometria

' Exercicios

@ Estuda cada uma das fung¢des seguintes quanto ao contradominio e a paridade.
41.1. f(x)=-3 cos(2x)
41.2. g(x)=—2 —cosx
41.3. h(x)=cos (%) -2

41.4. m(x)=cosx—3

41.5. p (x) = cos’x

@ Considera a funcao j definida por j(x)=cos(3x) - 1.

42.1. Determina:
a) o contradominio da fungéo j;
b) a expressao geral dos zeros de j.

42.2, Estuda a funcdo j quanto a paridade.

@ Na figura encontram-se representados o grafico da funcao p, definida por
p(x)=-cos(2x), e o poligono [ABCD].

A

y

v

Sabe-se que:

* os pontos A e B sao pontos do grafico em que a fungao atinge o valor minimo;
* o ponto A pertence ao eixo das ordenadas;

* os pontos C e D pertencem ao grafico da funcao e ao eixo das abcissas.

43.1. Determina as coordenadas dos pontos A, B, C e D.

43.2. Determina a medida da area do poligono [ABCD].

Apresenta o resultado arredondado as décimas.
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1.4. Fun¢des trigonométricas

1.4.3. Funcao tangente

Consideremos os valores reais de x correspondentes y
ao angulo generalizado de amplitude x, em radianos, x=1 / (e Fi
cujo lados sao nao perpendiculares. Quando represen- AT
tados na circunferéncia trigopnométrica, a semirreta que tanx  Fungdo tangente
contém o lado extremidade do referido angulo, ou o seu fx
prolongamento, interseta a reta de equacdo x=1 num —1 [6) 1 x
unico ponto.

>
»

—_

v

Deste modo, podemos concluir que a cada valor de x
corresponde um e um so6 valor de tanx. =1

Entéo, estamos perante uma outra funcao real de variavel real, a fungcado trigonomé-
trica tangente.

Recorrendo a circunferéncia trigonométrica, podemos representar a funcao tangente
no intervalo [0, 2x].

NS

B e

O S | S e

* Dominio da funcao tangente

Como ja tinhamos visto, a tangente ndo esta definida para angulos cujos lados séo
perpendiculares. Assim, a tangente ndo esta definida quando o lado extremidade do
angulo representado na circunferéncia trigonométrica se encontra sobre o eixo das
ordenadas.

Assim, o dominio da funcdo tangente é D,,,= {x ER: x= % +kn, ke Z}.

* Contradominio da funcao tangente

A fungao tangente toma valores em ]— oo, +oo[.
Assim, o seu contradominio € D,,=IR.
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1. Trigonometria

* Periodos da funcao tangente

Paratodo o x €D,,,, sabemos que tan(xtn)=tanx.

Do mesmo modo, paratodo x€D,,,, tan(x+kn)=tanx, kEZ.

Entdo, a funcao tangente é periddica, sendo kn, com k&€ Z , periodo da funcao.
O periodo positivo minimo da funcéo tangente é &.

A

y
y=tanx

(0] 1 T 3n 21 5 X
2

* Zeros da funcao tangente

No intervalo [0, n[, O é o Unico zero da fungdo tangente.

Como o periodo positivo minimo € nt, entdo a expressao geral dos zeros da funcao
tangente é x=kn, kEZ.

Os zeros da funcao tangente sdo: kn, ke Z

tanx=0 < x=krn, keZ

Nota:

Como javimos, tanx = SIn X
Ccos X

, paratodoo x € D,,,. Logo, os zeros da fungao tangente sao os

zeros da funcao seno. Por outro lado, a fungado nao esta definida para valores de x tais que

cos x=0, ou seja, ndo esta definida, como vimos, para x=%+ kn, com keZ.

* Paridade da funcao tangente

Como tanx=2NX
co

, paratodoo x&€D,,,, temos:

sin(—x) —si
(=x) _ SNX - _tanx, paratodoo x €D,,.
cos(—x) cosx

tan(—x) =

Paratodoo x € D,,,, tan(—x) =—tanx, logo a funcdo tangente é uma funcédo impar.
O grafico da funcao tangente é simétrico em relacao a origem do referencial.

62



1.4. Fun¢des trigonométricas

1. Consideremos a funcdo f definida por f(x)=3tan(2x).
« O dominio da fungao f é |R\{x €R: x=%+ k%, ke z}, pois:

sz{xEIR: 2x¢g+kn,k€Z}

Calculos auxiliares:
T

2x=2

+kn, kKEZ & x=%+k%, kezZ

* O contradominio da funcéo f é R.

* Vejamos como determinar o periodo positivo minimo da funcao f.
Seja P o periodo positivo minimo de f.
Entdo, paratodoo x€D;, x+PED; e f(x+P)=f(x).
f(x+P)=f(x) & 3tan(2x+2P)=3tan(2x)
Entdo, como o periodo positivo minimo da funcéo tangente é n, 2P=m,
logo P:g.

* Vamos determinar a expressao geral dos zeros da funcao f.
f(x)=0 & 3tan(2x)=0 <
< tan(2x)=0 <& 2x=kn, kEZ &
= x:kg, keZ

2. Consideremos a fungao g definida por g(x)=1 —tan (%) .
* O dominiodafuncdo g € R{xER: x=n+2kn, KEZ}, pois:

_ X T
Dg—{xelR. S # ok, keZ}

Calculos auxiliares:

%:%H«:, KEZ < x=n+2kn, KEZ

* O contradominio da fungcdo g é RR.
* Vamos estudar a funcdo g quanto a paridade.
=1-— _X) = X
g=x)=1 tan( 2) 1+tan <2>

Entdo, como g(—-x)#g(x) e g(—x)#—g(x), afungdo g nao é par
nem é impar.
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1. Trigonometria

' Exercicios

@ Determina o dominio da funcao definida por:

44.2. g(x)=tan (3x)

1
tan (x)

441. f(x)=—tan(—x)
44.4.(x) =

44.3. h(x)=2 tan (%)

@ Determina o periodo de cada uma das funcdes a seguir definidas.

45.1. m(x)=2 tan (4x) 45.2. n(x)=—tan (%)

45.3. p(x)=2 - tan (%)

@ Considera a funcao t definida por t(x)=2tan(3x).
46.1. Determina o dominio da funcéao t.
46.2. Mostra que:
a) % é periodo da funcéo t;
b) afuncdo t é uma fungao impar.

46.3. Sem recorrer a calculadora, determina o valor exato de t(— %) .

1.4.4. Relacao entre as razoes trigonométricas de x

ede —x,xxrw exi%

Consideremos um nimero real x tal que x €[0, 2x[ e, na circunferéncia trigonomé-
trica, o angulo de amplitude x. Seja P o ponto de intersecao do lado extremidade do
angulo com a circunferéncia trigonométrica.

Consideremos P' o transformado do ponto v x=1
P pelareflexdo de eixo Ox. 1
As amplitudes dos dngulos considerados, com ol
lado extremidade OP e OP', sdo simétricas. SiNX|--------— [(1, tan x)
Podemos concluir que: X | >
-1 OINJ —x N1 x
. 1/l cos X =cos (—X)
cos (—x)=cos x SiN (= X)4---------3 %
sin(-x)=-sinx (1. tan (= x))
tan(—x)=—tanx =1
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1.4. Fun¢des trigonométricas

Consideremos, agora, P' o transformado do ponto P pela rotacdo de amplitude n

ou —m.

A amplitude do éangulo com lado extremidade OP' considerado é x+m Oou x—Tm. @“D";;?;‘:.'

O ponto P' é o simétrico do ponto P em relagao a origem do referencial.

Podemos concluir que:

cos(x —m)=—cosx
sin(x —m)=—sinx
tan(x —m)=tanx

Videos
Relagdes entre
as razdes
trigonométricas
de angulos cuja
soma ou
diferenca é n

Relagdes entre
as razbes
trigonométricas
de angulos cuja
soma ou cuja

cos(x+m) =—cos x
sin(x+m)=-sinx
tan(x+m) =tanx

. AT
diferencga é 7

Sejam, agora, os pontos P' e P" os transformados do ponto P pelas rotacdes de

centro O e amplitudes LTe-_I respetivamente.

2 2
Podemos concluir que:

cos <x+§> =—sinx

sin (x+%) =CoS X

cos (x — %) =sin x

sin (x—%) =—COS X

Notas:
T\ _ _my___ 1 :
tan (x+2>—tan< 2) o porque:
s.n(x+g)
tan (x+£>= —cosx __ 1 ¢ yan <x—£)
2 ( n) —sinx tanx
cos x+§

Na

)_—cosx= 1

> sinx  tanx

Na

Estas relagdes foram abordadas paratodo o x €[0, 2x[. Porém, o mesmo acontece
paratodo o x € R pela periodicidade das fun¢des trigonométricas.

CVM11-5
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1. Trigonometria

1. Podemos determinar o valor exato das razdes trigonométricas de
determinados angulos sem recorrer a calculadora.

° gj E — qj M o T\ _ (T _ﬁ yu
S|n<3>—sm< 3 >—S|n<n 3>_s|n<3>_ 5 175_%
Entao: AT
2
2n _ T __l N
COS<_>_ COS(B)‘ 2 z
21 T -1 o)
tan<?>=—tan<§>:_ 3

6 6 6 6 2 Y
Entdo
. (Tn (T 1 n
sin (—):—sm <—>:—— V3 "t A
6 6 \/_2 - /] %: .
n\ _ ) _V3 -1 0
ta”(e)‘ta”<6>‘ 3
-1
2. Sabendo que xe]—g, 0[ e cos (n—x)=—%, vamos determinar sinx.
Sabemos que cos(m —x)=—cosx, logo:
__1 _1
cosx=-— & COsx 3
Assim:
.2 1\? .2 1\?
smx+<§> =1 & S|nx:1—<§> =
& sinzx:g & sinx:—¥ Vv sinx:¥

Como x € 4.°quadrante, sinx<0, logo sinx=-

22
=

3. Vamos simplificar a expressao sin(x — 1) + cos (x + %) —sin(-x),

exprimindo-a em funcao das razdes trigonométricas de x.

sin(x — ) + cos <x+%> —sin(—=x)=-sinx—sinx+sinx=-sinx
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1.4. Fun¢des trigonométricas

' Exercicios

@ Sem recorrer a calculadora, indica o valor exato de:

50

51

. (31 5r
47.1. sin ( 7 ) 47.2. cos< 7 )
251 . (4n
47.3. cos <T> 47.4. sin <?)
47.5. sin (-4—2“> 47.6. cos <%>

Sem recorrer a calculadora, indica o valor exato de:

48.1. tan (— 3n) — cos (%)

48.2. sin (51) x cos (”Tn) +cos (— %)

41 . 3 2 Vi
48.3. cos <?> —sin <— 7) X COS (— €>

2(5m . T
cos? (32 xsin - )

48.4.
cos (2n)

Exprime, em funcao das razées trigonométricas de x, cada uma das seguintes
expressoes.

49.1. cos(x —m) —sin <x + %) —cos(—x)

49.2. sin’(— x) x cos (x - g)

49.3. sin (x + 57) — cos <x + %) —cos(x—m)

sin (x — ) x sin (= x)

cos <g +x>

49.4,

Sabendo que cosx=-— % e xeE ] -n, — %[ , determina o valor exato de:
50.1. cos(x —m) — sin <x + %) 50.2. sin(x+w) — cos (x - g)

3n
2

51.1. cos (x — ) 51.2. sin’(x + 1) — cos (- x)

Sabendo que tan(-x)=-3 e x € ] T, [ , determina o valor exato de:
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1. Trigonometria

1.4.5. Equacoes trigonomeétricas do tipo sinx=»b,
cosx=b e tanx=>b

Manual
Digital

Atividade

Equacoes do tipo sinx=b

tEquagaes't' Como vimos anteriormente, o contradominio da funcdo seno é [— 1, 1]. Assim, para
rigonométricas - . . L .
da forma gue a equacao seja possivel, b tera de ser um valor pertencente ao intervalo [- 1, 1].

sinx=a

1. sinx=2 — Aequacao é impossivel.
2. sinx=—-3 — Aequacao é impossivel.

3. Se pretendermos resolver,em IR, a equacéao

V3 ) Y

sinx= - comegamos por procurar um angulo 1
V3
Cujo seno sejaigual a ? N 2.0
T
X3 .
Como sabemos, sin <£> :ﬁ. —1 7 O 1 X
3 2 -3

Contudo, sabemos que, nointervalo [0, 2|,
ha outro angulo tal que sinng, 1

pois sinx=sin(x —x), paratodoo x €IR. Assim:
- 1\ _gin (27) V3

S'”(“‘s)'s'”( 3 )‘ 2

Como a funcéao seno é peridédica, sendo 2n o periodo positivo minimo,

a equacdo tem uma infinidade de solugbéesem R.

sinx:g & sinx=sin (%)

o x=§+2kn v x=%+2kn, kez

sinx=sina < x=a+2kr V x=n—-o+2kn, ke”Z

Casos particulares: vt

*sinx=0 < x=kn,keZ 0, 1)

csinx=1 < x:%+2kn,k€Z /\ ‘

Csinx=—1 < x=%+2kn,k€2 M"”Q./“'O)x
©, -1
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1.4. Fun¢des trigonométricas

Caso pretendamos as solu¢des da equagao num determinado intervalo, teremos de
atribuir valores a k na expressado geral x=o+2kn V x=n—-o+2kn, KEZ, como
veremos no Ultimo dos exemplos a seguir apresentados.

1. Vamos resolver,em IR, aequacado sinx=— %

sinx:—% & sinx=sin (—%) = x:—%+2kn \V x:n—<—%>+2kn,kez

PEN x=—%+2kn v x=%+2kn, kez

2. Vamos resolver a equacdo 2 sinx —+v/2 =0 no intervalo ]% 211:[ .

2sinx—v2=0 & sinng = Sinx:sin<%> =

= x=%+2kn v x:n—%+2k1c, keZ <

& x=T+2km v x:%+2kn, keZ

Como pretendemos as solu¢des da equacao pertencentes ao intervalo ]

27 [ ,
vamos atribuir valores a k.

n
2 L}

T _T T n 1 7
o _— —_— - — <_
2<4+2krc<2n = 4<2k7:<4 = 8<k 5
Como k€& Z, nao existe qualquer valor para k nestas condicdes.
. 3n _1 5
2< ) +2kn <21 & 8<k<8
Como k&€ Z, ounico valor de k nestas condicbes é k=0.
0. c31 _3n
Se k=0: x= 7 +2x0xm= 7
_[3n
C.S.—{4}

. Exercicios

@ Resolve cada uma das seguintes equacoes.
52.1. 2sinx—1=0 52.2. 2sinx+Vv2=0
52.3. 2 sin (3x) =3 52.4. sin’ (x—%) ~1=0

52.5. 2 sin’x —sinx=0

@ Resolve, em [— T, %[ , cada uma das seguintes equacoes.
53.1. 2sinx+v3=0 53.2. sin (x—%)+1=0
53.3. 4sin°x-2=0 53.4. 2sin’x —sinx=0
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Manual
Digital

Atividade
Equagdes
trigonométricas
da forma
cosx=a

1. Trigonometria

Equacoes do tipo cosx=b

Como o contradominio da funcdo cosseno é [- 1, 1], para que a equacao seja
possivel, b terad de ser um valor pertencente ao intervalo [- 1, 1].

Se pretendermos resolver, por exemplo, a equacao Y
cosx=% , comegcamos por procurar um angulo cujo !
COSseno seja 1 Por exemplo, cos <£> =1 |
2° ' 3/ 2° I
) i R WER .
Mas, no intervalo [—m, n[ , hd outro angulo tal que -1 ONdm 1T 1 x°
312
cosx=%, uma vez que cosx=cos(—x), paratodoo !
x€R. Assim: -
T 1
cos|—=)==
(-3)-

Como a funcao cosseno é periddica, sendo 2n o periodo positivo minimo, a equacao
tem uma infinidade de solu¢gbées em R.

cosx=% & COSX=C0S (%) = x=%+2kn Vv x=—%+2kn, keZ

COSX=CoS0 < x=0+2kn V x=—o+2kn, ke”Z

Casos particulares: 1
*cosx=0 & x:%+kn, kez 0.1
ccosx=1 & x=2kn, ke”Z

Caso pretendamos as solucdes da equagao num deter-

minado intervalo, teremos de atribuir valores a k na ©.-1
expressdo geral x=oa+2kn V x=—a+2kn, ke ”Z,

como veremos no ultimo dos exemplos a seguir apresentados.

1. Vamos resolver a equacdo cosx=—

A
ccosx=—1 < x=n+2kn, ke”Z (1,o)v‘>(10)x>

1,
2°

1
COS.X——2 & COSx= COS( 3>
& x=n-Z+2kn v x:-( %>+2kn kEZ
PEN x=%+2kn V. x=—%+2kn, kez
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1.4. Fun¢des trigonométricas

2. Vejamos como proceder para resolver a equacado 2 cos <x+g> +1=0 em
5,21

n _ my__1
2cos<x+2>+1_0 = cos<x+2>— 5 =

& COos <x+g>=cos (n—%) =

= x+E—n-T Lokt v x+£=—<n—£>+2kﬂ:,kez =

2 3 2 3
PEN x=%+2kn V. x=—7—6’°+2kn, kez

Como pretendemos as solug¢des pertencentes ao intervalo ]% 2n [ , vamos
procurar os valores a atribuira k.

Tl opn<2n & Bk It o 111

2 6 3 6 6 12

Como k&€ Z, nao existe qualquer valor para k nestas condicdes.

I _In 5 19
2< 6 +2Kkn<2n & 6<k<12
Como k&€ Z, ounico valor de k nestas condicbesé k=1.
Se k=1:x=-"Tiox1xn < x=2L
6 6
_[5n
C.S._{G}

. Exercicios

@ Resolve, em IR, cada uma das seguintes equacoes.

54.1. 2cosx—V3=0 54.2.2cosx+Vv2=0
54.3. 2 cos (x + %) -V3 54.4. 4 cos?(2x) — 1=0

54.5. cos’x — cosx=0

@ Resolve, em [— % %[ cada uma das seguintes equacoes.
55.1. 2cosx+1=0 55.2. sin (2x—g> -1=0
55.3. 4cos’x—3=0 55.4. cos’x —2cosx+1=0

55.5. sin(2x)=cos x
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1. Trigonometria

@ Na figura encontram-se representados, num referencial y
ortonormado xOy, a circunferéncia trigonométrica
A A C B

g Manua e um triangulo, [ABC], retanguloem C. -

O ponto B pertence a circunferéncia trigonométrica & ,
Atividade - . R . o) X
Equagdes e OB é olado extremidade do angulo com medida de
trigonométricas -
fa forma amplitude a, com a € ] 0, 5[ . O ponto A pertence
anx=a

ao eixo Oy e a circunferéncia trigonométrica. A

Seja f afuncao que a cada o faz corresponder a area do tridngulo [ABC].

COS o Sin o+ Cos o
> .

56.2. Determina f(%) e interpreta o resultado no contexto do problema.

56.1. Mostra que f(x) =

@ No referencial ortonormado da figura estao 4
representados a circunferéncia trigonométrica e um D

y
trapézio retangulo, [ABCD]. Sabe-se que: p
* o € aamplitude de um angulo com lado origem ;

OB e lado extremidade OP, com ae]o. g[ A 0
* os pontos A e C pertencem a circunferéncia
trigonométrica e aos eixos Ox e Oy, respetivamente.

Seja g afungado que a cada valor de o faz corresponder
a area do trapézio [ABCD].

coso+2
-

57.2. Determina g <%> e interpreta o resultado no contexto do problema.

57.1. Mostraque g(a)=

i _3
- 57.3. Determina o valor de «, sabendo que g(a)—4.

Equacoes do tipo tanx=5b

Como o contradominio da funcao tangente é IR, qualquer que sejao numeroreal b,
aequacao tanx=b sera sempre possivel.

A semelhanca do que foi visto para as equacdes trigonométricas ja estudadas, deve-
MOS comecar por escrever a equagao naforma tanx=tanao.

Como a funcgédo tangente é periédica, com periodo positivo minimo n, e, para

X € ] _I E[ , tanx=b tem uma Unica solucéo, as solucdes desta equacao sao da

2'2
forma a+kn, keZ.

tanx=tana < x=a+kn,ke”Z

Caso pretendamos as solu¢des da equagao num determinado intervalo, teremos de
atribuir valores a k na expressédogeral x=o+kn, k€ Z.
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1.4. Fun¢des trigonométricas

1. Vamos resolver a equacao tanx=1. y

Sabemos que % € a Unica solucao da equacao

em]_%'g[' ( 7y j_

Como a tangente tem periodo positivo minimo 7 :

B
+
B3
o
>
—+
Q
>
a
+
i

tanx=1 & tanx=tan<%> Dt

- x=1
= x=z+kn,k€Z -1
2. Consideremos a equacao tan (%) =—V3.
Para a resolvermos, reparemos que a Unica solu¢do da equacao em ] - g %[ é —%

Assim, como a fung¢ao tangente tem periodo positivo minimo m:

_ _r X__T
tan<2> -3 & tan<2> tan( 3> 5 3+kn,k€Z 1=

PEN x=-%+2kn, kez

' Exercicios

@ Resolve, em IR, cada uma das seguintes equacdes.
58.1. tan (2x) = 1 58.2. 3 tan (v~ %
58.3. V3tanx=—1 58.4. tan ( %>=

@ Na figura estao representados, num referencial
ortonormado xOy, a circunferéncia trigonométrica

yl
1
e um triangulo, [ABC], retanguloem B. \
Sabe-se que: 'C/
(0]

* os pontos B e C tém abcissa 1 e pertencem ao

lado extremidade dos angulos com lado origem -1 o |1 X
Ox e amplitudes — o e o, respetivamente, com B

ae]o,%[; '.4\_/

* oponto A é o simétrico do ponto C emrelacao a
origem do referencial.

Seja h afuncdo que a cada a faz corresponder a area do tridngulo [ABC].

59.1. Mostraque h(a)=2tana, com a € |-, =|.

e TC[
2'2

59.2. Determina o valor exato de h <£> .

6

59.3. Resolve aequacdo h(ox)=2 V3e interpreta o resultado no contexto do
\__ problema.

73




1. Trigonometria

Resolve, em IR, as seguintes equacgoes.

1.1. 2sin (x——) V3=0 1.2 cost=%

1.3. 3+tan’(2x)=0 1.4. 2cosx+1)(V3sin(2x)—1) =0
1.5. \/_cos<x+4>—1_0 1.6. tan’x+1—-2tanx=0

1.7. cos’ (x—%) =1 1.8. cos (3x) +cosx=0

Exprime cada uma das seguintes expressoées em fung¢ao das razoes
trigonométricas de x .

2.1. sin <x - g) +cos (1t — x) cos (— x)
2.2. cos(x—m)+2sin (—%— x)

2.3. cos (— X - %) —sin(-=m—x)

2.4. sin(—x) —cos(—m—x)sin <x+%>

Indica a que quadrante pertence o angulo x se:
3.1. sin(—=x)>0 A sin (—%+x> >0
3.2. sin(x—m)>0 A cos(—mt—x)>0

. T
3.3. sin (x—§>>0 A cos(—i—x><0

31:

Sabendo que cosx=—-> e x € ] - [ , determina o valor exato de:

4.1. sin <% —x) +cos(x—m)

4.2, sin(—mt—x)—2cos(x+m)

Considera as funcdes m e p, definidas por:
p(x)=2—sin’x e m(x)=4sinx+2

5.1. Determina os zeros da fungédo m.

5.2. Estuda afuncdo p quanto a paridade.

5.3. Determina, em [0, 2xn[, as coordenadas dos pontos de intersecdo dos
graficos das funcbes p e m.
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1.4. Funcoes trigonométricas

Considera a fung¢ao h definida por: h(x)= 1;;‘%
6.1. Determina o dominio da funcéo h.
6.2. Estuda afuncdo h quanto a paridade.
6.3. Resolve,em IR, aequacdo h(x)—1= 1 .
COS X
Na figura estao representados, em referencial y
ortonormado xOy, a circunferéncia 11c
trigonométrica e um triangulo [ABC].
Sabe-se que:
os pontos A e B sao simétricos em relacao -
ao eixo Oy; -1 oS 1 X
o ponto C pertenceaoeixo Oy ea
circunferéncia trigonométrica; AN B
o ponto B pertence a circunferéncia -1

trigonométrica e é tal que OB éolado
extremidade do angulo de amplitude «, com o € ] - g 0 [ .
7.1. Calcula a drea do triangulo [ABC] se a=— T

3
7.2. Sendo f afuncdo que a cada « faz corresponder a area do tridngulo
[ABC], mostra que f(x)=cos a — sin o cos «.

No referencial ortonormado xQOy estao representadas as fungdes f e g
definidas por:

f(x)=sin<%) e g(x)=cosx

A

8.1. Determina as coordenadas dos pontos A e B, sabendo que pertencem
ao grafico da fungcdo g eaoeixo Ox.

8.2. Determina a abcissa do ponto C, ponto de intersecao dos graficos das
funcdes fe g.
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1. Trigonometria

Teste
- & . __ 497

Consideremos o angulo de amplitude o= - 5
Qual das proposicoes seguintes é falsa?
(A) cos (a—g)<o (B) tan (- ) x sin (1 — &) <0
(C) cos(aa—m) xsin(r—a)<0 (D) sin <—g—a> cos(—a) <0
Considera o angulo de amplitude & vt
representado na circunferéncia 1

trigonométrica da figura.
Sabe-se que:
o ponto P pertence a circunferéncia

trigonométrica e tem ordenada — %;

o ponto R é o ponto de intersecdo da
reta PO comaretade equacdo x=1.

Determina as coordenadas do ponto R.

Na figura encontram-se representados um a—
decagono regular [ABCDEFGHIJ] inscrito A \H
numa circunferéncia e o tridngulo [AFJ]. \
Sabe-se que o decagonotem 12 cm de B G
perimetro. \ 0) /
3.1. Qual é aimagem do ponto E pela C F

rotacao de centro O e amplitude \ /

~1188°? b E

(A) Ponto H (B) Ponto C

(C) Ponto B (D) Ponto G

3.2. Recorrendo a lei dos senos, determina JF .
Apresenta o resultado em centimetros, arredondado as centésimas.

3.3. Usando a lei dos cossenos, determina AF, apresentando o resultado em
centimetros, arredondado as décimas.

Consideremos um angulo de amplitude g talque B € |- I ﬂ[ e

2' 2
sin(—ﬁ):%.

Determina o valor exato de cos (n+f) —2tanf.
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Considera a funcao f definida por f(x)=2 sin (% + 3x) cos(n — 3x).

5.1. Mostra que f(x)=—2 cos’(3x).
5.2. Determina o periodo positivo minimo da fungao f.

5.3. Indica a expressao geral das abcissas dos pontos em que a funcéao f
atinge o maximo.
C }/A
Na figura estao representados, num
referencial ortonormado xOy, a
circunferéncia trigonométrica e um trapézio
retangulo, [ABOC].

Sabe-se que:

o
o ponto B tem coordenadas (0, — 1); \ D

»
»

celgool

oponto C é o ponto de intersecao de ocC
comaretadeequacao x=—1.

1
|
/ (
a é aamplitude do dngulo DOC, sendo -1 k @) 1 x
-1|B

A

Seja g afungao que a cada valor de « faz corresponder a area do trapézio
[ABOC].

6.1. Mostraque g(a)=1— ltan a.

2
6.2. Determina o valor exato da medida de area do trapézio retangulo [ABOC]
se o= S1 .
4 V3
6.3. Resolve a equagéo g (o) = 32+2, com ae]g, n[.

As funcdes g e h, representadas graficamente

4
no referencial ortonormado xQOy da figura, sdo } J
definidas por:
g(x)=2cos(2x) e h(x)=sin(2x) cos (2x) h
Sabe-se que: A C
afuncado g atinge o valor minimo no ponto B; 7 o X

os pontos A e C sao zeros das fungdes g e h
e pontos de intersecao dos seus graficos.

7.1. Determina, em IR, a expressao geral dos
pontos de intersecao dos graficos das B
funcdes g e h.

7.2. Determina o contradominio da fungcado g e indica as coordenadas do
ponto B.
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Geometria
analitica

2.1. Declive e inclinacao de umareta
do plano

2.2. Produto escalar de dois vetores
no plano e no espaco

2.3. Equacoes de planos no espaco



Manual
Digital

Videos
Antes de
comegar:
Geometria no
plano

2. Geometria analitica

Antes de comecar

Geometria no plano

0 No referencial cartesiano xOy da figura encontra-se representado o tridngulo
[LUA]. - ~N
Recorda
4 Sejam A(xa. ya) € B(Xg. V) -
Distancia entre dois pontos
A distancia entre os pontos A e B é dada por:
AB=d(A, B)=\/(XB —XA)2+(YB —)’A)2
Ponto médio de um segmento de reta
O ponto médio de [AB] é dado por:
<-xA+-xB YA"'YB)

q 2 2 Y,

1.1. Indica as coordenadas dos pontos L, U e A.
1.2. Determina a medida do perimetro do tridangulo [LUA].

1.3. Determina a medida do perimetro do tridangulo [OSA], sabendo que o
ponto S é o ponto médio de [LU]. Apresenta o resultado arredondado
as décimas.

e Na figura encontram-se representadas as circunferéncias C,, C, e C;,
de centros A, B e C, respetivamente, num referencial cartesiano xOy .

vl C, ( Recorda )
Equacao reduzida da
Co T | AL C, circunferéncia
Uma circunferéncia de centro

RN

\ C(x¢c. yc) eraio r>0 édada
pela equacao reduzida:

(x_xc)2+(y_yc)2=r2

Inequacao reduzida do

circulo

Um circulo de centro

C(x¢, y¢) eraio r édado

pela inequagao reduzida:

2.1. Indica as coordenadas do centro de cada (= x+(y -y <r?
uma das circunferéncias e determina os . J
seus raios.

Tendo em consideracéo os dados apresentados
na figura, responde as seguintes questodes.

2.2. Escreve a equacgao reduzida de cada uma das circunferéncias.

2.3. Escreve a equacao reduzida da circunferéncia C,, concéntrica com C,

€ que passa no ponto de coordenadas <— 3, %) .
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e Considera a circunferéncia definida pela equacéo (x — 1%+ (y+ 5)2 =16
e oponto A de coordenadas (2, —3).

3.1. Indica as coordenadas 4 )

. Recorda
do centro, C, eoraioda L
. a Mediatriz de um segmento de reta
circunferéncia.

Dados os pontos A(x,, ¥a) € B(Xg, yg). @

3.2. Escreve a equacao mediatriz de [AB] é dada por:
reduzida da mediatriz de d(A,P)=dB,P) &
[AC], sendo C o centro S Vor-x)+ -y =V (x - x0) + (v - ya)
da circunferéncia dada. ke‘.endo P(x, y) um ponto genérico da mediatriz.

o Na figura seguinte encontram-se representadas asretas r e s.

4 ( )
Yy /f/ Recorda
B Coordenadas de um vetor como
A diferenca entre as coordenadas
A de dois pontos
A Sendo A(xx, ya) € B(xg., yg). as
S coordenadas do vetor A_B> sao:
1 C
(Xs—Xa: Ys—Ya)
ol - X Equacao vetorial dareta
Areta que passa no ponto A(xa, ¥a)
e tema direcéo do vetor V (xy, yy)
Sabe-se que: é dada pela equacéo vetorial:
* ospontos A e B pertencem a (X, )= (xn, Vo) + k(x5 y3). KER
reta r; . .
* asretas r e s sao estritamente Equagao reduzida dareta
. A reta que passa no ponto B(0, b)
paralelas; o IR
- oponto C pertence areta s. e tem a diregdo do vetor v (xy, yy),
com xy, yv€R e x;#0, édada
4.1. Determina uma equacao vetorial pela equacao reduzida:
dareta r. y=mx+b
4.2, Qual é o declive dareta r? Eda emque b é aordenada na origem e
reta s? Justifica a tua resposta. m=2% &0 declive da reta.
Xv
4.3. Escreve a equacao reduzida da - J

reta s.

4.4. Determina as coordenadas dos pontos de intersecao dareta s com os
eixos coordenados.

4.5. Consideraareta t, perpendicular as retas dadas e que passa no ponto B.
Determina a equacao reduzida dareta t.
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Antes de comecar

e Considera asretas m e p definidas por:
m:2x—-y=5 e p:(x,y)=(-1,0+k(2,-3), kER

5.1.

Escreve a equacao reduzidadasretas m e p.

5.2. Indica, justificando, a posicao relativa entre as duas retas.

5.3. Determina as coordenadas do ponto A, ponto de intersecao das

retas mep.

5.4.

Escreve a equacao reduzida da circunferéncia de centro A e que passa

no ponto de interse¢do da reta p com o eixo das abcissas.

Geometria no espaco

e Considera o prisma retangular representado no referencial ortonormado Oxyz.

As faces [ABCD] e [DCGH] e

pertencem aos planos
coordenados xOy e yOz,
respetivamente. O ponto E
tem coordenadas (4, -5, 8).

Sejam M e P os pontos
médios de [AC] e [AH],

respetivamente.
A
V4
H G
EE F
_l..D R
C y
A B
X

-

Recorda

Distancia entre dois pontos

Dados 0s pontos A (xa, ¥Ya. Za) € B(xXg, Y&, Zg),
a disténcia entre os dois pontos é dada por:

AB= d(A, B) =\/(XA —XB)2+ (Ya— YB)2+(ZA - ZB)2
Ponto médio de um segmento de reta
O ponto médio de [AB] é dado por:
(-xA+~xB Yatys ZA+ZB>
2 ' 2 "2
Equacao vetorial dareta
Areta que contém o ponto A (x,, Ya. Z5) etema

diregdo do vetor V = (x;, ¥y, zy) é dada pela
equacao vetorial:

(X, Y. 2)=(Xn. Ya: Z0) + K (X7, Y7, Z7), KER
Equacao reduzida da superficie esférica
Uma superficie esférica de centro C(x¢, y¢. Z¢)
eraio r é dada pela equagao reduzida:

(x=xo) +(y=yo) +(z—2z0)=r"

~

6.1. Indica as coordenadas dos vértices do prisma representado.

6.2. Determina o valor exato de GA .

6.3. Escreve a equacao vetorial dareta EB.

6.4. Determina o ponto de intersecdo dareta EM como eixo Oz.

6.5. Determina as coordenadas do vetor U, sabendo que U = % A_G> _MD .

6.6. Escreve a equagdo reduzida da superficie esférica de centro P e medida de

raio EG.




2 Geometria analitica

2.1. Declive e inclinacao de uma reta do plano

2.1.1. Inclinacao de uma reta do plano

No referencial xOy da figura encontra-se representada
areta r que passa nos pontos O e A (2,V3) .

1.1. Determina o declive dareta r.
1.2. Determina tan o .

1.3. Indica o valor de o .

Nota: o é a amplitude do angulo convexo cujos lados sdo o semieixo positivo Ox e a

semirreta OA.

No referencial ortonormado da figura esta

representada areta s que passa na origem do A

referencial e no ponto A de coordenadas (-2, 1).

Determina o valor de , amplitude do dngulo -5
convexo cujos lados sdo o semieixo positivo Ox e
asemirreta OA.

v

As amplitudes o e B da tarefa anterior chamamos inclinagcdo dasretas r e s,

respetivamente.

Inclinacao de uma reta

Consideremos uma reta r representada num referencial ortonormado xOy.

«Seareta r éoeixo Ox, entdo a suainclinacédo é nula.

« Se areta r passa na origem do referenciale P é um ponto dareta r com orde-
nada positiva, entdo a inclinag¢do corresponde a amplitude do angulo cujos

lados sdo o semieixo positivo Ox e a semirreta OP.

« Seareta r ndo passa na origem do referencial, entdo a sua inclinagédo é igual a

inclinacdo da reta paralela a r que passa na origem do referencial.

Se o éainclinacdodareta r, entdo 0°< o< 180°.
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Exemplo

Consideremos as retas r e s representadas

no referencial ortonormado da figura. M

Como asretas r e s séo paralelas, entdo tém ) 0
a mesma inclinacao.

Assim, aiinclinacéo de r éiguala 153°.

Exercicios

n Na figura encontra-se representado um triangulo
isésceles, [OAB], num referencial ortonormado xOy.

Sabe-se que ABO=80°. Indicaa inclinacao da:

1.1. reta OA ; 1.2. reta OB ;

rlls

80°

(0]
1.3. reta AB . |

o Na figura encontra-se representado um pentagono, A
[OABCD], que pode ser decomposto no tridngulo
equilatero [BCD] e no trapézio is6sceles [OABD].

Ainclinacdo dareta AB é 78°.
Determina a inclinagcao da: D
2.1. reta DB;

2.2. reta OD;

2.3. reta DC.

v

78°

~— 0

>
»

A X

2.1.2. Relacao entre o declive e ainclinacao de umareta

do plano

Consideremos uma reta r, ndo vertical, que passa na origem do referencial, de
declive m einclinacdo o, representada num referencial ortonormado xOy .

Consideremos um ponto P(x,, ¥,) . com Xy, ¥, €R

4

. y
e x,#0, pertencenteareta r.
Como a reta r passa na origem do referencial, sabe- |78 S Pt vo)
mosque r: y=mx. poo
yO - O .yO o E
m= =— H >
Xo—0 X 0 x, X

r:y=mx
Sabemos também que tan o = ;/

20
0
Assim, concluimos que tana=m.
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2.1. Declive e inclinagcdo de uma reta do plano

O declive de uma reta nio vertical é igual a tangente da sua inclinacao.

Exemplos

1. Seja s aretade equacdo y=v3x+1.
Sabemos que areta s é paralelaareta t de equacdo y=v/3x.
Como m,=V3, entdo tana=+3, sendo « ainclinacdo dareta t.
Desta forma, e como 0°< o< 180°, vem que o=60°.

Como asretas s e t sao paralelas, tém a mesma inclinagéo, 60°.

2. Consideremos areta r de inclinagédo o =45°.
Sabendo que P(-1, 3) éum ponto dareta r, podemos determinar a
equacao reduzida dessa reta.
Sendo m odeclivedareta r, m=tan45°=1.
Entdo, a equacaoreduzidadareta r € y=x+b, paraumcerto beR.
Como o ponto P pertenceareta r:
3=—1+b & b=4
Logo, aequacdoreduzidadareta r é y=x+4.

3. Consideremos areta p de equacao y=— ﬁx+ 1.

3
V3

O declivedareta p é ———, logo asuainclinacao, v, com 0°<a<180°,

3
V3

é tal que tanoc:—?. Entdo, ainclinacdo dareta p é 150°.

4. No referencial cartesiano xQOy da figura encontra-se s 4
representadaareta s.

Tendo em consideragao os dados da figura,
conseguimos determinar a equagao reduzida da
reta t, paralelaareta s e que passa no ponto O\ 60° X
P(-2,-1).

Como as retas sao paralelas, entdao tém a mesma
inclinacdo, 180° — 60°=120°.

Ent&o, o declive dareta t € m=tan 120°=—+/3.
A equacdo reduzidadareta t é y=—+3 x+b, paraumcerto bER.
Como o ponto P pertenceareta t: —1=—vV3x(-2)+b <& b=—1-2V3
Assim, a equacadoreduzidadareta t € y=— V3x-1-23.

v
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2. Geometria analitica

Exercicios

e Determina a inclinacao da reta definida por cada uma das seguintes equacoes.

86

Apresenta os resultados arredondados as centésimas do grau, se necessario.
31. (x,y)=(1,-3)+k(—1,2), kKER

3.2. y= %x _3

3.3.(x,y)=(vV2,1)+k(V3,3), kER

3.4.3y+V3x=6

Considera os pontos L (v2, 1), U, 2), A(-1,3) e R(2, 1).
4.1. Determina, em graus, a inclinagcdo dareta RA.

4.2. Determina a inclinacdo dareta LU. Apresenta o resultado arredondado as
décimas do grau.

4.3. Relativamente aumareta t, sabe-se que a sua inclinacdo é 150°. Determina a
equacao reduzida da reta t, sabendo que passa no ponto A.

No referencial ortonormado da figura esta representado o paralelogramo [OABC].

Sabe-se que:
*C(-2.4

D (0, %) € o ponto do eixo das ordenadas que pertence areta BA.

5.1. Determina ainclinacao dareta CO. Apresenta o resultado arredondado as
décimas do grau.

5.2. Escreve a equacao reduzida dareta BA.

5.3. Determina a medida da area do paralelogramo [OABC].



2.1. Declive e inclinagcdo de uma reta do plano

Consideraospontos S, O, L, Ae R y
representados no referencial cartesiano xOy
e areta r definidapor y=—v3x - 1.

1.1. Determina a inclinag&do de cada uma das 5 .S
retas seguintes, apresentando os resultados ol 1 X
em graus, arredondados as décimas. R

a) AO b) SO c) LS
d) AL e) RL f) RS
g) AR h) LO i) AS

1.2. Calculaainclinacdo dareta r em graus.

1.3. Sabe-se que umareta s passano ponto A e que as inclinagcdes das
retas r e s sao amplitudes de angulos suplementares.

Determina a equacédo reduzida dareta s.

No referencial ortonormado da figura encontra-se 4
representado um hexagono regular, [ABCDEF]. E

Os pontos A e B pertencem ao eixo das abcissas
e o ponto F pertence ao eixo das ordenadas.

Determina ainclinagédo de cada uma das retas
seguintes:

J
>

2.1. AB 2.2. FA 23. CD
2.4. BC 2.5. FE 2.6. ED

Na figura encontram-se representadas, em referencial

ortonormado, asretas r, s, t e v. YT /
Tendo em consideracdo os dados
apresentados na figura, responde as 5
seguintes questoes: t
v 1
3.1. Determina ainclinagao dareta r. 60° /
2 X

~3 O
3.2. Indicaainclinacdo dasretas s e t.
A
3.3. Escreve a equacdo reduzida dareta t. rift

3.4. Determina as coordenadas do ponto A.

3.5. Determina ainclinacdo dareta v. Apresenta o resultado arredondado as
décimas do grau, caso seja necessério.
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2. Geometria analitica

2.2. Produto escalar de dois vetores no plano
e ho espaco

2.2.1. Angulo formado por dois vetores n3o nulos

O angulo formado por dois vetores U e v, nio B

2z ~ g Vil
nulos, € o angulo convexo AOB, talque u=0A e A

<|

— =g .
v=0B , e a sua amplitude representa-se por u

& H ) em (5. ©

A amplitude do angulo formado por dois vetores varia de 0° a 180°.
0°< (0 V) <180°
Nota:
A amplitude do angulo formado por dois vetores é independente do ponto de aplicacao.

O angulo formado por dois vetores U e v, ndo nulos, é nulo 0°

se os vetores tém a mesma direcdo e 0 mesmo sentido. o v By A

O angulo formado por dois vetores U e vV, ndo 180°

nulos, é raso se os vetores tém a mesma direcao

e sentidos contrarios. o = .
B v O u A

Exemplo

Consideremos o pentagono regular [ABCDE] representado na figura.

Podemos concluir que: D
(2B 7B)=00 - (2B BA)=180°
~A— ~ C
- (EA " ED) =108° - (EA " DF) =180°— 108°=72°
- (ECED) = M:w
A B
Exercicios
G Considera o triangulo equilatero [ABC] e indica, C

em graus, a amplitude:

6.1. (AC | AC) 6.2. (4B BA)

6.3. (AB | AC) 6.4. (AC BC)

A B

88



2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espaco

o Na figura encontra-se representado o quadrado [CARO].

Sabendo que M é o ponto médio de [AR], indica, em graus: o] R

71. (A8 A1) 7.2. (R4} RO e Ly
— A — —_— A — M Video

7.3. (AM ' CO) 7.4. (CO ' RA) Produto escalar
o RN de vetores

7.5. (40 | AR) 7.6. (40 | RA) c B

2.2.2. Produto escalar de dois vetores

Consideremos dois vetores U e v, sendo um deles o vetor nulo. O produto escalar
dos vetores U e V, que se representapor U - v, éiguala 0 (4 -V =0).

Consideremos dois vetores, ndo nulos, U e v, aplicados no mesmo ponto, O.

Sejam P=0+U, Q=0+V, Q' aprojecdo ortogonal do ponto Q sobre areta OP

—_— A —

e (x:(OP , OQ)=(UTV).

— —_—
Se OP e OQ' tém direcdo e sentido iguais, o produto
escalar dos vetores U e V, que se representa por

—

U-v, éonameroreal u-v=0Px0Q'.

oQ'

-oP=|ull ccosa=—= & 0Q'=|VIlxcosa
oQ
Logo, U -V =llullx IVl x cos .

., — C.)

Se OP e OQ' tém igual direcao, mas sentidos opostos, !
— — Y4
o produto escalar dos vetores u e v, que se repre- v o
sentapor U -V, éontmeroreal U -v=—0OPx0Q". P o
Q o u

cop-lEl
o cos(180°—a)=%  0Q'=IVIxcos(180° - ) < 0Q'=- IVl x cos ()

Logo, U -V ==—llullx (= IVl xcos &) = il x IV || x cos .

No caso geral:

Considerando dois vetores Ul e V, U -V é o produto escalar dos vetores U e V .
« Se um dos vetores for nulo, entdo u - v =0.

. Se T e V sao dois vetores nio nulos, entdo 7 - v = |Gl x [Vl x cos (3 ¥) .
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2. Geometria analitica

Exemplos

1. Consideremos o quadrado [ABCD], representado na figura, D

com 20 cm de perimetro.

_}A—})

. ﬁ E)’=||A_B>|| x||ﬁ||xcos(AB , CD
=5x5xc0s(180°) =-25

0 —> -— > -
* Podemos determinar o produto escalar AB - AC por dois
processos diferentes.

AC’=5°+5 < AC =50

Como AC>0:

AC=v50 < AC=5V2

4B - AC =|IAB || x [IAC || x cos (AB . AC) = 5 x 5 v2 x cos (45°) =

:25\/§2X\/§:25

A_B> . ﬁ:,@ xAB, pois 0 ponto B é a projecao ortogonal do ponto C
sobre areta AB. Logo:

A_B>-A_C>=E><E=5x5=25

D D
. ﬁ-ﬁ=?§-ﬁ=”ﬁ|x||ﬁ||xcos(135°)=
=5x5v2 xcos(180° - 45°) =
V3 135°
=5x5\/§><<——>=—25
2 A

2. Consideremos dois vetores, ndo nulos, ATé e /Té
tais que | 2Bl =v2, |acll=3 e AB - AC =-3.

Podemos determinar a amplitude (A_BM A_C>) em graus.

Como ﬁ ﬁ= ||E|| X ”A_C»” X COS (A_BM ﬁ) , entdo:

_3=v2x3xcos(AB . AC) < cos(aB aC)-—3 =
3Vv2
—_— A — \/5
=—— 4

& cos (AB , AC ) > Nota:

Como a amplitude de dois vetores varia entre *Se -V >0, entdoo

0° e 180°, entao: angulo formado pelos

RN vetores U e vV éagudo.

(AB . AC) =180° - 45°=135° “Se UV <0, entdoo
angulo formado pelos
vetores U e V é obtuso.
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2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espaco

Exercicios

e Em cada um dos casos seguintes, determina o valor exatode U - V .

8. [ |y [.] 8.2.[ |
180°
1 T A
NAK v N
u
8.3.1 |1 8.4.[ [
1 7
v o ¥
307, 60
i —
u
8-5. 1 U . 8-6
11 V]
135°

e Tendo em atencao as informacgdes dadas, determina (U . V) em graus.
Sempre que necessario, apresenta o resultado arredondado as décimas.

9.41. lull=2, IVll=v3eu-v=3
9.2. lull=v5, IVl=v2 ed-v=3

9.3. IG5l =v8, [¥ll=vZ e a.v=_§

@ O hexagono regular [ABCDEF] da figura tem
18 unidades de perimetro. Determina:

10.1. OF . OC 10.2. CO - CF
10.3. AB - AD 10.4. AB - FA
10.5. FE - BA 10.6. DC - FE

0 Na figura encontra-se representado um retangulo, [ABCD], e o ponto M, ponto
médio de [BC]. Sabendo que AB=2 BC, mostra que:

. ., D C
11.1. AB-AC=4BC
_— —> —2 M
11.2. BD - AC=-3BC
—
— ——= AB
11.3. AM - MC =76 A B
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2. Geometria analitica

2.2.3. Perpendicularidade entre vetores

Dois vetores U e V sdo perpendiculares se:
* um deles for nulo; ou
* sendo nado nulos, forem vetores diretores de retas perpendiculares.

Dois vetores U e V sdo perpendicularesseesése i -v=0.

Demonstracao:
Consideremos dois vetores U e v .

Se um dos vetores for nulo, sabemos que U - vV =0, sendo o vetor nulo perpendicular
a qualquer outro vetor.

Consideremos, agora, ambos os vetores nao nulos.

U-v=0 & llillxIVlxcos(d v)=0 < cos(uv)=0. Entdo, (i v)=90°,
uma vez que a amplitude do angulo formado por dois vetores variade 0° a 180°. Logo,
os vetores U e vV sdo perpendiculares.

Para demonstrar a implicacdo contraria, basta verificar que, se U e V sdo perpendi-
culares, entdo (7 v)) =90°. Logo, cos (G V) =0.

Assim, U -V = lill x [Vl x cos 90°=0, isto é, 4 -V =0.
2.2.4. Propriedades do produto escalar

u-u=lgl’
Demonstracao:

=0 e lull=0, logo v -u=ull.
— — —12
=dll x I7ll x cos (0®) =7l

Se u for o vetor nulo, entdo U - U
Se U forumvetorndonulo, U -U

O produto escalar goza da propriedade comutativa: U -V =V - U

Demonstracao:

- —

Se um dos vetoresfornulo, U -V =V -u=0.
Se ambos os vetores forem nao nulos, entdo:

- -

g-v=lGllxIVlixcos (@ V)=Vl xlgll xcos (v T) =V -G, pois a multiplica-

c&o de nimeros reais é comutativae (o . v) = (V| d

(Ad)-v=A(d-V), com A€R
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2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

Demonstracao:

Se um dos vetores for nulo ou 1=0, entdo (Au)-v=0e A(u-V)=0, peloque
(A7) -v=2(T-V).

Se os vetores forem ambos ndo nulos e 1 €R", entdo o angulo formado pelos vetores
AU e v éigual ao angulo formado pelos vetores U e V. Assim:

(27) -V =2 x IVl x cos (17 V) =allgl x IVl x cos (@ ¥) =2 (@ - V).

A

No caso de os vetores serem ndo nulose A €R™, (A4, v) =180°— (G V), logo:
(A7) -V = Izl x IV x cos (a7 ¥) = = AT x IVl x [— cos (UAV')] =

Al x IVl xcos (G V) =2 -V

O produto escalar goza da propriedade distributiva em relacdo a adi¢cdo de vetores:

(U+V) - w=U-w+V-w
Demonstracao:
Consideremos trés vetores ndonulos, U, vV e w, representados de tal forma que:

« U e w tém o mesmo ponto de aplicacédo, A, e pontos extremidade B e C,
respetivamente;

* V tem ponto de aplicacdo B e ponto extremidade D.

As projecdes ortogonais dos pontos B e D sobre areta AC sédo os pontos B' e D',
respetivamente. Assim, podemos concluir que:
U-w=AB-AC=-AB xAC 2
V.w=BD-AC =—BD xAC

(T+V) -w=AD - AC =—AD xAC

|
o
g
>
oy

'

De acordo com a figura: AD'=AB'+B'
Assim, —AD' x AC = — (AB
+

Logo, (U+V) -w=U-w

Exemplos

1. Consideremos dois vetores U e v, taisque (4 . v)=30°, [Gll=2 e IVl =v3.
Usando as propriedades do produto escalar, conseguimos determinar (307 +V) - U .
(30 +V) - U=30-G+v-d =371+ IVl Gl xcos (7 V) =

V3

:3x22+\/§x2x7=12+3=15
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2. Na figura encontra-se representado um cubo com medida H
de aresta x, com x€R".

AC - AG = (4B +BC) - (aC + CG) =

(4B +BC) - (4B + BC + CG ) =

—AB -AB +AB - BC + AB - CG + BC - AB + BC - BC + BC - CG =

— 2 — 2
2B +0+0+0+BCI +0=2x2

Exercicios

@ Sabendo que U e V sdo vetores taisque 4 - w=v2, (7, v)=120°, |7ll=v3

e |IVll=4, determina:
121.0-V 12.2. (-w) .U

124. (-u-Vv)-(V) 12.5.0 - (2v +w)

12.6. 2w+u) -3

12.3. (vV21d) - (3w)

—

u

Do prisma quadrangular reto da figura, sabe-se que AF=a, AB=3a e BC=2a,

com a€R". Determina, em fungdo de a:

E
13.1. AF - DH i
Y F : €
13.2. AF - AH D
13.3. AC - AH L 2a
A 3a B

2.2.5. Produto escalar de dois vetores a partir das suas

coordenadas

— —

Num referencial ortonormado (O, i, j), temos:

-7=(1,00ej=00,1) 7= 7] =7 -7.7=0
Consideremos os vetores U (x;, yz) € V (X7, ¥v) .
U°7=(XUT+YU7)'(XVT+)/V7)=
=xa><xv<7°7)+xa><)/v(7'7)+yl7><xv(7'7)+YU><YV(7'7)=

=xgxx7”7”2+0+0+ygxyv

12
J” =X XXyp+ Y XYy

No plano, o produto escalar dos vetores U (x;, y;) e V (X, yy) , num referencial
o - —
ortonormado xQOy, édado por: U -V = X3 X Xy + Yz X Yy
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2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

- - —

De forma analoga, num referencial ortonormado do espaco (O, i J. k) , O produto
escalar de dois vetores definidos pelas suas coordendadas é igual a soma dos produtos
das suas abcissas, das suas ordenadas e das suas cotas.

No espaco, o produto escalar dos vetores U (xz, y3, Zz) € V (X7, ¥y, Z7) , UM
referencial ortonormado Oxyz, é dado por: x; X Xy + Yi X Yy + Z3 X Zy

Exemplos
1. Num referencial ortonormado xQOy, consideremos os pontos A(-2, 3),
B(5,-3) e C(0,-2).

—_— —>
Para calcular AB - AC , comecemos por determinar as coordenadas de cada
um dos vetores.

Coordenadas de A_B>: (5,-3)-(-2,3)=(7, —6)
Coordenadas de A_C>: 0,-2)-(-2,3)=(2, -5)
Logo, A_B>-A_C>:7><2+(—6)><(—5):44.

2. Num referencial ortonormado Oxyz, consideremos os vetores U (-2, 3, 1) e
v (5,0, —2). Entso:

U-V=—-2%x5+3x0+1x(=2)=—10-2=-12

3. Para determinar a amplitude do dngulo formado pelos vetores u(=2,3)
e v (5, — 2) num referencial ortonormado xOy, podemos comecar por
calcular o seu produto escalar.

U-v=—2x5+3x(-2)=-16

Logo, como U - v = Gl x IVl x cos (7 V) , temos que:

A

—16=v13xv29xcos (7. V) < \/_1(3/_—003(3,7)

Com a funcionalidade cos™' (ou acos) da calculadora, obtemos (U V) ~145°.

Angulo formado por dois vetores

Da definicdo de produto escalar entre dois vetores, vem que:

Dados dois vetores, ndonulos, U e V :
) u v

cos (Ti
1< 71
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2. Geometria analitica

Angulo formado por duas retas

-
 Se duas retas sao estritamente paralelas Nota:
ou coincidentes, a amplitude do angulo No caso de duas retas no espago
formado por elasé 0°. serem nao complanares, podemos

~ . considerar a projecao de uma delas
* Se duas retas sao perpendiculares, a proje¢

. A num plano paralelo que contém a
amplitude do angulo formado por elas P P _ q
é 90° outra reta. Considera-se que o

angulo formado pelas duas retas
iniciais € o angulo formado por essas
duas retas complanares.

* Se duas retas sao obliquas,
consideramos a amplitude do menor dos
angulos formados por elas.

J

A amplitude do angulo formado por duasretas r e s _r

representa-se por (rA s) .

Sejam T e s os vetores diretores das retas r e s, = S
respetivamente.

Se 0°< (7, §) <90°, entdo (r.s)=(F 5).

Logo, cos (r’s)=cos (7 5).

Se 90°< (7 7$) <180°, entdo (r.s)=180°= (F.3). -

Logo. cos(r?s)=cos<‘|80°—(?T§)>=—cos (773). s

A

Assim, concluimos que cos (r’ s) = |cos (7A§)|

Dadas duasretas r e s com vetores diretores I e s , respetivamente:

(rs) = Ir-s
COS\I', S) =~
Il < IS

A amplitude do angulo formado por duas retas varia de 0° a 90°.

0°<(rs) <90°

Exemplos

1. Vamos determinar a amplitude do angulo formado pelos vetores u(-2,3)
ev (5, -3).

—

U-V=—2x5+3%x(-3)=-10-9=-19

Il =vV(=22+3*=v13; IVIl=v5%+(-3)°=v34
19
V13 xV34

Com a funcionalidade cos™' (ou acos) da calculadora, obtemos (U A V) ~ 155°.

cos (V)
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2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

2. Vejamos como determinar a amplitude do angulo formado pelasretas r e s,
definidas por:

er:(x,y)=(1,-5+k(-1,1), kKER

°S: y:%x—‘l

Um vetor diretor dareta r é r(—=1, 1) e um vetor diretordareta s é s(3, 2).
r-S=—1x3+1%x2=-3+2=-1

I7l=v(=17+12=v2; 51 =V3?+22 =13

cos(r?s)— =1 1

T V2xV13 V2xV13

Com a funcionalidade cos™' (ou acos) da calculadora, obtemos (r , s) ~79°.

Exercicios
@ Considera, num referencial ortonormado xOy, os pontos A(-2,0), B(-1, 3),
1 2
c( = 2) e D(S, 1).
14.1. Calcula as normas dos vetores Té A_C> B_Cf ﬁ Eﬁ e C_D>

14.2. Determina, em graus, arredondada as décimas:

a) (A8 AC) b) (4D " AC)
¢) (BC  BD) d) (CA ¢cD)

14.3. Determina a amplitude do angulo formado pelas retas:
a) AD e BD b) AB e BC

@ Num referencial ortonormado xQy, considera o triangulo [SUL] tal que

S(-3,v2),U(2v3,0) e L(-1,3V2).

Classifica o triangulo [SUL] quanto aos angulos.

@ No referencial ortonormado xOy da figura esta yh A
representado o trapézio isésceles [LUAR]. R U
16.1. Indica as coordenadas dos vértices do trapézio 1

representado. / >
01 X
16.2. Determina as amplitudes dos angulos internos do L ‘

trapézio [LUAR].

16.3. Determina a amplitude, arredondada as décimas do grau, do angulo formado
pelasretas LR e AU.
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2. Geometria analitica

Q Determina a amplitude, arredondada as unidades do grau, do angulo formado

98

pelos vetores U e vV, definidos, num referencial ortonormado Oxyz, por:
171. t(1,3,0) e v(1,0, -2)

17.2. 4(0,0, -5 e v(2,-3,0)

17.3. U(-3. -2, ) ev(2,1,1)

17.4. U(1,0,2) e v(-2,1,-3)

Em cada caso, determina a amplitude dos angulos formados pelas duas retas.
Apresenta o resultado arredondado as centésimas do grau.

181. m: (x,y)=(1,-5)+k(3.0), kER e p: y=—x+2
18.2.7: 2y—6x=8 e s: y=—%x+1
18.3.n: (x,y)=(0,1)+k(-2,-3), kER e t: 3y—-3=x

No referencial ortonormado Oxyz da figura -4
encontra-se representada uma piramide triangular
reta.

Sabe-se que:
* oponto A tem coordenadas (0, 3, 0);

° o0 ponto B pertence ao semieixo negativo das
abcissas;

* oponto C pertence ao semieixo positivo das
cotas e ao plano de equacao z=5;

¢ as coordenadas do vetor ﬁ sao (-2,-3,0).

19.1. Indica as coordenadas dos vértices da piramide.

19.2. Determina as coordenadas e a norma do vetor:

a) CA b) CB
19.3. Calcula:

a) OA - OC b) CB - CO

c) AC -BA

19.4. Determina a amplitude, em graus, arredondada as centésimas, do angulo
formado por:

a)C_Bbea)> b)A_C’eEA'
c) CBe CA d) AB e CB



2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

2.2.6. Relacao entre os declives de retas perpendiculares

Consideremos um plano munido de um referencial ortonormado xOy, em que se
encontram representadas duas retas perpendiculares, ndo verticais, r € s.

Consideremos que as retas r e s sao definidas pelas equacbées y=mx+b e
y=m'x+b', respetivamente,com m, m'€R\{0} e b, b'ER.

Deste modo, os vetores 7 (1, m) e s (1, m') s3o vetores diretores dasretas r e s,
respetivamente.

Assim:

rls < rls < r.-s=0 < 1+mm'=0 & mm'=-1

No plano, duasretas r e s, com declives m e m', respetivamente, sdo perpen-
diculares se e s6 se o produto dos seus declives é iguala —1.

rls & mm'=-1

Exemplos

1. Vamos verificar se sao perpendiculares asretas t e p, definidas por:
ct:(x,y)=(-1.3)+k(2,1), kER

-p:y=%x—‘|
Am=2el1y2_1,
m=5, My=3 € 5xXz=x= 1

Logo, asretas t e p ndo sao perpendiculares.

2. Consideremos areta g definidapor (x, y)=(2,-3)+k(-2,5), kER.

Para encontrar a equacao reduzida de umareta r perpendicular areta g e que
passano ponto A (0, —2), comecamos por determinar o declive dareta r.

O declivedareta g é —%.

Seja m o declive dareta r. Entao:
S me_ _—1_2
2><m— 1 & m—_é 5

2

Assim, a equacao reduzida dareta r é dotipo y= %x +b.

Como o ponto A(0, —2) pertenceareta r:

r: y:%x—2
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2. Geometria analitica

3.

No referencial ortonormado xQy da figura estao s
representadas duas retas perpendiculares, r e s,
gue se intersetam no ponto de coordenadas (0, 6). 6

O ponto de coordenadas (8, 0) pertenceareta r.

Vamos determinar a equacao reduzida dareta s.

7 o0 1
mgxm,=—1 <& ms:—l 8\<
mf
Como m,=%=—% ms=—_i§=%. Assim, areta s é definida por y=%x+6.
4
Exercicios

@ Escreve a equacao reduzida da reta r, sabendo que passano ponto P(1, —-3) eé

perpendicular a reta definida por:

20.1. y=—%x+2 20.2.y—2x=5

20.3.(x,y)=(1,3)+k(2,-6), kKER 20.4.(x, y)=(0,-2)+k(-3,6), kER

@ Sabendo que asretas t e p sao perpendiculares, determina o valor de a, com

@ Na figura encontra-se representado, num referencial

@ No referencial ortonormado xOy da figura

—

a€IR, em cada um dos seguintes casos:

21.1. t: y=—%x—1 e p:ry=ax+2
21.2. t: (x, y)=(1,3)+k(3a, 6), KER e a€R\{0}, e p: y:—%x

213. t: (x,¥)=(-1,0)+k(-2,a), keER e p: (x,y)=(0,-3)+k(1,3a—-4), kKER

em Z.

Tendo em consideracao os dados da figura,
determina a equacao reduzidadareta LZ.

ylk Z
ortonormado xOy, o tridngulo [LUZ], retdngulo ,
s
-
o)
4
y

encontra-se representado o quadrado [LUPA].
Sabe-se que:

° ospontos A e L témabcissa 1 e —4,
respetivamente;

* oponto U temordenada —-3;
* aequacaoreduzidadareta LU é y=— %x .

23.1. Determina as coordenadas dos pontos L e U. 3l

23.2. Escreve a equacéao reduzida dasretas LA e UP.

23.3. Determina a ordenada do ponto A e escreve a equacao reduzida dareta AP.
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2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

2.2.7. Lugares geométricos no plano

Mediatriz do segmento de reta [AB]

Considera o segmento de reta [AB] talque A(-3,2) e B(5, —2).
Seja M o ponto médio do segmento de reta [AB].

Determina as coordenadas do ponto M. (Recorda: )

A mediatriz do segmento
dereta [AB] é areta

erpendicular a [AB] que
Usando o produto escalar de vetores, escreve perp [AB] q
passa no seu ponto

a equacao reduzida da reta perpendicular L
meédio.
a [AB] e que passa no ponto M. \_ )

Escreve a equacéao reduzida dareta AB.

Consideremos um ponto P pertencente a mediatriz de
um segmento de reta [AB] e seja M o ponto médio
desse segmento de reta.

Por definicdo de mediatriz de um segmento de reta,
sabemos que é uma reta perpendicular a esse seg-
mento de reta.

Assim: [AB] LMP <> AB - MP =0

A mediatriz do segmento de reta [AB] é o conjunto dos pontos P, do plano,
que satisfazem a condicao:
AB - MP =0

sendo M o ponto médio do segmento de reta [AB].

Exemplo

Para determinar a equacao reduzida da mediatriz do segmento de reta [AB],
sendo A(-1,5) e B(—2, —10), comegamos por determinar as
coordenadas do ponto médio, M, de [AB].

M<—1+(—2) 5+(—10))=M<_§ _é)

2 ' 2 2" 2
Coordenadas de ﬁ: (-2,-10)=(=1,5=(-1,-15)
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2. Geometria analitica

Seja P(x, y) um ponto qualquer da mediatriz do segmento de reta [AB].

MP - (=3 3\ (x43 yu2
Coordenadasde MP : (x, y) < 5 2>—<x+2,y+2>
E-W;:O e —x—%—‘ISy—%:O & —15y=x+39 &

x 39 _ 113
S YTTI5 T YT T s

Reta tangente a uma circunferéncia num ponto

Na figura estao representadas a circunferéncia de yﬂ
centro C(2, 3) e que passa na origem do referencial t\
e areta t, tangente a circunferéncia no ponto A de
abcissa 4.

Escreve a equacao reduzida da circunferéncia
representada.

Determina a ordenada do ponto A.

Qual é o declive dareta CA? () 4 X

Usando o produto escalar de vetores, escreve a equacao reduzida dareta t.

Recorda:
Qualquer reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de
tangéncia.

Consideremos um ponto P pertencente a reta tan- NPy

gente a circunferéncia de centro C no ponto T (ponto
de tangéncia).

Como ja vimos, areta t é perpendicular ao segmento
dereta [CT] no ponto de tangéncia, T.

Assim: ﬁiﬁ = ﬁ-ﬁ:o

A reta tangente a uma circunferéncia de centro C no ponto T (ponto de tan-
géncia) é o conjunto dos pontos P, do plano, que satisfazem a condicao:

@ -1 =
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2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

Exemplo

Vamos determinar a equacao reduzida da reta tangente a circunferéncia

definida por (x — ‘I)2 +(y+ 2)2 =26 noponto T(2, 3).

Sabemos que o centro da circunferéncia é o ponto C(1, —2).

Coordenadas de CT : 2,3)-(1,-2)=(1,5)

Seja P(x, y) um ponto qualquer da reta tangente.

Coordenadas de TP : (x,y)—-(2,3)=(x-2,y-3)

Assim: CT - TP =0 ¢> 1 x(x—1%)+5><(y—3):0 < x-2+5y-15=0 &
X

=— 17 =—=4—
& by X+ Sy 5+5

Circunferéncia de diametro [AB]

Considera a circunferéncia de didametro [AB], talque A(-3, -4) e B(5, - 2).
Escreve a equacao reduzida da circunferéncia de diametro [AB].

Determina a ordenada do ponto P, sabendo que pertence a circunferéncia,
tem abcissa 0 e a sua ordenada é positiva.

Mostra que as retas AP e PB sao perpendiculares.

Recorda:
Um angulo inscrito numa semicircunferéncia é reto.

Seja P um ponto pertencente a uma circunferéncia de
didmetro [AB]. B

Como ja recordamos, o angulo APB é um angulo reto,

qualquer que seja o ponto P da circunferéncia consi-
derado, diferente de A e de B. Por outro lado, se o

—

ponto P coincidircom A oucom B, entdo ﬁ:o A

P,y

—_— — i
ou BP =0, respetivamente.

Assim: A_P>J_§5 = A_P>o§5:0

A circunferéncia de didmetro [AB] é o conjunto dos pontos P, do plano, que
satisfazem a condicao:
AP -BP =0
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Exemplo

Vamos determinar a equacgao reduzida da circunferéncia de didametro [AB] tal

q
S

ue A(2,-1) e B(1, 3).

eja P(x, y) um ponto qualquer da circunferéncia.

AP .BP =0 x=2,y+1)-(x-1,y-3)=0 <

2 2 _ 3\’ 2_ 17
& X -3x+2+y°-2y-3=0 & (x—-=) +(y—-1) =2

2

Exercicios
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Em cada caso, determina a equacéao reduzida da mediatriz do segmento de reta
[PQ], usando o produto escalar.

241. P(0,2) e Q(3,0) 24.2.P(-5,1) e Q3.7
24.3.P(3,-2) e Q(-5,0) 24.4.P(1,3) e Q(-2,6)

Usando o produto escalar, escreve a equacao reduzida da reta tangente, no ponto
de abcissa 1, a circunferéncia definida por:

25.1. x>+ (y - 5)"=9 no ponto de abcissa 3;

25.2. (x+1)*+(y+3)*=16 no ponto de coordenadas (— 1, 1);

25.3. (x+3)° +y?=25 no ponto de coordenadas (0, 4);

25.4. x° + 2x+ y*> — 6y =64 no ponto de coordenadas (-6, 10).

Recorrendo ao produto escalar, determina a equacao reduzida da circunferéncia
de didametro [RS], sendo:

26.1. R(0,-3) e S(2, 1) 26.2. R(-1,2) e S(5,0)

26.3. R(—1,3) e S(5,4) 26.4. R(2,5) e S(-4,3)

Considera os pontos A(3, —6), B(—5, 2) eseja M o ponto médio do segmento
dereta [AB].

Identifica o lugar geométrico dos pontos P do plano que satisfazem a condicao
apresentada em cada caso e escreve a respetiva equacao que o define.

274. AB - BP =0 27.2. AB - MP =0
27.3. PA - PB =0 27.4. AP - AP =0
27.5. AP - PM =0 27.6. AM - MP =0



2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espaco

Na figura encontra-se representado um papagaio,
[CATQ], tal que: 14

TAC=53°, OTA=108°, CA=22 e TO = 14

Determina o valor, arredondado as décimas, de: c 108" T
11. AC - AT 1.2. CA - AT s

1.3. CA.CO 1.4. OC . OT —

1.5. 7O - OC 1.6. 74 - OT v

Determina o produto escalar dos vetores U e V , sabendo que:
21. [7ll=3, IVl=3v2 e (@ V)=90°

22.171=Y2, 7l=2 e @7)=120°

2.3. [dll=2, IVIl=3v3 e (7 V) =150°

Vl=2v2 e (G V) =135°

2.4. ldll=2,
Determina a amplitude, arredondada as décimas do grau, do angulo formado

pelos vetores U e vV, sabendo que:

3.1. [Gl1=3, IVIl=3v2 e U.V:%

3.2. lull=5v2, IVll=3 eu.v=10

3.3. lull=2, IVll=v3eu.v==2

34 llill=2, Wl=3v3ed.v=-3
Na figura ao lado encontra-se representado G F
um decagono regular. u £
Indica, justificando, o valor l6gico (verdadeiro
ou falso) das seguintes afirmacoes: ;

—_ — —_— — D
41. AB-FG >0 4.2. GH - HI >0
4.3. AH - HG <0 4.4. 1D - DE >0 J c
4.5. AJ - AB >0 4.6. JF - FC >0 A B
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Sabendo que Gl=3, IVl=3v2 e (7 V) =45°, determina:

51.U-V 5.2.V.V 53.U-U
5.4.0-(V+14) 5.5. - U - (2V) 5.6. —v - (V-20)
Na figura encontra-se representado D C

um retangulo, [ABCD], tal que:
AD=a, com a€ER"

_ a
AB=2AD BE = A? E
Mostra que: A B
—_— — 2 —_— — —_— — 2
6.1. BE - ED =2Ta 6.2. CD - AF = — 43 6.3. AE - DF = 3‘;3

Considera os pontos A(-1,5,2), B(3,0,-1), C(-3,1,-5)

e D(0, —2, 3), definidos num referencial ortonormado do espaco.
Determina a amplitude, arredondada as décimas do grau, do dngulo formado
pelos vetores:

71. AB e AC 7.2. AB e BC 7.3. BD e AC

No referencial ortonormado da figura yT

esta representado o trapézio escaleno P A
[SAPO]. |

8.1. Determina as coordenadas e as l R

—_ —_—
normas dos vetores OS, SA , ‘ ‘
— —
AP e PO .

8.2. Usando o produto escalar, determina, em graus, as amplitudes dos
angulos internos do trapézio. Apresenta os resultados arredondados as
centésimas.

8.3. Classifica o tridangulo [OAP] quanto a amplitude dos angulos. Justifica a
tua resposta.

Determina o valor de k, com k€ IR, sabendoque U e V sdo

perpendiculares.

9.1. U(2,3k-1) e v(-1,2) 9.2. U(k*, k) e V(=1,4)

9.3. U(2k, k—1) e V(=k, 0)



2.2. Produto escalar de dois vetores no plano e no espago

Determina k, com k€IR, sabendo que o angulo formado pelos vetores
U3k, k+1) e v(1, k) é obtuso.

Determina a amplitude, arredondada as centésimas do grau, do angulo
formado pelas retas:

M1 r:(x,y)=(-1,2)+k(2,-3), keER e
s: (x,y)=(0,v3)+k(1,5), kKER

11.2.m: (x,y)=(1,v2) +k(0,2), kER e t: y=—x+3

11.3. p: y=%x+1 e q:2y+x=5
Considera, no plano, o vetor V(- 1, 4), oponto A(-1,5) eareta r
definida por y=—§+5.

12.1. Escreve a equacao reduzida dareta t, que passano ponto A etema
direcdo do vetor Vv .

12.2. Escreve a equacao reduzida dareta s, perpendicular areta r e que
passa no ponto A.

12.3. Determina a amplitude do angulo formado pelasretas r e t. Apresenta
o resultado arredondado as décimas do grau.

A
Y]
No referencial ortonormado xOy da figura, estao 3 \U\
representadas as retas perpendiculares r e s, que se ;
intersetam no ponto de coordenadas (1, 3).

Areta r é definidapor y—4x+1=0.

v

Escreve a equacdo reduzidadareta s. ]

Num referencial ortonormado xOy, considera os pontos X(- 3, 2),
P(1,2)e T@3B,-1).
14.1. Recorrendo ao produto escalar de vetores, escreve:

a) a equacdo reduzida da circunferéncia de didmetro [PT];

b) a equacéo vetorial da reta tangente a circunferéncia, definida em a),
no ponto T;

¢) a equacao reduzida da mediatriz do segmento de reta [XP].

14.2. Determina a amplitude, em graus, do angulo formado pelas retas XP
e PT. Apresenta o resultado arredondado as décimas.
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2. Geometria analitica

No plano, considera a circunferéncia C de equacdo x*—2x+y’+4y+1=0
e areta r definidapor 2x —y=3.

15.1. Mostra que o centro da circunferéncia é o ponto de coordenadas (1, — 2)
eoraioé 2.

15.2. Determina a equacao reduzida dareta t, tangente a circunferéncia C
noponto T(—-1, -2).

15.3. Verifica se asretas r e t sdo perpendiculares.

15.4. Determina o(s) ponto(s) de intersecao dareta r com a circunferéncia C.

Na figura, no referencial ortonormado xOy,
estao representadas a circunferéncia de
diametro [AB] e areta t, tangente a
circunferéncia no ponto A.

Sabe-seque A(-2,2) e B(2,0).

16.1. Determina a equacao reduzida da
circunferéncia representada.

16.2. Escreve a equacdao reduzida dareta t
e verifica se é perpendicular areta r
de equacdo 2y+x=6.

Aretade equacao y=-2x+ 1 étangente a uma circunferéncia de centro
C(0, —=1) numponto A.

17.1. Determina a equacgao reduzida da reta que passa nos pontos A e C.

17.2. Determina as coordenadas do ponto A.

No referencial ortonormado xOy da A
figura encontram-se representados
olosango [ABCD] easretas r e s,
mediatrizes dos segmentos de reta
[AB] e [BC], respetivamente. A

Os pontos A e C tém abcissas A0 Tl e

—2 e 2, respetivamente, e o ponto B _2:~.\ 0 DR T
tem ordenada — 1. o

. 14 A
Define a regido colorida da figura -11B
através de condicdes.
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2.3. Equacdes de planos no espaco

2.3. Equacoes de planos no espaco

2.3.1. Vetores normais a um plano

Como sabemos, uma reta é perpendicular a um plano num ponto se for perpendicu-
lar a duas retas do plano concorrentes no referido ponto.

Na figura encontra-se representado um prisma quadrangular reto.
Usando letras da figura, indica: H G

trés retas perpendiculares ao plano ABC;
areta perpendicular ao plano EFG no ponto H;

duas retas contidas no plano EFG e que sejam
perpendiculares a reta AE no ponto E. A B

Um vetor diz-se normal a um plano se for um vetor r
nulo ou se as retas de que é vetor diretor forem per-
pendiculares a esse plano.

—_—
St

2.3.2. Equacao cartesiana do plano

Consideremos, no espac¢o, um plano o e um ponto A(x,, ¥o. Z,) que Ihe pertence.
Sendo n,(a, b, ¢) um vetor nao nulonormala o e P(x, y, z) um ponto qualquer do
plano o, vemque n,- AP =0.

Coordenadas de AP : (x, ¥, 2)= (X0, Yo, Zo)=(Xx—=X0, Y= Yo, Z— Zp)
Ffa-A_P>:O & a(x—x)+b(y—-Yyo)+c(z—2)=0

Logo, a equagao cartesiana a(x — x,)+ b (y — y,) + ¢(z— z,) =0 define o Unico plano «
que passa no ponto A (x,. Yo, Z,) € é normal ao vetor n,(a, b, c).

Procedendo aos calculos de simplificacdo, obtemos a equacdo cartesiana
ax+by+cz+d=0, emque d=—(axy+by,+Cz,).
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2. Geometria analitica

Seja A (X,, Yo, Z,) um ponto de um plano « e 1,(a, b, c) um vetor normala c.
O plano o pode ser representado pelas
equacobes cartesianas:

e a(x—x)+b(y—yo) +c(z-2)=0 AlXy Yo Z,) =
e ax+hby+cz+d=0

fﬁ/(a, b, c)

Exemplos

1. Consideremos, no espaco, o plano 3, que passanoponto A(2, -3, 1),
eovetor v=(1, -2, 5), normalaoplano f3.

Seja P(x, y, z) um ponto qualquer do plano . Sabemos que V - AP =0.
Coordenadas do vetor AP (x=2,y+3,z-1)

Logo: AP -V =0 ¢> x—2-2y—6+52-5=0 ¢> x—2y+5z—13=0
Assim, o plano f é definido pela equacgéao cartesiana x — 2y+5z—-13=0.

2. Na figura encontra-se representado um cubo. H

Em relacdo a um referencial ortonormado, sabe-se
que B(1,3,2) e F(2,4,6).

O vetor E—z(‘l , 1, 4) énormal ao plano EFG e o
ponto F pertence ao plano EFG.

Sendo P(x, y, z) um ponto qualquer do plano EFG, A C
vem que E—"-ﬁ:o.

Coordenadas de FP : (x-2,y—4,z-6)

Logo: ﬁ-ﬁzo & X—-2+y—-4+447z-24=0 & x+y+4z-30=0

Assim, uma equacao cartesiana do plano EFG é: x+y+4z—-30=0

Exercicios

@ Considera, num referencial ortonormado do espaco, o ponto A(-1, 5, 2)
pertencente aum plano & e o vetor V(- 1,3, -1), normala é.

28.1. Verifica se cada um dos seguintes pontos pertence ao plano 6.
a) P(0,3,-1) b) Q(2,3,-7) ¢) R(0,0,-1)

28.2. Determina k, com k€IR, talque o ponto T(—2, 3k, k) pertence ao plano ¢&.
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2.3. Equacdes de planos no espago

@ Representa através de uma equacao cartesiana o plano o, que passa no ponto A
e que admite U como vetor normal, sendo:

291. A(-2,1,-1)eu(1,0,-3)
29.2.A(2,-3,0)eu(-3,1,2)
29.3.A(1,-1,2)eud(-2,1,3)
@ Considera, num referencial ortonormado, o plano o definido pela equacao
cartesiana 2x - y+3z-1=0.
30.1. Indica as coordenadas do vetor normal ao plano «.

30.2. Determina k, com k€IR, sabendo que o ponto T(2k, 1, — k) pertence ao
plano «.

@ Em relagcado a um referencial ortonormado Oxyz, %
o cone reto da figura tem vértice V(-3, 2, 12)
e o centro dasuabase éoponto C(-1, -1, 8).

Determina uma equacao cartesiana do plano que
contém a base do cone.

—

Equacao cartesiana de um plano definido por trés pontos nao
colineares

A partir de trés pontos A, B e C, nao colineares, de um plano o, conseguimos
determinar a equacéo cartesiana desse plano.

Para tal, comecamos por determlnar os vetores diretores de duas retas concorrentes
desse plano, por exemplo, AB e AC

Um vetor n, ndo nulo, é normal ao plano ABC se:
- — -, —
n-AB=0 A n-AC=0

|

°C

Deste modo, sera possivel determinar as coordenadas de um vetor normal ao plano.

Conhecendo as coordenadas de um ponto do plano e de um vetor normal a esse
plano, seré possivel obter uma equacéao cartesiana que o defina.

m



2. Geometria analitica

Exemplo

Num dado referencial ortonormado do espaco, consideremos 0s pontos
A0,-3,1),B(-2,0,1) e C(0,3,0).

Os vetores ﬁ(— 2,3,0) e B_C>(2, 3, — 1) sdo nado colineares, logo os
pontos A, B e C definem um plano.

Sendo n(x;, y;. zz) um vetor normal ao plano ABC, vem que:

AB-n=0 A BC-n=0

Entéo:
_2.. .
—2x;+3y>=0 Yi=3% ﬁ=2§” cR
2xs+3ys—2z:=0 2 At +
n Y n 2)C3+3X§XH—ZH=O Zp=4x;

5=2
Por exemplo, se x; =3, entao: {2212
Logo, n(3, 2, 12).
Uma equacéo cartesiana do plano ABC é dotipo 3x+2y+12z+d=0.
Como C(0,3,0)€ABC, entdo: 3x0+2x3+12x0+d=0 < d=-6

Logo, uma equacao cartesiana do plano ABC é: 3x+2y+12z—-6=0

2.3.3. Relacao entre a posicao relativa de dois planos e os
respetivos vetores normais

Planos paralelos

Dados dois planos o e , com vetores normais
n, e n,, respetivamente, os planos « e f sdo
estritamente paralelos ou coincidentes se e s6 A
se 1, e Ii; sdo colineares. :

—>
D_;3l

—
S|
=
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Se os planos o e B sao paralelos, entdo sabemos que
qualquer reta perpendicular a um dos planos também é
perpendicular ao outro.

Desta forma, qualquer reta perpendicular considerada
tera como vetor diretor um vetor colinear com 1, e nj.
Logo, os vetores 11, e n, sdo colineares.

e b ~ .
Por outro lado, se os vetores n, e n; sao colineares,

2.3. Equacdes de planos no espaco

Nota:

Dados diversos planos
paralelos, qualquer reta
perpendicular a um dos
planos é perpendicular a
todos os outros planos.

entdo qualquer reta perpendicular ao plano o tem como vetor diretor um vetor colinear
comn, e Ffﬁ. Assim, essa reta também é perpendicular ao plano f3.

Logo, sendo os planos « e B perpendiculares a mesmareta, entdo o e f sao paralelos.

Exemplos

1. Vamos determinar uma equacao cartesiana do plano estritamente paralelo
ao plano de equagcdo x -y —3z+2=0 e que passanoponto P(2, 1, —3).

Como os planos sao paralelos, entdo admitem vetores normais colineares.

Em particular, admitem o mesmo vetor normal.

Entdo, a equacao do referido plano é daforma x—y—-3z+d=0.

Como o ponto P pertence ao plano:

2-1-3%x(-3)+d=0 < 2-1+9+d=0 & d=-10.

Logo, uma equacgao cartesiana do plano é:
x-y-3z-10=0

2. Consideremos os planos o e 3 definidos por:

o:3x-y+z=—-1epB:y—-z-3x-3=0

* Para saber se os planos o e B sao paralelos, basta verificar se os vetores

n,3,-1,1) e ng-3,1,-1), normais aos planos « e B, respetivamente,

sdo colineares.

3 1

Como — _1—1=— entao os vetores sao colineares. Logo, os planos o e f8

_3°
sao paralelos.

_’I'

* Se pretendermos saber se 0s planos sao estritamente paralelos, para além de
verificar se 0s vetores normais sao colineares, basta aferir que ha um ponto que
pertence a um plano e ndo pertence ao outro.

Por exemplo, o ponto de coordenadas (0, 2, 1) pertence ao plano «. Vejamos
se pertence ao plano .

2-1-3x0-3=-2
Entdo, (0, 2, 1)&B. Assim, o e  séo dois planos estritamente paralelos.
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2. Geometria analitica

Planos perpendiculares

Dados dois planos o e 3, com vetores normais 2
i 3 5
n, e n,, respetivamente, os planos o e f sdo g
perpendiculares se e sé se 1, e I, so perpendi- | * n,
culares. b
‘ { o
B
Exemplos

1. Osplanos a: 3x—y+z=-1 e B: x+3y+2=0 sao perpendiculares, pois 0s
vetores 11, (3, -1, 1) e ny(1, 3, 0) sdo perpendiculares.
Ny Ng=3x1-1x3+1x0=3-3+0=0

2. Consideremos o plano «, definidopor x—2y—-z+2=0, eareta r,

perpendiculara o e que passanoponto P(2, 1, —3).

* Areta r tema direcdo do vetor n, (1, -2, —1).
Entdo, pode ser definida pela seguinte equacao vetorial:
(x,y.2=(2.1,-3)+k(1,-2,-1), kKER
* Seja Q oponto deintersecao dareta r, definida anteriormente, com o plano .
Vamos determinar as coordenadas do ponto Q.
Comecemos por determinar as coordenadas de um ponto genérico dareta r.
x=2+k
(x,y.2)=(2,1,-3)+k(1,-2,-1),kER & y=1-2k , kKER
z=—-3-k
Logo, as coordenadas de qualquer ponto da reta sdo da forma:
2+k,1-2k,-3-k), kKER

Sendo Q o ponto deinterse¢cado dareta r com o plano o, entdo também
pertence ao plano «.

Assim, determina-se o valor de k que da as coordenadas de Q:
2+k-2(1-2Kk)— (-3 -kK)+2=0 < 2+k-2+4k+3+k+2=0 &
5

<:> 6k=—5 @ k=—€

Assim: Q<2—%, 1 —2<_%>,_3_<_%>>:<%,%’_%>
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2.3. Equacdes de planos no espago

Exercicios
@ Considera, num referencial ortonormado Oxyz, osplanos «, B e §:
a:2x-y+z=0,B:x-2z+1=0e 6: —2x+1+4z=0
32.1. Verifica se os planos o e B sao perpendiculares.
32.2. Ha dois planos que sao estritamente paralelos. Quais? Justifica.

32.3. Escreve uma equacao vetorial dareta r, perpendicular ao plano o e que
passanoponto A(-1,5,0).

32.4. Determina as coordenadas do ponto de intersecao dareta r com o plano o.
@ Considera, num referencial ortonormado Oxyz, o plano B definido por
2x—y+z=0 eospontos P(3,-2,3) e Q(2k, -1, -k), com kER.

33.1. Escreve uma equacéao cartesiana do plano estritamente paraleloa 8 e que
passa no ponto P.

33.2. Escreve uma equacao vetorial dareta s, perpendiculara 8 e que passa no
ponto P.

33.3. Determina as coordenadas do ponto de interse¢do dareta s com o plano f3.
33.4. Determina k, com k€ IR, de modo que areta PQ seja paralela ao plano §.

@ Num referencial ortonormado Oxyz, considerao ponto T(0, 2, —1) eareta t,
definida por:

(x,y,2)=(0,-2,1)+k(2,0,-1), kER

34.1. Escreve uma equacao cartesiana do plano perpendicular areta t e que passa
noponto T.

34.2. Escreve uma equacao vetorial dareta s, paralelaareta t e que passano
ponto T.

@ Na figura esta representado um prisma quadrangular regular. H G

Num dado referencial Oxyz, o plano ADH é definido por 5 F
2x+3y+z+1=0 eoponto F temcoordenadas (3, 1, 6). '

35.1. Determina uma equacao cartesiana do plano BCG.

35.2. Escreve uma equacao vetorial dareta EF.

D; c
35.3. Determina as coordenadas do ponto E. -

115



Manual
Digital

Video
Equacéo vetorial
de um plano

e [i]

2. Geometria analitica

@ Considera o cone reto representado na figura. %4

Dado um referencial ortonormado Oxyz:

* abase do cone é uma seccgao da esferacom
o mesmo centro, C, e o mesmo raio, definida
por (x —3)°+(y—8)’+(z-5)°<9;

* o vértice, V, tem coordenadas (2,5, 9).

36.1. Indica as coordenadas do centro da base do cone, C.

36.2. Determina uma equacao cartesiana do plano que contém a base do cone.

2.3.4. Equacao vetorial do plano. Equacoes paramétricas

do plano

Consideremos um plano o, um ponE) A(Xa, Ya. Za) ‘i /;;'
pertencente a « e dois vetores, u (x;, yz, z;) €
V(xv, Y. Zy), nao colineares, paralelosa «. —

v u
Sabemos que existem duas retas, contidas no plano o, A
comadirecdode U ede V , que se intersetam no
ponto A.

Assim, para qualquer ponto P do plano o, sabemos que existem a, bR tais
que AP =ali+bV .
Logo, sendo P (x, y, z) um ponto qualquer do plano «:

(X, ¥, 2)=(Xa, Ya: Za)+a (X5, Yi. Z5) +b (X7, ¥y, Zy) @, bER.

Sejam o um plano, A (x,, ya, Z,) um ponto pertencente ao plano o e
U (xg, ys. Zz) e V(Xy, yv, Zy) dois vetores, ndo colineares, paralelos ao plano o .
Uma equacio vetorial do plano o é:

(x,Y,2)=(Xa, Ya, 24) +a (X3, Y5, 25) + b (X7, ¥3, z7) , a, bER.

Consideremos A(xXa, Ya. Z4). U (Xz, Yz, Z5) € V(Xz, Yy, Zv).
Entdo, uma equacao vetorial do plano o é:
(X, Y, 2)=(Xp. Ya: Za)+a(Xg, Y5, Z5) +b (X7, yv. 27), a, bER
X=X+ ax; +bxy

Logo, o plano o pode ser definido por: {y=y,+ay;+byy , a, beR
Z=2Z,+az;+bz;
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2.3. Equacdes de planos no espaco

Sejam « um plano, A (x4, Y., Z,) um ponto pertencente ao plano « e
U (xz, s, Zs) e V(Xy, s, z;) dois vetores, ndo colineares, paralelos ao plano o.

Um sistema de equacdes paramétricas do plano « é:
X =X,+ax;+ bxy
y=yatay;+by; ,a,beER
Z=2Z,+az;+ bz

Exemplos

1. Consideremos o plano o definido por:
(x,y,2)=(-1,3,0)+a(0,2,3)+b(-1,0,2), a,beR
O ponto P(0, 5, 1) pertence ao plano «, pois:
(0,5,1)=(-1,3,00+a(0,2,3)+b(-1,0,2) &
0=-1-b b=-1
& 15=3+2a & ja=1
1=3a+2b 1=3x%x1+2x(=1)« Proposicéo verdadeira

2. Para obter a equacao vetorial do plano que contém areta r, definida por
(x,y.2)=(0,0,1)+k(2,-1,0), k€RR, eque passanoponto P(—1,5, 1)
nao pertencente a reta r, comegcamos por determinar as coordenadas de um
vetor paralelo ao plano e ndo colinear com o vetor diretor dareta r.

Oponto Q(0, 0, 1) pertence areta r, logo também pertence ao plano.

Coordenadas de HD’: (0,0,1)-(=1,5,1)=01,-5,0)

—
O vetor PQ e o vetor diretor dareta r, de coordenadas (2, — 1, 0), ndo sdo

colineares, pois %;ﬁ % .

Assim, uma equacao vetorial do plano é:
(x,y.2)=(0,0,1)+a(2,-1,0+b(1,-5,0), a,beR
3. Uma equacéo cartesiana do plano definido pela equacao vetorial

(x,y,2=(0,0,1)+a2,-1,1)+b(1,-5,1), a, b€ER, pode ser obtida
através da resolucdo de um sistema.

(x,y.2)=(0,0,1)+a(2,-1,1)+b(1,-5,1) &

x=2a+b b=x-2a b=x-2a
y=—a-5 & {y=—a-5(xx-2a) & {y=—-a-5+10a &
z=T1+a+b z=1+a+b z=1+a+b
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2. Geometria analitica

__ 1.2
b=X—2(5x9+y) b=-gX-gY b=—%x—%y
_5,. .1
i a:5x9+y <:><a—9x+9 — a:gx+%y
5 1 1 2
z=1+a+b z:1+§x+§y—§x—§y —-4x+y+9z-9=0

Uma equacao cartesianado planodado é: —4x+y+9z—-9=9

. Consideremos o plano S definido pela equacéo vetorial:
(x,y.2)=(-1,2,-3)+a(-1,1,0)+b(3,2,2), com a, beER
Sejam n (x;, y7. z;) umvetor normalaoplano 8, U (-1,1,0) e v (3, 2, 2).

U-n=0AV-n=0 &

& —Ixx+1XYz=0A3Xx:+2Xyz;+2%x2;=0 &

- X;+y5=0
neo = e R
3x5+2y5+22;=0 Nota:
_ Este é um processo
Y5=X5 _
L= = alternativo para obter
3x;+2x;+22;=0 ~ .
uma equacgdao cartesiana
Ya=X5 de um plano a partir de
= _ bxz. X5 €R _ uma equacio vetorial.

T2
Assim, H()Cﬁ, X7 —gXﬁ> . Xn € R.
Se, por exemplo, x;=2, vemque n(2, 2, - 5).
Uma equacéo cartesiana do plano 8 é dotipo 2x+2y —5z+d=0.

O ponto de coordenadas (-1, 2, — 3) pertencea (3, logo:
2X(=1)+2%x2-5%x(-=3)+d=0 & d=-17

Entdo, uma equacéo cartesianadoplano 8 é: 2x+2y—-5z—-17=0

Exercicios

@ Em cada caso, verifica se os pontos A, B e C definem um plano e, em caso
afirmativo, define-o através de uma equacao vetorial e de um sistema de equacdes
paramétricas.

371. A(-2,0,1),B(2,-1,00e C(-1,1,-2)
37.2. A(2,3,1),B(2,1,1) e C(1,3,0)
373. A(2,2,1),B(1,-1,1),C(-1,0,0)
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2.3. Equacdes de planos no espago

@ Considera os planos «a, B e 6 definidos por:
ca: (x,y,2)=(-2,0,1)+a(2,-1,0+b(-1,1,-2),a,bER

xX=1+2a-b
*B:iy=—a+b ,a,beR

z=2+a+2b
*d:(x,y.2)=(1,3,.N+a2,1,)+b(-1,-1.3),a,bER

38.1. Define cada um dos planos através de uma equacao cartesiana.

38.2. Determina o ponto de intersec¢ao do plano o com o eixo das abcissas.

@ Considera a piramide quadrangular da figura. D

C
Em relacédo a um referencial ortonormado Oxyz,
sabe-seque A(3,4,6), B(3,8,6) e V(1,6,2). A
39.1. Escreve uma equacao vetorial do plano ABV.

39.2. Determina as coordenadas do ponto M, centro
da base, [ABCD], da piramide.

39.3. Escreve uma equacao cartesiana do plano ABC.

39.4. Escreve um sistema de equacdes paramétricas
\ do plano paralelo ao plano ABC e que contém o ponto V.

2.3.5. Lugares geométricos no espaco

Vimos anteriormente como determinar, no plano, as equacdes reduzidas da mediatriz
de um segmento de reta, de uma circunferéncia e da reta tangente a uma circunferén-
cia num ponto, recorrendo ao produto escalar de vetores.

De modo anéalogo, no espaco, podemos usar o produto escalar de vetores para
determinar uma equacao cartesiana do plano mediador de um segmento de reta,
a equacao reduzida de uma superficie esférica e uma equacao cartesiana do plano
tangente a uma superficie esférica num ponto.

Plano mediador do segmento de reta [AB]
O plano mediador do segmento de reta [AB] é o lugar

geomeétrico dos pontos P, do espaco, que satisfazem a
condicao:

AB - MP =0

sendo M o ponto médio do segmento de reta [AB].
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2. Geometria analitica

Exemplo

Em relacédo a um referencial ortonormado Oxyz, consideremos os pontos
A3,4,2)e B(-1,8,6).

As coordenadas do ponto médio de [AB] séo:
3+(=1) 4+8 2+6

M ( 2 22

Seja P(x, y. z) um ponto qualquer do plano mediador de [AB].

):M(1,6,4)

Desta forma, ﬁ(—4, 4,4) e W(x—1,y—6,z—4). Entdo:

AB -MP =0 < —4x+4+4y—24+4z-16=0 <
& —4x+4y+4z-36=0 & —-x+y+z-9=0
Uma equacao cartesiana do plano mediador de [AB] é: —x+y+z—-9=0

Superficie esférica de diametro [AB]

O
A superficie esférica de didmetro [AB] é o lugar geomé-
trico dos pontos P, do espaco, que satisfazem a condicao: A& B
AP - BP =0
Exemplo

Num referencial ortonormado Oxyz, consideremos os pontos M(-3, 0, 1)
e Q(-1,2,1).

Vamos determinar a equacgao reduzida da superficie esférica de diametro [MQ].
Seja P(x, y. z) um ponto qualquer da superficie esférica.

Entdo, W(x+3, y.z=1) e as(x+1, y—-2,z-1).

MP-QP =0 < (x+3)(x+1+y(y-2)+z=1)(z-1=0 <

& X +4x+3+y°—2y+ (z—-1)°=0 &

S X HAx+4+y*—2y+ 14+ (z2-1)’=-3+4+1 &

& x+2°+ (=1 +z=-1)7=2

Plano tangente a uma superficie esférica num ponto

O plano tangente a uma superficie esférica de centro C
no ponto T é o lugar geométrico dos pontos P, do es-
paco, que satisfazem a equacio:

i o W =10
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2.3. Equacdes de planos no espaco

Exemplo

Vamos determinar uma equacao cartesiana do plano tangente a superficie
esférica definida por (x + 2)2 +(y - 1)2 +(z—- ‘I)2 =2 noponto T(-2,0,0).
O centro da superficie esféricaé oponto C(-2, 1, 1).

Seja P(x, y. z) um ponto qualquer do referido plano tangente.

Deste modo, ﬁ(o, -1,-1) e ﬁ(x+2,y, 2).
Entao: E’-ﬁ?o & —y—z=0

Exercicios

@ Em relacdo a um referencial ortonormado Oxyz, considera os pontos A(1, 2, 5),
B0,-3,1) e C(-1,3,-2).

40.1. Escreve uma equacao cartesiana do plano mediador do segmento de reta [BC].
40.2. Determina a equacéo reduzida da superficie esférica de diametro [AC].
@ Em relacdo a um referencial ortonormado Oxyz, considera a superficie esférica

definida por (x — 2)’+y?+(z+3)*=4, oponto T(2, 2, — 3) pertencente a superficie
esféricaeareta r deequacado (x,y,z)=(1,-1,2)+k(2,0,-1), kER.

41.1. Escreve uma equacao vetorial dareta CT, sendo C o centro da superficie
esférica dada.

41.2. Determina uma equacgao cartesiana do plano tangente a superficie esférica
noponto T.

41.3. Averigua se areta r é perpendicular ao plano tangente definido em 41.2..

@ Considera o prisma quadrangular reto representado na figura. H

Num dado referencial ortonormado do espaco, sabe-se que: G
B(0,4,0),C(-2,5,0) e F(0,4,6) /

42.1. Determina uma equacao cartesiana do plano EFG.
42.2. Mostra que o ponto G tem coordenadas (-2, 5, 6).

42.3. Determina a equacao reduzida da superficie esférica
de didmetro [BG].

42.4. Mostra que o plano mediador do segmento de A <
reta [CF] é definido pela equacdo 4x — 2y +12z=23. B

42.5. Escreve uma equacao da reta perpendicular ao plano
mediador do segmento de reta [CG] e que passa no ponto F.
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Considera um referencial ortonormado Oxyz. Escreve uma equacao
cartesiana do plano o que:

1.1.

1.2.

1.3.

é perpendicularareta r: (x,y,z)=(—-1,2,5)+k(2,-3,1), kKER, e
passanoponto A(2,-3,1);

passanos pontos P(-2,0,1), Q(-3,1,-1) e R(2,-3,0);

contémasretas s: (x,y,z)=(1,-2,0+k(-2,1,1), kER, e
t: (x,y,2=(1,-2,-1)+A(2,3,-1), L€R.

Num referencial ortonormado Oxyz, considera os pontos M(2, -1, 0),
N@B,0,1) e P(1,2,1).

2.1.

2.2,

2.3.

Determina uma equacao cartesiana do plano mediador do segmento de
reta [MP].

Mostra que a superficie esférica de didmetro [MN] é definida pela
: 5)° 1y (_1)2_§

equacao (x 2) +<y+2> +(z 5) =a-

Determina uma equacao cartesiana do plano tangente a superficie

esférica de didmetro [NP] no ponto T(2, 2, 2).

Num referencial ortonormado Oxyz, consideraum plano S e asretas
m e p, nele contidas, definidas por:

m:(x,y,z2)=(1,2,0+k(-2,3,-1), k€ER

3.1.

3.2,

3.3.

X==1+24
y=31 ,AER
z=21-2

Escreve uma equacao vetorial do plano .

Escreve uma equacao cartesiana do plano o, sabendo que é paralelo ao
plano 8 e que passano ponto P(-2, 5, 10).

Escreve uma equacgao vetorial da reta perpendicular ao plano e que
passanoponto P(—2,0,1).



2.3. Equacdes de planos no espaco

Na figura encontra-se representado um cone reto.

°0

‘v

Em relacdo a um referencial ortonormado Oxyz, sabe-se que a base do cone
esta contida no plano de equacdo x—4y+2z+3=0 eque V(0,2,1) éo
vértice do cone.

O ponto C é o centro da base do cone.

4.1. Escreve uma equacao cartesiana do plano paralelo ao plano da base do
cone e que passa ho ponto V.

4.2. Escreve uma equacao vetorial dareta CV.

4.3. Determina as coordenadas do ponto C.

Em relacdo a um referencial ortonormado Oxyz, consideraareta r
definida pelo seguinte sistema de equacgdes cartesianas:

xX=-2k
y=1-3k, kER
z=2+k

Considera também o ponto R de coordenadas (2, -3, 1), oponto A
pertencente areta r e ao plano xOy e o ponto /, ponto de intersecao dareta r
comareta definidapor x=—6 A z=5.

5.1. Escreve uma equacao cartesiana do plano perpendicular areta r e que
passano ponto R.

5.2. Quais sdo as coordenadas do ponto A?

5.3. Determina uma equacao cartesiana do plano mediador do segmento de
reta [RA], recorrendo ao produto escalar de vetores.

5.4. Quais sdo as coordenadas do ponto / ?

5.5. Usando o produto escalar, determina a equacao reduzida da superficie
esférica de didametro [R/].

123



2. Geometria analitica

Na figura esta representado um prisma triangular reto, [ABCDEF] .

F

D

B

Num determinado referencial ortonormado Oxyz, as coordenadas dos pontos
A, C e D sao, respetivamente, (2, -3,1),(-3,1,1) e (2,-3,6).

6.1. Determina as coordenadas do ponto F.

6.2. Escreve uma equacao vetorial do plano ACF.

6.3. Define o plano DEF através de uma equacao cartesiana.

6.4. Escreve as equacdes paramétricas da reta paralelaareta AC e que

passa na origem do referencial considerado.

No referencial ortonormado Oxyz da figura encontra-se representada uma
piramide quadrangular reta.

f

'

'
v

Sabe-se que:
[ABCD] é um retangulo cujo centro é o ponto M,
o vértice V tem coordenadas (1, —6, 6);
o vértice D pertence ao eixo das ordenadas e tem coordenadas (0, — 4, 0);
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2.3. Equacdes de planos no espago

o vértice A temabcissa 2 e ordenada —4;
o plano que contém a base da piramide é definido pela equacéao
3x—-8y+6z-32=0.

7.1. Determina uma equacao cartesiana do plano VAD.
7.2. Escreve uma equacao vetorial dareta VM.
7.3. Determina as coordenadas do ponto M.

7.4. Determina uma equacao cartesiana do plano mediador do segmento de
reta [VD].

7.5. Quais sdo as coordenadas do vértice B?

Num dado referencial ortonormado Oxyz, considera a esfera de centro
C(1,0,-1) eoplano «, tangente a esferano ponto 7T(1,2, —1).

Qe

8.1. Determina uma equacéao cartesiana do plano « .

8.2. Escreve uma equacao vetorial da reta r, perpendicular ao plano o e que
passa no ponto C.

8.3. Seja P o ponto tal que [TP] é um didmetro da esfera da figura.
a) Determina as coordenadas do ponto P.

b) Mostra que a superficie esférica que delimita a esfera da figura é
definida pela equacdo (x — 1)’ +y?+(z+1)°=4.
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Teste

Em relagdo a um referencial ortonormado xOy, considera os vetores
r(-3,1) es@2, -3).

Qual dos seguintes valores corresponde ao produto escalar 7 - (7 — 25) ?
(A) -8 (B) 1 (C) 16 (D) 28

Em relacdo ao retangulo [OABC], representado y
no referencial ortonormado xOy da figura, T
sabe-se que:

os pontos A e C pertencem, respetivamente,

ao eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas;

OA=x, com xER’

OC=30A

o ponto M é o ponto médio de [OC]. — — >
Determina, em funcéo de x, AM - MB .

Na figura ao lado encontram-se A\r
representadas duasretas, r e s, num
referencial ortonormado xOy. Sabe-se que: 60°
areta s tem 45° deinclinagao e interseta o
eixo Oy noponto A(0, 1); 1
a amplitude do angulo formado pelas retas r o

45°
e s é60°; 0

v

o ponto / é o ponto de intersec¢ao das retas
res.

Qual é, em graus, ainclinacdo dareta r?

No referencial ortonormado xOy estéao y
representadas a circunferéncia de equacao
(x-1)*+(y+3)*=25 eareta r, tangente a
circunferéncia no ponto 7(4, 1). ﬂ——\ T
Determina: 0

/
v

4.1. a equacéo reduzida dareta r;

Qe

4.2. ainclinagdo, em graus, dareta r, apresentando
o resultado arredondado as décimas;

4.3. uma equacao vetorial dareta s, deinclinagcao
120° e que passano ponto A(—1, —2);

4.4. a amplitude do angulo formado pelasretas r e s, apresentando o
resultado arredondado as centésimas do grau.



Num determinado referencial ortonormado Oxyz, o plano a é definido
pela equacao 3x —y+2z=3.

Qual das seguintes equacdes corresponde a um plano perpendicular ao
plano o ?

(A) -3x+y—-2z+3=0

B) x.y.2=(1,-1,5+a(1,1,-1)+b(2,0,-3),a,beR
(C) 2y+z—-3=0

(D) (x,y,z2)=(0,-2,1)+a(-3,1,-2)+b(0,2,-1),a,beR

Considera, num referencial ortonormado Oxyz, os pontos L(-1, 5, 2),
U(1,-2,3)e A(3,0,-1).
6.1. Justifica a afirmacao: "Os pontos L, U e A definem um plano.”

6.2. Determina uma equacao cartesiana do plano o definido pelos pontos
L,UeA.

6.3. Define por uma equacao vetorial areta p, perpendicular ao plano o
€ que passa no ponto L.

6.4. Sabe-se que o plano « é tangente a uma superficie esférica de centro
C(2,1,2) noponto A. Determina a equacao reduzida dessa superficie

esférica.
No referencial ortonormado Oxyz encontra-se P
representada uma piramide triangular reta. A o
Sabe-se que:
o plano ABC, que contém a base da piramide, B
é definidopor 2x —y+4z—-12=0;
o vértice A pertence ao eixo Oz;
o vértice V tem coordenadas (% 1, %) . ‘/‘O y
X

7.1. Determina as coordenadas do vértice A.

7.2. Determina uma equacao cartesiana do plano paralelo ao plano ABC
€ que passa no vértice V.

7.3. Seja E aprojecao ortogonal do ponto V na base da piramide.

a) Determina uma equacao vetorial dareta VE.

b) Mostra que as coordenadas do ponto E sao (9—5 o 8—5> .

42'21' 42
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Sucessoes

3.1. Generalidades acerca de
sucessoes

3.2. Principio de inducao matematica

3.3. Progressoes aritméticas
e progressoes geométricas

3.4. Limites de sucessoes
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3.Sucessoes

Antes de comecar

Sequéncias

° Considera as primeiras trés figuras
de uma sequéncia.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

A sequéncia de figuras segue a
regularidade sugerida pelos trés
primeiros termos.

Numero da figura

Recorda

Sequéncias

Uma sequéncia é uma lista
ordenada de figuras, de nimeros
ou de outros elementos. Cada
elemento dessa lista designa-se
por termo e cada termo tem uma
determinada ordem.

Numa sequéncia pictoérica ou de
figuras, todos os termos sdo
figuras.

Numa sequéncia numérica, todos
0s termos sdo nimeros. Se os
termos aumentam de uma ordem
para a seguinte, a sequéncia diz-se
crescente; se 0s termos diminuem
de uma ordem para a seguinte, a
sequéncia diz-se decrescente.

J

1.1. Completa a tabela seguinte: -

Numero de quadrados brancos

Numeros de quadrados verdes

Numero de quadrados azuis

Numero total de quadrados

1.2. Quantos quadrados tera a 10.% figura?

1.3. Havera alguma figura com
200 quadrados?
Justifica a tua resposta.

1.4. Enuncia uma lei de formacao
desta sequéncia.

1.5. Das expressdes seguintes, qual
pode corresponder a uma
expressao geradora da
sequéncia do numero total de
quadrados de cada figura?

(A) n+3 (B) 3n+1
(C) 2n (D) 3n

Recorda

Expressao geradora ou termo
geral

Uma lei de formacgao de uma
sequéncia é uma descricao que
permite obter todos os termos
dessa sequéncia.

Se uma lei de formacéao for uma
expressao algébrica que relaciona
cada termo com a respetiva ordem,
designa-se por expressao
geradora ou termo geral da
sequéncia.
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0 Na figura seguinte encontram-se representados os trés primeiros termos de
uma sequéncia de figuras constituidas por quadrados geometricamente

iguais.

—

—

=[]

[] ]

LB O

Figura 1 Figura 2

L]

L] L]

Figura 3

2.1. Tendo em atencéo a lei de formacao sugerida pelos primeiros termos da
sequéncia, quantos quadrados terd a 5.% figura?

2.2. Haverd alguma figura com 50 quadrados? Justifica.

2.3. Qual das expressoes seguintes podera ser o termo geral da sequéncia do
numero total de quadrados de cada figura?

(A) n+4 (B) 4n
(C) 4n+1 (D) 5n
e Considera as sequéncias numéricas |, II, lll e IV.
:3,5,7,9,11, ...

: 7,10, 13, 16, 19, ...
nm: 16, 12,8, 4,0, ...

V.2 5 8 11 14

4'6'8'10" 12'

3.1. Determina 0 6.° e 0 7.° termos de cada uma das sequéncias numéricas

apresentadas.

3.2. Indica a expressao geradora de cada uma das sequéncias.

o Considera a sequéncia numérica de termo geral 5n— 1.

4.1. Determina o termo de ordem 10.

4.2. Qual é aordem do termo 59 ?

4.3. 105 é termo da sequéncia? Justifica.
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e Na figura encontra-se representada graficamente uma sequéncia numérica

132

constituida por oito termos.

A
|,

(Termo)

»
»

n
| Orgen

5.1. Qual é otermo de ordem 27?

( )

Recorda

O grafico de uma sequéncia
numeérica é um conjunto de pontos
cujas abcissas representam os
ndmeros naturais correspondentes a
cada ordem e cujas ordenadas sao os
termos da sequéncia.

5.2, Existem dois termos iguais. Quais s&o as suas ordens?

5.3. Qualéaordemdotermo 57

5.4. Qual é o maior termo da sequéncia? E o menor?

Funcoes

e Na figura encontra-se

representada a funcao g de
dominio [- 3, 5].

A

y

6.1. Constréi o quadro de variagao
dafuncéo g.

6.2. Indica os intervalos em que a
funcao g é:
a) crescente em sentido lato;
b) decrescente em sentido lato.

6.3. Indica, caso existam:
a) o maximo absoluto da

( )
Recorda

Monotonia de uma funcao

Consideremos uma funcgao real de

variavel real f e um conjunto ACD;.

° f é estritamente crescente em A se:
Va,beA,a<b = f(a)<f(b)

* f é crescente em sentido latoem A se:
Va,beA,a<b = f(a)<f(b)

- f é estritamente decrescente em A se:
Ya,bEA, a<b = f(a)>f(b)

* f é decrescente em sentido lato em A se:
VYa,bEA, a<b = f(a)>f(b)

Extremos absolutos de uma funcao
Dada uma funcao real de variavel real f
de dominio D; e f(a) € D;:
> f(a) € minimo absoluto de f se:
Vxe€Dy, fla)<f(x)
a designa-se por minimizante;
* f(a) é maximo absoluto de f se:
Vx€Dy, f(a)>f(x)
a designa-se por maximizante.

funcao e o(s) respetivos(s) maximizante(s);

b) o minimo absoluto da funcao e o(s) respetivo(s) minimizante(s).
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3.1. Generalidades acerca de sucessoes

3.1.1. SucessoOes numéricas

" Tarefa

No quadriculado, encontram-se representados os trés primeiros termos de uma
sequéncia de figuras compostas por quadrados unitarios.

Figl.’ra 1 Figurg 2 Figura 3

° Copia e completa a tabela seguinte:

Numero da figura ‘ 1 ‘ 2 ‘ 8 ‘ 4 ‘ 5

Nﬁmerodequadradosunitérios‘ 2 ‘ 6 ‘ ‘ ‘

e O termo geral da sequéncia numérica que, a cada ordem de uma figura desta
sequéncia, faz corresponder o nimero de quadrados unitarios nela contidos
é dado por n*+n.

2.1. Determina o termo de ordem 100.
2.2, Verificase 50 é termo da sequéncia.

2.3. Quantos termos da sequéncia numérica sao inferioresa 60 ?

Uma sucessao real é uma funcdo u de dominio IN e conjunto de chegada R.
u: N— R
n»u,

u, representa o termo de ordem n ou o termo geral da sucessao.
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Notagao: Uma sucessao de termo geral u, é, habitualmente, representada por (u,,) .

O grafico de uma sucessao (u,) € constituido pelos pares ordenados da forma
(n,u,), comn€eN.

1. Consideremos a sucessao de termo geral u,=5n-1.

* Os cinco primeiros termos sao:
u;=5x1-1=4 u,=5x2-1=9 u;=5x3-1=14
u,=5x4-1=19 Us;=5x5-1=24

* Na figura encontra-se a representacao grafica ut
dos cinco primeiros termos da sucessao (u,,).

* Para verificar se 54 é termo da sucessao,
podemos resolver,em IN, aequacdo 5n—1=54.
5n—1=54 < 5n=55 < n=11 T4y *
Como 11€IN, 54 éotermode ordem 11 da 91 ®
sucessao. 41---e

e Por outro lado, 100 nao é termo da sucessao,
porque:

5n—1=100 < 5n=101 < n=%e%en\|

* Sabemos que existem dois termos menores do que 12, uma vez que:

Bn—1<12 < 5n<13 < n<% & n<26

Assim, u, e u, sdo ostermosde (u,) inferioresa 12.

2. Consideremos a sucessao definida por v, = 22n:n5 .

* Sabemos que o termo de ordem 20 é v, = %0285 = %

* Vamos verificar se 10 é termo da sucessao (v,,).

2N+5_10 «— 2n+5=10x(24n) < 2n+5=20+10n <
2+n neN

& -8n=15 & n:—%

Como - % ZIN, entdo 10 ndo é termo da sucesséo (v,).
* Para encontrarmos a expressao algébrica que permite determinar o termo de
ordem n+ 1 dasucessao, basta substituir n por n+ 1 no termo geral.

g _2(+1)+5_2n+2+5_2n+7
"1 24(+1)  2+n+1  n+3
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3.1. Generalidades acerca de sucessdes

. Exercicios

a Considera as sucessoes (u,). (v,) e (w,), cujos termos gerais sdo apresentados
a seguir.

u,=2-3n V,==— w,=(-1)"+2

1.1. Determina os cinco primeiros termos de cada uma das sucessoes.
1.2. Averigua se 21 é termo de alguma das sucessdes apresentadas.

6n-2

e Considera a sucessao (a,), definida por a,= 1

2.1. Representa graficamente os cinco primeiros termos da sucessao (a,,) .

2.2. Determina a ordem a partir da qual os termos da sucessao sao superioresa 5.

2.3. Averigua se % € termo da sucessdo. Em caso afirmativo, indica a sua ordem.

e Considera a sucessao de termo geral b, = #
3.1. Determina o termo de ordem 7 da sucessé&o (b,,).
3.2. Quantos termos da sucessao sado superiores a 4 ?

3.3. Escreve a expressao algébrica que permite determinar o termo de ordem n+ 1,

\ bn+1 .

3.1.2. Sucessoes monotonas

Considera a sucessao definidapor u,=2n-5.

1.1. Determina:
a) uyo
b) u,
C) U,p— Ug

1.2. Escreve a expressao algébrica que permite calcular o termo de ordem n+ 1.

1.3. Calcula u, ., — u, eindica o seu sinal.
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Considera a sucessao definida por v,=5-n.
2.1. Determina a expressao algébrica que permite determinar o termo v, ;.

2.2. Calcula v, ., — v, eindica o seu sinal.

Considera a sucess3o definida por t,=(-1)""".

3.1. Determina os cinco primeiros termos da sucessao e representa-os

graficamente.

3.2. Calcula:
a) t,-t, b) t;- ¢,
C) t4_t3 d) ts_t4

3.3. Indica o sinal de cada uma das diferencgas calculadas em 3.2..

O estudo da monotonia das sucessoes, fun¢gdes de dominio IN, é feito através da
comparacao de dois termos consecutivos genéricos da sucessao.

» Uma sucessdo (u,) é crescente se e soé se:
vneN, u,,,>u,
Equivalentemente: Vn€IN, u,,, —u,>0
« Uma sucessdo (u,) é crescente em sentido lato se e s6 se:
vnelN, u,,, >u,

Equivalentemente: Vn€IN, u,,, —u,>0

1. Asucesséao de termo geral u,=5n+ 2 é crescente, uma vez que:
Upe1 — U, >0, VNENN Calculos auxiliares:
U,,1—U,=5n+7-5n-2=5e5>0 Uy, 1=5(N+1)+2=5n+5+2=5n+7

5 se n=1

2. Consideremos a sucessao definida por: v,= {3n ~1 se n>2

* Se n>2, entdo:
Vo1 —V,=3(n+1)-1-GBn-1)=
=3n+3-1-3n+1=3n+2-3n+1=3e 3>0
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3.1. Generalidades acerca de sucessdes

« Como v,=v,=5, entdo v, - v,=0. Calculos auxiliares:

7 V,=3x2-1=6-1=5
Logo, concluimos que v,,, —Vv,>0, VneEN. ?

Manual
Assim, (v,) é crescente em sentido lato. e ks

Video
Monotonia de
uma sucessao

« Uma sucessdo (u,) é decrescente se e so se:
vnelN, u,,,<u,

Equivalentemente: Vn€NN, u,,, - u,<0

« Uma sucessdo (u,) é decrescente em sentido lato se e sé se:
vnelN, u,,,<u,
Equivalentemente: Vn€N, u,,, —u,<0

A sucessao (u,). definida por u,= 1 & decrescente, uma vez que:

2n
(x2n) (x(2n+2))
U —u = 1. 1 _2n-2n-2__ 2
7" 2042 2n 4n’+4n 4n’+4n
(x2n) (x(2n+2))
Como 4n’*+4n>0, Vn€IN, concluimos que —#<0, VYneN.

4n*+4n

Uma sucessao crescente ou decrescente diz-se mondtona.

Caso contrario, a sucessao diz-se nio monétona.

1. Consideremos a sucessao de termo geral v,=(n — 5)°.
Vo1 —V,=(n—4)Y —(n-=5)°=n*-8n+16—n*+10n—-25=2n—-9

2N-9>0 < n>2

2
Entado, conclui-se que:
°esenz5:v,,,—v,>0
*sen<5:v,,,-v,<0

Desta forma, concluimos que (v,) é ndo monétona.
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1

= se n<3
2. Consideremos a sucesséo definida por: u,={n =
2n—1 se n>4
* Se n<3:
1 1_n-n-1 1
Uy —U,= ——= =— , logo u,,, —u,<0.
+1 n+1 n nk+1) nin+1) 90 Uns
*Senz4:

Uy —U,=2n+2-1-2n+1=2, logo u,,, —u,>0.

Entdo, (u,) € ndo mondtona.

1 se n<5
3. A sucessao definida por t,= n 1 € ndo mondtona.
N+l se n>5
2n
*Se n<5:
1 1_n-n-1 1
t,.,—t,= -—== =- ,logo t,,,—t,<0.
! n+1 n nkn+1) nin+1) ¢ !
*Se n>5:
¢ _p_n+2 _n+1_2n°+4n-2n"-2n-2n-2__ 2 _
T on+2  2n 4n(n+1) 4n(n+1)
_ 1
~ 2n(n+1)
Logo, t,,, —t,<O0.
7 1_23
° —_ =———=—>
b=t=35"5"60"°
Logo, (t,) € ndo mondtona.
'Exercl’cios
2n-3

, é crescente.

o Mostra que a sucessao (v,), talque v,= 5n

e Mostra que a sucessao definida por u,= 2nT+1 é decrescente.

e Considera a sucessio (v,), definidapor v,=(-1)"-1.
6.1. Determina os quatro primeiros termos da sucess&o (v,,).
6.2. A sucessao é monétona? Justifica.

(_ 1)n+1

—_— é n3o monoétona.
2n

0 Mostra que a sucessao definida por t,=
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e Considera as sucessoes (a,). (b,). (c,). (d,). (e, e (f,). definidas por:

2n+1 _2-5n _ _(=1) 1 se n<6
= ,e,=——e f,=
3n 2n+1 n n-5 se n>6

a,=3n-5, b,= ,c,,=4—%,d,1

8.1. Verifica se séo monétonas as sucessdes (a,). (b,). (c,) e (d,).
8.2. Mostra que a sucessao (e,) ndo é monoétona.

8.3. Mostra que a sucessao (f,,) é crescente em sentido lato.

2n+1

2 £ se n<10
e Considera a sucesséo definida por: t,={3 —5n =

n’ se n>10

9.1. Calcula t, € t;,.

9.2, Indicaosinalde t,,, —t, se:
a) n<10
b) n>10
c) n=10

9.3. O que podes concluir quanto a monotonia da sucessao (t,)?

@ Considera a sucessao de termo geral u,=n>-4n-12.
10.1. Determina u,, U, e u;.

10.2. Mostra que a sucesséo (u,) ndo é mondétona.

3.1.3. Sucessoes limitadas

Majorantes e minorantes

Consideremos o intervalo de nimeros reais /=[2, 6[.

[

2 3 4 5 6

v

Sabemos que o numero 6 é maior do que todos os elementos de /.
Assim, 6 diz-se majorante de /.

Todos 0s numeros reais superiores ou iguais a 6 sdo majorantes de /.
Assim, o conjunto dos majorantes de / é [6, + oo .

Como o menor dos majorantes de / ndo pertencea /, isto é, 6 €/, oconjunto / ndo
tem maximo.
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Dado um conjunto de nameros reais, A, diz-se que o nimeroreal M é majorante
de A se: VaeA,a<M

Assim, o conjunto A diz-se majorado.

Manual
Digital

Video , . , - , . .
Conjuntos Se M éumelementode A, istoé, MEA, entdo M é omaximode A.

majorados,
minorados
e limitados

No intervalo de nimeros reais /=[2, 6[, sabemos que 2 é minorante de / e, como
2€/, entdo 2 é o minimo de /.

O conjunto dos minorantes de | é formado por todos 0s numeros reais menores ou
iguaisa 2, ouseja, é ointervalo ]— oo, 2].

Dado um conjunto de nameros reais, A, diz-se que o nimero real m é minorante
de A se: Vae€A,a>m
Assim, o conjunto A diz-se minorado.

Se m éum elementode A, istoé meA, entio m é ominimode A.

1. Consideremos o conjunto A=]—oco, —5][.
* Por exemplo, —5 e —4 sdo majorantesde A.

* —5 é omenor dos majorantes de A e ndo pertencea A, logo o conjunto A
nao tem maximo.

* O conjunto A ndo é minorado.

2. Consideremos o conjunto B=[—2, + oo[.
* O conjunto dos minorantesde B é ]— oo, —2].
* O maior dos minorantes é — 2 e pertencea B, logo —2 é minimo de B.

3. Consideremos o conjunto C=[-2, 3[U {5}.
* O conjunto dos majorantesde C é [5, +oof.
* O conjunto dos minorantesde C é ]— oo, —2].
* —2 e 5 sao, respetivamente, o minimo e o maximo de C.

Um conjunto de nameros reais, A, diz-se limitado quando é majorado e
minorado.
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1. Os conjuntos A e B dos exemplos anteriores ndo sao limitados, pois o
conjunto A nao é minorado e o conjunto B nao é majorado. e

Manual
Digital

Atividade

2. O conjunto C do exemplo anterior € limitado, pois € majorado e minorado. Sucessdo
i . majorada,

3. Consideremos o conjunto D=[- 3, 5]. minorada
e limitada

Conjunto dos majorantes: [5, + oo
Conjunto dos minorantes: ]— oo, — 3]
Como D é minorado e majorado, D é limitado.

. Exercicios

m Considera os seguintes conjuntos de nimeros reais:
A={-4}U[2, +oo[, B=]-o0, 3]U{5}, C=[0, +0oo[,
D={-4,-3,2} e E=[-3, 1]U[2, 5]

11.1. Para cada um dos conjuntos, indica, caso existam, o conjunto dos majorantes
€ 0 conjunto dos minorantes.

11.2. Qual dos conjuntos é limitado? Justifica.

@ Considera o conjunto de nimeros reais X={-2}U{-1, 3}.

12.1. Indica:
a) o conjunto dos majorantes de X;
b) o menor dos majorantes de X;
¢) o conjunto dos minorantes de X;
d) o maior dos minorantes de X.

12.2. O conjunto X tem maximo? E minimo? Justifica.

12.3. Justifica a afirmacé&o: “"O conjunto X é limitado.”

Dada uma sucessio (u,), se o seu conjunto de termos, {u,: n €IN}, é majorado,
entdo diz-se que a sucessdo (u,) é majorada.

Da mesma forma, se o conjunto de termos {u,: n€IN} dasucessdo (u,) émino-
rado, entdo a sucessio (u,) diz-se minorada.

Uma sucessdo (u,) diz-se limitada quando é majorada e minorada. Assim, existem
numeros reais M e m taisque: m<u, <M, VneIN.
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1. Consideremos a sucessao de termo geral u,= % .

A sucessao (u,) tem todos os termos positivos.
Assim: u,>0, VnEINN

_ 1 1_n-n-1__ 1
Uner = Un= nn+1) nn+1)

n+1 n
Como u,,,—-u,<0,Vn€eIN, asucesséo (u,) édecrescente.

Deste modo, u, = % =1 é o menor dos seus majorantes.

Logo, O<u,<1,VneN.

Portanto, a sucessao (u,) é limitada.

2. Vejamos o0 que acontece com a sucessao definida por v, = 3n+1 :

Vn:3n+1:3+1

n n

A sucessao de termo geral % é decrescente e tem todos os termos positivos,

logo o seu 1.° termo, %= 1, é o menor dos seus majorantes.

Assim: 0<%<1 = 3<3+%<4

Logo, 3<v,<4,Vn&EIN.

A sucessao (v,) € limitada.

Calculo auxiliar:

3. Consideremos a sucesséo (t,), talque t,= 2::11 : 2n—11n+1
Usando o algoritmo da divisdo, sabemos que: —2n-212
n+1 n+1

A sucesséao de termo geral é decrescente e todos 0s seus termos sao

n+1
positivos, logo o seu 1.° termo, % € 0 menor dos seus majorantes.

1 1 3 3 3 1
n1S2 © 0T © 22 2
1 3
=<2- <2
A 2 n+1
Logo, %g t,<2,Vne&IN. Asucessao (t,) élimitada.
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(-1)" se n<10
4. Vamos verificar se a sucessao definida por w,= 2

3n-1

se n>10
é limitada.

Se n<10:

* para n par: w,=1

* para n impar: w,=-1

Assim,se n<10, —=1<w,<1. ()

Se n>10:

2 1
3n—‘l_2x3n—‘|

1
3n-1
decrescente, o0 1.° termo, para n=10, é 219 e é um majorante.

1 2 2

1
0<3n—7<29 © %<3 7<29

Como a sucessao de termo geral

tem todos os termos positivos e é

> < <2 (=
Assim,se n>10, 0 W,,\29 (**)

Por (*) e (**) concluimos que: VneIN, —1<w,< 1
Entdo, (w,) é limitada.

cos((-1)"n) se n<5
5. Consideremos a sucessao definida por: t,=1 o

3n
cos(n) se n€{2,4} [-1 se n€{2,4}
-1 se ne{1,3}

se n=5

Se n<5: t,= =
cos(-m) se ne{1,3}

Assim,se n<5, t,=—1. (¥

1

Sen>5: 0< <1 & 0<l<2
3n 3

Logo,se n>5, 0< - (%)

oo||\)

De (*) e (**) resultaque —1<t,< %

Entdo, (t,) é limitada.
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' Exercicios

@ Considera as sucessodes definidas a seguir.

3n-1

=5+ n+2

=3n—1
n+2

Cn

13.1. Mostra que cada uma das sucessoes definidas é limitada.

13.2. Apresenta o conjunto dos majorantes e o conjunto dos minorantes de cada
uma das sucessodes.

@ Verifica se cada uma das sucessoes definidas a seguir é limitada e indica um
majorante e um minorante, se existirem.

144.d,=] "1

2+% se n impar

se n par

2n se n<10
14.2. ¢, = n

(-=1) se n>10

1

— se n par
14.3.f, = ”3

— n .

) se n impar

@ Mostra que a sucessao (u,) é limitada, sendo (u,) definida por:
15.1. u,=cos ((- 1)"n)

(-1 se n par

15.2. u,= n

sin <n5> se n impar
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Considera a sucessao (a,), definida por a,= 2%—;1 .

1.1. Determina os cinco primeiros termos da sucesséao e representa-os
graficamente.

1.2. Determina a ordem do termo g

1.3. Verifica se % é termo da sucesséo (a,).

3-2n

Considera a sucesséao (b,), de termo geral b,= 1

2.1. Determina os trés primeiros termos da sucessao.
2.2. Mostra que — 4 € termo da sucesséo e indica a sua ordem.

6
2.3. Quantos termos da sucesséo (b,) sdo maiores do que — % ?

Verifica se cada uma das sucessodes a seguir definidas € monétona.

—Ccp_ __ 5 _n+1
3.1. p,=5n-1 3.2.g,= 5n ] 3.3.r, o
3.4.s,= sn—1 3.5.t,=n"°-5n 3.6. w,=(n+1)
2n+1

Considera a sequéncia geométrica infinita constituida por poligonos
regulares com 5 cm de lado. A partir do triangulo equilatero, constréi-se
a sequéncia de poligonos em que cada um deles tem mais um lado do que
o anterior.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Considera a sucessao (p,) cujo termo geral representa o perimetro do
poligono regular de ordem n.

4.1. Escreve o termo geral da sucesséo (p,).
4.2. Mostra que a sucessdo (p,) € mondtona crescente.

4.3. Determina a ordem do poligono com 80 cm de medida de perimetro.
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Na figura encontra-se representada uma
sequéncia infinita de quadrados. Os vértices
de cada quadrado, a partir do segundo, sao
os pontos médios dos lados do quadrado
que o precede na sequéncia.

Seja (a,) asucessdo de termo geral a,=2°"",
que representa a medida da area do quadrado
de ordem n.

Determina:
5.1. a,; einterpreta o resultado no contexto do problema;
5.2. a medida do lado do primeiro quadrado da sequéncia;

5.3. a ordem do quadrado da sequéncia cuja medida do lado é

~[S

Mostra que é crescente em sentido lato a sucessao (v, definida por:

@+3 se n>10

n-2 se n<10
v,=
5

Estuda quanto a monotonia cada uma das sucessodes a seguir definidas.

n+1
71. u,= &

7.2. v,=(—1)"cos (n)

_ =1+ 1)

7.3. w, n+2

Considera a sucesséao (p,), de termo geral p,= n’>-15n+50.
8.1. Determina os cinco primeiros termos da sucessao.

8.2. Verificase 0 é termo da sucessao e, em caso afirmativo, indica a sua
ordem.

8.3. Quantos termos da sucessao sdo negativos?

8.4. Verifica se a sucesséo (p,) € mondtona.
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Considera os seguintes conjuntos de nliimeros reais:

X={-1,2,3,5} P=[v2,5] T=1-2,n[

0=[-v3, 2| R=[-3, 2]u{V13}

Em relagdo a cada um dos conjuntos, indica:

9.1. o conjunto dos majorantes e o conjunto dos minorantes;
9.2. 0 maximo e o minimo, caso existam;

9.3. se é limitado, justificando.

Mostra que cada uma das sucessoes a seguir definidas é limitada e indica,
caso existam, 0 maximo e o minimo.

_5n-1 10.2.5,=3+ ! 10.3. ¢, =51 =2

101. r, = - 0.2.s, 3+2n+1 0.3. ¢, n+1
10.4. u,= 1-2n 3 10.5. v, = Sl 10.6. w,= 14n
—n+1 2n+1 n’

Mostra que € limitada a sucesséo (v, definida por:

n

se n>5
n-1

V,=

nE6 se n<b

Considera as sucessoes a seguir definidas.

t,,=1+sin((—1)"%) u,,=2005((—1)"”%) vn=1—cos(%+(—1)"%)

12.1. Estuda a sucesséao (t,) quanto a monotonia.

2+(-1)"V3

12.2. Mostra que v, = 5

12.3. Determina o contradominio da sucesséo (v,,).

12.4. Mostra que a sucessao (u,) € limitada e indica o seu maximo e o seu
minimo.
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3.2. Principio de inducao matematica

3.2.1. Principio de inducao matematica

O principio de inducdo matematica € um método para
demonstrar condi¢cdes que sao validas para, especial-

mente, todos 0s numeros naturais. Em 1322, Levi

ben Gershon
(1288-1344)
escreveu a “Arte de

Considere-se uma condicdo T(n).

Vne€IN, T(n) éverdadeira se e so se: Calcular”, em que aplica o
i) T(1) é verdadeira; método “subindo passo a
ii) VkeN, T(k) = T(k+1) passo sem fim", bastante

semelhante ao método de
indugcado matematica
como hoje o conhecemos.

(Se T(k) éverdadeira, entdo T(k+ 1) também é
verdadeira — a condicao é hereditaria.)

Nota:

Fixado um qualquer p €N, o principio de indugéo pode ser generalizado, aplicando-se a
demonstracdo de uma proposicdo T(n), comne€lNen>p.

Neste caso, temos de provar que T(p) é verdadeira e que, para todo o nimero natural k>p,
Tk) = T(k+1).

1. Vamos provar, por indugdo matemética, que: VnEIN, 6":3"=2"
*Sen=1, temos 6':3'=6:3=2=2",
Logo, a condicdo 6":3"=2" é verdadeirapara n=1.
* Seja kE€IN.

Hipétese de indugdo: 6°: 3" =2 (Admitimos que ¢ verdadeira.)

k+1 . 3k+1 =2k+1

Tese: 6 (Queremos mostrar que também é verdadeira, admitindo

a hipotese de indugéo.)
6 1:3 " =(6"x6"): (3*x3") = (6":3) x (6":3") =2 x 2" = 2"
!

Por hipétese de inducao

Pelo principio de indugdo matematica, concluimos que: VnE€IN, 6":3"=2"

2. Queremos provar a seguinte proposicédo: Yn €N, n®+2n é divisivel por 3.

*Se n=1, 1°+2x1=3, que é divisivel por 3.
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* Seja kEIN.
Hipétese de inducdo: k°+ 2k é divisivel por 3. (Admitimos que é verdadeira.)

Tese: (k+ 1 )3 +2(k+ 1) édivisivel por 3. (Queremos mostrar que também é
verdadeira, admitindo a hipdtese de indugéo.)

k+1°+2kk+1)=(k+1) (K*+2k+1) +2k+2=K>+2K> + k+ k*+ 2k + 1+ 2k+2 =
=k>+3k*>+5k+3=(k®*+2k) + (3k*+3k+3) = (K*+2k) +3 (K> +k+1)
3(k*+k+1) édivisivel por 3 (por ser um mdltiplo de 3) e, por hipétese de indugao,
k® + 2k também é divisivel por 3. Entao, (k+ 1)’ +2(k+1) édivisivel por 3.

Pelo principio de inducdo matematica, concluimos que:
vYn€N, n®+2n édivisivel por 3.

3. Vamos mostrar, por indugdo matematica, que: VhEIN, 2">n
*Se n=1, 2' >1 éverdadeira.
* Seja keIN.
Hipotese de indugdo: 2>k (Admitimos que é verdadeira.)

et K+ 1 (Queremos mostrar que também é verdadeira, admitindo a hipétese de

inducao.)

Tese: 2

21 =2"% 2
Como 2>k < 2"x2>2k, bastamostrar que 2k>k+1, VKEIN.

Subtraindo k a ambos os membros, obtemos uma condi¢do universal:
k>1,VKEN

Desta forma, concluimos que 2k>k+1 e, portanto, 2“*"

>k+1.

Fica, assim, provado, por indugcdo matematica, que: Vn€IN, 2">n

' Exercicios

@ Prova, por indugdao matematica, cada uma das seguintes proposicoes.
16.1. VneN, 5"x2"=10"
16.2. VneN, (a°)"=a*", sendo a um nimero real ndo nulo.
16.3. VneN, 4">n?
16.4. VneEIN, 64" -1 é mdltiplo de 9.

G Prova, por indugcdo matematica, que a amplitude, em graus, de um angulo interno
de um poligono regular de n lados é dada por:
180 x (n-2)
n
__ sendo n um nimero natural tal que n>3.
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3. Sucessoes

3.2.2. Sucessoes definidas por recorréncia

Os atletas de um clube de atletismo treinam gradualmente, durante a pré-época.
Seja d, adistancia, em quilémetros, que um atleta corre no n-ésimo dia de treino

da pré-época.

d,

d1:3
d;=d,+1=4+1=5

W IN|=3

Descreve, em linguagem natural, a
distancia que o atleta corre no 4.° dia
de treino, em func¢ao da distancia que
correu no dia anterior.

Escreve d; emfungcaode d,.

Copia e completa, escrevendo a
distancia corrida pelo atleta no
n-ésimo dia de treino, d,, em funcao
da distancia que correu no dia
anterior, d,,_, .

o d,=3
""\d,=.., VNEN: n>2

Para definir uma sucessao, muitas vezes sdao dados o primeiro termo e uma expres-
sao que relaciona cada um dos termos com o termo imediatamente anterior. Neste
caso, a sucessao esta definida por recorréncia.

Dados um conjunto A, umafuncido f: A— A e a €A, existe uma s6 sucessio

u =a
(u,) talque: { '

U, =f(u,), vneN

Diz-se que (u,) esta definida por recorréncia.
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3.2. Principio de indugcdo mateméatica

1. Vejamos como determinar o termo de ordem 4 da sucesséo (v,), definida
por:

V1 - 3
V,.1=2v,, VneEIN
O termo de ordem 4 da sucesséao (v,) é obtido a partir do termo de ordem 3,

o termo de ordem 3 a partir do termo de ordem 2 e o termo de ordem 2 a
partir do termo de ordem 1.

Vi=—3; v,=2%X(=3)=—6; v3=2%x(-6)=-12; v,=2%x(-12)=-24

2. Asucesséao (u,), definida pelo termo geral u,=2 — 5n, pode ser definida por
recorréncia.

u;=2-5x1=-3
U,=2-5x2=-8=u,-5
U;=2-5x3=-13=u,-5

un+1=un_5

U1=_3

A sucessdo (u,) é definida por recorréncia por:
(un) P P {un+1=un—5,Vn€IN

3. Consideremos a sucessao (t,) definida por recorréncia da seguinte forma:

{n=5
t,,,=2+t,, VneN
Pelo principio de inducdo matematica, podemos provar que:
VneNN, t,=2n+3
*Se n=1, t;=2x1+3=5, talcomo é apresentado na definicdo por recorréncia.
* Seja kEN.
Hipotese de inducao: t,=2k+3 (Admitimos que é verdadeira.)

Tese: t,,,=2 (k+1)+3 (Queremos mostrar que também é verdadeira, admitindo a
hipétese de indugéo.)

Sabemos que t,.,=2+t,, peladefinicdo por recorréncia, e que t,=2k+3,
por hipétese de inducao, logo:

o 1=2+2k+3=2(1+k)+3

Pelo principio de inducdo matematica, fica provado que:
VneN, t,=2n+3
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3.Sucessoes

' Exercicios

@ Considera a sucesséao (a,) definida por recorréncia por:

81 = - 3
a,=3-a,_.,.,n€ENenx>2
18.1. Determina os cinco primeiros termos da sucessao (a,).

18.2. Escreve o termo geral de (a,) .

@ Considera os termos gerais das sucessoes (a,). (b,). (c,) e (d,).
a,=3n+1 b,,=g—1 c,=2-n d,=5n+2

19.1. Escreve os trés primeiros termos de cada uma das sucessdes apresentadas.

19.2. Define cada uma das sucessdes por recorréncia.

@ Considera a sucesséo (f,) definida por:
f,=3

f
f, = "2'1+1,neIN en>2

Prova, usando o principio de indu¢cao matematica, que f,= % +2.

@ Alinha poligonal da figura € uma sequéncia infinita
de segmentos de reta construida da seguinte forma:
o primeiro segmento de retatem 2 cm de
comprimento; o segundo segmento de retatem o
dobro do comprimento do primeiro; o terceiro
segmento de reta tem o dobro do comprimento do
segundo, e assim consecutivamente.

Seja (c,) asucessdo que a cada numero natural n faz
corresponder a medida de comprimento do n-ésimo
segmento de reta que constitui a linha poligonal. 2¢cm

21.1. Define a sucesséo (c,) por recorréncia.

21.2. Prova, por inducdao matematica, que:
c,=2",VneN
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3.2. Principio de indu¢do matematica

Prova, por inducao matematica, cada uma das seguintes proposicoes.
11. vneN, (a°)"=1, sendo a um ndmero real ndo nulo.

1.2. VneN, 3"-1 émdltiplode 2.

1.3. VhEN,2+4+6+8+...+2n=n(n+1)

u,=5

Considera a sucessao (u,) definida por: {Un+1 —3u,+1,VneN

2.1. Escreve os trés primeiros termos da sequéncia.

2.2. Sabendo que us=1336, determina u,.

2.3. Sabendo que u,,; =324 769, determina uy,.

Considera a sucessao (v,) definida pelo termo geral v,=3 - 2n.
Define-a por recorréncia.

t1=l

Considera a sucesséo (t,) definida por:

t
t,,+1=5”+5, n>2,VneNN

4.1. Determina os cinco primeiros termos da sucessao (t,).

4.2. Prova, por indugdo matematica, que: Vne€N, t,=— 19 <%> +10

Na figura, encontram-se representados os quatro primeiros termos de uma
sequéncia geométrica.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

A primeira figura € um quadrado, a segunda figura € um quadrado dividido em
quatro quadrados, a terceira figura € um quadrado dividido em nove
quadrados, e assim sucessivamente.

Seja (g,) asucessao que a cada numero natural n faz corresponder o nimero
de quadrados geometricamente iguais em que a n-ésima figura esta dividida.

Mostra, por indugdo matemaética, que: g,=n’, VneEN
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3. Sucessoes

3.3. Progressoes aritméticas e progressoes
geomeétricas

3.3.1. Progressoes aritméticas

Os atletas de um clube de natagéao iniciam a época com um conjunto de treinos
especificos de preparacao para recuperar a forma fisica apds as férias.

Assim, no primeiro treino nadam 1500 m, no segundo treino nadam 1750 m, no
terceiro treino 2000 m, e assim sucessivamente até ao décimo treino.

Copia e completa a tabela.
Teino | 1° | 20 | 3° | 4 | s | 6
Distancia | 1500m | 1750m | 2000m | | |

Define, por recorréncia, a sucessao
(d,) que associa a cada treino a
respetiva distancia percorrida, em
metros.

Quantos quilometros nada, no total,
cada um dos atletas no conjunto de
treinos de preparacao?

Uma sucessdo (a,) é uma progressao aritmética de primeiro termo a erazao r,
com a, r€R, seédefinida por recorréncia da seguinte forma:

Cll=a
a,,,=a,+r, VneN

De uma progressao aritmética (u,), sabe-se que u,=7 e u,=10.
Assim, r=u,—u;,=10-7=3.
Desta forma, (u,) pode ser definida por recorréncia do seguinte modo:

U1:7
u,,=u,+3,VvnelN
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3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

Termo geral de uma progressao aritmética

Consideremos uma progressao aritmeé-

tica (a,) de primeirotermo a, erazao r. , e Manual
(a,) dep ! Seja (a,) uma progress&o aritmética de e i
Sabemos que: razdo r. Entdo: Video
Progressoes
a,=a,+r a,.1—a,=r, vneN aritméticas
i e termo geral
az=a,+r=a,+r+r=a,+2r Daqui resulta:

[ElprE

a,=as+r=a,+r+r=a,+r+r+r=a,+3r se r>0, (a,) écrescente;

. se r=0, (a,) éconstante;
Assim: a,=a+r+r+r+r+..+r &

(1= 1) vozes se r<0, (a,) édecrescente.

< a,=a,+(n=-1Dr

O termo geral de uma progressao aritmética (a,) derazdo r é dado por:

a,=a,+(n-1)r, vneN

1. Aprogressao aritmética (a,) de primeiro termo 5 erazdo — 2 tem termo geral:
a,=5+n-1)x(-2) & a,=5-2n+2 < a,=—-2n+7
2. O primeiro e o segundo termos de uma progressao aritmética, (b,), séo 8 e 4,
respetivamente.
Assim, a razdo da progressao aritméticaé: r=b,—b,=4-8=-4
Logo, o termo geral é:
b,=8+(n—-1)x(-4) < b,=8-4n+4 < b,=—4n+12
3. De uma progressao aritmética (v,), sabe-seque vs=-2 e v, =6.
Como vy;=vg+r=vg+r+r, entdo:
2r=v,—Vvy & 2r=6+2 & 2r=8 & r=4
Poroutrolado: vs=v,+4r < v,=v;—4r & vi=—-2-16 & v,=-18
Desta forma, o termo geralde (v,) é: v,=—18+(n-1)x4 & v,=4n-22

4. A sucessao (c,) definida por c,= 3n2+ L € uma progressao aritmética, pois a

diferenca de quaisquer dois termos consecutivos é constante:
_3(+D+1 3n+1_3n+3+1-3n-1_3

Cn+1 _Cﬂ 2 2 2 2

Assim, (c,) € uma progressao aritmética de razdo r:% Como r>0, (c,) é
uma progressao aritmética crescente.
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3.Sucessoes

' Exercicios

22

156

Escreve o termo geral da progresséao aritmética (a,), sabendo que:
22.1. oprimeirotermo é —5 earazdo é 3;

22.2,a,=7 € a;=4

22.3.3;=10 e a,5=25

22-4- a-lo = 30 e 820 = 10

Averigua se é uma progressao aritmética a sucessao de termo geral:

23.1. a,=3n-7 23.2. bn=5g”
23.3.c,=n-2n 23.4.d = 2”3‘ 5
2
23.5. ¢,= 21> 23.6. f,=—>
2 n+1

Indica a razdo de cada uma das progressodes aritméticas identificadas no exercicio
23 e tira conclusdes sobre a sua monotonia.

Considera a sequéncia infinita de quadrados construidos da seguinte forma:
o primeiro quadrado tem 2 cm de lado e cada um dos seguintes tem mais 3 cm
de lado do que o quadrado anterior.

Na figura encontram-se representados os trés primeiros termos da sequéncia.

1.°quadrado  2.° quadrado 3.° quadrado

Considera a progressao aritmética (p,) que ao n-ésimo quadrado faz
corresponder o seu perimetro.

25.1. Indica a razdo da progressao aritmética (p,) .
25.2. Escreve o termo geral de (p,) .

25.3. Determina a ordem do primeiro termo cujo perimetro é superiora 100.



3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

Vejamos como determinar o termo geral de uma progressao aritmética conhecendo
arazao e um termo qualquer.

Para tal, consideremos uma progressao aritmética (a,) de razédo r e dois dos seus
termos, a, e a,. Sabemos que:

a,=a;+(n-1r,VnENea,=a,+(p—-1)r, VpEN
Assim, a,— (p—1)r=a, . Entdo:

a,=a,—(p-Nr+(n-1r & a,=a,+r(-p+1+n-1) & a,=a,+(n—p)r

O termo geral de uma progressao aritmética (a,) em funcio darazdo r e de
um termo de ordem p, a,, édado por:

a,=a,+(n—-p)r, vneN

1. De uma progressao aritmética (u,), sabe-se que: us=—2 e u,=4
Assim: U;=Us+2r & 2r=4+4+2 < r=3
Desta forma, o termo geral de (u,) é:
U,=Us+(N-5)xr < u,=-2+(n-5x%x3 & u,=3n-17

2. Vamos determinar o termo de ordem 100 da progressao aritmética (u,)
talque u,,=12 e r=3.

Ujgo=Usxg+ (100 = 20) X3 <= U100=12+80%x3 & Uy =252

' Exercicios

@ Escreve o termo geral da progresséo aritmética (u,) tal que:
26.1. u,,=20 e u;5=10
26-2- U100= 50 e U5 = - 10

26.3. U;n=—20 e u;p=—2

@ Determina o termo de ordem 500 da progressao aritmética (a,), sabendo que:
27.1. oprimeirotermoé 5 earazaoé —2;
27.2. a,,=5 earazdoé 3;

27-3- 3100 = 280 e 330 = 120 .
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3.Sucessoes

@ Determina o nimero de termos inferiores a 100 da progressao aritmética (v,,)
tal que:

o R 28.1. v, =10n+5

Video
Soma de termos
consecutivos de

uma progress&o 28.3.v,,=30 e v,,=52
aritmética N

28.2.v,=30e r=5

[E] e i

Soma de um niimero finito de termos de uma progressao aritmética

A somados N primeiros termos de uma progressio aritmética (a,) é dada por:

SN=°’”;"N><N

1. Vamos determinar a soma dos 10 primeiros termos da progressao aritmética
(a,) determogeral a,=2n-1.

a;=2x1-1=1¢€ a,,=2x10-1=19

a;t+aqg =1+19
2 2

Logo: S,= x 10 x10=100

2. Para calcular a soma dos 15 termos a partir do 10.° termo, inclusive, da

3n+1
2

determinar b,, € b,y.:5_, (€ 0 equivalente a considerar uma nova progressao

aritmética com a mesma razao e cujo primeiro termo é igual a b,).

progressao aritmética (b,) definida por b,=

, podemos comecar por

3x10+1 _ 31 3x24+1 73
b1o=xT=7 € b10+15—1=b24=xT=7
31 +73 N
_ bio+ by _2 2 _ ota
S= 2 x15= 2 x15=390 Um processo alternativo

écalcular S,, — S,.

' Exercicios

@ Determina a soma dos 20 primeiros termos da progressao aritmética (c,)

definida por:

29.1. ¢,=5-2n 29.2, cn=’“2f3
_3n-5

29.3.c,= 5
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3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

@ Considera a progresséo aritmética (d,) cujo5.°termoé — 12 earazdo é 3.
30.1. Escreve o termo geral de (d,) .
30.2. Determina a soma dos primeiros 100 termos da progressao aritmética (d,,).
30.3. Calcula asoma dos 10 termos da progresséo aritmética (d,) a partir do
15.° termo, exclusive.
@ Considera a progressao aritmética (e,) definidapor e,=3n-2.
Determina o nimero, N, de termos consecutivos de (e,), com N€IN, cujasoma

a partir do vigésimo termo, inclusive, é 715.
—

3.3.2. Progressoes geométricas

Dois colegas de trabalho decidiram organizar uma festa-surpresa de despedida
para um colega que se vai reformar.

Assim, propuseram a seguinte forma de divulgar
a festa pelos colegas: cada pessoa, ao saber

a noticia, contaria a trés novos colegas no dia
seguinte.

No primeiro dia, sabiam da festa duas pessoas
(os organizadores); no segundo dia, sabiam mais
seis pessoas; no terceiro dia, ja sabiam mais

18 pessoas, e assim sucessivamente.

No 5.° dia, quantas pessoas tomaram
conhecimento da festa-surpresa?

Ao fim de seis dias, quantas pessoas ja
sabiam da festa?

N IN
NANANN

Define, por recorréncia, a sucessao que ao
n-ésimo dia faz corresponder o niimero de
pessoas que tiveram conhecimento, nesse 1.0 dia: 2.0 dia: 3.0 dia:
dia, da festa-surpresa. 2 6 18

Repara que, na sucessao da tarefa anterior, cada termo é obtido a partir do anterior
multiplicando-o por 3. Dizemos que a sucessao apresentada € uma progressao
geométrica derazdo 3.
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3.Sucessoes

Uma sucessdo (b,) é uma progressdo geométrica de primeiro termo b erazio r,
com b, r€R, seédefinida por recorréncia da seguinte forma:

b1=b
b,,,=b,xr, VneN

1. Asucesséo (b,) de termo geral b,=5" é uma progressdo geométrica, pois
0 quociente de quaisquer dois termos consecutivos é constante:

n+1
b,.1 5

— 5n+1 -n_ 5
b, 5"
Assim, (b,) € uma progressao geométrica de razdo 5 e primeiro termo
b,=5"=5,

Logo, (b,) pode ser definida por recorréncia por:

b1=5
b,,..=b,x5,VnelN

2. Relativamente a uma progressdo geométrica (c,), sabemos que c,=4
e c,=12.

. - C
Assim, arazio é r=—2=12_3
c, 4

Logo, (c,) pode ser definida por recorréncia por:
C’| = 4
Cri1=Cp, X3, VnelN

. Exercicios

@ Define, por recorréncia, a progressdo geométrica (b,), sabendo que:
321. b,=-3 er=-2
32.2.b,=-4 e b,=-12
32.3. ;=8¢ b,=16

32.4.b,=—7 e by=—"567
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3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

@ Considera a progressdo geométrica (u,) a seguir definida por recorréncia:
u,=-

U, =%, vheN

33.1. Qual éarazdode (u,)?

33.2. Determina o 4.° termo da progressao geométrica.

@ Verifica se cada uma das sucessoes a seguir definidas é uma progressao
geométrica e, em caso afirmativo, indica a sua razao.

34.1. t,=2" 34.2, y,=5"""
34.3.v,=—2_ 34.4. w,=3x(-2)"""
3n
@ Considera a progressado geométrica (c,) definida por c, =2?.

35.1. Determina o primeiro termo e a razéo de (c,).

35.2. Define por recorréncia a progresséo geométrica (c,) .

Termo geral de uma progressao geométrica

Vamos considerar a progressao geométrica (b,) definida por recorréncia da seguinte
forma:

b,=b
, . reR\
{b,,+1=b,,xr,‘v’n€IN com b, r&R\{0}

Queremos mostrar, por indu¢do matematica, que b,=bxr"""', YVneN.
Se n=1: b,=bxr'"=b (Proposicdo verdadeira)

! é verdadeira.

Seja k€N tal que b,=bxr*"
Queremos mostrar que b,,,=bxr*.

be.1=b.xr=bxr* "xr=bxr"

I

Por hipé6tese de inducao

Assim, b,=bxr"""', VneN.

O termo geral de uma progressao geométrica (b,) derazdo r é dado por:

b,=b,xr""", vneN
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3.Sucessoes

Podemos determinar o termo geral de uma progressao geométrica recorrendo a
razao e a um qualquer termo.

Consideremos uma progressdo geométrica (b,) derazédo r e dois dos seus termos,
b, e b,. Sabemos que:

by=b,xr""", ¥YnEN e b,=b,xr’"", YVpEN

bp
-1
P

bp
-1
P

' - -1- 1 -
Assim, xr" '=b,xr" TP =p, x """

=b,. Logo, b,=

O termo geral de uma progressio geométrica (b,) em funcdo darazio r e de
um termo de ordem p, b,, é dado por:

b,=b,xr" ", VneN

1. O termo geral da progressao geométrica (b,) de terceiro termo — 13 e razédo
—5 édado por:

b,=—13x(=5)""3=—13x(=5)"x (= 5) *= -3 _x (= 5)’

125
_13
125

2. Relativamente a progressao geométrica (c,), sabe-seque c;=12 e c;=96.

Logo, b, x(-5)".

Para determinar o termo geral de (c,). comegamos por determinar a sua

razao.
Ce=Csxr’ "’ & 96=12xr’ & 8=r’ & r=2
Assim, c,,=12x2”‘5:12—§x2”=%x2”. Logo, c,,=%x2”.

' Exercicios

@ Escreve o termo geral da progressdao geométrica (b,), sabendo que:

36.1. b5=—10er=% 36.2. b,.= 3 erz_%
36.3.b,=—5 e r=—2 36.4.b,=8 e b, =64

@ Relativamente a progressao geométrica (c,), sabe-se que c;=—3 e ¢c;=-81.

37.1. Determinaarazdode (c,).

37.2. Escreve o termo geral de (c,).
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3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

@ Considera as progressdes geométricas (u,) e (v,) definidas por:

V1=U2

u,=-3x2" e 2v,
Vi1 =—

, VNEN

38.1. Determina arazdo de (u,).

38.2. Define (u,) por recorréncia.

__ 38.3. Determina o termo geral de (v,).

Monotonia das progressoes geométricas
Consideremos a progressdo geométrica (b,) definidapor b,=b,xr""', VneN.
Se b,=0, aprogressao tem todos os termos nulos, logo € constante.

Se b,#0 e r=0, sabemos que s6 o primeiro termo é diferente de zero.
Nocasode b,;,#0 e r#0:

r>1 0<r<1
r=1 r<o

b,>0 b,<0 b,>0 b,<0

Crescente | Decrescente | Constante | Decrescente | Crescente | Ndo mondtona

Nota:
Quando r< 0, qualquer que seja o sinalde b,, com b, #0, ostermos serao alternadamente
positivos e negativos (ou vice-versa). Assim, (b,) é ndo monétona.

1. Vamos estudar quanto a monotonia a progressao geométrica (b,) definida por:

B l 3n+1
b"‘3x<2>

1 3n+3+1
b,. 3X<§> < >3n+3+13n1 < >3

r= 1 (1) 21
bn 3% 1 3n+1 2 2 8
)
B l 3X1+1_i
b1‘3x<2) ~16

Como 0<r<1 e b,;>0, aprogressao geométrica (b,) é decrescente.
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3.Sucessoes

-n+2
2. A progressao geométrica (c,) definida por c,=2x (— Z) é nao

w

monadtona, pois a sua razao é negativa.

2 -n—-1+2
_Cn+1:2x< 2) :<_2>‘1:_§
2

- Cn 2 -n+2
2x(-3)

. Exercicios

@ Determina a razao e estuda quanto a monotonia a progressao geométrica de
termo geral:

1 1-n
30.1. t, =9 x (g)

39.2, u,=20x(-2)""°

39.3.v,=-3"""

1 -n+2
39.4. w,=5 x <§>

@ Considera a sucessdo (u,) de termo geral u,=—-3x2"'"%".
40.1. Verifica se (u,) € uma progressao geomeétrica.

40.2. Estuda a sucessao (u,) quanto a monotonia.

—

Soma de um nimero finito de termos de uma progressao
geomeétrica

Consideremos uma progressdo geométrica (b,) com primeiro termo b, erazao r.

Se r# 1, sabemos que asoma dos N primeiros termos consecutivos da progressao
geométrica (b,) é dada por:

Sy=b,+by,+bs+...+by (¥)
Multiplicando ambos os membros pela razao, r, obtemos:

SyXIr=byXr+byXr+byxr+..+byxr (*
—— ——— ——— —

b, by b, Dyysq
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3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

Se a (*) subtrairmos (**), obtemos:

Sy—=SyXr=b;+b,+bs+...+by—(b,+bs+bs+...+by,,) & Calculo auxiliar:

Manual
b1—b1XI’N bN+1=b1er eDigital
— SNX(1_r)=b1_bN+1 = SN= )
1-r Video

Soma de termos
= N consecutivos de
S = M uma progressao

! 1 -r geométrica

] e [a]

A somados N primeiros termos de uma progressio geométrica (b,) derazdo r
é dada por:

« Sy=Nxb,, se r=1 (poisos N termos sao iguaisa b,)

N

l-r
e Sy=b; x—, #1
N lxl—r ser

1. Consideremos a progressdo geométrica (u,) talque u,=5 earazdoé 2.

* A soma dos sete primeiros termos da progressao geométrica (u,) é dada por:

1-r' g 1=2

1—r T-7 935

S;=u, x

* Asomados 10 termos consecutivos da progressdo geométrica (u,), a partir
do termo de ordem 5, inclusive, pode ser determinada usando a férmula
1 _ r10
1 —
geométrica de razdo 2 e cujo primeiro termo € uy).

Sio=Us X (é o equivalente a considerarmos uma nova progressao

10
Us= U, xr* '=5x2'=80, logo: S;o=80x 11‘_22 - 81840
2. A soma dos cinco primeiros termos da progressdo geométrica (v,) de razao %
. 93
é 13"

Para determinar o seu primeiro termo, basta resolver a seguinte equacao:

1 5
1-(=
_ 1-r° 93 _ <2> 93 _ 31 _ 48
Ss=ViX [ & Jg3=ViX L1 T 13T T 1Tas
2
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3.Sucessoes

' Exercicios

Determina a soma dos cinco primeiros termos da progressdo geométrica (c,)
definida por:

ci=—2
41.1.

cn+1=%, vneN

1-2n

3
3

41.2. c,=>

41.3. c,= o

2 1-3n
41.4. =(=
Cn <5>

@ Considera a progressado geométrica (d,) de termo geral d,= %

42.1. Determina arazao de (d,).

42.2, Calcula a soma:
a) dos 10 primeiros termos;
b) dos cinco termos consecutivos, a partir do 10.° termo, exclusive.

@ Na figura estao representados os trés primeiros
termos de uma sequéncia infinita de figuras.

O circulo da primeira figura tem 2 cm de raio e cada
um dos circulos seguintes tem de raio metade do
raio do circulo da figura anterior.

Seja (a,) a progressado geométrica que a cada figura
faz corresponder a area, em centimetros quadrados, Tem
do circulo da figura de ordem n.

43.1. Determina:

0,5cm
as C]

b) arazdode (a,).
43.2. Escreve o termo geral de (a,) .

43.3. Determina a soma dos cinco primeiros termos de (a,) .
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3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

Considera uma progressao aritmética (c,) de razdo 3.

Determina:
1.1. c)5, S€ C;=2;
1.2. ¢,;, se ¢,,=36;

1.3. otermo geral de (c,), se ¢c,,=64.

Determina o termo geral da progressao aritmética (a,), sabendo que:
2-1- a5: 10 e 813=24
2.2.a,,=—5e a;=-20

2.3.a,=14 ¢ a,;=26

Considera a sucessao (u,) definida por:

{u1 =5

U, .,=u,—2,VneN

3.1. Mostra que (u,) é uma progressao aritmética e indica a sua razao.
3.2, Estuda (u,) quanto a monotonia.

3.3. Escreve o termo geral de (u,).

3.4. Determina a ordem a partir da qual os termos de (u,) sdo inferiores
a-10.

De uma progresséo aritmética (d,), sabe-se que d,,=12 e d,,=62.
4.1. Determinaarazdode (d,).

4.2, Escreve o termo geral de (d,).

4.3. Determina a soma dos 10 primeiros termos de (d,,).

4.4, Sabendo que asoma dos N primeiros termos de (d,), com NE€N,
é — 126, determina o valorde N.

A soma dos sete primeiros termos da progressao aritmética (e,) é —35.
Sabendo que arazdo de (e,) € — 2, determina o termo geral de (e,).
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3.Sucessoes

168

Considera as sucessoes (u,) e (v,) definidas por:

3n Vi=-—
=2 € 3v,
5 Vn+1=_ETW'vr7E|N

un

6.1. Mostra que as sucessodes sao progressdes geométricas.
6.2. Representa (v,) através do seu termo geral.

6.3. Estuda as sucessdes quanto a monotonia.

Determina o termo geral da progressao geométrica (b,), sabendo que:

74. b;=10 e r=-2

7.2. b.=20 e r:—%

7.3. b,=10 e by=20

7.4. b;=3 e by=—81

Considera a sucessio (c,) de termo geral c,=3x5"""".

8.1. Verifica se a sucesséo (c,) € uma progressao geométrica e, em caso
afirmativo, indica a sua razéo.

8.2. Define a sucessao por recorréncia.
8.3. Verifica que 375 é termo da sucessao e indica a sua ordem.

8.4. Determina a soma dos 10 primeiros termos da sucesséo (c,).

3—n+1

Considera a sucesséao (d,) definida por d,= 5

9.1. Mostra que (d,) é uma progressao geomeétrica.
9.2. Calcula a soma dos cinco primeiros termos de (d,,).
9.3. Estuda (d,) quanto a monotonia.

9.4. Considera a progressao aritmética (e,) tal que e,=d, e asuarazao é
iguala d,.

a) Escreve o termo geral de (e,).

b) Determina a soma dos 10 termos de (e,), a partir do 7.° termo,
inclusive.



3.3. Progressdes aritméticas e progressdes geométricas

Na figura esta representada uma sequéncia
infinita de tridngulos equilateros.

O primeiro tridangulo tem 4 unidades de
lado e a medida do lado de cada triangulo, a
partir do segundo, é metade da medida do
lado do triangulo anterior. v

Seja (t,) asucessao em que cada termo
representa a medida do lado do tridngulo
com a mesma ordem.

10.1. Determina o termo geral da sucesséao (t,).
10.2. Mostra que a sucessao (t,) € uma progressao geométrica.

10.3. Determina o perimetro do 10.° tridngulo da sequéncia.

Considera as trés primeiras figuras, constituidas por um quadrado e um
circulo nele inscrito, de uma sequéncia infinita.

2cm 4cm 8cm

Na primeira figura, o quadrado tem 2 cm de lado e em cada uma das figuras
seguintes a medida do lado do quadrado é o dobro da medida do lado do
quadrado da figura anterior.

Considera as sucessoes:
(,). que a n-ésima figura faz corresponder a medida do lado do quadrado;

(a@,). que a n-ésima figura faz corresponder a medida da area do circulo.
11.1. Qual é o primeiro termo e a razdo da sucessao (/,)?

11.2. Sabendo que (a,) é uma progressao geométrica, determina o seu
termo geral.

11.3. Determina a soma das areas dos cinco primeiros circulos da sequéncia.
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3.Sucessoes

3.4. Limites de sucessoes

Manual
Digital

Video
Limite de uma
sucessao

3.4.1. Definicao de limite de uma sucessao

CFs

Dados dois numeros reais a e r, com r>0, designa-se por vizinhanca de centro a e
raio r, erepresenta-se por V,(a), ointervalo Ja—r, a+r[.

xeV,(a) & x€la-r,a+r[ & |x—al<r

Consideremos a sucessao (u,) definida por:
_ (1
u,= <2> +3
Os quatro primeiros termos da sucesséo (u,) sao:
7 13 25 49

2' 4' 8'16

Vamos mostrar que, a partir de uma ordem n, com n&€IN, todos os termos da
sucessao pertencema V,,(3).

u,—3]<0,1 < |<%> +3—3‘<o,1 PN ‘(%)

1 1
<0,1 — <
< 27770
Entdo: 2">10 < n>3
A partir do termo de ordem 4, inclusive, todos os termos pertencema V,,(3).

Assim, podemos concluirque n>4 — |u,—3|<0,1.

Diz-se que um numero real a é limite de uma sucessiao (u,) , e escreve-se
limu,=a, se paratodo § €IR" existe umaordem p €N tal que:

VneN,n>p = |u,—a|<é
Se o limite existe, a sucessdao (u,) diz-se convergente.

Caso contrario, a sucessao diz-se divergente.

Notacao:
Podemos escrever lim u,=a, limu,=a ou u,— a, que se leem, respetivamente,

n—+oo
"o limite de (u,), quando n tende para mais infinito, € a", "o limite de (u,) é a" e
“(u,) tende para a ou converge para a".
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3.4. Limites de sucessbes

Consideremos a sucesséo (v,,) definida por Vn:M.

* Vamos determinar a menor ordem a partir da qual todos os termos de (v,,)
pertencema V,,(5).

v, E Vo, (5) < ’%—

5’<o,1 PN %<o,1 & n>10

A menor ordemsera 11.

* Mostremos que limv,=5.
Para tal, temos de mostrar que, para todo o niimero real positivo §, existe um
ndmero natural p talque: VnEN: n>p = |v,-5|<6

Como |v,-5|<6 & ‘%—5%5 = ‘% < & %<6 & n>t

0

Sendo p um numero natural maior do que % temos:

VneEN:n>p = |v,-5|<6, istoé limyv,=5
' Exercicios
@ Considera a sucesséao (u,) definida por u, =%.

44.1. Determina a ordem a partir da qual os termos da sucessao pertencem a

5
)
: _5

44.2. Prova que lim (u,) =5
@ Prova, usando a definicao de limite, que:

45.1. lim ( 3n ) -3

n+1
45.2. lim (i) -0
n
45.3 ||m<2”‘1)=2
n+3
@ Considera a sucesséao (v,) de termo geral v,= 5
2n+1
46.1. Determina a ordem a partir da qual os termos da sucessao pertencem a

Vooi(0).

\__46.2. Provaque lim(v,)=0.
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Manual
Digital

Video
Unicidade do
limite de uma
sucessao

[ e []

3.Sucessoes

Teorema

O limite de uma sucessao convergente é tinico.

Suponhamos que uma sucessao convergente (u,) étalque u,— a e u,— b, com
azb.

Assim, sabemos que lim(u,)=a e lim(u,)=b.

Desta forma, paratodo o 8 €IR", existe p'€IN tal que:
VneN, nzp' = u,€ V;(a)

e existe p"€IN tal que:

VnelN, nzp" = u,€ V,b)

Seja p omaior valorentre p' e p".
Entdo: VheIN, n>p = u,€ V;s(a)N Vy(b)

la—b|
2

Entdo, (u,) temum sé limite.

Para 6 <

, temos V;(a) N Vs(b)={}, logo estamos perante um absurdo.

Limite de uma sucessao constante
Da defini¢éo de limite de uma sucessao, sabemos que limu,=a < lim(u,—a)=0.

Desta forma, se uma sucessao (u,) for constante, (u,) é convergente e o seu limite
€ a propria constante.

Uma sucessdo constante tem como limite a prépria constante.

1. lim(5)=5

2. lim <— l) +lim(-2)=—- 1_ 2=_ S Seja k uma constante.
2 2 2 i
im (k) =k

3. lim (v/3) :Iim(2)=§
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3.4. Limites de sucessbes

' Exercicio

@ Calcula:

4741. Iim (v/3)
47.2. lim (- %)

47.3. lim (0) x lim (%)

47.4. im(2):lim(7)

47.5. lim(5) +lim (- 2)

3.4.2. Sucessoes monotonas, limitadas e convergentes

Toda a sucessdo convergente é limitada.

Consideremos uma sucessao convergente (u,) tal que limu,=a.

Sabemos que, para um valor de 6 >0, existe um nimero natural p tal que:
VnelN:n>p = a-6<u,<a+é

Desta forma, hd um nimero finito de termos de (u,) que ndo pertencema V(a) .

Esses termos pertencema [m, a—-6]U[a+6, M], sendo m e M o menor e o maior
desses termos, respetivamente.

Sejam L' ominimode [m, a-6]U[a+d6, M] e L" o maximo de
[m, a-38]Ula+d, M].

Entdo, VneIN, L'<(u,)<L". Logo, (u,) élimitada.

5n -1

Consideremos a sucessao (v,,) definida por v,= -

* Asucessdo (v,) é crescente.

_5n+5-1_5n-1_5n*+5n-n-5n"+n-5n+1_
n+1 n nn+1)

>0,VneN

Vae1 = Vp

-1
nn+1)

* Como a sucessao (v,) écrescente, v,=4 é o minimo.
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3.Sucessoes

-5-1,
n

Atendendo ao que esta expressdo nos sugere, vamos provar que (v,) converge

* Usando o algoritmo da divisdo, sabemos que v, =%

para 5, ouseja, que lim <5nn_ L ) =5.

Queremos, portanto, mostrar que, para todo o nimero real positivo §, existe
um ndmero natural p talque: Vne€N, n>p = |v,—-5|<d

lv,-5|<6 & ‘M—S‘QS = |—l <4 & Tcs = n>1
n n n o

Seja p 0 menor numero natural que é maior do que % Entao:

vneN,n>p = |v,—5|<§,istoé limv,=5

' Exercicio

3n

@ Considera a sucesséao (u,) de termo geral u,=- PR

48.1. Mostra que (u,) é decrescente.
48.2. Mostra que (u,) € limitada.

48.3. Prova, por defini¢cdo, que lim(u,)=-3.

Propriedades

« Toda a sucessao crescente em sentido lato e majorada é convergente.
« Toda a sucessao decrescente em sentido lato e minorada é convergente.

« Toda a sucessdao monétona e limitada é convergente.

2n

Vamos provar que a sucessao (v,,) definida por v, = 1 é convergente.

* Estudemos a sucessao (v,) quanto a monotonia.

y .y -.2n+2 _ 2n _2n*+2n+2n+2-2n’—4n_
T 141 n+1 (n+2)(n+1)
2
== >0,VneN
(n+2)(n+1)

Logo. (v,) é estritamente crescente.
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3.4. Limites de sucessbes

* Vejamos que (v,) é limitada.

_2n _, 2
_n+1_2 n+1

Vi

A sucessao de termo geral 171? € decrescente de termos positivos. Entéo:

0o<— <l o 0>-—2 5 1 o 1<2--2 <2
n+1 "2 n+1 n+1

Logo: 1<v,<2,VneN
Assim, (v,) é limitada.
Como (v,) é monétona e limitada, entao é convergente.

. Exercicios

1-5n
n+1°
49.1. Mostra que a sucessao € monoétona decrescente.

@ Considera a sucessdo (w,) definida por w,=

49.2, Verifica se (w,) € limitada.
49.3. Podemos concluir que (w,) é convergente? Justifica.

49.4. Prova, por definicdo de limite, que lim w,=-5.

@ A sucesséao (u,) temtermo geral u,= 2::23 :

50.1. Mostra que (u,) € mondtona e limitada.

50.2. O que podes concluir quanto a convergéncia de (u,) ?

(__ 50.3. Prova, por defini¢cao de limite, que limu,=2.

Nem toda a sucessao limitada é convergente.

Consideremos a sucessdo (u,) definida por u,=(-1)".

1 se n par

Sabemos que: (- 1)”={ .
—1 se n impar

Logo, —1<u,< 1, isto é, (u,) élimitada.
Para n par, sabemos que u,— 1 e, para n impar, u,— —1.

Portanto, (u,) é divergente.
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3.Sucessoes

' Exercicio

@ Considera as sucessoes (a,). (b,) e (c,) aseguir definidas.

_ 2 __ 3n — (_ 1)+
a,= bn_ n+1 Cn_( 1)

Analisa, quanto a convergéncia, cada uma das sucessodes apresentadas.
—

3.4.3. Limites infinitos
Consideremos a sucessao (u,) definidapor u,=3n+1.
Os seus primeiros termos sao:
4,7,10,13, 16, 19, ...
Qualquer que seja o numero real positivo L considerado, havera sempre termos da
sucessao que sao superioresa L.

Assim, dizemos que (u,) tende para + oo, isto &, u,— +oo ou limu,=+oo.

Uma sucessdo (u,) tem limite +oo quando, para todo o nimero real positivo L,
existe uma ordem p €IN tal que:

VneEN,n>p = u,>L

Vamos provar que lim <5n2+ L ) =+00,
i 4 - 5n+1
Consideremos um numero positivo L tal que 5 >L.

N+1.) s Bn+1>2L & n>

2L -1
5
Deste modo, qualquer que seja o valor tomado para o nimero positivo L,

havera sempre umaordem p€IN talque VnEN: n>p = u,>L.

Neste caso, p serda um numero natural superior a 2L5_1 .

Assim, lim <%) =+o00,

176



3.4. Limites de sucessbes

. Exercicio

@ Em cada um dos casos seguintes, mostra, por definicdo, que lim (u,)=+oo. e ]
52.1. u,=5n Video
Sucesséo
52.2. u,=-— 2-n divergente

52.3. u,=n"

—

Consideremos a sucessao (v,) determogeral v,=—2n+1.
Os seus primeiros termosséao -1, -3, -5, -7, -9, - 11, ...

Qualquer que seja o numero real positivo L considerado, havera sempre termos da
sucessao que sao inferioresa — L.

Assim, dizemos que (v,) tende para — oo, isto é, u,— — oo ou limu,=—oo.

Uma sucessdo (u,) tem limite —oco quando, para todo o ntimero real positivo L,
existe uma ordem p €IN tal que:

VneN, n>p = u,<-L

Dizemos que uma sucessao

Vamos provar que lim(—3n)=—oco. (u,) éum infinitamente

Consideremos um ndimero positivo L CIETED 5

talque —3n<-L. limu,=+00 ou limu,=—o0

-3n<-L & 3In>L & n>%
Neste caso, sendo p um numero natural superior a A:

3
VneN,nzp = u,<-L

Assim: lim(-=3n)=— o0

. Exercicio

@ Em cada um dos casos seguintes, mostra, por defini¢cdo, que lim(u,)=—-o0.

53.1. u,=-5n+1

1.3 Nota:
53.2.u,= _2 n Se U, — +0o0 0OU U, — — o0,
53.3. U = —n> entdo (u,) é divergente.
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3.Sucessoes

Consideremos a sucesséo (u,) definida por u,= g’g"' 11 ,

Vamos mostrar, usando a definicao de limite, que limu, :%

3n+1 3
2n—1 _2’<6'

Seja 6 €IR" tal que ’

Assim:

6n+2—-6n+3 5
4n -2 4n -2

5+26<n JEN n>5+26

46 46

5

<0 & 5<4nd6-260 &
4n -2

<6<:’ ‘<6<:

L=

3n+1 3
2n-1 2

Logo, existe um nimero natural p talque: VneIN, n>p = ‘ ‘ <0

5+26
48

Desta forma, p € um numero natural maior do que

imu =3
Logo, limu,= 5

De forma geral, temos:

Consideremos a sucessao definida por ‘Zg:g com cn+d#0, VneIN.
_n. e an+b_ .. b
Se a—O.llmcn+d_l nad-
« Se c;atO:limM:2
cn+d c
a
+o00 se =>0
» Se c=0:lim(M>= d
cn+d _oo se %<
d
. (2n+3\_2 - (1=2n\_ 2
! "m< 5n )‘5 2 IIm<3n 1)‘ 3
3. Iim<2n—%>:+oo 4. im (5 — 3n) = — oo
. 3\
5. I|m<2+n>—0
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3.4. Limites de sucessbes

. Exercicios

@ Considera as sucessodes a seguir definidas. e Manual
Digital
— — — Video
a,= M b,= 2| Cn=; d,= 3—6n Limite de
2-n 3 1-3n 2 sucessdes que
diferem num
. L. . ndmero finito
54.1. Indica o limite de cada uma das sucessoes. de termos

R

54.2. Verifica as respostas anteriores, usando a defini¢cao de limite.

@ Indica o limite da sucessao de termo geral:

_—n+1 _n _ 1
55.1. a,= - §5.2. b, = =" 55.3. c, = 51—

_ 5 _5n+1 _3-2n
55.4. d, == 55.5. ¢,= > 55.6. f,= >
55.7. g,=—7n 55.8. h,=3+n 55.9. /= %

Sucessoes que diferem num niimero finito de termos

Considera as sucessodes (a,) e (b,) definidas por:

3 se n<5

2
a=n" e b,=
" g {n2 se n>5

Prova, por definicao de limite, que:

lim (a,) =+ 00 lim (b,) =+ 00

As sucessdes consideradas na tarefa anterior diferem apenas nos quatro primeiros
termos.Para n>5, as duas sucessdes tém os mesmos termos. Desta forma, quando
n — + o0, as sucessdes comportam-se da mesma forma.

O mesmo acontece com sucessdes que tém um limite finito.

Sejam (u,) e (v,) duassucessoes que diferem num ntimero finito de termos.
« Se lim (u,) =k, com k€ R, entdo lim (v,) =k.

+ Se lim (u,) =+oco, entdo lim (v,) =+oo.

« Se lim (u,) =—oo, entdo lim (v,) =—oo.

« Se ndo existe lim (u,), entdo ndo existe lim (v,) .
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3.Sucessoes

Sejam (u,) e (v,) as sucessdes definidas por un:{

-n se n<3

n+1 se n>3
ev,=n+1.

Como as sucessdes diferem nos trés primeiros termos e lim(v,) =+ oo, entédo
lim (u,) =+o0.

3.4.4. Operacoes algébricas com sucessoes

Propriedade

Consideremos uma sucessdo (u,) limitada e uma sucessio (v,) tal que v,— 0.
Entao:

lim (u,xv,)=0

Iim[(—1)”>< 3 ]:O,pois Iim( 3

2n+1

2n+1
geral (—1)" é limitada.

) =0 e asucessao de termo

' Exercicio

@ Mostra que o limite de cada uma das sucessdes a seguir definidas é 0.

1y
2n
cos (nm)
+1
_sin(n)
2n+1

56.1. a,=

56.2. b, =

56.3. c,
—

Limite de uma poténciade n

Seja (u,) asucessdo definida por u,=n", com p€Q.

1 se p=0
lim(n®) ={+c0 se p>0
0 se p<O0
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3.4. Limites de sucessbes

3
1. Vamos provar, pela definicdo de limite, que lim (n_i) =0. Q Manual
Seja 6>0. )
Video
Limite da

A

3
2

3
<6 & L<5 & 1<6n2 & ~<n

n2 6

2
= %<\/F IS <%> <n® o 13/%<n o n>—1

b

N|w

—_ sucessdo n”

|n_%—0|<6 =

n

Assim,para pEINAp> % , temos:
62

VNneEN, nzp = |n_%|<6
Logo, lim (n_%>=0.

2. Mostremos, pela definicdo de limite, que lim (nz) =+o00,
Seja L>0.

]
n°>L & n>L2 & n>VE
Assim, para p€INAp>+VL, temos:
VneEN, n>p = n°>L
Entdo, lim (n?) =+ oo
1
3. lim <n2)=+c>o

4. lim(n7%) =0

' Exercicio

@ Indica o limite da sucessao de termo geral:

3 3
57.1. a,=n? 57.2. b,=Vn’
1 _n’s
57.3. c,=— 57.4. d,=n
n
1 n
57.5. ¢,=—— 57.6. f,=——
57.7. gnzig
\__ n

181



3.Sucessoes

Limite da soma de sucessodes convergentes

(e Yo Sejam (u,) e (v,) duas sucessdes convergentes. Entdo, a sucessdo (u,+v,) é
convergente e:

Video . . .

Limite da soma lim (u, +v,) =limu, +limv,

de duas
sucessoes
convergentes

[ it []

Demonstracao:

Consideremos duas sucessdes convergentes (u,) e (v,) taisque limu,=a e limv,=b,
com a, beR.

Paratodo o 6 €IR", existem nimeros naturais p' e p" tais que:

VneEN, nzp' = |un—a|<geVn€IN, n>p" = |vn—b|<g
Seja p oméximode {p', p"}.
Entdo: VhEN, n>p = |un—a|<g/\|vn—b|<g

Logo:

0., 0
22
Destaforma: VneEN, n>p = |(u,+v,)—(a+b)|<é

|u,—a|+|v,—b|< = |(u,—a)+(v,-b)|<é < |(u,+v,)—(@+b)|<é

Assim: lim(u,+v,) =limu,+limv,

' Exercicio
@ Considera as sucessoes definidas por:
n= _2IA'+-|-n‘I by = n2_n3 2= 53 +_ 2’;1
&=3n=32 =5
Determina:
58.1. lima, 58.2.limb,
58.3. limc, 58.4. 1imd,
58.5. lime, 58.6. lim(a,+b,)
58.7. lim(a,+c,) 58.8. lim(c,+d,)
58.9. lim(b,+e,) 58.10. lim(b,+c,)

—
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3.4. Limites de sucessbes

Limite do produto de sucessoes convergentes

Sejam (u,) e (v,) duas sucessoes convergentes. Entdo, a sucessao (u,xv,) é S v
convergente e:
. . . Video
lim (u, x v,) =limu, x lim v, Limite do

produto de duas
sucessoes
convergentes

Demonstracao:
Consideremos duas sucessdes convergentes (u,) e (v,) tais que limu,=a e limv,=b,
com a, beR. Atividade
+ . , . . " . Limite do
Paratodo o 6 €IR", existem nimeros naturais p' e p" tais que: produto de uma
6 6 constante p?r
VneN, n>p' = |u,-a| <5e VneEN, nzp" = |v,-b|<Z e

Seja p oméaximode {p'.p"}. Entdo: VnEN, n>p = |un—a|<g/\|v,,—b|<g
Sabemos que u,v,—ab=u,v,-u,b+u,b—-ab=u,(v,—b)+b(u,—a).

Pela desigualdade triangular:

1= 3b1< (0= ) il +Ja(v,= )] @ v, = 3bl <[y ~2) 1]+ 121(v, - )
6,6

2 2
Destaforma: Vn€IN, n>p = |u,v,—ab|<é

Assim: lim (u,x v,) =limu,xlimv,

Logo: |u,—a|x|v,—b|<= = |(u,—a)x(v,— |<— = |u,v,—ab|<$§

Propriedade

Sejam (u,) uma sucessdo convergente e a€IR . Entdo, a sucessdo (au,) é
convergente e:
lim (au,) =alimu,

' Exercicio

@ Considera as sucessoes (a,). (b,) e (c,) tais que:

. B .3 L 23
Ilma,,——2 Ilmb,,—2 |lan——T
Determina:
59.1. lim(a,x b,) 59.2. lim(a,xc,)
59.3. lim (c, x b,,) 59.4. lim (v/3c,)
___ 59.5.lim(-2xa,+1) 59.6. lim (4 x b, —V3c,)
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3.Sucessoes

Limite do quociente de sucessodes convergentes

(e Yo Sejam (u,) e (v,) duas sucessoes convergentes,com v,#0, VnEIN e limv,#0.
~ ~ u p
Video Entéo, a sucessdo (—“) é convergente e:
Limite do n
quociente de .
duas sucessdes . u, lim u,
convergentes lim(|(— ) ==
v,/ limv,

' Exercicio

@ Considera as sucessdes (u,), (v,) e (w,) tais que limu,=-v?2, limv,= ¥ e

limw,=- % . Determina:
60.1. lim <”—> 60.2. lim (“-)

v, Wy
60.3. lim <V—> 60.4. lim (i)

u, Vn
60.5. lim <2u,,+i)

Wn

—

Limite de uma poténcia

Sejam (u,) uma sucessdo convergentee pEZ.
Se p€EZ ouse p€Z;, u,#0, VnEN e limu,#0, entdo a sucessio (u,)"
é convergente e:

lim (u,)’ = (limu,)”

Demonstracao:
Seja (u,) uma sucessao convergente tal que limu,=a.

Se p=0e a=0: lim(u,)’=lim 1=1 e (limu,)’=a"=1

Se peZ":
« para p=1, sabemos que lim(u,)' =limu,=a=(limu,)";

- para p €N, consideremos verdadeira a proposi¢ao lim (u,)’ = (limu,)” (hipétese
de inducgao).

Queremos mostrar que lim (u,)”"" = (limu,)”"" .
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3.4. Limites de sucessbes

lim (u,)”* " =1lim [(u,)” x (u,)'] = lim (u,)’ x lim (u,) = (lim u,)°  lim (u,) =

p+1

=(limu,) Por hipétese de indugéo

(e B
Logo: Vp€E€Z*, lim(u,)’ = (limu,)’ ’

Video

Limite da
Se p € Z_ : poténcia de

uma sucessao
Consideremos p=—p', com p'€IN. Assim: convergente

lim (u,)’ = lim (u,)” _=_ T _(limu) ™ =(imu,)

jim || =—1— =
0,20 [(un)p] lim(u,)’  (limu,)’

Sabendo que lima,=a e limb,=b, com a#0 e b#0, entao:
* lim(a,)’ = (ima,)’=a’

-« lim(b,) °=(limb,) *=b"°=-1

b
- lim(a,+b,)’ =[lim (a,+b,)’ = (lim a, +lim b,)’ = (a + b)* = a° + 3ab* + 3ab + b°

' Exercicios

@ Considera as sucessoes (a,) e (b,) definidas por a,= 51”_"'3 = 14;33 .
Indica o valor de:
61.1. lima, 61.2. limb,
61.3. lim(a,)’ 61.4. lim(b,) "’
61.5. lim(a, +b,)’ 61.6. lim (a, + 3b,)’
61.7. lim(a, - b,)’ 61.8. lim(—a,+3b,)

@ Considera as sucessoes (c,). (d,) e (e,) taisque limc,=3, limd,=-2
e lime,= % . Indica o valor de:
62.1. lim (e,,)_2 62.2. lim(c,+ dn)_1 62.3. lim(c,+ d,,)2

62.4.lim(d, —e,)’ 62.5. lim(2c, +e,)’ 62.6. lim(-c,+d,)’

4n -1

@ Considera as sucessodes (u,) e (v,) tais que u,= nel © lim (u,+v,)°=36.

63.1. Determina limv,, .

63.2. D4 um exemplo de uma sucessao (v,) nestas condigdes.
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3. Sucessoes

Limite de umaraiz

Caso 0 expoente seja um numero racional, podemos generalizar a propriedade do
limite de uma poténcia.

Sejam (u,) uma sucessdo convergente de termos nio negativose p €IN.

~ P S ~
Entéo, (\/un) é uma sucessao convergente e:
o p b
lim \/u, =+/limu,

Nota:
Se asucessao (u,) for convergente com termos negativos e p for um ndmero natural impar,
a propriedade anterior também é valida.

Considerando a sucesséo (u,) definida por u,= 3+4n

2n+1

, sabemos que

limu,=2.
* lim (un)% = (lim u,,)%z 27-\/3
= lim V(u,)’ =Vlim (u,)* =\/(limu,)* =V2* =22

' Exercicio

@ Considera as sucessodes (v,) e (w,) definidas por:

=5n+1
2+n

w,=9n+5

n

Determina:
64.1. limv,

64.2. imw,
64.3. Iim \/w,

. 3 2
64.4.1im \/(v,)
64.5. lim \/(v, xw,)’

Vn

64.6. lim4/—
Wn
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3.4. Limites de sucessbes

3.4.5. Operacoes com infinitamente grandes

Limite da soma de infinitamente grandes

Dadas duas sucessées (u,) e (v,) taisque limu,=+occ e limv,=a, com a€R,
entao:

lim (u, +v,) =+o0

Demonstracao:
limv,=a, com a€R, istoé, (v,) éconvergente, entdo (v,) é limitada.
Seja m, com me€R, umminorante de (v,). Entédo: VnE€NN, v,>m (¥

Como limu,=+0c0, entdo, para qualquer numero positivo L, existe uma ordem p,
com p€IN, talque:
n>p = u,>L-m (*
De (*) e (**) vem:
n>p = u,+v,>L-m+m. Logo: n>p = u,+v,>L

Assim, lim(u,+v,)=+00.

Dadas duas sucessées (u,) e (v,) taisque limu,=+occ0 e limv,=+0c, entdo:

lim (u,+v,) =+o0

Demonstracao:

Como limu,=+0o0, entdo, para qualquer valor positivo L, existe uma ordem p',
com p'€IN, tal que: .
nzp' — u,,>§

Se limv,=+00, entdo, para qualquer valor positivo L, existe uma ordem p", com
p"€IN, tal que:

n>p'" = v,,>%
Sendo p oméximode {p'. p"}, entdo n>p = u,,>%/\ vn>%.

Logo:

n>p = un+vn>%+%, istoé, n>p = u,+v,>L

Assim, lim (u,+v,)=+00.
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Manual
Digital

Video
Limite da
sucessado soma

3.Sucessoes

De forma anéloga, prova-se que:

Dadas duas sucessoes (u,) e (v,) taisque limu,=-oc e limv,=a, com a€R,
entao:

lim (u,+v,) =—o0

Dadas duas sucessoes (u,) e (v,) taisque limu,=-occ e limv,=—-oc0, entio:

lim (u, +v,) =—o0

Consideremos as sucessdes (a,), (b,). (c,) e (d,)
definidas por:

Seja a€R.
1-2n 3+n +o00o+ag=+00
a,=3n-2, b,=5-3n, c,= e d,=
" " " n+3 " 2n —oco+a=—o00
Sabemos que lima,=+o0, limb,=— oo, FET e = e
. . 1 —C>O+(— OO):— (2o}
limc,=—2 e Ilmd,,=§.
Desta forma, concluimos que:
e lim(a,+c¢,)=+00+(=2)=+00
. Iim(a,,+d,,):+oo+%=+oo
e lim(b,+c,)=—o00+(-2)=—o00
. Iim(b,,+d,,):—c>o+%:—oo
' Exercicio
@ Considera as sucessoes definidas por:
un=% v,=5-2n w,=n+3 t,,=6';;2
Indica o valor de:
65.1. limu, 65.2. limv, 65.3. imw,
65.4. limt, 65.5. lim(u,+v,) 65.6. lim (u,+w,)

__ 65.7. lim (t,+v,) 65.8. lim (t,+w,)
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3.4. Limites de sucessbes

Indeterminacéao do tipo oo — oo

Quando consideramos duas sucessdes (u,) e (v,) tais que limu,=+c0 e
limv,=— oo, nada se pode afirmar acerca de lim(u,+v,), tendo cada situacéo de
ser tratada individualmente.

Vejamos alguns exemplos.

1. lim(Bn+3)=+00; liM(2-3n)=—o0

lim[(5n+3)+(2-3n)]=lim(5Bn+3+2-3n)=lim(2n+5)=+0o0

2. lim (n* = 2) =+00; lim (5 —n?) =— oo
lim[(n?=2) + (5 -n?)]=lim(n*=2+5—-n?) =lim(3)=3

3. im(n+3)=+00; lim(-3n)=—-o0

lim[(n+3)+(-=3n)]=lim(@3-2n)=-o0

Assim, dizemos que + oo + (— o0) ou, simplesmente, co — co é uma indeterminacao.

Designamos por levantar a indeterminacao ao processo que permite calcular o
valor do referido limite, caso exista.

Consideremos as sucessoes:
V,=2n+5 e w,=1-n + 00 — oo é uma indeterminacao.
Sabemos que:
lim(v,)=+0c0 e lim(w,)=—o0
Se pretendermos determinar lim (v, + w,), estamos perante uma
indeterminacao do tipo oo — oo,
Vamos levantar a indeterminacao efetuando os calculos:

lim(v,+w,)=lim(2n+5+1-n)=lim(n+6)=+00
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3.Sucessoes

' Exercicio

@ Considera as sucessoes de termo geral:

a,=—n+5 b,,=1_n c,,=1+" d,=2n-7

66.1. Determina:
a) lima,
b) limb,
c) limc,
d) limd,

66.2. Justifica que:
a) lim(a,+d,)=+0o0
b) lim(b,+c,)=—o0
66.3. Determina:

a) lim(a,+c,)
b) lim(b,+d,)

Limite do produto de infinitamente grandes

Consideremos as sucessdes (u,) e (v,) taisque limu,=+oc0 e limv,=+oo.

Entao, lim (u,xv,) =+oco.

Demonstracgao:

Como limu,=+0o0, entdo, para qualquer valor positivo L, existe uma ordem p',
com p'€IN, tal que:
n=p' = u,>VL

Se limv,=+00, entdo, para qualquer valor positivo L, existe umaordem p", com
p"€IN, tal que:
nxp" = v,>VL

Sendo p omaximode {p', p"}, entdo: n>p = u,>VLAv,>VL

Logo:
n>p = u,xv,>L

Desta forma, lim (u,x v,)=+oo.

190



3.4. Limites de sucessbes

De forma anéloga, prova-se que:

Dadas duas sucessdes (u,) e (v,):

e se limu,=-o0 e limv,=-o0, entdo lim (u,xv,)

+09;

e se limu,=-o0 e limv,=+00, entdo lim (unxvn)=—c>o;

e se limu,=+00 e limv,=-o0, entdo lim (u,x v,)

— 00,

Consideremos as sucessoes (a,), (b,). (c,) e (d,) definidas por:

a,=3n-2, b,=-2n+1, c,=5+3ne dnz—%

Sabemos que lima,=+o0, limb,=—o00, limc,=+o00 e limd,=—oo.
Assim, concluimos que:

* lim(a,x b,)=+00 X (— 00) =— o0

* lim(a,Xx c,)=+00 X (+00) =+ 00

* lim(d,x b,)=— 00 X (—00)=+00

* lim(d,xa,)=— 00X (+00)=— o0

' Exercicio

@ Considera as sucessodes definidas por:

a,=n-2 b,= 5 =70 d,=-3n+1
Determina:
67.1. lima,
67.2. limb,
67.3. limc,
67.4. imd,

67.5. lim(a,x c,)

67.6. lim (b, x d,)
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3.Sucessoes

Dadas duas sucessoes (u,) e (v,):

Qm?;?l e se limu,=+oc0 e limv,=a, com a€R", entdo lim (u,xVv,) =+0c0;
o e se limu,=+0c0 e limv,=a, com a€ R, entdo lim (u,xv,) =—oc;
,St:::%tf,ef;:z e se limu,=-o0 e limv,=a, com a€R", entdo lim (u,xv,)=—-o0;
e se limu,=-o0 e limv,=a, com a€R", entdo lim (u,Xxv,) =+0c0
Consideremos as sucessoes (a,), (b,). (c,) e (d,)
definidas por: , Seja a€R".
a,=3-n, b,=2+n, 0_13+:ed”=2nr:-1 —ax(+00)=—oo

—aX(—OO)=+(>O
Sabemos que |Iman=1—00, limb,=+oc0, 54 () = o

limc,=-2 e limd,=—~ ax(—oo)=—o0

Desta forma, concluimos que:
*lim(a,xc,)=—ocoXx(=2)=+00

°Iim(an><dn):—oox%:—oo

e lim(b,xc,)=+00X(=2)=-00

- Iim(bnxdn)=+c>ox%=+oo

' Exercicio
@ Considera as sucessodes definidas por:
u,=3+n V,=-n? w,,=3+n ;o 2
n 1-n
Determina:
68.1. lim (u,xw,) 68.2. lim(u,xt,)
68.3. lim (v, xw,) 68.4. lim(v,xt,)
__ 68.5.Iim(u,xt,+w,) 68.6. lim (u,xw, —t,)
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3.4. Limites de sucessbes

Indeterminacgao do tipo oo x 0

Considera as sucessodes (u,), (v,) e (w,) definidas por:

u,=n*+3,v,=n%e w,=—n*

Determina:
1.1. lim(u,)
1.2. lim(v,)
1.3. lim(w,)

Sabendo que t,=u,xv,, determina o termo geral da sucesséo (t,) e calcula
limt,.

Determina a expressao que define a sucesséao (p,) e calcula lim(p,),
sabendo que p,=w,XxV,.

Como vimos na tarefa, nada se pode concluir acerca do
limite do produto de um infinitamente grande por um

e s .. ., Dizemos que uma
infinitésimo, sendo necessario efetuar os calculos em

sucesséo (u,) éum
cada caso. infinitésimo se:
Assim, dizemos que +o0ox0 ou —oox0 ou, simples- limu,=0
mente, oo x0, € uma indeterminacao.

Consideremos as sucessoes definidas por:

3

u=-n°,v,=n>e w,=n""*

toox0 éuma
indeterminacao.
Sabemos que lim (u,)=— o0, lim(v,)=+o0 €

lim(w,)=0.

Ao determinar lim(u,xw,) e lim(v,xw,), estamos perante indeterminagdes
do tipo oo x 0, entdo:

« lim (v, x w,)) =lim (n°x n™*) =lim (n) =+ oo

0

e lim(u, xw,) =lim (=n®xn~*) =lim (=n~")
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3.Sucessoes

' Exercicios

@ Considera as sucessdes definidas por a,=2n’+n, b,=5-n e ¢c,=—-2n">.

Calcula:

69.1. lim a, 69.2. lim b,

69.3. lim ¢, 69.4. lim(a, x c,)
69.5. lim (b, x c,) 69.6. lim[(a,+b,) x c,]

@ D& um exemplo de uma sucessé@o (u,) infinitamente grande tal que:

70.1. lim (u,xn"") =+ 00

__ 70.2.0im [y, x (-2n"%)] =— o0

Limite da poténcia de infinitamente grandes

Consideremos uma sucessao (u,) de termos ndo negativos tal que lim u, =+oo
e p€Q’. Entio:

lim (u,)’ = (+00)’ =+00

Considera as sucessdes (u,) e (v,) definidas por u,=5n’+1 e v,=3-5n.
Indica os valores de limu, e de limv,.
Determina lim (u,)'**.
Calcula lim(v,)?, lim(v,)’, lim(v,)" e lim(v,)°.

Tendo em consideracao os resultados obtidos em 3, o que podes concluir?

Consideremos uma sucessido (u,) talque limu,=-oco e pE€IN.
- Se p é par, entdo lim (u,)’=(-o00)’=+o0.

« Se p éimpar, entdo lim (u,)’=(—oc0)’=—oo.
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3.4. Limites de sucessbes

( Exemplos )

1. lIm(3-=5n)°=(-00)’=— o0

2. lim (302 = 5) = (+ 00’
3. lim \/3 1+5n=(+00)

4.1im (3 =2n?)° = (= 00)° =+ 00

+ o0

w|=

=400

' Exercicio

@ Determina:

71.1. lim(3n-2)°

71.2. lim (V2 +n2)4

71.3. lim (3 = 5n%)°

71.4. lim (3 — 5n%)°

71.5. lim V/3n+n?

71.6. lim <<WT+1>3 +(5 - 3n)6>

. 1 \° 4 5
71.7. Iim (—) +(— 2n +1)
n+3

—

Limite do quociente de infinitamente grandes e de infinitésimos

Vamos considerar uma sucesséo (u,) de termos ndo nulos tal que limu,=0", isto é,
tal que u, tende para O por valores superioresa 0.

Entdo: lim <l>: - T 1
u,) lim(u, 0°
Demonstracgao:
Consideremos um numero positivo L e seja 6:%.
Existe um nimero natural p talque n>p = (u,>0Au,<9).
. 1.1
Assim: n> —>—
p= u, o
Como 6=%, entdio n>p = ul>L.

n
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3.Sucessoes

Desta forma, concluimos que lim (ui> =+o00,

n

Dada uma sucessio (u,) de termos nio nulos tal que limu,=0", entio:

lim <i> =400

ul’l

Representamos por é =400,

De forma anéloga, prova-se que:

Dada uma sucessdo (u,) de termos ndo nulos tal que limu,=0", entdo:

lim <i> = oo
u,

Representamos por % =—00.

Se (u,) é um infinitésimo de termos nao nulos, entéo ul € um infinitamente grande.

n

1. Consideremos a sucessdo de termo geral a,=n"">.

Como sabemos, lim(a,)=lim (n™?) =0".

(Note-se que (a,) € uma sucessao de termos positivos.)

im (L) =tim (L) =1 =
Logo: I|m<an)_llm<n_2> o + 00

2. Asucesséo (b,) definida por b,=—n"> tem limite:
lim(b,)=lim (-n%) =0~

(Note-se que (b,) € uma sucessao de termos negativos.)

s T\ _p 1 _1
Logo: lim (b—n>—llm (_n‘3>_F__OO
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3.4. Limites de sucessbes

' Exercicio

@ Considera as sucessoées (a,). (b,). (c, e (d,) tais que:
a,=-n"°,b,=—3n"%,¢c,=n"?ed,=2n""°

Indica:

721. lima,
72.2. limb,
72.3. limc,

72.4.1md,

72.5. lim (l>

72.6. lim

72.8. Iim

(5,)
72.7. lim (l)
(@)

Dada uma sucessdo (v,) de termos ndo nulos tal que limv,=+oc, entdo:

lim 1 =0

vﬂ

Representamos por i 0.
+ 00

Demonstracao:

Consideremos um numero positivo 6. Se L =%, entdo L é um numero positivo.

Como limv,=+0c0, sabemos que existe uma ordem p, com p€IN, tal que:
n>p = (v,>0Av,>L)
. 1 _1
N> <—<—
Assim: n>p = 0 V<1
Logo: n>zp = O<Vl<6

n

Desta forma, concluimos que |lim (vl) =0".

n
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3.Sucessoes

De forma anéloga, prova-se que:

e Yo Dada uma sucessdo (v,) de termos ndo nulos tal que limv,=—oo, entdo:
Video lim L =0
Limite do inverso V,
de uma sucessao
R L _o
m epresentamos por ——=0".
7 — o0

Se (v,) éum infinitamente grande de termos ndo nulos, entéo 1 ¢ uminfinitésimo.

n

Dadas as sucessdes (u,) e (v,) definidas por:

u,=—3n-n’e v,=5n" 1 too

Sabemos que: 0
i_:-oo

-|im(l>=|im< 1 2): 1 _o 0
Un -3n—-n — 0 1 _p

- lim (l> = lim (%) -1 o
Va 5n + oo

. Exercicio
@ Considera as sucessoes (a,). (b,). (c,) e (d,) definidas por:
2
a,=3n’-1, bn=M, c,,=6n—+5 ed,=n°
2n
Indica:
73.1. lima, 73.2.limb,
73.3.limc, 73.4.limd,
. 1 . 1
73.5. lim (—) 73.6. lim (b—)
(1 (1
73.7. lim (—) 73.8. lim (—)
C, d,
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Indeterminago do tipo 2>

Dadas duas sucessdes (u,) e (v,) taisque limu,=%o00 e limv,=t00, ndo conse-

. . N . u . ,
guimos saber, apenas com essa informacao, se lim V—” existe ou determinar o seu

n

valor. Para tal, temos de efetuar os célculos caso a caso.

. + ) . o
Afirmamos, portanto, que :Lﬁ ou apenas =2, é uma indeterminacio.
T o0 [o @]

Nota:
limu,=+oc0 ou limu,=— oo pode ser escrito como limu,=%oco.

Consideremos as sucessoes definidas por:
u,=3n°+2, v,=1-n"e w,=3n+1 22 & uma indeterminagéo.
Como sabemos:
limu,=lim (3n*+2) =+ oo
limv,=lim (1 -=n?) =—oo

limw,=lim@3n+1)=+0c0

: . u . o
* Para determinar lim V—” deparamo-nos com uma indeterminacao do

n

. + oo
t|p0 z .
2
Pelo algoritmo da diviséo, verifica-se que M =-3 ++ .
1-n -—n"+1
Entdo:
2
jim <M)=|im <—3+ 5 2>=—3+o=—3
1—n 1T—n

. . u . o
* Se pretendermos determinar Ilmw”, estamos perante uma indeterminacao do

n

. + o0
tipo Too
7

: N 3n*+2__ 1. 3 :

Pelo algoritmo da divisao, sabemos que 3+ =n 3 + a1 logo:
7
2

lim (222—:f> =lim n—%+3n?:_1 =+00+0=+00
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' Exercicio
@ Considera as sucessbes (a,). (b,) e (c,) de termos gerais:
a,=n"--1, b,,=5n+2—r2' e cy=o - n’°
n n 2n
Determina:
74.1. lima, 74.2. imb,
, . (a,
74.3. limc, 74.4. Iim <b_>
74.5. lim <a—) 74.6. lim (C—>
C, b,

Indeterminacgao do tipo 9

0
Se considerarmos duas sucessdes (u,) e (v,) taisque limu,=0 e limv,=0, tam-

f s , . ~ . u, . .

bém néo é possivel, com a informagao dada, saber se lim — existe ou determinar o
n

seu valor.

Afirmamos que % € uma indeterminacao.

Consideremos as sucessoes definidas por:
2

n3

1
u, e v,=n ?

ol|o

€ uma indeterminacéo.
Sabemos que limu,=0 e limv,=0.

~ . . u %
Entdo, para determinarmos lim — e lim —, temos de levantar a

n n

indeterminacéao % obtida.

N|=

3

2
3 _5
o lim 2= lim 2 im 202 i (2n72) —jim <l>=L=o

5
n 517 100

" 1 n2
n2
a1
-

LV, 2 s 5
e lim 22 =lim 2= = |im 2 :I|m<ln2>=+oo

n3
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. Exercicio

@ Determina, caso exista, cada um dos seguintes limites: e Manual
igital
_1 _1
75.1. lim (4n*+3) 75.2. lim (1 +2n%) Video
1 polinémios de
(4 9 3)—5 variavel natural
-3
75.3. lim - >0 75.4. lim (n°+1)
(1+2n2) 2
2 -3
75.5. m— 75.6. tim 1+ )

(n?=1)° T (o)

3.4.6. Levantamento de indeterminacoes

Como vimos, oo — oo, 0 X oo, % e % s&o indeterminacdes.

Vamos analisar alguns métodos para levantar estas indeterminagdes.
Levantamento de indeterminagoes do tipo oo — co

Com polinémios
Consideremos um polinémio P(n), com n€IN, de grau superior ouiguala 1.

O limite do polinémio P(n) depende do coeficiente do termo de maior grau, a.
* Se a>0, entdo lim P(n)=+o0.

* Se a<0, entdo lim P(n)=—o0.

Demonstracao:
Consideremos um polinémio P(n)=a,n”+a,n"” " +...+a,, com a,#0.

lim P(n)=lim (a,n”+a,n"" " +...+a,) =

. a a
=lim lnp(ao+—1+...+—p>l =
n nP

=400 (a8y+0+...+0)=a,x (+00)

Desta forma, lim (a,n”+a,n" " +...+a,) =lim (a,n”) .

Portanto, se a,>0, entdo lim (a,n”) =+ oo e se a,<0, entdo lim (a;n”) =—oo.
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1. lim (n2 = 3n*) =7 |im

41
n'(=3)

2. lim (2n°+3n*=3n%=5) “="|im |n®

=+00(2+0+0+0)=+00

3. Iim( n® —n I|m n® —n lim

1——)] =400 (1-0)=+00

. 1 3 2 (00 —00) . 1 . 3 2
4, Im|(————+n"-n"+3 = |lim|—— +I|m(n -n +3):
<v2n—1 > <v2n—1>
n3<1 —l+i>
n n3

:L+oo(1 —0+0)=0+o0c0=+00
+ 00

—lim (ﬁ) +lim

' Exercicio

@ Determina, caso existam, os limites seguintes:

76.1. lim (n* = 2n%+n?-1) 76.2. lim (3 —n®+2n)
76.3. lim (%na _Bn%+ g) 76.4. lim (Vn* — 2n°)

76.5. lim (n* = 2n®+n%*-1)
_

Com radicais

Para levantar indeterminacdes oo — oo com expressdes do tipo VA—-vVB, VA-B e
A —+VB, geralmente, basta multiplicar e dividir pela expressdo conjugada: VA +VB,
VA +B e A+VB, respetivamente, e aplicar o caso notével da diferenca de quadrados.

. (°°:°°) (\/ \/_)( +\/_)
lim(Vn-2-+vn) = \/_+\/_
n-2-n__jm =2 -2
Vn—2+vVn  Vn-2+vn +oo

2. lim (v3n = v5+3n) "= lim (van - V5;3”)(5 32* 5+3n) _
n+ +on

v3n+\/5+3n 3n+V5+3n t+°°

=lim —————
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. Exercicio

@ Determina: e nDni.-;?tlzu

774. lim(Vn?2 =1 -n) 77.2. lim (Vn?+3 =V2+n?) Video
Limite do
iente d
77.3. lim (V3n2 = V3n?+ 1) 77.4. lim (V2n® =1 = V1 +2n%) e
— de variavel

natural

Levantamento de indeterminacgées do tipo %

Consideremos os polinémios P(n) e Q(n), com n€IN, degraus p e q, respetiva-
mente, cujos termos de maior grau s3o, respetivamente, an” e bn?.

(P _. (an”
Prova-se que lim (W) =lim (bnq> .

Entdo, lim <%> depende dos graus dos polinémios P(n) e Q(n).
* Se p=q, entao: lim <M> =8
Q) b
* Se p>q, entdo: lim (gi’;;) =ax(;—oo)=ioo
* Se p<q, entdo: lim (CP?((Z))> =b><(ioo)=

3 2 1
3 (=) n <5+—2+—3>
1 Iim<5n +2n+1> = im n~ n/|_5+0+0__5
' 3-2n° ne,(g_z) 0-2 2
n3
oo (5n°42n+1) (&) < 5n° ) 5
Ou, usando a regra pratica: Ilm( ) ="1i =—=
arap 3-2n° -2n° 2
2 3 3
@ |"(2) (-
2, Iim(n f) = lim LA T nSl-—1=0 __g
T+n n(is+1> n(ls+1> +oo(0+1)
n n
2 oo 2
Ou, usando a regra pratica: lim (n _:;’> (°:° lim n—3:I|m l:L:O
1+n n n +oo
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“yn\ (&) n4<2+i3> (2+0)
3. |im<2” +3”> = im 1 n :+°<(°)+1+ _
3
)

5| = lim ==-=lim(2n)=+o0

2n* +n> (), on
n+n

Ou, usando aregra pratica: lim (

/3 ®), ”(3_%> Ly ”(3_%> _3-0 _
4.Im<\/:?> = lim —n2<1+%> =lim n\/(1+%> o

im (Vn2+n+1-+vn) “=lim Wn®+n+ ,7_2\:’7,)fv1’12\;r—7+1+\/ﬁ)

2 1
oo n(1+—
n’+1 (&) ( n2>

2
—lim A An+T =0 i = \im

Vn*+n+1+vn Vn’+n+1+vn n( MY i
n

n? Vn

<1+i> _ +00(1+0)

(F () TVi+0+0+V0

' Exercicio

@ Determina:

2
78.1. Iim <;2”> 78.2. lim
3n*+2n-5

=lim

(
78.3. im <”3—‘1> 78.4. lim ( 2 +”2>
7

n*+n%+1 2n—1
2
78.5. lim <2$> 78.6. lim | ‘”)
vVni+n-1 n’+3

78.7. lim (V" +1-vn) 78.8. im (30— V2n?+1)
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Levantamento de indeterminacgoes do tipo % e Oxoo

Estes tipos de indeterminacdes, apds efetuarmos alguns célculos, recaem sobre 0s
tipos de indeterminacgdes ja abordados.

2( .5
(2n*+ 5n)] 0 lim <m> (? lim [@] -

m L
1. "m[sn>< 3n 3
n<2+§>
—lim | —— /| =
3
+o00x(2+0)
——2-\ @)
2 9 =
2. lim| —+30 2|im<‘21°”><°=°)|im S 0
1 n’*+3n n2<1+§>
2n n

. -10 -10
= = =
"oy 0

' Exercicio

@ Determina:

79.1. lim [—=3

[ n?+1

x (n+2n2+5)]

79.2. lim [ (n®+2n) x —2 ]

Vn?+1
79.3. lim _Vn2+3n X — 1 ]
L n°+2n

Seja (u,) uma sucessdo de termo geral u,=a", com a>0.
« Se a>1, entdo: limu,=lima"=+o0
«Se 0<a<l, entdo: limu,=lima"=0

e Se a=1, entdo: limu,=lima"=1
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1. lim3"=+00

Manual
Digital

Video 2. lim (v2) =+o00
Resolucéo de n
Evolvendo 3. lim (%) =0
Iimitessie
4. lim (3" - 4") =" lim [4“((%) - 1) =t+o0ox(0—1)=—o00

5. lim (317*2> ) im —3n<3 ; <%>> = lim (%)x lim (3 + (2)> =

n 3
=0x(3+0)=0

6. Vamos determinar o limite da soma dos n primeiros [~

n Nota
termos da sucesséo (b,), limS,=1lim (2 b,-> : Consideremos 0s
i=1 - H
sendo b, =5 x on-1 anmeros naturais p e m,
. 1 taisque p<m.
—-r ~
Como S,= E b;= b, x - entao: A soma dos niimeros
. 1’=1 - reais X, , Xpo1: w0 Xm
S b;=5x 1 - 5= 5x(1-2") pode ser representada
i=1 - m
n por > x; (somatorio de
limS, = lim (2 b,-> =lim[-5x(1-2"]= i=p
i=1 p a m dos nimeros
=—5%(1 —00)=+00 reais x,).
-
' Exercicios
@ Determina:
) 5 N . 3nH__2n
80.1. Im(5"-2") 80.2. [im T
n+1 n-1
80.3. lim <¥>

@ Em cada uma das alineas seguintes encontra-se definida uma progressao

n
geométrica (u,). Determina, em cada caso, lim (2 u,~> .
i=1

81.1. u,=2" 81.2. u,=3x5"""

n-1
8'-3-U —2 —
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Para aplicar

° Considera a sucesséao (v,) definida por v, =ﬁ.

1.1. Determina a ordem a partir da qual os termos da sucessao pertencem a
1
Vv, (-) .
0,01 2

1.2. Prova, por defini¢gdo de limite, que Iim(v,,):%.

e Considera a sucesséo (u,) de termo geral u,= ?1_2,1, '

2.1. Mostra que a sucessao € mondtona crescente.
2.2, Verifica se (u,) é limitada.

2.3. Podes concluir que (u,) é convergente? Justifica.

5
>

2.4. Prova, por definicao de limite, que limu, =

e Recorrendo a definicao de limite, mostra que:
3.1. Iim(bn—-1)=+00
3.2, lim(3-2n)=—o0
3.3. Im(3+n?) =+oc0

o Determina:

2
4. I|m<5n+1>
3

4.2. I|m< 2 )
2n
4.3. lim (5 2 2n)
4.4. |im(3”‘2)
N+
2
4.5. lim <3” +1>
5n
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Considera a sucessao (u,) de termo geral u,= 52’2 ;; e asucessao (v,)
. _2—kn
definida, para k€ IR, por v,= 3t2n"

5.1. Determina lim (u,,).
5.2. Se k=-3, determina lim(v,).

5.3. Determina os valores de k para os quais:
a) lim(u,) =lim(v,)
b) (v,) éum infinitésimo

c) lim(v,)=3

n+1
Considera a sucessao (w,) definida por w,= %

6.1. Mostra que (w,) ndo é mondtona.
6.2. Mostra que (w,) é limitada.

6.3. Existe lim(w,) ? Justifica a tua resposta.

Determina, caso exista, o limite da sucessao definida por:

71. 5n° -2 7.2. n>-2n
7.3 n®+2 1.4 n®+2
2n° — 1 1-2n°
n+1
(z) -7
7.5. 3" -5" 76, ———
3
7.7. V5n*—1—n 7.8. Vn’+3 -v2n
3”
79 5 710, 20+

. V3n® -1
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2n+1
5

3

Considera a sucessao (u,) de termo geral u,=

8.1. Mostra que (u,) € uma progressao geométrica e determina a sua razéo.
8.2. Estuda (u,) quanto a monotonia.

8.3. Determina:

a) lim(u,)

b) lim (é u,-)

Na figura encontra-se uma linha poligonal infinita, com inicio no ponto A.

O primeiro segmento de reta que a constitui & [AB] com 3 cm de
comprimento. O segundo segmento que a constitui € [BC], que tem o dobro
da medida de comprimento de [AB]. O terceiro segmento que constitui a
linha poligonal tem o dobro da medida de comprimento do segundo. E assim
sucessivamente.

D E
A
‘BCm

C B

Seja (c,) asucessdo em que cada termo corresponde ao comprimento do
segmento de reta de ordem n da linha poligonal.

9.1. Justifica que (c,) € uma progressdo geométrica e indica a sua razao.
9.2. Determina o termo geral de (c,).

9.3. Calcula:

a) lim(c,)

mnm<iq)

i=1
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210

Teste

Considera a sucesséo (u,) de termo geral u,= ;;ffl' )

1.1. Qual dos nimeros seguintes é termo da sucessao?

15 25 38 53
(A) -2 8 -5 © - (D) 53

1.2. Estuda a sucessao quanto a monotonia.

1.3. Asucessao (u,) é convergente. Justifica.

Considera a sucesséao (u,) definida pelo termo geral u,= 2'7__2,37 .
2.1. Determina a ordem a partir da qual os termos de u,, pertencema V, <— g) .
2.2. Mostra, por definicao, que limu,=— % .

u;=-1

Considera a sucessao (u,) definida por:

u
u,,+1=§"—2, VneN

3.1. Prova, por indugdo matematica, que u,=6x3""—-3.

3.2. Calcula limu,.

Determina:
4.. lim ( 1 x@n+ 5)) 4.2, im (3x 2™ 5"
2n“ -3
4.3. lim(n—vn?*-3n) 4.4. lim 0(057(;77?1
n(=1

2-n

Considera a sucessao (v,) de termogeral v,=3

5.1. Qual das seguintes afirmacdes € verdadeira?

(A) (v,) éuma progresséao aritmética de razdo 3.
(B) (v,) éuma progressao aritmética de razéo %
(C) (v,) éuma progressdo geométrica de razéo 3.

(D) (v,) é uma progressdo geométrica de razédo %

5.2. Escreve o termo geral da progressao aritmética (a,) que tem a mesma
razéo de (v,) e cujo primeiro termo € igual ao 5.° termo de (v,,).



A figura representa uma linha poligonal com inicio no segmento de reta com
3 cm de comprimento.

Cada um dos segmentos de reta seguintes tem mais 2 cm de comprimento
do que o segmento de reta imediatamente anterior.

7cm

3cm

Seja (c,) asucessdo em que o termo de ordem n representa o comprimento,
em centimetros, do respetivo segmento de reta.

6.1. Define por recorréncia a sucessao (c,) .
6.2. Determina o comprimento da linha poligonal constituida pelos

10 primeiros segmentos de reta.

A figura representa uma sequéncia de triangulos equilateros.

A medida do lado do tridangulo de maior area é iguala 4.

O lado de cada um dos triangulos seguintes tem medida igual a metade da
medida do lado do triangulo anterior.

Seja (t,) asucessdo que associa ao n-ésimo triangulo o seu perimetro.
7.1. Determina o termo geral de (t,).

n
7.2. Calcula lim ' t, e interpreta o resultado no contexto do problema.

i=1
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Funcoes reais
de variavel real

4.1. Funcdes racionais

4.2. Funcao raiz quadrada

4.3. Limites de fun¢des de variavel real
4.4. Continuidade de funcodes

4.5. Assintotas ao grafico de uma
funcao



Manual
Digital

Videos

Antes de
comegar:
Funcdes

4. Funcoes reais de variavel real

Antes de comecar

Func¢oes quadraticas

° Considera as fun¢des quadraticas f, g

e h definidas por:

o f(x)=x*-5x+6

*g(x)=—x"+8x+10

ch(x)=2x*-8x+8

1.1. Determina os zeros de cada uma das
funcdes.

1.2. Determina, em IR, o conjunto-
-solucdo da equacado f(x)=h(x).

1.3. Estuda o sinal de cada uma das
funcdes.

1.4. Resolve, em IR, aseguinte inequacao:

h(x)>g(x)

Funcoes modulares

e Considera as fungées modulares g e h

definidas por:
g)=2]x-3|-4eh(x)=-3|x’-2|+6

2.1. Determina, em IR, os zeros de cada
uma das fungoes.

2.2. Define por ramos as fungdes g e h.

2.3. Resolve, em IR, asinequacgdes.
a) g(v)<0
b) h(x)>x+6

Composicao de funcoes

Recorda

FuncGes quadraticas

Uma funcao quadratica f tem uma

expressao algébrica do tipo

f(x)=ax*+bx+c, com a, b, ceR

ea=z0.

A representacgao grafica de uma

fungdo quadratica € uma parabola

cujo sentido da concavidade

depende do coeficiente a:

* se a>0, aconcavidade é voltada
para cima;

* se a<0, aconcavidade é voltada
para baixo.

O nimero de zeros de uma funcéo
quadratica depende do sinal do
bindémio discriminante, A=b’ — 4ac:
* se A>0, afungdotem 2 zeros;

* se A<O0, afungdo ndo tem zeros;
* se A=0, afuncdotem 1 zero.

Fun¢des modulares

Uma funcdo modular f tal que
f(x)=|g(x)| pode ser definida por
ramos:

gx) se gx)=0
f(x)=
-g(x) se gx)<0

Composicao de fungoes
Dadas duas fungdes f: D — A

e g: D,— B, afungdo composta
f apds g representa-se por fo g
e é tal que:

* Dr.g={x€ER:xED, A g(x)ED;}

L VXED,.,. (fog)(x)=f(g(x)

e Considera as fungoes reais de variavel real p e m definidas por:

p) =21 e m)=v2—x

x—-2
3.1. Determina D,.,, € D,,.,-
3.2. Calcula:
a) (pom)(1)

b) (m-p)(0)

c) (mem)(-2)

3.3. Caracteriza as fungdes pom e mo p, indicando os dominios e as
expressodes analiticas que as definem.
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Recorda

Fungﬁes limitadas Funcées limitadas

Sejam f uma funcgao real de variavel
real com dominio D; e M um ndimero
real.

o Considera as fungées f e g definidas
por:
f(x)=1-sin(x) e g(x)=2cos(x) -1 *Se VxED,, f(x)<XM, M é
majorante de f.

4.1. Determina D; e D, . Se VD, f0SM. M &
fr =z '

4.2. Indica o conjunto dos majorantes minorante de f.
€ dof minorante de cada uma das Uma funcao f diz-se limitada se é
fungoes. minorada e majorada. )
4.3. Justifica a afirmacéo: "As funcdes - ~N
f e g séo limitadas.” Recorda
Extremos absolutos de uma fungao
Extremos de uma fungéio Dada uma funcéo real de variavel real f
de dominio D; e f(a) € Dy:
e Na figura encontra-se representada - f(a) é minimo absoluto de f se:
graficamente a fungao f. Vx€D;, f(a)<f(x)
7 J)_ * f(a) é maximo absoluto de f se:
Y Vx€ED,, f(a)>f(x)
f/ Extremos relativos de uma funcao
1 ~ >
R Dada uma fungéo real de variavel real f
O] 1 /I X de dominio D;, f tem um extremo
relativo em a € D; se existe r>0 tal que:

*VxeD:nV.(a), fla)=f(x)
Indica: Neste caso, f(a) € um maximo
relativo e a é um maximizante.

- VxeD,NV,(a), fa)<Fx)

5.1. o dominio da fungéo f;

B.2. os extremos absolutos de f e os Neste caso, f(a) € um minimo
respetivos maximizantes e L relativo e a é um minimizante. )
minimizantes;

4 N

5.3. 0s extremos relativos de f. Recorda

Fatorizacao de polinémios
Fatorizar um polinémio corresponde a
escrevé-lo como um produto de
polinémios (fatores) em que pelo
menos um dos fatores é ndo

Fatorizacao de polinémios

e Fatoriza cada um dos seguintes

polinémios. N
constante. Os fatores tém todos grau
61. A(X)=—2x*+10x-12 nao superior ao do polinémio inicial.
6.2. B(x)=— Pt dx+4 Nota: Dado um polinémio A (x) com
coeficientes inteiros, as suas raizes inteiras,
6.3. C(x)=x"+x*-2 caso existam, sdo divisores do termo
independente do polinémio.
6.4. D(x)=x"-5x"-36 \_ J
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4 Funcoes reais de
variavel real

@ 4.1. FuncOes racionais

Digital

Video
Funcéo racional

4.1.1. Conceito de funcao racional

Na figura estao representados varios
retangulos com 10 cm’ de &rea.
Considera todos os retangulos

com 10 cm’ de area.

2 @ 4cm

Sejam c e /, respetivamente, as 5cm
medidas, em centimetros, do 2,5cm
comprimento e da largura de um
desses retangulos. 1cm

10cm

c
Escreve ¢ em funcdo de /.

Copia e completa a tabela. c (cm) | | | |
lem | 1| 2|5 |8

Representa graficamente a funcao definidaem 1.,com />0.

Se um dos retangulos tem 6 cm de comprimento, quanto mede a sua largura?

Uma funcdo f, real de variavel real, diz-se uma funcao racional se é definida
P(x)
Q)

Q(x) um polinémio nio nulo.

em que P(x) e Q(x) sdo polinémios, sendo

por uma expressao do tipo

P(x)

o0 & Dr={xeR: 0w =0}

O dominio da funcdo f definida por f(x)=
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4.1. Funcgdes racionais

Exemplos
1. Vamos determinar o dominio da funcao
. - 3x — 1 Calculos auxiliares:
racional f definida por f(x)= >y D x=0 & x=2
D;={x€R:2-x=0}=R\{2}
2. O dominio dafungao g, definida por . ~ N
X+3 i Calculos auxiliares:
g(x):x2+2x_15' : x2+2x—15=0c>
—2+V22—4x1x(=1
D,={x€R: x*+2x- 1520} =R\{-5, 3} & x= v 2X>1< x(=15)
\<:> x=-5V x=3 )
Exercicio

° Determina o dominio da funcao definida por:

1 _1-x _3x+2
1.1. Q(X)‘—x—z 1.2, h(x)—x_1 1.3. m(x)_x2+x
2 3 2 2
1.4. n(x)=@ 1.5. p(x)=x;J 1.6. q)=2*x=-2
3+x x° - x—-3

4.1.2. Simplificacao de expressoes do tipo Px)

Q(x)
Para simplificar a expresséao algébrica de uma funcao racional cujo numerador tem
grau igual ou superior ao do denominador, podemos usar 0 algoritmo da divisdo
inteira de polindmios, mas tendo em atencdo o dominio.

Consideremos a funcgéo f definida por f(x) :h#. X’+x-2 [ x-1
- — X +Xx xX+2
D,={x€R: x—1£0}=R\{1} 3
Entdo, f(x)=x+2, com x€R\{1}. —2x+2
0

Contudo, nem sempre o polinédmio do numerador é divisivel pelo do denominador.
De uma forma geral, podemos fazer esta simplificacao através da decomposicao
em fatores do numerador e/ou do denominador. Neste caso, podemos decompor
em fatores o numerador:

—1+V17=4x1x(-2 _ _1_
X’+x-2=0 & x= v 2X x(=2) & x= 12+3 Vox= 12 RPN
= x=1V x==-2
~ Prx-2 x=-1x+2)
Entdo: f(x)= = =x+2. Portanto: f(x)=x+2, Vx€R\{1}

x-1 x-1
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4. Funcoes reais de variavel real

Exemplos

x*—4x+3

1. Consideremos as fungdes g e h definidas por g(x) = —3

e h(x)=x-1.

2 — —
Apesar de g(x) =% ;fx3+3=(x ;3)_(); 1)

as funcdes g e h nao sao iguais, pois tém dominios diferentes.

=x-1, Vx€R\{3},

3
2. Vamos simplificar a expressao algébrica da fungao f definida por f(x) = x2—_4x

X" —2x
X’-2x=0 & x(x-2)=0 < x=0 V x=2. Logo, D;=R\{0, 2}.

iz:gizxx(:;_—;r)) :x(xx_(j)_(;;- 2) =x+2,Vx€R\{0, 2}

fx)=

Exercicios
o Simplifica as expressoes algébricas de cada uma das funcdes e indica o dominio
em que as simplificacdes sao validas.

_4-2x
2.1. f(x)—ix —

3—Xx
2.2.g(x)=
2 I -x’+9

2 2
2.3. h(x) =X F4xX+3 2.4. i(x)=—Y+2x=3
-X X' =2x"—x+2

3 2
2.5, j()=2=% 2.6. m(x)=X tAx+4
X —2x x° -4

9-x? x+3
Mostra que: = , Vx€IR\{1, 3
o e i ax—3 x—1 4.3

2
o Verifica se sdo iguais as fungdes definidas por f(x)= X - 226 e gx)=- X,
4-—x 2+x

—

4.1.3. Zeros e sinal de uma funcao racional
Zeros. Resolucao de equacgdes fracionarias

Os zeros de uma funcgéo racional definida por f(x)= PG com P(x) e Q(x) poliné-

Qx)’
mios, sendo Q(x) um polinémio ndo nulo, sdo as solugdes da equagdo f(x)=0.
P(x)

f(x)=m=0 & P(x)=0 A Q(x)#0

218



4.1. Funcgdes racionais

Exemplos
2
. Para determinar os zeros da funcao g definida por g(x):%, basta
resolver a equacgado racional g(x)=0.
2

g(x)=0 cz:%i§1=o & = 4x=0 A x+2£0 &

S x(x-4)=0 AN x+2#0 & (x=0V x=4) AN x#-2 &

& x=0V x=4 C.5.={0, 4}

Assim, os zeros dafuncédo g sdo 0 e 4.

2
. Vamos determinar os zeros da fungédo h definida por h(x) = 1x__)f| .
2
h(x)=0 < ;__)fl =0 & 1-x’=0 A x-1=0 &

S =1 Ax21T & (=—1Vix=1) Axzl &
& x=-1 C.S.={-1}

Assim, a funcao h tem apenas um zero,queé — 1.

2
. Vejamos o que acontece com a func¢éo f definida por f(x):);:;'.
2
fx)=0 & );:24=0 & X*+4=0 A x+220 &
& X=—-4 A xz-2 C.S.={}
—

Condicéo
impossivel em IR

Logo, a fungdo f ndo tem zeros.

. Vejamos como determinar,em IR, o conjunto-solu¢do da seguinte equacao:
4 X
=1

x+2 1—-x

4 X 4 x _
x+2_‘l—x_1 X+2 1-x 1=0 <
4(1-x)—x(x+2)—-x+2)(1-x)
=0
A x+2) (1% A
4-4x—x"—2x—x+x"—2+2x
=0
A G+2) (- A
_Z5X+2 5 ey _5x42=0 A (x+2)(1—X) 20 &
x+2) (1 -x)
_2 _ _2 _J2
<:>x—5/\(x¢ 2 Ax#21) & x 5 C.S. {5}
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4. Funcoes reais de variavel real

Exercicio

e Determina os zeros, caso existam, da funcao definida por:

5.1. g(x)=x;%;' 5.2. h(x):)cf’—f1

5.3. 100 =55 5400 = 2xx22_—48

5.5. k(%) =’522_‘;L 5.6. /(x) =x2;32—fx_3
5.7. m(x):1—x+xi‘l 5'8'n(x)le2+4—2x2

Sinal. Resolucao de inequacoes fracionarias

Para estudarmos o sinal de funcdes racionais, precisamos de resolver inequacoes

S . ~ . R P(x P(x

fracionarias. Estas inequacdes devem ser reduzidas a forma L >0 ou )
Q(x) Q(x)

sendo a sua resolugdo baseada no estudo do sinal dos polindmios do numerador e

do denominador da fragéo do primeiro membro.

<0,

Procedemos do mesmo modo para estudar o sinal de @ >0c¢e w <0.
Q(x)2 Q(x)

Consideremos a funcgdo racional f definida por f(x)= ‘leﬁ .

Para estudar o sinal da fungé@o f, vamos comecar por analisar o sinal dos polinédmios
do numerador e do denominador da expressao algébrica da funcao.

c1-x’=0 & x=—1V x=1 cx+1=0 & x=-1

A A

y y/=x+1

X — oo -1 1 + 00
1-x? - 0 + 0 _
x+1 — 0 + + +
f(x) + n. d. + 0 —

Nota: n. d. significa "ndo definida”.

fxX)>0 <& xE€]-o00, =1[U]-1,1[; f(x) <0 & xE,+00[; f(x)=0 & x=1
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4.1. Funcgdes racionais

Exemplos
1. Vamos resolver,em R, 42_ 2f<0.
x —
e 4-2x=0=-2x=—-4 << x=2 cxX’-1=0=x=1x=-1V x=1
y“ yA
+ +
= —_ = 2—1
+\y 4 - 2x y=x
- x ST )
X — oo -1 1 2 + 00
4 - 2x + + + 0 -
x*-1 + - + + !
f(x) + n. d. — n. d. 4 0 —
A=2X 0 & x€)-1,1[U[2, +oo
x° =1
2. Vamos resolver,em R, X > 1 .
x=1 x*-1
X 5 1 o X 1 50 X _ 1 >0 &
x—=1" x2_1 x—=1 x*_1 x=1 x-1)kx+1)
1) -1 2 —
e M>O I— x‘;#>o
x =1 X =1 R
y
—1xyV1-4x1x(=1 y=x>+x-1
x’+x-1=0 & x= v XAx(=1) =
2x1
+ +
- 1+V5 - 1+V5 1+V5
X=—7F"— X=—F——V X=— >
= 2 < 2 2 B AN
2 2
cx’-1=0 & x=—-1V x=1
2 2
x?+x -1 + 0 — — — 0 i 4
x*-1 + + 0 — — — B
f(x) + — |n.d. - 0 - |nd +-
2
xS 1 x+x—’|>O PN
x -1 _x2_’| _x2_
& xe —oo,_1+2‘@[u] 1,#@]1&@[

221



4. Funcoes reais de variavel real

Exercicios

e Resolve,em IR:

2

61. 2250 6.2.1 =X <o
xX+3 1—x
3. < 4. <
6.3. 22 <1 6.4. =X <2
2
6.5.2—%<x s.s.%w
6.7. f#<l 6.8. 2x_22>0
x’-x-6 2 2-2x

o Faz o estudo do sinal da funcao racional definida por:

~3—-x 4 -2x
74. f(x)= Yt x 7.2. g(x)—ix_3
_3x-9 oy X —2x
7.3. h(x)—75 — 7.4. i(x)= r_ 4

9 No referencial da figura encontram-se representados parte do grafico da fungao f,

definida por f(x)=1 +§ ::’IC e oretangulo [AOBP].
A
y f
A P
B S
[0) p X

Sabe-se que:
* oponto P tem abcissa positiva, p, e pertence ao grafico da funcao f;
* os vértices A e B tém abcissa e ordenada nula, respetivamente.

Determina:

8.1. uma expressao simplificada da funcdo que a cada abcissa do ponto P faz
corresponder a medida da area do retangulo [AOBP];

8.2. a abcissa do ponto P se a medida da area do retangulo [AOBP] foriguala 2;

8.3. as coordenadas do ponto P se a sua ordenada for igual ao dobro da sua
abcissa.
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4.1. Func¢des racionais

Determina o dominio da funcgao racional definida por:

X+ 1 2x
1. = 1.2. f(x)=
11. g(x) x =2 (%) P
_~__ 3 oN_ o2
1.3. h(x)=2 - 14, j()=x— 5
__X _ox-=1 2
1.5. mx)=—"7,-3 1.6.p(x)_x2_25+5_x

Simplifica cada uma das seguintes expressodes, indicando o respetivo
dominio.

2.1 9x° -1 2.2 3x° — 15x
4x — 12x2 25 — x?
3 2 4
—Xx"+5x°—-8x+6 X' —Xx
2.3. 5 2.4. >
X —2x+2 1—-Xx
3 2 3
X +2x —-x-2 2x° — 8x
2.5. > 26. -———
12 - 3x X +3x+2

Resolve, em IR, as seguintes equacdes fracionarias.

X 1—x _
3.1 ’I—x_3 Tt ox+4
3.3. 2, 1+tX_4 3.4.3_x=_2
X x+3 x+1
1 3 X’—x-2_
3'5'x—2+x+2_1 3.6.—1_x2 =0
Resolve,em R:
a1. 2150 4.2.2=% <1
16 — x X+ 1
-3_ 1 x? 1
43. 1~ °¢ 4.4. >
3X—1 x—x° x’-9 3-x
4.5 x—1<3=X 46— 1<
X x2=1 x+1
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4. Funcoes reais de variavel real

Manual
Digital

Considera as fungdes racionais f e g definidas por:

Video
Resolucéo de 2

-X —-4x+5 x -1
problemas fx)=——""""1¢ X)="A0
envolvendo ( ) 1-x g( ) X

fungdes racionais

5.1. Determina o dominio da funcéao f.

5.2. Mostraque: f(x)=x+5, Vx€D;
5.3. Determina as coordenadas dos pontos de intersecdo das funcdes f e g.

5.4. Faz o estudo do sinal das funcdes f e g.

2x+4
x-1

Considera a fungao racional g cuja expressao algébrica é g(x) =
Determina:

6.1. o conjunto-solugdode g(x)>x;

6.2. as coordenadas do(s) ponto(s) de intersecéo do grafico de g com o eixo
das abcissas;

6.3. as coordenadas do ponto P, sabendo que pertence ao grafico de g,
tem abcissa positiva e a sua ordenada € igual a metade da sua abcissa.

A temperatura de um café, em graus Celsius, t segundos apos ter sido

servido, é dada por:
12t+ 500

T(t)= t+10

,comt>0
7.1. Qual é atemperatura do café 1 minuto apds ter sido servido?
Apresenta o resultado arredondado as décimas.

7.2. Um cliente bebeu o café quando este
se encontravaa 20 °C. Passado
quanto tempo de ser servido isso
ocorreu?

7.3. A Luisa ndo consegue tomar café
quente, s6 o toma a uma temperatura
inferiora 18 °C.

Quanto tempo deve esperar para
tomar o café apds ser servido?

Apresenta o resultado arredondado
as unidades.
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4.2. Funcao raiz quadrada

4.2.1. Funcao definida por y=vx

Como estudamos no 10.° ano, a fungao f, de domi-
nio R, definida por f(x)=x”, ndo é injetiva.

Desta forma, a funcao f ndao admite inversa.

4.2. Funcéo raiz quadrada

Recorda:

* Quando uma funcao é
injetiva, qualquer reta
horizontal interseta o seu
grafico, no maximo, num

yu ponto.
* Uma funcéo é sobrejetiva
seesbdseoseu
f contradominio é igual ao
conjunto de chegada.
o] g
A
y
Vamos considerar a fungdo g, restricdo da funcdo f a Ry,
definida por: g
g:R;— R§
XA x2
@) X
Como a funcdo g é bijetiva (injetiva e sobrejetiva), entao vi
g admite inversa. y=x
Vamos caracterizar a funcdo g~ ', funcdoinversade g.
g/ 7
2 -
y=x" o x=vy g
x>0 . g
y=0
Assim; 10 X
g "R — R;
X\ VX
Dominio {x€R: x>0}=R;
Contradominio IRo
Concavidade do grafico | Voltada para baixo
Monotonia Crescente
Extremos Minimo absoluto 0 com minimizante 0
Zeros Vx=0 & x=0
CVM11-15 225



Manual
Digital

Atividade
Dominio e
gréfico da fungdo
raiz quadrada

2. No referencial xOy da figura encontram-se

4. Funcoes reais de variavel real

4.2.2. Funcoesdotipo y=avx-b+c,

com az0

Pela aplicacao sucessiva das transformacdes geométricas dos graficos de funcdes,
conseguimos obter o grafico de uma funcgao do tipo y=avx—-b+c, com a=0,

a partir do grafico de y=vx.

*Se a>0:
vl Dominio [b, +o00[
Contradominio | [c, +oo[
Concavidade
| e Voltada para baixo
c : do gréafico P
E Monotonia Crescente
o b X Minimo absoluto ¢
Extremos L
com minimizante b
* Se a<0:
vl Dominio (b, + o0
Contradominio | ]— oo, c]
Concavidade
| .\ e Voltada para cima
c : do gréafico P '
E Monotonia Decrescente
o b X Mé&ximo absoluto ¢
Extremos .
com maximizante b
Exemplos

1. Afuncéo definida por f(x)=—2vVx+1 -3 temdominio [- 1, +oo[ €
contradominio ]— oo, — 3]. A concavidade do seu gréfico é voltada para cima
e afuncdo é decrescente. A fungédo f tem um maximo absoluto que é — 3,

sendo — 1 orespetivo maximizante.

representadas graficamente a funcéo f,

y , L

definida por f(x)=vx, easfungdes g, h,
i e j, cujos graficos sdo obtidos a partir do

de f por translacdes e/ou reflexdes.
Por observacao da representacao grafica

de cada funcao, conseguimos obter a

—

expressao algébrica que a define:

g@X)=vVx—-1+1; h(x)=Vx+2;

f
/g.

iX)=—Vx+1+1;jx)=—Vx+1
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4.2. Funcéo raiz quadrada

Exercicios

e Para cada uma das func¢des a seguir definidas, indica o dominio, o contradominio e

os extremos absolutos, e estuda-a quanto a monotonia e ao sentido da
concavidade do seu gréfico.

9.1. f(X)=2Vx—1
9.2. g(x)=—Vx+1
9.3. h(x)=Vx+2 -1
9.4. j(x)=3+Vx+2

9.5. /(x)=1 —%\/x—B

9.6. m(x)=%—3\/x+1

@ Na figura encontram-se representadas graficamente a funcao f e as fungdes g, h,

—

Jj. 1, m e n cujos graficos foram obtidos a partir do grafico de f através de
reflexdes e/ou translacoes.

Q

Y/

Sabendo que a funcao f é definida por f(x)=—+vVx+2+3, escreve a expressao
analitica que define cada uma das restantes fun¢des representadas.
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4. Funcoes reais de variavel real

4.2.3. Equacoes envolvendo raizes quadradas

Considera as funcdes g e h definidas por:

g(x)=%x e h(x)=vx-1+2

No referencial xOy encontra-se representada graficamente a funcao f
definida por f(x)=vXx.

Copia para o teu caderno e, no mesmo referencial, representa graficamente
as funcdes g e h.

-—

\ 4

Por observacao da representacao anterior, o que podes concluir quanto ao
numero de solucdes da equacdao vx —1+2= %x ?
Justifica a tua resposta.

Para resolver uma equacao irracional com radical de indice 2, devemos determinar
0 conjunto em que a equacao é valida e, em seguida, isolar o radical num dos membros
e elevar ao quadrado os dois membros da equacao, eliminando o simbolo do radical.

Vamos resolver a equacao irracional da tarefa anterior.
Vx—1 +2=%x & V- =%x—2

2
As solucdes de Vx — =%x— 2 s30 também solugdes de (Vx—1) = <%x— 2) .

Porém, a reciproca podera ndo ser verdadeira. Assim, € preciso analisar as solu¢cdes
obtidas.

2
\/x—’l=%x—2 — ( x—1)2:<%x—2> =

PEN x—1:%x2—6x+4 PN —%x2+7x—5=0 PEN
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4.2. Funcéo raiz quadrada

& X= =
2x<—9>
4
_=7%2 _—=7+2 -7-2
<:>)C—_g<:>—_g\/—_g =
2 2 2
= x=m\/x=2
9
Verificacao:

. _10. /10 _ _3,10 ica
Se x= g 9 1+2 2>< 9 (Proposicéao falsa)

*Sex=2: vV2-1+2= % x 2 (Proposicao verdadeira)

Logo, o conjunto-solucdo da equagdo Vx—1+2= gx é C.S.={2}.

2
Em alternativa, podemos considerar as seguintes condi¢des na resolu¢ao da equacao
vx-1= %x -2:

*x—1>0 <& x>1 (atendendo ao dominio de uma funcdo com radical quadrético)

e %x—2>0 — x>% (atendendo ao facto de a raiz quadrada de um nimero ser sempre
um nimero nao negativo)
4 4 . 4 A .
Como x>1 /\x>§ = x>§, p0|s§>1 , entao:
5 2
x—1=3x-2 = (Vx=1) =<§x—2> Axsd o
2 2 3
R <x=% \V x=2> A x>% &= x=2

Equacées do tipo VA(x)=k, com k€ R

« Se k<0, aequacao é impossivel.

«Se k>0, VA(x)=k & AX)>0 A A(x)=k*
Equacoes do tipo VA(x) =B(x)

VAW =B(x) & AX>0 A B()>0 A A =[BT
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4. Funcoes reais de variavel real

Exemplos

1.Vi+2=3 = (Vx+2) =32 A x4+2>0 ¢ x+2=9 A x>-2 ¢ x=7
C.S.={7}

2. Vx+2=-5 éimpossivel. Logo, C.S.={ }.

3 Vit2=x+1 & (Vat2) =(x+1° A x4230 A x+1>0 <&
S X+2=xX"+2x+1 A x2-1 & - x*—x+1=0 A x>-1 &

T£v/1-4x%x(—
& x= v x(=1)x1 Ax>—1 & x=1EV5 Ax>-1 &
2x(=1) -2
2 2 2
C_s;{%}

4, Vx+3-2V1-x=0 & Vx+3=2V1-x =

& (Vxt3) =02vVI=x)> Ax4330 A 1-x30 A 2V1-x>0 &
& x+3=4(1-x) Nx>2-3 AN x<1 &
& x+3=4-4x AN —-3<x<1T & 5x=1 AN -3<x<1T &

C.S.= {l}

Exercicios

all—=

ol

m Considera a fungao f definida por f(x)=1 - Vvx — 2. Resolve as equacgées.
11.1. f(x)=0
11.2. f(x)=2

11.3. f(x)=-2

@ Resolve cada uma das seguintes equacoes.
121, Vx-2=2x
12.2. v2x - 1=x-1
12.3. V2 +x=Vx
12.4. Vx+1=V2-x
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4.2. Funcéo raiz quadrada

@ Na figura encontram-se representados o % B/

grafico da funcdo g definida por g(x)=Vx +2 g
e o tridngulo [ABC] .

Sabe-se que:

. . C
o ponto A pertence ao eixo das abcissas e o
ponto C ao eixo das ordenadas;
os pontos A e B tém amesma abcissa x,
com x€]0, 4]; >
10, 4] 5 1 _

os pontos C e B pertencem ao graficode g.

Determina:

13.1. a expressao algébrica da funcdo f que a cada abcissa, x, de A faz
corresponder a medida da area do triangulo [ABC];

13.2. aabcissa do ponto B se a sua ordenada for 3;

13.3. aabcissado ponto A se AB=4.

—

4.2.4. Inequacoes envolvendo raizes quadradas

Considera as funcdes f e g definidas por:
fX)=Vx+2 e gx)=x+1

Atendendo a representacao grafica da figura, vt
representa graficamente, num mesmo
referencial o.n., as funcées f e g.

—

Determina o(s) ponto(s) de intersecao dos
graficos das duas fungoes.

Indica o conjunto-solucao de:

3.1. f(x)>gx)
3.2. f(x)<gx)

Para resolver analiticamente uma inequacao irracional com radical de indice 2, devemos
ter em conta algumas condigoes.
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4. Funcoes reais de variavel real

Inequacées do tipo \/A(x) <k, com k€IR

« Se k<0, ainequacao é impossivel.

«Se k>0, VAX) <k < AX)>0 A A(x) <k

Inequacdes do tipo /A (x) < B(x)
VAX) <B(x) & AX)>0 A BX)>0 A A <[BWT

Inequacées do tipo \/A(x) >k, com k€IR
e Se k<0, A(x)>0

«Se k>0, VAX)>k < AX)>0 A A(x)>k*

Inequacdes do tipo /A (x) > B(x)

VA®>B() < (A®>0 A B0<0) vV (AW>0 A B@W>0 A A >[BWT)

Inequacdes do tipo VA (x) <vB(x)
VA(x)<yB(x) &< Ax)>0 A B(x)>0 A A(x)<B(x)

Exemplos

1. 2vVXx+3<10 & Vx+3<5 & x+3>0 A x+3<5 &
& x>-3 AN x<K22 & xe[-3, 22]

2. Vx+3<x+1 & x+3>0 A x+1>0 A x+3<(x+1)° &

S x>-3Ax>-1T A x+3<x°+2x+1 &

& x>—1 A XP+x-2>0

g

Calculos auxiliares:

X’+x-2=0 & x=
& x=-2 V ox=1

—1£V17 - 4x1x(=2)

2x1

=

Logo: x>—-1 A X’ +x-2>0 <& x>1 <& x€]1,
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4.2. Funcéo raiz quadrada

3. Vx+3-Vx<3 & Vx+3<3+Vx &

& x+330 A x>0 A (Va+3) < (Va+3)’ &
& x>0 A X+3<x+6VXx+9 < x>0 A —6<6VXx &
& x>0 AVax-1 & x€[0, +09]

4, Vx+2>x-1 &

& X+220 A Xx=-1<0) V (x+220 A x=120 A x+2>(x-1)) &

S (X2-2Ax<D)V (x2-2 Ax>1 A x+2>x°=2x+1)

S (x2-2Ax<)V (x21 A =x*+3x+1>0)

N
Calculos auxiliares:
_ 34+ 2 _ _
—xX°+3x+1=0 & x= 34V - 4x (- x1
2x(=1) .
o x=3-Y13,  _3+V13 5 Vis 5 vis
2 2 2 2
_ W,
Entao:
x>-2 Ax<D) V (x31 A —x*+3x+1>0) < x€[-2, 1[u[1,3+T ”3[

5. Vx+5>V2x-1 & V2x-1<Vx+5 &
& 2x-120 A x+520 A 2Xx-1<x+5 &

ANx>2-5 A x<6

1
3¢

& x>

N|=

& XE

—

Exercicios
@ Considera a funcao irracional f definida por f(x)=vx -3 -2.
Resolve,em IR:
141. f(x) <3 14.2. f(x) >4

14.3. f(x) <2 —x

@ Considera as funcées g e h definidaspor g(x)=vVx+1-1e h(x)=vV2-x.

Determina, em IR, os valores de x para os quais g(x) > h(x).

—
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4. Funcoes reais de variavel real

Os gréaficos das fungbes m, n, p, q, r e s, representadas no referencial
o.n. xOy da figura, foram obtidos a partir do grafico da funcao f através de
translacoes e reflexdes.

4
y‘ /
n /
f
1
r | —
/
g< //X'
e
q m ST

Sabendo que f(x)=vx -2+ 1, indica a expressdo analitica de cada uma das
outras funcdes representadas.

Em cada um dos casos seguintes, e considerando os dados apresentados
na figura, indica a expressao analitica que define a funcao j, sabendo que
jx)=avx-b+c, com az0.

21. A 2.2, A
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4.2. Funcéo raiz quadrada

Considera, no referencial o.n. da figura, A
arepresentacao grafica da funcao h B

definidapor h(x)=-vx—-2+1 eos

pontos A e B tais que: h
oponto A é o ponto de intersecao 0) A x
do gréfico de h com o eixo das \

abcissas;

a ordenada do ponto B é o maximo absoluto da funcdo h.

Determina a medida da area do triangulo [OAB].

Resolve, em IR, cada uma das seguintes equacgoes irracionais.

41. V2x=8 4.2.V/x-2-3=5
4.3. V2x+7=3 4.4. Vx+2=x

4.5. Vx-5=2x—1 4.6. Vx—1-Vx+3=2
4.7. V6x+25=5-Vx 4.8.2Vx+1=V3x+1

Considera as funcgdes irracionais m e
p definidas por:

mx)=—Vx-1+1epx)=vVx-3

Determina as coordenadas do ponto /,
ponto de intersecao dos graficos das
fungcbes me p.

Resolve, em IR, cada uma das seguintes alineas.

6.1. Vx-2>3 6.2.7-Vx+1>0
6.3. V3x—-4<x 6.4. Vx+1>x-2
6.5. 2Vx>Vx-2 6.6. Vx+3<V2-—x

Considera a funcao f definida por f(x)=2vx-1+3.
7.1. Determina o dominio da fungao f.

7.2. Resolve as equacoes.
a) f(x)=7 b) f(x)=2x-1

7.3. Determina o conjunto-solucdo de f(x) <5 naforma de intervalo de
ndmeros reais.
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4. Funcoes reais de variavel real

4.3. Limites de funcoes de variavel real
4.3.1. Pontos aderentes a um conjunto

Exemplo
Considera A=]-1, 3]U {5}.

* Por exemplo, 3€A.

Sabemos que existe uma sucesséo (u,) de elementos de A tal que lim(u,)=3.

Por exemplo, u,=3 — %

Dizemos, porisso, que 3 é ponto aderentea A.

* Por exemplo, — 1 ZA.

Sabemos que existe uma sucessao (v,) de elementos de A tal que lim(v,)=-1.

Por exemplo, u,=-—1 +%.

Dizemos, porisso, que — 1 é ponto aderentea A.

* Como qualquer vizinhanca de 5 interseta A noponto 5, entdo sabemos que
5 é ponto aderentea A.

Asiim, o conjunto de pontos aderentes a A, que se designa por aderéncia de A,
é A=[-1,3]U{5}.

Dados um conjunto de nimeros reais A e a €R, diz-se que a é um ponto
aderente a A quando existe uma sucessdo de elementosde A, (u,), tal que
lim (u,) =a.

Sejam A um subconjuntode R e a €R. Sabemos que existe uma sucessdo (u,)
de elementos de A tal que lim (u,) =a se e s6 se qualquer vizinhanca V;(a)
interseta o conjunto A, istoé, Vs(a)NA={ }.

Nota:
Designa-se por aderéncia de A o conjunto de pontos aderentesa A e representa-se por A.
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4.3. Limites de fungdes de variavel real

Exercicios
@ Considera o conjunto X=]2, 5[ U {6} . e anua
16.1. Indica uma sucessédo (u,) de elementos de X tal que lim(u,)=2. Video
pefinigéo de
16.2. Indica uma sucessao (v,) de elementos de X tal que lim(v,)=5. L'{Zi';iseg”““

16.3. Identifica o conjunto de pontos aderentesa X.

Q Indica a aderéncia de cada um dos conjuntos apresentados a seguir.
171. A=[1, 3] 17.2. B=]-2, 3]
17.3. C=]-3, -2 17.4. D=[-1, 2]\ {1}

17.5. E=[2, 5[\ {3} U {6}
—

4.3.2. Limite de uma funcao num ponto aderente ao seu
dominio

Considera a funcao real de variavel real f definida por f(x)= L.

X+2

Determina o dominio de f, D;.

Considera a sucesséao (u,) definida por u,= L

50" Determina lim (u,).

Copia e completa.

. e 1 \_y 1 \__ 1
"mf(u”)_"m<un+2)_I'm(...+2)_lim...+2_"'

Definicao de limite de uma fun¢cdao num ponto segundo Heine

Consideremos uma func¢ao f, real de variavel real, de dominio D, um ponto a
aderentea D e b€EIR ou b=+co.

Diz-se que lim f(x)=b seesdse f(u,) — b para qualquer sucessdo (u,) de

elementos de D tal que u,—a.
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4. Funcoes reais de variavel real

Tal como ja demonstrado nas sucessdes:

Unicidade do limite

O limite de uma funcao, quando existe, é Gnico.

Exemplo

Consideremos a funcdo real de variavel real g definidapor g(x)=2+ x%
1 1

e as sucessoes definidas por u,=2 +F' v.,=n>e w,=1- PR

-mn%:Hm<2+l>=2
n

lim g (u,) = lim 2+——%——-=nm 2+ 11 -
2+E+1 3+F

1
=2 — =
3

W

e limv,=limn’=+o0

IWgWQﬂW(ZFJ ):
n“+1

—240=2
-nmman@— 1):1
n+2
mngm@=nm<2+———%———>=
1- +1
n+2

_-,.1_5

=2+573

* Se pretendermos determinar, caso exista, lim , g(x), consideramos todas as
X— —
sucessoes (a,) de elementos do dominio de g tais que lima,=-2.

1\ _ 1 1
a,,+1)_2+liman+1_2 -2+1

mng@g=nm<2+

Entao, pela definicdo de limite de uma funcdo num ponto segundo Heine:

‘Iing(x):1
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4.3. Limites de fungdes de variavel real

Exercicios

@ Considera a funcao real de variavel real g definida por g(x)=x>-1 eas
2+n 3n

sucessoes de termos gerais u, = 5n PR

ev,=1-

18.1. Determina:
a) limu,
b) lim g (u,)
c) limy,
d) limg(v,)

18.2. Mostra que Iim1 gx)=—

X —

2

INI®

18.3. Determina Iing(x).

xX— -

1
+2

@ Considera a funcao real de variavel real h definida por h(x)=1 +x eas

sucessoes de termos gerais u,=n’ e v,=3 - % .

19.1. Determina:
a) limu,
b) limyv,
c) limh(u,)
d) limh(v,)

19.2. Usando a definicao de limite de uma funcdo num ponto segundo Heinge,
determina Iim3 h(x).

@ Considera as sucessoes u,=2+ 12+n” ev,=1- 32_n e a funcao real de variavel
real p definida por:
1 +g se x>2
w={, *
PW=14 se x=2

x—1 se x<2 "
Determina:

20.1. limu,
20.2.limv,

20.3. limp (u,)

__ 20.4.limp(v,)
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4. Funcoes reais de variavel real

Limites laterais

Na figura encontra-se representada a funcédo f definida por f(x)= XL

_‘|'

Afuncao f tem dominio IR\{1}, sendo 1 ponto aderente ao seu dominio.

Consideremos uma qualquer sucessao (u,), com u,€D; e u,>1, tal que o limite
da sucessdo € 1, por valores superioresa 1, isto &, limu,=1".

Por observacgao da representacao grafica, verificamos que lim f(u,) =+ oo.

Desta forma, lim f(x)=+ococ.

x— 1"

Consideremos uma qualquer sucessao (v,), com v,€D; e v,<1, tal que o limite
da sucessao é 1, porvalores inferioresa 1, istoé, limu,=1".

Por observacgédo da representacao grafica, verificamos que lim f(v,)=—oo.

Destaforma, lim f(x)=—oc.

x— 1

Sejam f uma funcéao real de variavel real de dominio D, a um ponto aderente
aD,A=]-oc0,a[ND e B=]a,+co[ND.

 Dizemos que b élimite de f(x) quando x tende para a por valores inferiores
a a se a éaderentea A e lim f|,(x)=b. Representa-se por lim f(x)=b.

X—a

« Dizemos que b élimite de f(x) quando x tende para a por valores superiores
a a se a éaderentea A e lim f|z(x)=b. Representa-se por lim f(x)=b.

x—a" x—a
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4.3. Limites de fungdes de variavel real

Exemplo

Consideremos a funcdo g definida por:

x? se x>2

Q(x)={

x—1 se x<2

» Vamos determinar o valor do limite de g(x) quando x — 2".
Para toda a sucesséo (u,), com u,€D,, talque (VheN, u,>2) A limu,=2",

tem-se: lim g(u,) = lim (u,)’ = (Iim (u,))* =22 = 4

Logo, lim g(x)=4.

x—2"

¢ Para determinar o valor do limite de g(x) quando x — 2, consideramos toda
asucessdo (u,), com u,€D,, talque (VnEN, u,<2) A limu,=2".

Tem-se: limg(u,) =lim (u,— 1)=lim(u,) - 1=2-1=1

Logo, Iin12_ gx)=1.

Exercicios
@ Na figura encontra-se representada graficamente
uma funcgao, h, de dominio IR.

Indica o valor de:

21.1. lim h(x)

x— 2"

21.2. lim h(x)

21.3. lim h(x)

x—3

21.4. lim h(x)

@ Considera a funcéo f definida por:

x’-1 se x<-1
f(x)=13 se x=-1
2x—-1 se x>-1

Usando a definicao de limite num ponto, mostra que:

221. |lim f(x)=-3
—_1*

X —

22.2. Iim1_f(x):0
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4. Funcoes reais de variavel real

@ Considera a fungdo g representada I
graficamente na figura. )
o E Sabendo que as sucessdes (u,) e (v,) sdo
Avidade definidas por u,=1-2 e v,=1+—1_, IR
Existéncia de . . . . ;
limite de uma indica o valor de cada um dos seguintes limites. /\
fungédo num | R
OIS 23.1. limg(u,) o x
23.2. limg(v,) g
—
Consideremos uma funcéao f, real de variavel real, de dominio D.
« Seja a um ponto aderentea D e a€D.
Se existirem os limites laterais de f(x) noponto a e lim f(x)= lim f(x)=b,
X—a x—a’
entdo lim f(x)=b.
X—a
« Seja a um ponto pertencente ao dominiode f, istoé, a€D.
Se existirem os limites laterais de f (x) no ponto a e forem iguais a f(a),
entdo existe lim f(x) e lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=f(a).
x—a x—a x—a x—a'
Exemplos
1. Na figura encontra-se representada a funcao
real de variavel real f definida por:
-2x+2 se x>1
fx)=1 ,
X +1 se x<1
Vamos verificar se existe Iim1 f(x).
* Comecemos por determinar o valor do limite 0 1 =
de f(x) quando x — 1.
Para toda a sucessao (u,), com u, € D;, tal
que (VneN, u,>1) A limu,=1", tem-se:

limf(u,)=lim(-2u,+2)=-21lim(u,)+2=-2x1+2=0

Logo, lim f(x)=0.

x— 1"
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4.3. Limites de fungdes de variavel real

* Vamos determinar o valor do limite de f(x) quando x — 1".

Para toda a sucesséo (v,), com v,€D;, talque (VhE€IN, v,<1) A limyv,=1",
tem-se:

lim £(v,) =lim ((v,)>+ 1) =[lim (v,) +1=12+1=2
Logo, Iqu_f(x):2.

Como lim f(x)# lim f(x), concluimos que nao existe lim f(x).
x— 1 x—1

x— 1"
. Na figura encontra-se representada a 4
funcdo g definida por:

x2+1 se x<1
gx)=40 se x=1
-2x+4 se x>1

Vamos verificar se existe Iim1 g(x).

X —

v

* Comecemos por determinar o valor do
limite de g(x) quando x — 17.

Para toda a sucesséo (u,), com u,€D,,
talque (VneN, u,>1) A limu,=1", tem-se:

limg(u,)=lim(-2u,+4)=-21lim(u,)+4=-2x1+4=2

Logo, lim g(x)=2.

x—1
* Vamos, agora, determinar o valor do limite de g(x) quando x — 1".

Consideremos toda a sucesséo (v,), com v,€D,, tal que
(VnEeEN, v,<1) A limv,=1".

Tem-se:
limg (v,)=lim ((v,)?+1) =[im(v,) +1=1+1=2.

Logo, Iin’:ig(x):2.

Como Iim g(x)= Iim1_g(x)=2, mas é diferente de g(1)=0, entdo ndo

x— 1"

existe lim g(x).
x—1
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4. Funcoes reais de variavel real

Exercicios

24

25/

26)

244

Na figura encontra-se representada graficamente uma fungao f.

X
Indica, caso exista, o valor de:
24.1. Iimrf(x) 24.2. |lim f(x)
X — — X 1"
24.3. Iim1f(x) 24.4. |lim f(x)
xX— — X1t
24.5. Iimrf(x) 24.6. Iim1 f(x)

Considera a funcdo g, real de variavel real, definida por:

1
xT2 se x<1
g(x)= 1 se x=1
xX—-2 se x>1

25.1. Mostraque lim g(x)= Iim1 gx).
x— 1" x— 1

25.2. Justifica que ndo existe Iim1 gx).

Considera a funcdo f, de dominio IR\{2} , definida por:

_3
f(x): xX-2
X+2 se x>2

se x<2

Recorrendo a definicao de limite, mostra que nao existe Iim2 f(x).



4.3. Limites de fungdes de variavel real

4.3.3. Limites no infinito

Manual
Consideremos uma fungao real de variavel real f de dominio D; ndo majorado. e Digital

Video
Limites no
infinito

Se, para toda a sucessdo (u,), com u,€D;, tal que u,— +oco, se tem

limf(u,)=b, com bER ou b=+oc, entdo diz-seque lim f(x)=b.

X — 400

Consideremos uma funcgéo real de variavel real f de dominio D; ndo minorado.

Se, para toda a sucessdo (u,) , com u,€D;, tal que u,— —oo, se tem
limf (u,) =b, com bER ou b=toco, entdodiz-seque lim f(x)=b.
X —» —00

Exemplos
1. Relativamente a fung¢éo f definida por f(x)=vx — 2, sabemos que tem dominio
D;=[2, + oo[ e podemos determinar o limite de f(x) quando x — +oo.

Consideremos todas as sucessodes (u,) tais que, para qualquer nimero natural n,
u, €D e limu,=+o00.

lim f(u,) =limy/u, — 2 =V+ 00 — 2 =+00

Desta forma, concluimos que lim f(x)=+ooc.

X — +00

2. Afungdo g definida por g(x)=v1—x tem dominio D,=]- oo, 1].
Pretendemos determinar o limite de g (x) quando x — — oo

Consideremos todas as sucessodes (v,) tais que, para qualquer nimero natural n,
v,ED, e limy,=—o0.

lim g (v,)=limy/T = v,=v/1— (- 00) =+ 00
Assim, concluimos que |lim g(x)=+oo.
1

3. Seja h afuncgao definida por: h(x)={x—3
-x+1 se x>3

se x<3

Sabemos que tem dominio D,=IR\{3} e podemos determinar o limite de h(x)
quando x — +oo.

Consideremos todas as sucessoes (u,) tais que, para qualquer nimero natural n,
u, €D, e llimu,=+o0.

limh(u,)=lim(—u,+1)=—oco+1=-o00
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4. Funcoes reais de variavel real

Exercicios

@ Considera a fungao h definida por h(x)=v4 - 2x.
Determina:

27.1. o dominio da fungéo h;

27.2. lim h(x), usando a defini¢ao de limite.

@ Usando a definicdo de limite, determina lim p(x), sendo p afuncao definida

X — +00

1
por p(x)—x—_ 5"

@ Considera a fungcdo m definida por:

1-2x se xg%
m(x)= ]
3+x se x>§

Usando a definicao de limite, mostra que:

29.1. lim m(x)=+o0

—

29.2. Iim m(x)=+o0

X— +00

—

4.3.4. Operacoes com limites

Consideremos duas funcgoes reais de variavel real f e g. Sejam b e c dois
nameros reais tais que lim f(x)=b e lim g(x)=c, sendo a um ponto aderente
X—a

X—a

aos dominios das funcées ou a=+oo.
e lim[f(x)+g(x)]=lim f(x)+ limg(x)=b+c
o lim[f(x) —g(x)]=limf(x)- limg(x)=b-c

. liin[f(x)xg(x)]: li_rp f(x)x lilng(x)=bxc

lim f(x)
. lim [f(x) —x=a b omcx0
x—a|g(x) xllinag(X) c

o lim[kxf(x)]=kx lim f(x)=kxb, com k€ R

X—a

e lim [f(0)]"= [lim f(x)]k=bk, com k€Q (se k<0, b=0)
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Exemplo
Sejam f e g duas funcgdes tais que Iim2 f(x)=—oc0 e Iim2 gx)=0.
Sabemos que:

. Iian[f(x)—g(x)]z Iianf(x)— Iiang(x)=—c>o—0=—c>o

X4 — g(x)]—llm[ I|m [\/4 g(x] —x\/ =0x2=0

.|,m[

f(x) f(x)

Exercicios

@ Na figura estao representadas as fungbes f e g. Atendendo aos dados
apresentados na figura, determina, caso existam, os seguintes limites.

f(x) .
o y ]

30.1. Iim

x—2

g
30.2. lim_[f(x)xg(x)] /f

—

30.3. lim [f(x)-g(x)]

30.4. lim [1 _1f(x)] 0 -/ g

30.5. lim Vo )] /
- [gx)
30.6. lim_ W] /

@ Considera as funcdes f, g e h, tais que:
Iim1 f(x)=+o00, Iim1g(x)=—c>o e Iim1h(x)=4

Determina, caso existam, os seguintes limites.

31.1. Ii_m1 [f(x)+h(x)] 31.2. Ii_r’n1 [f(x) —g(x)]
31.3. Im [g(x) x h(x)] 31.4. lim [3h (%)]

) 1
315, fim |75 31.6. lim [mx\/x —1]
317, lim —xh(x)] 31.8. lim [Vh(x)]

(x) L1-x

—

Caso b e ¢ sejam oo ouiguaisa 0, as operacdes com limites mantém-se, exceto
nos casos ja identificados como indeterminacdes aquando do estudo dos limites de
sucessoes.
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4.3.5. Limite de uma funcao composta

Dadas duas funcdes f e g, para determinar o limite da funcdo composta g- f, nao
€ necessario caracteriza-la, basta atender a seguinte propriedade:

Sejam f e g duas fungbes reais de variavel real e a um ponto aderentea D,.;
(dominio da funcdo composta g f).
Se lim f(x)=b e limbg(x):c, entdo lim (gof)(x)=c, com bER e cER.

X—a X—a

Nota: Esta propriedade também é védlida se a=+o00 ou a=—- oo, se os dominios das funcdes
f e g nao forem majorados ou minorados, respetivamente.

4.3.6. Levantamento de indeterminacoes

Repara que, considerando qualquer sucesséo (u,) tal que u, — a, determinar lim f(u,)
corresponde, na pratica, a substituir x por a na expressdo de f(x) em lim f(x).
X—a

No caso de se obter uma indeterminagao, sera necessario proceder primeiro ao le-
vantamento dessa indeterminacao.

Indeterminacgdes do tipo 0

0
O levantamento deste tipo de indeterminacdes deve ser analisado caso a caso.

Quando estamos perante uma fungao racional, devemos fatorizar os membros da
fracao e simplificar os fatores comuns.

Exemplos
(5)
. 5x—20 "0/ . 5x-4) . 5 5
1. lim =—/—=— = i = lim ——=-2
=416 -x> x—4-(x-4)(x+4) —4-(x+4) 8
9 2 s ~N
2. lim w@ lim (x—1)(x —x—1) - Calculos auxiliares:
X — 2_ X — —
1 )25 1 T =1+ 1 o o0 1
= |lim wz_l + + +
x| 1 -1 -1 0
Exercicio Logo:
@ ) =22+ 1=(x-1) (x*-x-1)
Determina:
2 2
32.1. lim M 32.2. lim %
x—-5 x"-25 x—3x" —-3x
3 2 2
32.3. lim ~—= —4x+4 32.4. lim 2x—74x2—6
=1 XxT+x-2 x—3 3x—x
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4.3. Limites de fungdes de variavel real

No caso de aindeterminagao envolver uma fungao com radicais, devemos racionalizar
0 numerador ou o denominador, conforme o caso.

Exemplos
1. lim 2-vx (¢ im (2=vH) 24V L 4-x -
r—ax? 16 =4 (x2-16) (2+vx) 4 (x*-16) (2+VX)

-(x-4) i —1 __1

= lim

r—4 (x—4) (x+4) (2+Vx) gt (x+4) (2+vx) 32

x—=2 B x-2(1+v3-x)

2, lim ————— = lim =

=21_V3-x 2(1-v3-x)(1+v3-x)
(x—2)(1+\/3—x) . (x—2)(1+\/3—x)

=xI[-nZ 1—(3—_x) :x|—>2 —2+x -
= Iim2(1+\/3—x)=2
) \/x—2<%). VX-2xvVx-2 . x—2
3. Iim = = lim = lim =
X2 4 —x r—2 (4-x)Vx—2 —2—-(x-2)(x+2)Vx-2

Exercicio
@ Determina:
331, lim 2=% 33.2, fim 2=v3x+1
x—49 _ \/; x—1 1—x
33.3. lim 2= 33.4. lim YX*+4-V6
x—2 x _2x x—2 xX—-2
Ha, ainda, outros casos, em que o limite sera + oo ou ndo existe. ‘.
Exemplos
9) /)2
bt YT e OAEDT xen
v X=T e (x=DVX=1 =1 (x=1)Vx-1
1 1

=||m =—+=+C>O
x—1vVx—-1 0
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4. Funcoes reais de variavel real

(5)
— 0
2. fim =X
x—>1.x—1
T-x se 1-x>20 [(1-x se x<1
[1-x| = =

—-(1-x) se 1-x<0

x—-1 se x>1

Entdo, tim =X im X=1_q ¢ g Xy I=x
rx—1" _x—1 x— 1t X — x—1 x—1 x—>17X—1
Logo, ndo existe lim 1 x]
x—1 ,X—1
0 2
3. lim Va2 (o) im VX2 X+2 _
x—-2 xX* =4  x—-2 (X2~ 4)Vx+2 —-2 x+2)(x=2)Vx+2
= lim 1 S B S
r—-2 (x=2)Vx+2 -4x0" O
Exercicio
@ Determina:
2
344, lim YX*1 34.2. m £ -X=12
x— 1t X2 =1 x—4 x°—=16
34.3. lim YX=3 34.4. lim X241
g X—3 x—4 x2_16

Indeterminacgdes do tipo co — co

Se a funcado envolvida é polinomial, f(x)=a,x"+a,x" " '+a,x" *+...+a,_,x +a,,
com a,#0, entao:

lim f(x)= lim (a,x"+a,x" "+a,x" *+...+a,_,x"'+a,) = lim (a,x")
X — too X — too X — oo
Exemplos
. (00 —00) .
1. dim (3x*=2x+1) 7= Jim ¥*(3-2+1) =400 (3-0+0)=+00
X — +00 T X —> +00 X x
Colocar em evidéncia a poténcia de x de maior expoente.
. . 2 (00 —00) | 2
Ou, simplesmente, lim (3x>=2x+1) = lim 3x*=+oco.
X — + 00 X — + 00
. (-oo+o0) .
2. lim (=3x°+x) = lim -3x’=-o0

X — +00 X — + 00
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4.3. Limites de fungdes de variavel real

Exercicio

@ Determina:

35.1. Iim (x-x%

X —> — 00

35.2. lim (3x*=x*+1)

X — +00

35.3. lim (2x°-x-2)

X— — o0

35.4. Im (—x*+x*+2) s

X e “‘
35.5. I|im (— 3x° +x2)

X — — 00

No caso de a expressao algébrica envolvida conter radicais, devemos multiplicar e dividir
pelo conjugado da expressao que os contém.

Exemplo

V2 JZ s
lim (x-Vx®+2) 7= lim b= Vo4 2) (et Vi +2)= im X=X =2
A s S L

= lim —=2__-=2_9

Yot x Vx4 T

Exercicio
@ Determina:

36.1. lim (Vx?+1+x) 36.2. Iim (V2+x’—x)
| 383 Im V2-x-vi-y) 36.4. lm _(VZx—1-v3¥)

Indeterminagées do tipo 2

Quando estamos perante uma fungao racional, isto é sendo f e g fun¢des polinomiais
taisque f(x)=a,x"+a,x" "+a,x" *+..+a,_,x +a,, com a,#0 e

gxX)=byx"+b, x" " +b,x" *+...4+b,,_,x'+b,,, com b,#0, entdo:

im f(x) <§> . a, xm
X —too g(_x) X —too box
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4. Funcoes reais de variavel real

Exemplos
2 2
= 3+—> <3+—)
1. 1im 3x2+2x(e=o> im x( ) _ im * x) _+00x(3+0)_
x—+00 B —Xx x—>+°0x<§_1> X — +00 §_1 0-1
X
3 1 1 1 1
X <1+———> T+———
3 2 z X 3 3 _
2. lim 2?1 lim X7~ lim x°_1+0-0_1
x—-oo Byx%_ x? X oo x3<5_l> x—-ee g 1 5-0 5
X X
x—2x2(E) oy —2x
3 xlr?w 5x -1 a x!-njoo 5x —erTm 5 =T

No caso de a expressao algébrica envolvida conter radicais, devemos colocar em
evidéncia o termo de maior grau do numerador e do denominador, tendo em atencao

que \/)?=|x|.

Exemplos
2(1 (" )
A/ 2 (E) X <;+1> = Nota:
1. lim X+ X e lim ———~2 72 "= \/)?=|x|={x se x>0
e X2 T x 1+Z> -x se x<O0
X Ent3o:
1 im Vx’= lim (=x)
R Y e T
=, fim = =1 im Va®= lim x
X— — 00 1+Z 1+0 X— +00 X— + 00
X S \ Y,

A/+2 /-2
. ( /X2+X+)C) (00 —c0) lim ( X +X+X>( X +X—X)=
= T e

2 2 oo
lim X X=X _ jim X (&)

18

. Vai=ixl .
= lim 2 e S——
Xﬁ_w\/x2<1+l>—x xa_w—xv1+l—x
x x

= lim ]

X _ __1
(i) -2
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Exercicio
@ Determina: @ Manu
3 2 2 o
37.1. Iim % 37.2. lim x;f—x’;?’ Video o
X —> +00 —2X X —> — 00 X+
problemas
C o 3x x4+ . B6x°+3x imtesem.
37.3. Iim - 37.4. |Iim 3 . situagdo de
X—+0 DX+ X" —X Koo xU 1 indeterminagao
375. lim *—1 376, lm YX+3-2
x—>+oo‘]_\/_; X — +00 ‘|_x
37.7. Iim 37.8. |im
ARV | TV 41

Indeterminacgoes do tipo 0 x oo

As indeterminacdes deste tipo recaem nas indeterminagdes analisadas anteriormente,
bastando, para tal, proceder a multiplicacdo das expressdes das funcdes envolvidas.

Exemplos
2 2
10im ——x(3-x%) %7 tim 2 x2_> jim =1
X—+eo ] —2x Xx—+oeo ] — X x—too _Qx?  2

0
2 0 —
2. lim ——x (x?=1) "= jim X =1 —100) im X=Do+1)
x—1 | =X xr—1 1 =X Y—1 _(x_1)

= lim [~ (x+1)]=-2

Exercicio

@ Determina:

38.1. Iim

1><(3)c+1)

38.2. Iim

x(x—=1)
1

38.3. Im —

T x =X+

38.4. lim —

x (2x° - 3x)

x (4 —x?)
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4. Funcoes reais de variavel real

Seja (u,) asucessao definida por u,=2+ %
Determina, se existir, lim f(u,), sabendo que:
11. f(x)=2x-1

X
1.2. f(x)= ra

1.3. f(.X)=xi—2

Na figura seguinte esta representada a fungdo g de dominio IR\{1}.

A

y

v

e —9 "

Seja (u,) uma sucessao de elementos do dominio de g tal que
limg(u,)=-oo.
Qual das op¢des seguintes podera ser o termo geral de (u,,) ?

_o_1
(A) u,=2 n (B) un=1+%
1
© u,=1-—— _1
n (D) u”_n
1

Considera a fungao f definida por f(x)=2 — 51
Pela definicao de limite, mostra que:

3.1 lim f(x)=1

3.2. Iim f(x)=2

X — +o00
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No referencial da figura encontram-se representadas duas fungées, m e p,
quadratica e afim, respetivamente. Atendendo aos dados da figura, determina:

A

41. Iim

x— -1

(5)e

)

4.3. |lim

(m

4.2,

4.4.

v

lim (m - p) (x)

)

X

<2—x

p(x)

lim

x—1

Considera afuncdo h, de dominio [- 4, +oo[, definida por:

h(x)=

lim h(x).

x— —4"

5.1. Determina

x1+x
2-Vx+4

k
X +1

se

-4<x<0

se x>0

5.2. Determina o nimero real k, nado nulo, de modo que exista lim h(x).
x—0

Determina, se existir, cada um dos seguintes limites.

6.1. lim (x°*-2x)
2
6.3. lim <x;2x>
x—2 2—x
6.5. lim (%)
x—-2\4—-Xx
2
6.7. lim ("‘; _4|>
rY—2" \ x*—2x

6.2.

6.4.

<x3+1>
2—Xx
4x — x> -3
2x —x*+3

)

<x2—x—6
|3 — x|

lim

X — — 00
lim

x— -1

lim

)

3x -1

x?-1

lim

X — — 00

)
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4. Funcoes reais de variavel real

Considera as fungées f, g e h definidas por:
fx)=—x*+3x-2, gx)=—x>-2x+3 e h(x)=x’-9
Determina, caso existam, os seguintes limites.

71, lim [f(x) - g(x)]

X — +00

72, lim_ %
73, m [%
7.4, lim [%
75. lim_ [\/hﬁ]
76. lim 'xf(‘x)2|

Determina cada um dos seguintes limites.

8.1. lim (Vx>—1—-x)

X —> 400

. 2x
8.2. Im |————
X +00 (1 —V2x+1 )

. 2x
8.3. Iim
Yoo (\/x2 -1 )

2
8.4. Iim <7”3x”>
2Vx%+1

X —>+00

Considera a fungdo p, de dominio IR\{-2, 2}, definida por:

X -2

——=— se x>-2
VxX+2-2

p(x)= )
32‘; se x<-2
—-X"=x+2

Determina, caso exista, |lim p(x).
xX— =2
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4.4. Continuidade de fungdes

4.4. Continuidade de funcoes

4.4.1. Funcao continua num ponto

Na figura seguinte encontram-se representadas graficamente as funcées f, g, h e j.

A
yT g v
14
2. ......
11
(@) 1 X -1 |O X

Indica o valor I6gico (verdadeiro ou falso) de cada uma das seguintes afirmacodes.

11. 1 €D, 1.2. -1€D,
138.2€D, 1.4. 1€D;
Indica:

2.1. (1) 2.2.9g(-1) 2.3. h(2)

Por observacao de cada uma das representacdes graficas, verifica a existéncia
de cada um dos seguintes limites e, no caso de existir, indica o seu valor.

3.1. Iim1 f(x) 3.2, Iim1g(x)

3.3. Iimzh(x) 3.4. Iim1j(x)
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4. Funcoes reais de variavel real

Por analise dos resultados obtidos na tarefa anterior, dizemos que:
* afuncéo f é continuaem x=1;

* asfuncdes g, h e j sdo descontinuasem x=-1, x=2 e x=1,
respetivamente.

Seja f uma funcao real de variavel real e a um Recorda
ponto do seu dominio. Dada uma fung@o f e

= 2 P . . a€ Dy, seexiste lim f(x),
Afuncio f écontinuaem a quando lim f(x) existe. ! xste 1, &
r—da entdo éiguala f(a).

Exemplos

1. Verifiquemos se € continuaem x=1 afuncdo g definida por:
3x—-1 se x<1
g(-x) =y 1- x2

- X +x

se x>1

cg(1)=2
. Iim1_g(x): Iim1_(3x—1):3><1 —-1=2

* lim g(x)= lim (1—162)@ lim <—(X—1)(X+1)):—(1+1)=2
x— 1 r— 1\ = X7+ x —x(x=1) -1

x— 1"

Entéo, Iimrg(x)z lim g(x)=g(1)=2, logo existe Iim1g(x) eéiguala 2.
xXr— x—1" xX—

Concluimos que a fungdo g é continuaem x=1.
2. Sabendo que a funcdo h definida por:

k se x<1
h(x)={ x-1

> se x>1
X +x-2

é continuaem x =1, para determinarmos o valor de k, comegamos por
determinar lim h(x).

x— 1"

0
. -1 (5) . x—=1 . 1 1
lim 2= 2 jim —2*=1 _|m =1
=1 P +x—=2 =1 x=-1x+2) x—1rx+2 3

Como afuncdo h é continua, entdo k=h(1)= Iimrh(x): lim h(x):%.

x— 1"
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4.4. Continuidade de fungdes

Exercicios

@ Verifica se as fungdes a seguir definidas sdo continuas nos pontos indicados.
x+1

se x>1
39.1. f()={ V¥ Cem x=1
se x<1
x—-1

2
39.2. g(x)=M, em x=1

X +1
Vx -2
—_— >4
39.3. h(x)={ x—-4 se X ,emx=4
xX+4 se x<4
x+1 se x<1
39.4.i(x)= _ ,emx=1
\5_11 se x>1

@ Considera a funcéo f definida por:

Vxi+4 se x<0

F(x) = 2 se 0<xg2
x’-2x-3
x’-5x+6

Verifica se a funcao f é continua em:

se XxX>2 Ax#3

40.1. x=0 40.2. x=2

@ Determina o valor de k, com k€ IR, de modo que as funcgdes seguintes sejam
continuas nos pontos indicados.

3

xz—x+k se x<0

411, f(x)={ * =X ,em x=0
x+2 se x>0
x+1
2
X _39 se x>-3
41.2. g(x)= * ,emx=-3
% se x<-3

x’+k se x<0

41.3. h(x)= 2 ,emx=0
gf X se x>0
X +3x
is_'l se _x>3
41.4.j(x)={ *~ , em x=3
% se x<3Ax=z#1
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Fungédo continua

Erem

4. Funcoes reais de variavel real

4.4.2. Continuidade de uma funcao num subconjunto do

dominio

Dada uma funcdo f, real de variavel real, de dominio D e um subconjunto A do
dominio (A CD), diz-se que a funcdo f é continuaem A quando f é continua

em todos os pontos de A.

Se a funcao f é continua em todos os pontos do seu dominio, dizemos que a fun-

¢do f é continua.

Exemplo

Consideremos a funcao f definida por:
3 >2
FO) = {x +3 se x

T-x se x<2
Vejamos se a fungdo f é continua no intervalo [1, 3].

f
e lim f(x)= lim (x+3)=5 \
x— 2" x— 2"
. Iirr12_f(x): Iimz_(1 —x)=-1 1

Entao, ndo existe Iim2 f(x).

Logo, afuncado f é descontinua no ponto de abcissa 2.

Portanto, a funcdo f ndo é continuaem [1, 3], pois ndo é continua num ponto

desse intervalo.

Exercicios

2x -3 se x<-2

Considera a funcao g definida por: =
@ idera afuncao g Ilprg(x){4 e x3_2

42.1. Mostra que afuncdo g nao é continuaem x=-2.

Justifica a tua resposta.

@ Considera a funcdo h definidapor: h(x)={

X+2
Verifica se a fungao h é continua no intervalo [4, 6].

|x = 1]
@ Considera a funcdo p definida por: p(x)={ x -1 se x#1
2 se x=1

\ Mostra que a funcao p nao é continua.
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se 5<xK

—-4x+1 se 1<x<5

8

42.2. O que podes concluir quanto a continuidade da funcdo g nointervalo [- 3, 0]?



4.4. Continuidade de fungdes

4.4.3. Operacoes com fungdes continuas

Manual
Digital

Atividade
Operagdes com

Na figura encontra-se representada I fungdes
graficamente a funcdo ;. continuas

Da exemplo de:

1.1. umafuncéao f, de dominio IR, tal que j— f seja
continuaem x=1;

1.2. umafuncédo g, de dominio R, talque j+g ;
seja continuaem x=1; 1

v

1.3. uma funcao h, de dominio R, tal que jx h seja 0 1 X
continuaem x=1.

xX+3 se x<1

Considera a funcdo m definida por: m(x) =
1 se x>1

2.1. Afuncdo m é continua nointervalo [0, 2] ? Justifica a tua resposta.

2.2. Da exemplo de uma funcéo p, de dominio IR, talque m+ p seja continua
em [0, 2].

Consideremos duas fungdes f: D;— IR e g: D,— IR, continuas num ponto a.
Podemos concluir que:
- afuncio f+g écontinuaem a, porque:

lim [f(0)+g ()] = lim f(x) + limg (x) =f(a) +g(a) = (f+g)(@)

« afuncdo f-g é continuaem a, porque:
lim [f(x) -~ g (¥)]= lim f(x) - lim g (x)=f(a) -~ g (@)= (f - g)(a)

afuncao fxg écontinuaem a, porque:
lim [f() x g ()] = lim f(x) x lim g (x) = f(a) xg(a) = (fx g)(a)

f

a funcao 5 com g(a)#0, écontinuaem a, porque:

lim

f(x)] _ I fa - (L)
xX—a g(x)

limg) g@ \g

. afuncio f*, com r€Q, écontinuaem a, porque: xlEl‘h [F)] = Llﬂ f(x)]r=[f(a)]r
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4. Funcoes reais de variavel real

Toda a func¢do polinomial é continua.

Demonstracao:
Consideremos um polinémio P(x) definido por:
P(x)=apx"+a,x" "+a,x" "+.+a,_,x +a,

Sejam f a funcado definida por f(x)=P(x) e b um ponto do dominio da fungéo f.

Sabemos que:

inLnbf()c):xILmb(aox”+a1 X" va,x" 4. +a, x'+a,) =
=a,b"+a,b" "+a,b" " *+...+a,_,b' +a,=f(b)

Assim, xli_mbf(x):f(b).

Logo, afuncado f é continuaem x=b.

Portanto, a funcdo f é continua em qualquer ponto do seu dominio, pelo que a
funcao f é continua.

Toda a funcgdo racional é continua no seu dominio.

Demonstracao:

Consideremos a funcao racional f definida por f(x)=@, sendo P(x) e Q(x)

(%)

polinémios, com Q(x)#0.

Se considerarmos as funcdes polinomiais g e h definidas por g(x)=P(x) e
h(x)=Q(x), sabemos que g e h sdo continuas em qualquer ponto do dominio de f.
Logo, f é continuano seu dominio.

Exemplos
- - _3x+1 9,2
1. Asfuncdes f, g e h definidas por f(x)—ﬁ, gx)=2x"—3x+1
e h(x)= 2x1— 3 +% sao continuas nos seus dominios, pois f € uma funcao

racional, g é uma funcao polinomial e h é a soma de duas funcdes racionais
(ou seja, € a soma de duas fung¢des continuas).
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4.4. Continuidade de fungdes

2. Consideremos a funcdo m definida por:

xX—2
m(x)={vx-2
1—x se x<2

se x>2

* Afuncdo m é continua nointervalo ]- oo, 2[, pois, nesse intervalo, a
expressao algébrica que a define € um polindmio.

* Afuncdo m é continua no intervalo ]2, + oo[, pois é o quociente entre duas

funcdes continuas (uma funcao polinomial e a poténcia de expoente 1 deuma

2
funcao polinomial).

* Vamos verificar se a fungédo m é continuaem x=2.
im (1-x)=1-2=-1
xX— 2

lim <x‘2 >@ lim <((x_2)xm ): lim <M>:

=2 \Vx=2) =2 \(Vx-2)xVx-2) x—2 xX—2
= lim (vx=2)=v0=0
x— 2"

Logo, m nao é continuaem x=2.

Portanto, m nao é continuaem R.

3. Seja p afuncao definida por:

3x—-1

1520 se x>0
p(x)= )3

—7)(: se x<0

xX—-2

* Em ]0, +oo[, afuncdo p é definida por uma funcao racional cujo denominador
ndo se anula, logo p é continuaem ]0, +oof.

* Em ]- o0, O[, afuncdo p é definida pelo quociente de duas funcdes continuas
cujo denominador ndo se anula, pelo que p é continuaem ]—oo, O[.

* Afuncédo p é continuaem x=0, umavez que:

L (3x =1\ _ i (2=3x)\_ _ -
x'ﬂ+<1+2x>_ 1'X'Eno+<x—2>_ 1epO)=-1

Portanto, p é continuaem RR.
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Exercicios

@ Considera as fungées m e p definidas por:
1

m(x)=4%X

2-3x se x<1

-2x se x<I1
xX+1 se x>1

se x>1

e p(x)={

45.1. Verificase m é continuaem x=1.
45.2. Mostra que p é descontinuaem x=1.

45.3. Afungcdo mx p é continuaem x=17? Justifica a tua resposta.

@ Verifica se é continua a funcao f definida por:

2
x4
L —— <=2
46.1. f(x)=3 x+2 se X
2x se x>-2
2
2x+7x_1 se x>_‘]
x+1
46.2. f(x)=42 se x=-—1
6§+6 se x<-1
x =1
22x se x>0
+
46.3.f()={" "~
2 se x=0
2-3x se x<O0
7")(:-'__2 se x>3
xX—-3
46.4. f(x) = % se x=3
1
> se x<3
x°=-9

Determina, em cada caso, o valor real de k, de modo que a funcao g seja
continua no seu dominio.

471. g(x)=/

47.2. g(x)=

x2—2x+k

x2+x
X+ k
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4.4. Continuidade de fungdes

4.4.4. Continuidade da funcao composta

Como estudamos no 10.° ano, dadas duas fungdes f e g, de dominios D; e D,,
respetivamente, a fungao compostade g com f, g-f, étal que:

. Dg°f={x€IR: XED; A f(x)EDg}
* (gof) (0)=9g(f(x))

Da definicao de limite da fungcdo composta de duas funcdes e da definicao de funcao
continua resulta que:

Dadas duas fungdes reais de variavelreal f e g e a€D,.;, se f é continua
em a e g écontinuaem f(a), entdo gof é continuaem a.

Exemplo
Consideremos as fun¢des definidas por:

-2 se <1
glx)=x* e h(X)={ *
x—3 se x>1

Vamos estudar a continuidade da funcdo ho.g em x=1.

A fungcdo g é continuaem IR, pois € uma func¢ado polinomial. Logo, é continua
emx=1.

g(M=1*=1

Como h(1)=-2 e Iimrh(x): lim h(x)=h(1)=-2, afungdo h é continua

x—1"
em g(1).

Entdo, podemos concluir que a fungdo (h-g) é continuaem x=1.

Exercicio

@ Considera as fun¢dées p e m definidas por:

x’-4 se x>2 -2x se x<-1
p(x)= e mkx)=
2-x se x<2 xX+3 se x>-1

Mostra que a fungao pem é continuaem x=-1.

—
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4. Funcoes reais de variavel real

Em cada caso, verifica se a fungao f é continua no ponto indicado.

2)26 4 se x>2
11. fo)=1* -4 ,emx=2
% se x<2
2
w se x<_‘|
1.2. f(x)={ x+1 ,emx=—1
Vx+1 se x>-1
-X se x<3
1.3. f(x)= 12 s€ x:3,em x=3
X —3x se x>3
3—x
2
2x74 se x>2
1.4. f(xX)=3x"—=3x+2 ,emx=2
2x se x<2
\/)_6_93 se x>9
1.5. f(x)={ *~ ,emx=9
% se x=9
V2x+3 -1
_ >
1.6. f(x)=>: x+1 se X 1,em x=-1
2x+3 se x<-1

Considera a funcdo g, de dominio IR*, definida por:

2—‘x+3_4 se 0<x<1
x-1
gx)={2 se x=1
x-1
se x>1
Vx -1

Estuda a fungdo g quanto a continuidadeem x=1.
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4.4. Continuidade de fungdes

Em cada caso, determina o valor de k, com k€IR, parao qualafuncao f é
continua no ponto indicado.

Vx -2
>
3. F =) x=4 % 7% om o
kx se x<4
Va1 se x>1
3.2. f(x)=3Vx -1 ,emx=1
1-kx se x<I1
%;\/5 se x>-3
3.3. f(x)= ,emx=—3
% se x<-3

Na figura seguinte encontram-se representadas graficamente as funcdes m
e p, ambas de dominio IR.

v P vyt

1, £} — :

(0] (0] 1 x=
> e

4.1. Afuncdo m+p écontinuaem x=17? Justifica a tua resposta.

4.2. Da exemplo de uma funcéo h tal que a funcéo p x h seja continua em
x=1.

4.3. D4 exemplo de uma funcdo j tal que afuncdo m —j seja continua em
x=1.
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4. Funcoes reais de variavel real

Considera as fungdes f e g definidas por:

1

2x se x>1 x2+1 se x>1
f(x)= ] e gx)= ] ]

—Zx se x<1 T+ se r<

5.1. Verifica se as fungdes sao continuasem x=1.
5.2. Caracterizaafuncdo f+g.
5.3. Justifica que afungdo f+g € continuaem x=1 efaza sua verificagéo

utilizando o resultado obtido em 5.2..

Considera a funcado h definida por:

2
% se x<-2
h(x)=
2
x? se x>-2

Estuda a fungcdo h quanto a continuidade.

Justifica que é continua em IR afuncao f definida por:

3 2
zx;x se x>‘|
f(x)= X°+2x -3
%x—1 se x<1
Considera a fungcado h definida por:
2
=1 se x<-1
x+1
h(x)=<—1_49x se —-1<x<0
4%_2 se x>0

Estuda a funcdo h quanto a continuidade.
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4.5. Assintotas ao grafico de uma fungéo

4.5. Assintotas ao grafico de uma funcao

Manual
Digital

Video
Assintota vertical

Considera a funcéo racional f definida por: o
_ 1
f(x)= T2t 1 |

1.1. Indica o dominio da fungao f.

—

1.2. Copia a representacao grafica da funcao

h 4

definida por y=%, apresentada ao lado, e, a

partir dela, faz o esboco da representacao

grafica da funcao f no mesmo referencial.

1.3. Copia e completa.

xX— - x— -2

4.5.1. Assintotas verticais

Consideremos uma funcéo real de variavel real f.

IimT f(x)=... lim f(x)=... Emm fx)=... lrtlw f(x)=...

Areta vertical de equacdo x=a, com a € R, diz-se assintota vertical ao grafico
de f quando pelos menos um dos limites laterais da funcao f em x=a é infi-

nito, isto ¢, quando lim f(x)=+oc0 ou lim f(x)=%co.

x—a xX—a

Nota:

Areta de equacado x =a podera ser uma assintota vertical ao grafico de uma funcéao f se:

* a€ D, e a é ponto de descontinuidade;
* a¢&D;, mas a é ponto aderente do dominio de f.

Exemplos

1. Consideremos a funcao f definida por f(x) :%. y
Como o dominio da funcdo f é IR\{3}, sabemos que, se
existir assintota vertical ao grafico de f, seraem x=3. |
: . 2x-1_5 f 5
lim f(x)= | === ; : >
xl_r.ny (x) xl_r.na+ x-3 o ree O[\3 X
: . 2x—-1_5 '
lim f(x)= 1 =——=—
xl—r>n3’ (X) xl—r»nSF x-3 0

Logo, areta de equacao x =3 é assintota vertical ao grafico de f.
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4. Funcoes reais de variavel real

2. Relativamente ao gréfico da fungéo g definida por g(x)=V2 +x”, sabemos
que é uma fungao continua no seu dominio, IR, pois é a composta de uma
funcao raiz quadrada com uma funcao polinomial. Logo, o seu grafico nao
admite assintotas verticais.

3. Afuncdo m definida por m(x):M tem dominio IR\{-2, 2}.

|x? - 4
Podemos definir afuncdo m por ramos:
2
x2+ se x’—4>0 L se x<—-2V x>2
x’—4 x=2
m(x)= =
# se x*-4<0 |-—'_ se —2<x<2
—-x*+4 x=2

Vamos verificar se as retas de equagdes x=2 e x=—2 sdo assintotas verticais
ao graficode m.

1 1
lim mx)= lm ——=—=+00
x— 2" ( ) x— 2" x_2 O+
lim mx)= I|m S —i_:+<>o
xX— 2 —2 0
Logo, areta de equacao x=2 é assintota vertical ao graficode m.
i i B 1 1 <
mo |lim m(x)= lim - im m(x)= lim ——=—-—, entédo
Como x—I>—2* (X) )c—l>—2+ —2 4 € x—I>—2 (X) x—l. 27X — 2 4

aretade equagédo x=- 2 ndo é assintota vertical ao graficode m.

Exercicios

@ Considera a fungédo h definida por h(x)= e —x‘l

49.1. Determina o dominio da funcéo h.

49.2, Estuda a funcdo h quanto a existéncia de assintotas verticais ao seu grafico.

@ Considera a funcado p definida por p(x)= f“ 1

5
-X

50.1. Determina o dominio da funcéo p.

50.2. Mostra que areta de equacao x=1 nao é assintota vertical do graficode p.

50.3. Mostra que areta de equacdo x=— 1 é assintota vertical do graficode p.

2
@ Considera a funcdo m definida por m(x) = Ixx— Tk
51.1. Determina o dominio da fungcdo m.
51.2. Define por ramos a fungdo m.

51.3. Estuda afuncdo m quanto a existéncia de assintotas verticais ao seu grafico.
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4.5.2. Assintotas nao verticais

Consideremos uma funcao real de variavel real f.

« Aretadeequacdo y=mx+b, com m, b€R, diz-se assintota nao vertical ao
graficode f em +oo quando lim [f(x) — (mx+b)]=0.

« Aretadeequacdo y=mx+b, com m, b €R, diz-se assintota ndo vertical ao
graficode f em —oo quando lim [f(x) — (mx+b)]=0.

Nota:
Se m=0, trata-se de uma assintota horizontal.
Se m=0, trata-se de uma assintota obliqua.

Exemplos
1. No caso da funcgao racional definida por f(x) = % . v
sabemos que o seu dominio € IR\{0} .
i 1 __ ; _1_
Como xIer}Y f(x)= o= oo e xﬁno+ f(x)= = =400, - 5 —
areta de equacdo x=0 € uma assintota vertical ao
grafico de f.
Como lim [f(x)— 0x] -1 _0e lim [f(x) — Ox] -1 _o , verificamos
X— +00 + oo X— =00 — 00

que areta de equacao y=0 é assintota horizontal do grafico de f quando
X — +0o0 equando x — — oo,

2. Nafigura ao lado encontra-se representada 1ty

2
graficamente a fungéo f definida por f(x)= 73;:_1 L.

A tracejado, na figura, esta representada areta r, de .
equacado y=3x—-4. ; 4

Por observacao, areta r parece ser assintota 0 > =
obliqua ao gréafico de f. Vamos verificar a v
veracidade dessa suposicao. v

im [F(x) = Bx—4)]= lim [3;2_)6—(3)6—4)]:

X — 400 X —+00 +1

3x2—x-3x*+4x-3x+4
xX+1

= lim (i>=i=o
x—+o0 \X+ 1 + 00

X — + 00
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O mesmo acontece quando x — —oo:

lim [f(x) - (Bx—4)]= lim

X — — X— —o0o

3x2—x_(3x_4)] =
X

+1
2 2
— lim 3X"—x—-3x"+4x-3x+4| _ lim <i>:i:o
x—-o0 \X+ 1 — o0

X— —o0 xX+1

Destaforma, areta r de equacédo y=3x — 4 é assintota obliqua ao grafico de f
quando x — +o0o e quando x — —oo.

b

4.5.3. Funcoesdotipo y=a+ ,coma,b,ceR

Como vimos no exemplo 1. da pagina anterior, as retas de equagao x=0 e y=0 sdo,
respetivamente, assintotas vertical e horizontal ao grafico da funcao definida por

fFx)=—1L,
X
O gréfico de qualquer fungéao racional do tipo y=a+x t_) o com a, b, ceR, pode

ser obtido do gréafico de f(x) =% através de transformacdes geométricas (transla-
coes e reflexdes).

Este tipo de representacao grafica denomina-se hipérbole.

Exemplos

1. O gréfico dafungcdo g(x)=2 +% € obtido do

grafico da funcdo f, definida por f(x) =%,
através de uma translagao segundo o vetor
u=(0,2).

Desta forma, concluimos que x=0 e y=2

sdo as equacgoes das assintotas vertical e
horizontal, respetivamente, ao grafico de g.

2. Considerando a funcao racional h definida
1
x-2
grafico pode ser obtido a partir do grafico da

por h(x)=—1+ , sabemos que o seu

funcao f, definida por f(x):%, através de

uma translagéo segundo o vetor v =(2, = 1).

Desta forma, concluimos que x=2 e y=-1
sdo as equacoes das assintotas vertical e
horizontal, respetivamente, ao grafico de h.
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Podemos concluir o seguinte:

Consideremos uma funcdo definida por uma expressdo algébrica do tipo

y=a+ ,coma,b,ceR.

Equacao da assintota vertical: x=c
Equacao da assintota horizontal: y=a

Exercicio

@ Para cada uma das fungdes a seguir definidas, indica o dominio e as equacdes das
assintotas ao seu grafico.

1

52.1. f(x)=2-—= 52.2. g(x)=—— -3

+3 x-2
TN ) — 1
52.3. h(x) = 1+x+5 52.4.i(x) 3+x—2
Exemplos
1. Para determinar as equacodes das assintotas ao grafico da funcao definida por
f(x)= 2x1%x , COMecemaos por escrever a sua expressao algébrica na forma
f(x):a+xt_)c,com a,b,ceR. —3x+2 | x+5
Usando o algoritmo da divisao, concluimos que: +3x+15| -3
2—-3x 17
f(x)= =—3+—— 17
) xX+5 X+5

Logo, o grafico da fungdo f admite como assintota vertical a reta de equacéao
x=—-5 e como assintota horizontal a reta de equacédo y=-3.

2. A expressao algébrica da fungéo racional j, vt :
representada graficamente no referencial da P\
figura, pode ser definida por j(x)=a+ e ? ! |
coma, b, ceR. T | B A
* y=1 € aequacao da assintota horizontal 0 >

* x=2 é aequacao da assintota vertical ao
graficode j, logo c=2.

ao gréaficode j, logo a=1. \1\ 2 !

+ Como j(0)=-1, entdo: T+52-=—1 & L --2 < b=4

Assim, j(x)=1+

4
x—-2
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4. Funcoes reais de variavel real

Exercicios
Qg{;?t‘;"?' @ Considera as fun¢des racionais f, g, h e i definidas por:

_2x -1 _x+1 _6x-1 _. . 2x-3
video f)=S—5 g =35 hW)=5— e i)=H
Estuslo de o
fungbes racionais Para cada uma das funcgodes, responde as seguintes questoes.

%
! 53.1. Determina o dominio da func&o.
53.2. Define a fungdo por uma expressao algébrica do tipo y=a+ , com

a,b,ceR.

53.3. Indica as equacdes das assintotas vertical e horizontal ao grafico da funcao.

@ Define a funcao j representada em cada uma das seguintes figuras por uma

expressao naforma j(x)=a+ T b

' com a, b, c€IR, atendendo aos dados
apresentados.

54.1. 4y 54.2. A

—

4.5.4. Determinacao das equacoes de assintotas nao
verticais

Consideremos uma funcao real de variavel real f talque y=mx+b, com m, beR,
€ a equacao de uma assintota ndo vertical ao grafico da fungdo quando x — + oo
(e/ou quando x — — o).

Para determinar o declive da assintota, devemos ter em conta que

f(x)—mx—b>=0.

lim [f(x)—(mx+b)]=0. Assim, sabemos que lim ( r

X — 400 X — + 00

Logo, Ilim <@—m—§>:0. Como lim <Q>:O, entdo lim <@—m>:0.

X — 400 X — + 00 X — + 00
f(x)

Assim, temos que m= |im —=.

xX—+o00o X
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4.5. Assintotas ao grafico de uma fungéo

Por outro lado, como lim [f(x) — (mx+b)]=0, temos que:

X — 400

lim (f(x)—=mx)= lim (fx)=mx—b+b)= lim (f(x)—=mx—b)+ lim b=0+b O
Digital

Destaforma, b= lim (f(x) — mx).

Video
Assintotas ndo
verticais

Seja areta de equacao y=mx+b, com m, b€ R, assintota ao grafico de uma
funcao real de variavel real f quando x — +oo (e/ou quando x — — o). Assim:

f(x) ( f (X)>

em= lim —= (e/ou m= lim —=

X— 400 X X— —0c0 X

+ b= lim_(f(¥)-mx) (efou b= lim (f(x)—mx))

X — 400 X— —00

Atencao:
. f . . . .
*Se m= |II‘EI %=0 e existe b= I|rr+1 (f(x) — mx), aassintota é horizontal.
. f . . ~
*Se m=_lim % (melR\{0}) e b= lim (f(x) — mx) (b E€R) existem, entdoa
assintota é obliqua.
* Se ndo existe m=lim @ entdo ndo existe assintota ndo vertical.
X — too
. f . . ~ . ~
*Se m= lim % (mE€R) existe,mas b= lim (f(x) — mx) ndo existe, entdo
X — too X — too

nao existe assintota ndo vertical.

Exemplos

2
1. Consideremos a funcdo g definida por g(x) :%.

Como o dominio da funcdo é IR\{1}, isto &, o dominio nem é majorado nem é
minorado, vamos verificar se existe alguma assintota nao vertical quando

X — +o0 equando x — — oo,

2 e 2
me tim 99 g 20ex @) 2 )
X—+o00 X X—+o0 x“_ x X—+o00 x
2 oo
b= lim (M—zx)= lim <3x >(°=°> lim <ﬂ>=3
X — +00 x—1 X —> +00 )C—1 X — +00 X

Assim, areta de equacdo y=2x+ 3 é assintota obliqua ao grafico de f quando

X— +00,

Do mesmo modo se verifica que o mesmo acontece quando x — — oo
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2. Afuncado h definida por h(x)=vx—1 tem dominio [1, +oco[.
Assim, como é minorado o dominio da funcdo h, sé faz sentido verificar a
existéncia de uma assintota nao vertical quando x — +oo.

me tim MOy YA=TE) \/x_21=\/ im *=1=1/1im -0

xX—+o00 X X — 400 X X — 400 X

—> 4+ 00 X X— 400 X

b= lim (VXx=1-0x)= lim Vx—1=+00

X — +00 X — +00

Logo, o grafico da funcdo h ndo admite assintotas nao verticais.

3. Consideremos a fungado p definida por:

Vx?+3-2
p(x)= x—1
x*+2x-3 se x>1

se x<I1

* Vamos verificar se existe alguma assintota ndo vertical quando x — +oo.

. X . 2 -3 . 2 -
Como m= Ilim &: lim w(:) lim 2= Iim X=+o00, entao

x—+oco X X —> 400 X x—+oco X X —> +00

nao existe assintota nao vertical ao grafico de p quando x — + oo

* Vamos verificar se existe alguma assintota nao vertical quando x — — oo

—x(414242
p(x) Va?+3-2(2) x< 1+x2+x>=

m= lim —== lim 5 lim
xX——o00 X X — — 00 X —Xx X — — 00 X(.x—1)
- Jim — -0

X— —oc0 — OO

Entéao, se existir assintota ndo vertical ao grafico de p, esta sera horizontal.

[ 3.2
5 o —X( 1+—2+;>
b= lim [p(x)—ma]= lim Val+3-2(2) X — 1
X — —00 X — — 00 x—-1 X — —00 X<1 _l)

X

Assim, a reta de equacao y=— 1 é assintota horizontal ao graficode p.

4. De uma funcdo f de dominio IR", sabemos que areta de equacdo y=2x+3 é
assintota obliqua ao seu gréfico.

2
Para determinar o valor de lim xf(;)x, basta ter em conta que:
im X —x_ o X=1 x—‘I=xL|rToo(x_1)=+oo=+oo
x—xoo f(X)  x—reo f(X)  x—ree f(X) lim f(x) 2

Xx— 400 X
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Exercicios

@ Considera a funcgao f definida por:

4-x?
3x -6

f(x)=

55.1. O grafico dafuncao f tem assintotas verticais? Justifica.

55.2. Determina, caso existam, as assintotas nao verticais ao grafico da funcéo f.

@ Determina, caso existam, as assintotas ao grafico da funcao definida por:

_3x°—5x-7
56.1. g(x)——x_ 5

2x*+3

56.2. h(x)= .

xz
x-2
56.4. m(x)=Vx*-25

2
56.5. n(x) = Ix)i 5

56.6. g(x)=V2x + 1

56.3. p(x) =

@ Considera a funcgao f definida por:

—'2x+14_3 se x>4
f(x)= o -
- X

10—x se x<4

57.1. Verifica se areta de equacao x=4 é assintota vertical ao grafico de f.

57.2. Estuda a funcéo f quanto a existéncia de assintotas nao verticais ao seu
grafico.




4. Funcoes reais de variavel real
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Considera as fungées a, b, ¢, d, e e definidas por:

2

2-3x 1-x xX+3
alx)= , bx)=———, cx)= ,
( 2x -1 ) xX2+2x+1 ) x’-9
1
1+— se x>0
dx)={ x e e(x)=|x2 2|
x —

-X se x<0

1.1. Determina o dominio de cada uma das funcgoes.

1.2. Indica, caso existam, as equacgdes das assintotas verticais aos graficos
das func¢des consideradas.

1-3x
2x-3°

,coma,b,ceR.

Considera a fungao racional f definida por f(x)=

2.1. Define afuncdo f naforma f(x)=a+

xX-c
2.2. Indica as equacdes das assintotas ao grafico de f.

2.3. Considera afuncao g representada : 4
no referencial da figura. g

Tendo em consideracéo os dados
apresentados, define a funcdo g na

b = R S

= , ‘:
forma g (x) a+x_ T /_:
com a, b, ceR. -2: ~110 X

2.4. Seja h afuncgéo definida por
h(x)=f(x) - g(x).
a) Indica o dominio da funcéo h.

b) Determina as equacdes das assintotas verticais do grafico da funcéo h.

Determina, caso existam, as equacdes das assintotas horizontais ao grafico
da funcéo definida por:

2
3. a(x)=X 3% 3.2. b(x)=—2
4-x x =1

33.c(x)=—2 3.4.c(x)= 2x

Estuda a funcado f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico, sendo:

2 3
aa. f(x)=X—=3%+2 4.2. f(x)=->
x°+1 1-x
A/ ~-2
4.3. f(x)=Vx*-9 4.4. f(x) =—;__14



4.5. Assintotas ao grafico de uma fungéo

Seja f uma fungdo de dominio IR*.

5.1. Se y=-1 é aequacao de uma assintota horizontal ao grafico de f,
Fx)

determina Iim —=

x—+o0 X

5.2. Se y=3 éaequacao de uma assintota horizontal ao grafico de f,
: 2x
determina lim —=
x—eo f(X)

5.3. Se y=3x -1 é aequacao de uma assintota obliqua ao grafico de f,
determina lim (f(x) —3x).

5.4. Se y=-x é aequacao de uma assintota obliqua ao grafico de f,

determina lim (@—2 )

X — +00 X

No referencial da figura esta representada a
funcdo j. Areta r é aassintota obliqua ao J
graficode j etemequacao y=2x+1.

Determina:

6.1. Ilim (f(x)—2x-1)

X— +00

6.2. <f(x)>
63, lm (f(x) x) A
6.4. <xf(x) 2>
2
x_;ﬁ se x> 3
Considera a funcdo h definidapor: h(x)={ * —9
1 se x<3
x-3

Estuda afuncdo h quanto a existéncia de assintotas ao seu gréfico.

De uma certa fungdo g, de dominio IR*, sabe-se que:
g é continua;
aretade equacdo y=-x+1 éassintota obliqua ao graficode g.

Mostra que o grafico da fungdo h, definida por h(x)=x—g(x), de dominio IR",
admite uma assintota obliqua e determina a sua equacéo.
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4. Funcoes reais de variavel real
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Teste

Asretas de equacdo x=1 e y=3
sao, respetivamente, assintotas
vertical e horizontal ao grafico da
funcao f representada na figura.

1.1. Sabendo que (u,) € uma

sucessao de termos do dominio = =

de f talque limf(u,)=+oo,
qual das seguintes op¢des
podera ser o termo geral da

sucessao (u,)?
(Au=1-+ (@B u=3-1
n n

€ u=1++ (@) u=3+1
n n

1.2. Seja (v,) asucessdo de termo geral v,=—n’. Determina limf(v,).

Na figura encontra-se representada,
num referencial ortonormado, a
funcao racional f eareta t de
equacao y=—-x+1.

Sabe-se que:

as retas de equacgodes y=2 e
X =— 1 sao assintotas ao grafico
de f;

o ponto A é o ponto de intersecao
do grafico de f com o eixo das

iAy

abcissas;
o ponto P(1, — 3) pertence ao
grafico de f.

2.1. Define afuncao f naforma

f(x)=a+ ,coma,b,ceR.

2.2. Determina as coordenadas do ponto A.

2.3. Determina as coordenadas dos pontos de intersecao do grafico de f

comareta t.



Considera a funcao g definida por:
g(x)=vV2x+3 -6x
3.1. Determina o dominio da funcéo g.
3.2, Estuda a existéncia de assintotas ao gréfico da funcao g.
3.3. Determina os zeros da fungéo g.

Aretade equacdo y=-2x+5 é assintota ao grafico de uma funcado f de
dominio R".

Qual dos seguintes valores é iguala lim <x3;7i(31c)> ?
(A) -2 (B) -1 (€)1 (D) 2
Considera a funcédo h definida por:
1-x°
——— se x>-1
Vx+2-1
hx)=
1/ 2
ighios se x<-1
x+1

5.1. Afuncdo h é continuaem x=-1? Justifica a tua resposta.

5.2, Estuda a funcdo h quanto a existéncia de assintotas nao verticais ao seu
gréfico.

De uma fung¢do f, de dominio IR, sabe-se que é continua e que areta de
equacao y=x € uma assintota ao seu grafico quando x tende para + oo e
para —oco.

6.1. Determina:

a) lim <@>

X — +00 X

b) lim (f(x)-x)

c) lim (Lo_zx)

X — +00 X

6.2. Seja g afuncdo de dominio IR definida por g(x)=xf(x).
Mostra que ndo existe qualquer assintota ao grafico de g.
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Solugoes

Pagina 8
1.1. sina:ﬁ, cosa:% e tana:l.
5 5 2
1.2 sin<1¢:§,0030¢:2 10 etana:m.
7 7 10
1.3. sinazﬁ, cosoz:g e tanazﬁ.
3 3 2
2.1. 40 22, 60V2
23. 35V3 24. 100
Pagina 9
3. 55,996 m
4.1. 25° 4.2. 81°
4.3. 56°
2 V5
5.1. 3 5.2. >
53 2-Y5
2
61 2V 62. Y7
11 11
6.3. %(\/11 —V77)
Pagina 10
11. 30° 1.2. 93m
2.1. 32 2.2, 60°
2.3. %

3.1. 45°. O éngulo DEA estéinscrito numa
semicircunferéncia, logo é reto.
AE =DE, acordas iguais correspondem arcos

com a mesma amplitude, logo AEF=FED.

Pagina 12

1.4, Sin84 _ siné_ sinC
28 ¢ 1T
12. 23

13. 269m

Pagina 13
2.1, 52°
22, RA=19,70m e MR=18,95m

Pagina 14
3.1. 26° 3.2. 16,71

4.1. 30°
4.2, 1,07ua.
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Pagina 17
51. 7.3 52. 96
53. 54 54. 14,4°
Pagina 18
61 78 6.2. 45
6.3. 6,2
71, 5+V2 72, 4-V2

2 4
73 38

2
Pagina 19
81 A=208°, B=1444° ¢ C=148°.
82. [=70°, KL=435¢e JL=120.
83. M=381°, N=189° e MN=51,7.
84. D=185°, E=265" e DE=333.
85. H=67°, GH=257 e HI=182.
86. P=156°, Q=130,2° ¢ R=34,2°.
Pagina 20
9.1. 548cm’ 9.2. 80,4cm’
9.3. 132,6cm? 9.4. 180,1 cm?
10. 201 m
Pagina 21
1.1. 200 1.2. 120
13. 1248 14. 134
2.1. a) Mcm b) Mcm

3 3

Pagina 22
31. 7vV2cm 3.2, 35V2cm
3.3. 98cm?

41. x=45ey=65
42, x=51ey=178
43. x=143 e y=28
44. x=94e y=127

51. 17,759 cm 5.2, 70°
53. 61,1cm’ 5.4, 338cm’
Pagina 23

6. A=90°, B=60°e E=30°.
AB=4cm, BE=46cm e AE=69cm.



Solugdes

71. [=502°, U=21,6° e A=1082°. 16.2. a) OF b) OD
72. [=101°, U=241°e A=549°. c) OA
73. [=206°, U=117,6° ¢ A=418". ..
R R _ Pagina 30
74. [=847°, U=353°e AU=138.
N N — 17.1. a) C b) G
715. U=564°, A=936°e LU=120.
76. [=1228", A=12,2° ¢ AU=238 °F ac
O EEleaS Aslas 8 AY= 23S 172. a) C b) B
8.1. 'I'AriéngquA[MAR]: R ¢ J d) E
M=90°, A=65° e R=25°
Triangulo [AOM]: 18.1. C 182. C
M=65°, A=65° e O=50° 183. A
8.2. %6 em Pagina 31
83. MA=42cm
As restantes medidas foram obtidas em alineas 11 a) X b) R
anteriores. c) E d) /
1.2. a) CL b) CA
Pagina 25 ¢) CA d) ¢L
11.1. OM 11.2. oM 13. a) X b) E
11.3. OT 11.4. OA c) M d) M
12.1. a) 0S b) 0Q e)/ ) M
¢) 0Q d) OR 21. a) 0S b) OF
12.2. - 60° e 300° ¢) OC d) OF
22. a)R b) A
Pagina 26 o T d R
13.1. a) D b) J e) C f) A
c) F d) E
e) / Pagina 33
13.2. a) 210° b) -60° 19.1. 4°Q 19.2. 2°Q
13.3. a) —210° b) -90° 19.3. 2°Q 19.4. 2°Q
¢) —270° d) - 120° 19.5. 3°Q 19.6. 4°Q
13.4. a) 150° b) 270° ;
¢) 90° d) 240° Pagina 36
13.5. a) R(O, 90°) e R(O, — 270 20.1. <§%> 20.2. _%
b) R(O, 240°) e R(O, — 120°) V3
20.3. -5
Pagina 28 21.1. 2.°Q, seno positivo e cosseno negativo.
14.1. 850° 14.2. 2605° 21.2. 3°Q, seno negativo e cosseno negativo.
14.3. -1326° 14.4. -1520° 21.3. 3°Q, seno negativo e cosseno negativo.
15.1. (110°, 2) 15.2. (-130°, -2) 21.4. 1.°Q, seno positivo e cosseno positivo.
15.3. (210°, 3) 15.4. (275°, 2) 21.5. 2.°Q, seno positivo e cosseno negativo.
15.5. (-110°, -3) 15.6. (-215°, -3) 21.6. 4.°Q, seno negativo e cosseno positivo.
Pagina 29 22.1. Verdadeiro 22.2. Falso
agina
9 ) ) 22.3. Verdadeiro
16.1. a) OC b) OA
¢) OF d) OF
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Pagina 38
231, Y2 232, V2
2 2
1 V3
233, - 234, - >
235 —1-V2 236, - V2
2 2
23.7. 2+2\/§
2 V5
24, 2 202 -2
1 V3
243. 204, - >
215, 2V5+3 216, —V5-3
6 3
Pagina 41
25.1. 2°Q 25.2. 3°Q
25.3. 4°Q 25.4. 4°Q
255. 1°Q
26.1. cosa= & e tanoe:——2
3 Z
26.2. cosa:—? e tana=¥
26.3. sina:—? e tana=V3
Pagina 44
a7, V3 272, V3
3 3
27.3. V3 217.4. ?
27.5. 1 27.6. -3
1 ﬁ)
28.1. (2, .
28.2. a —% b) V3
c) -3 d -3
e) -3
20,1, 49V35 o 202, 7V3 4
72 Z
Pagina 45
30.1. sin(1125°)=§, cos (1125°) = % e

tan(1125°=1.

30.2. sin(—780°%)=— ? cos (- 780°) =% e
tan(-780°)=-+/3.
30.3. sin(2745°) =— ? , C0S(2745°%) = —

tan(2745°=1.
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30.4. sin(—1125% = - Y2, cos(— 1125 =Y2 o

2 2
tan(-=1125%)=-1.
30.5. sin (- 1560°) = — ? cos (- 1560°) = — % e
tan (- 1560°)=v/3.
30.6. sin(— 2550°)=—%, cos (- 2550°) = ? e
tan (- 2550°) = @
Pagina 47
31.1. sina:@ e cosa=¥
31.2. sinaz—g e tana:g
31.3. cosoz=——2\/g e tana=ﬁ
5 12
314, sinag=2Y2% ¢ cosg=-Y28
26 2
Pagina 49
33.1. 495° 33.2. - 150°
33.3. 292,5° 33.4. —432°
33.5. 675° 33.6. —72°
32 17
34.1. ETC 34.2- —ﬁﬂ:
13 11
34-3- ?TC 34.4. —ﬁn
31 71
34.5. R 34.6. g™
Tarefa
1.1. a) 240°C b) 80°C
¢) 120°C d) 190°C
2 4
1.2. Por exemplo, -zne3m.
2.1, 14:.00 22. 16:10
Pagina 50
11. 4°Q 12. 1°Q
13. 2°Q 14. 1°Q
15. 2°Q 16. 1°Q
1 V3
2.1. 3 2.2 -5
1 V2
2.3. 5 2.4. &
3
3- ETC
41. 1°Q 4.2. 3°Q
43. 2°Q 44. 2°Q

ing=_2 -_4
5.1. sina= 5 e tana= 3



__V99 ~V99
5.2 cosoz——Wetanoc_W
- 10V/101 01
5.3. sing=——257—— € cosa=—oa"
54. sina=Y" e cosa=— Y17
1 17
Pagina 51
V6 ﬁ) < V6 \/§>
1 p(- 2 %) eo(-2 -
V2
7.2, 35
1
8.2. -

o () o) ea(R3)
u

9.2. 1lua.
Pagina 52
1.

71 O 5
164 : >
(@) T m 3n 2r 5n 3w
2 2 .
Amplitude
2. 3nebn
3. 41,7m

4, Aproximadamente 13 minutos.

Pagina 56

35.1. [-1,1] 35.2. [-3,-1]
35.3. [2, 4] 35.4. [-3, 1]
35.5. [0, 1]

36.1. x=kn, keZ
36.2. Ndo tem zeros.
36.3. x=3n+4kn, kEZ

36.4. x=g+ 2kn, kEZ

37.1. Afungdo ndo é par, nem é impar.
37.2. Funcédo impar

37.3. Funcédo impar

38.1. [2, 4]

38.3. x=n+4kn, kEZ

30.1. m(—ﬂ):—s em(@)zﬁ—s
39.2. [~ 4, -2]
39.3. x=%+kn,k€l

Solugdes

Pagina 57

4. AQ,1), B(g,o) e c(32—“ 2).

Pagina 60

41.1. D;=[-3, 3] e f é uma func&o par.
41.2. D,=[-3,-1] e g éuma fungéo par.
41.3. D,=[-3, - 1] e h éuma fungo par.
41.4. D, =[-4, - 2] e m éuma func&o par.
41.5. D,=[0, 1] e p é uma fung&o par.

42.1. a) [-2, 0] b) x=23ﬂ, keZ
42.2. Funcéo par
T 3n
43.1. A0, - 1), B(x, - 1), c(z,o) e D(T,O>
43.2. %z2,4 u.a.
4
Pagina 64
44.1, D,={xe|R:x¢g+kn,kez}
_ N L.
44.2. Dg_{xelﬁ.x¢6+k3,kez}
443, D,,={xEIR:x¢32—n+3kn,kEZ}
444. D,={xER: x#kn, KEZ}
T
451,
452, 21
453. 51
LT T
46.1. {xe|R. x# E ekl kEZ}
463. 0
Pagina 67
47.1. ? 41.2. —§
a13. Y2 474, V3
2 2
1 1
a15. -1 416, -1
a8, V3 182, V3
2 2
5 V2
48!3! _Z 48!4! _T
49.1. —3cosx 49.2. sin’x
49.3. cosx 49.4. —sinx
1 V15
50.1. 502, ¥
51.1. —V11° 51.2. 9+1V010
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Solugoes

Pagina 69
52.1. x=g+2anx=5—g+2kn, kez
52,2, x=%+2knv;c=74—“+2kn, kez
_n, 2 _2n_ 2
52.3. x—9+3kn\/x— ) +3kn, keZ
52.4. x=%+2anx=74—”+2kn, kez
52.5. x=g+2anx=5—g+2anx=kn, kez

53.1. {— %} 53.2, {_ %}

53.3. {—34—“, —g,g} 53.4. {o,%}

Pagina 71

54.1. x:%+2kn\/x:—%+2kn, kezZ

54,2, x=7“+2anx=—%+2kn, kez

54.3. x:—%+2kn\/x=— g+2kn, kezZ

54.4. x:—%+kn\/x:%+kn\/x:—%+kn\/
\/x=%+kn, kez

545. x=2+kn\V x=2kn, kEZ
2n
3
5n T T
5. 27)
n
2

Pagina 72

56.2. f(%) 1+ V2 é a drea do tridngulo resultante
T

de B ser determinado pela amplitude 7

57.2. g (%) _4 +4\/§ é a area do trapézio resultante

de P ser determinado pela amplitude

r

5"
T

57.3. 3

Pagina 73

N Ly
58.1. x= 8+k2,k€Z

58.2. x=kn, keZ
58.3. x=—"+kn, kEZ

6
58.4, x=kn\ x=— %+krc, kez
59.2. %

59.3. Quando o=Z, aarea do triangulo [ABC] é 2V/3.

W
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Pagina 74

_Un _19n
11. x= 22 +2KknV x= o +2kn, kKEZ

1.2 x=—%+2kn\/x=%+2kn\/x=%+2kn\/

Vx=%c+2kn, kez

1.3. x=%+kgv;c=-g+kg, kez

14, x=23—"+2knvx=%+2kn, keZ

1.5. x:2krc\/x=—%+2k1t, kez

16. x=+kn, keZ

17. x=Z+kn, kKEZ

18. x=

Nla ola »a

T
+kn\/x—4+k2, keZ

2.1. -cos’x—cosx 2.2, -3cosx
2.3. -sin®x-sinx 2.4, cos’x-sinx
31. 3°Q 32. 3°Q

33. 2°Q

41. 0 42, Y1-6

4

5.1. x:—%+2kn\/x:—%+2kn, kez

5.2. Funcéo par
53. x=0ex=n

Pagina 75

6.1. {xEIR: x¢k%; ke Z}

6.2. N&o é par, nem é impar.
6.3. Equacgadoimpossivel

2-V3
7.1. 7
T 3n
8.1. A(i, 0) e 3(7,0)
151
8.2. 5
Pagina 76
1. (C)
3 \/55>
2. R <1 ' T
3.1. (C) 3.2. 369cm
33. 39cm
2
4 5- 3
Pagina 77
T KT
5.2. 3 5.3. x—6+k3,kEZ



6.2.

7.1

7.2,

u.a. 6.3. Zn

N|w

T T
x—4+k2, kez

D,=[-2,2] e B(g, —2)

Pagina 80

1.1
1.2.
1.3.

2.1.

2.2,

2.3.

L(2,1), U(5,2) e A2, 3).
2+2v10
9,5

C,: centro=(1, 2), raio=v5
C,: centro=(3, 0), raio=2v2
C,: centro=(-2, 0), raio=2v2
C: (x=1’+(y-2)=5

C,: (x-3Y+y*=8

Cy: (x+2)°+y’=8

(x—3)2+y2:%

Pagina 81

3.1.
3.2,

4.1.
4.2,

4.3.

4.4,

4.5.

C(1,-5)er=4
1 13

Ay

(x.y)=(1,4)+k(3,2), kKER

2
m,=ms=?

Retas paralelas tém igual declive.
2 5

y=3%-3

0-3)e (39

__3
y= 2x+12

Pagina 82

5.1.

5.2,

5.3.
5.4.

6.1.

6.2.
6.3.
6.4.

m:y=2x-5

syo_3 .3
pry==5%-73

As retas sdo concorrentes obliguas. Como nao
tém o mesmo declive, ndo sao paralelas. Como
um declive ndo é o simétrico do inverso do outro,
nao sdo concorrentes perpendiculares.
A(1,-3)

(x=1°+(y+3)°=13
A(4,-5,0),B(4,0,0), C(0,0,0),
D(0,-5,0), E(4,-5,8), F(4,0,8),
G(0,0,8) e H(0,-5,8).

V105

(x,y,2)=(4,0,0)+k(0,-5,8), keER
(0,0,-98)

6.5. (0,5, 4)

Solugdes

6.6. (x—2)+(y+5 +(z-4) =41

Pagina 83

1. V3 12,
2

1.3. Aproximadamente 40,9°.

2. Aproximadamente 153,4°.

Pagina 84
11. 0°
13. 130°

21. 0
22, 102°

1.2,

2.3.

Pagina 86
3.1. 11757°
33. 60°

4.1. 146,3°

3.2,
3.4.

4.2,
43.

51. 116,6°
5.3.

5.2,

Pagina 87
1.1. a) 153.4°
¢) 108,4°
e) 682°
g) 1237°
i) 191,3°

1.2. 120°

1.3.

21. 0
23. 120°
25. 60°

2,2,
2.4.
2.6.

3.2,
3.4.

3.1. 337
3.3.
3.5. 156,0°

Pagina 88
6.1. ©0°
6.3. 60°

6.2.
6.4.

MG

50°

60°

26,57°
150°

144,7°

y=—2)c+ﬂ

b) 0°

d) 26,6°
f) 337
h) 56,3°

120°

60°

00

s:120°; t: 33,7°

Ao-4)

180°
120°
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Pagina 89 19.2. a) (0,3, -5) e V34
7. O 72, 90° b) (-2.0,-5) e v29
73. 0 74. 180° 19.3. a) 0 b) 25
75. 45° 7.6, 45° c) 9
19.4. a) 21,80° b) 64,65°
Pagina 91 ¢) 37,23° d) 7811°
81 -4 82 0 Paina 100
agina
83. 2V15 84. -2V5 9
1.5
20.1. y=3x-6 202, y=-x-2
85. —4 8.6. —¥ y=ax y=9%"3
_1..10 1.7
9.1. ? 9.2, 31—V010 203. y=3x-3 204. y=5x-73
5 =3 2. a=10
9.3, _% 211, a=3 212. a=
10.1. -9 102, 18 213. a=2i3V1o
10.3. 9 10.4. 45
22 y:2x+E
10.5. -9 10.6. -9 ) 3 3
o 23.1. L(-4,2) e U6, -3)
Pagina 94 23.2, LA: y=2x+10; UP: y=2x-15
121, -2v3 122. -2 233. A(1,12) e y=— T+ 2
12.3. 6 12.4. 2V/3-16
125. -4V3+V2 12.6. 6v2+3V3 Pagina 101
13.1. -&° 13.2. a° 1. M@O,0)
13.3. 13 1
2. y——§x+§
Pagina 97 3, y=2x-2
14.1. |281=v10 lacl =513 L
. . Pagina 102
Iscl=2 lap] =13 , ,
4 5 1. (x-2°+(y-3)°=13
IBoll =448 o = ¥-3769 2. 6
5 20
14.2. a) 22,8° b) 71,4° 3. -2
3
c) 17,4° d) 535° 2
14.3. a) 47,9° b) 124,8° 4 y=-zx+35
15. Obtusangulo ..
Pagina 103
16.1. L(—2,-1), U(4,2), A(1,3) e R(-1,2). , ,
N A N A 1. x-1D)"+y+3)=17
16.2. L =45°, U=45°, A=135° e R=135°.
16.3. 90° 2 y=1
Pagina 98 Pagina 13°4 i .
17.1. 82° 17.2. 90° 241 y=5x-% 242 y=-3x+3
17.3. 140° 17.4. 163° 24.3. y=4x+3 244, y=x+5
18.1. 45° 18.2. 82,87° 25.1, x=3 25.2, y=1
3. 37,87°
18.3. 378 25.3. y=—%x+4 25.4, y=%x+¥
19.1. A(0,3,0), B(-2,0,0), 0(0,0,0) e
C(0,0,5). 26.1. (x— 1) +(y+1)°=5

288



26.2. (x-2)°+(y-1)°=10

263. (x-2)+ (y—%)2=34—7

26.4. (x+1)*+(y-4)’=10

27.1. Retadeequacdo y=x+7

27.2. Retadeequacdo y=x-1

27.3. Circunferéncia de equagdo (x+1)°+(y+2)’ =32
27.4. Ponto de coordenadas (3, — 6)

27.5. Circunferéncia de equagdo (x— 1)’ +(y+4) =8
27.6. Retadeequagdo y=x-1

Pagina 105

11. 2913 12, -2913
13. -952 14. -342
15. 34 1.6. 952
21. 0 22, - ?
23. -9 24. -4
3.1. 787 3.2. 619°
3.3. 1253 34. 983°

4.1. Falso. O éngulo entre os vetores é 180°, logo o
produto é negativo.

4.2, Falso. O angulo entre os vetores é obtuso, logo o
produto é negativo.

4.3. Falso. O angulo entre os vetores é agudo, logo o
produto é positivo.

4.4. Falso. O éngulo entre os vetores é obtuso, logo o
produto é negativo.

4.5. Falso. O éngulo entre os vetores é obtuso, logo o
produto é negativo.

4.6. Falso. O angulo entre os vetores é obtuso, logo o
produto é negativo.

Pagina 106

51. 9 52. 18

53. 9 54. 18

55. -18 56. 0

7.1. 558° 7.2, 109,3°

7.3. 108°

81 05,0 losl=2
sa0.2)  lsAll=vs

AP0, -6) llaPll=6
PO(-3,2) IPGl=v13
82. O~146,31°, $=116,57°, A=63,43° e

~

P=33,69°.

CVM11-19

Solugdes

8.3. Obtusangulo, porque tem,em O, um angulo
obtuso de amplitude 180°—-2x33,69°=112,62°.

2
9.1. 3

93. 0

92. Oou4

Pagina 107
10. ke€l-4,0[

11.1. 45°
11.3. 60,26°

11.2. 45°

12.1. y=—-4x+1
12.3. 49,4°

13. y:—%x+%

12.2. y=2x+7

14.1. a) (x-2)°+ <y—%>2=%

b) (x,y)=(8,-1)+k(3,2), kKER
c) x=-1
14.2. 33,7°

Pagina 108
15.2. x=-1

13 11
15.4. (?,?)

15.3. Sim, sdo perpendiculares.

16.1. x*+(y—-1)’=5
16.2. y=2x+6, que é perpendicular a reta de equacéo

2y+x=6.

1 4 _3
70 y=1x-1 172 (5, 5)
18. y>2)c+§/\y>—2)c+§

2 2

Pagina 109
1. Por exemplo: AE, HD e GC.
2, DH

3. Por exemplo: EH e EF.

Pagina 110
28.1. a) Nao
3

28.2. 5

b) Sim ¢) Nao

Pagina 111

29.1. x-3z-1=0
29.3. 2x-y-3z+3=0

30.1. (2,-1,3)
31. 2x-3y-4z+31=0

29.2. 3x-y-2z-9=0

30.2. 2
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Solugoes

x=1+a
Pagina 115 39.3. z=6 39.4. {y=6+b, a, beR
z=2
32.1. Séo perpendiculares.
32.2. 3 e &, pois tém vetores normais que sdo Pagina 121
colineares.
40.1. x-6y+3z+2=0
323. (x,y,2)=(-1,5,00+k(2,-1,1), kER " s
4 23 7 40.2 x2+<y—§) +<z—§) =27
324, <§'F'E> & 2 2) =72
33.1. 2x—-y+z-11=0 4.1 (x,y.2)=(2,0,-3)+k(0,2,0), kKER
332 (x,y,2)=(3, -2, 3)+k(2, -1, 1), kER 2. y=2 .
333, (_Z, _l, Z) 41.3. Nao é perpendicular.
3" 6'6 42.1. x+2y-8=0
10 2
384 3 423. (x+1)2+<y—%) +z-97=4]
34.1. 2x-2-1=0 425. (x,y,2)=(0,4,6)+k(0,0,1), kER
34.2. (x,y,2)=(0,2,-1)+k(2,0,-1), kKER
35.1. 2x+3y+z-15=0 Pagina 122
35.2. (x,y,2)=(3,1,6)+k(2,3,1), kKER 1.1. 2x-3y+z-14=0
35.3. <%_¥37_4> 1.2. 7x+9y+z+13=0
13. x+2z-1=0
Pagina 116 2.1. x—3y—z+%=0
36.1. (3,8,5) 36.2. —x—-3y+4z+7=0 23. y+z-2=0
L. 31. (x,y.2)=(1,2,0)+a(-2,3,-1)+b(2,3,2),
Pagina 118 2 beR
371 (x,y,2)=(-2,0,)+a@, -1, -D)+b(1,1,-3), | 3.2. 9x+2y—12z+128=0
a.beR 33. (r,y,2)=(-2,0,1)+k(9,2, -12), KER
x=-2+4a+b
y=—ath . abeR Pagina 123
z=1+a-3b
37.2. (x,y.2)=(2,3,1)+a(0,2,0)+b(1,0, 1), 41 x-4y+2z+6=0
a,beR 42. (x,y,2=(0,2,1)+k(1,-4,2), kKER
x=2+b 43 (1 10 g)
y=3+2a, a,beR e 7"7"'7
z=1+b 5.1. 2x+3y-z+6=0
37.3. (x,y,2)=(2,2,1)+a(1,3,0)+b(3,2,1), 52. (4,7,0)
a,beR
53. 4x+20y-2z-51=0
x=2+a+3b
y=2+3a+b, a, bER 54. (-6,-8.5)
z=1+b 2 11)? 2_105
55. (x+2) +(y+7> +(z-3)"= 7
Pagina 119 o
Pagina 124
38.1. o: 2x+4y+z+3=0
B:3x+5y-z-1=0 6.1. (-3,1,6)
y:4x-7y-z+18=0 6.2. (x,y,2=(2,-3,1)+a(0,0,5)+b(-5,4,5),
a,beR
382 (-3,0.0)
2 6.3. 4x+5y+7=0
39.1. (x.y.2)=(3.4,6)+a(0,4,0)+b(-2,2,-4), Xx=-5k
a,beR 64. {y=4k ,keR
39.2. (1,6, 6) 7=0
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Pagina 125

71. 2x+13y+4z+52=0
72. (x,y,2=(1,-6,6)+k(3,-8,6), kKER
73 (-8, _214 s20)

109’ " 109" 109
74, -2x+4y-12z+57=0

112 8 648
5. (~05+ 709 100
81. y=2

82. (x,y,2=(1,0,-1)+k(0,1,0), kKER
83. a) (1,-2,-1)

Pagina 126
1. (D)
5 2
2, Z.x
3. 105°

4.1. y:—%x+4

4.2. 1431°
43. (x,y)=(-1,-2)+k(-1,V3), kER
44. 2313

Pagina 127

5 (C)

6.1. LU e UA s3o vetores nio colineares.
6.2. 13x+5y+9z-30=0

6.3. (x.y.2)=(-1,5,2)+k(13,5,9), kER
64 (x—2 +(y-1 +@z-27"=11

7. (0,0,3)
12, 2x-y+4z-4=0
73. a) (x,y,z):(%,1,%)+k(2,—1,4),k€|ﬂ

Péagina 130
1.1.

Numero da figura 1123|456

Numero de quadrados
brancos

Numero de quadrados
verdes

Numero de quadrados
azuis

Numero total de
quadrados

12, 31 1.3. Nao

Solugdes

1.4. Afigurade ordem n éformadapor 1 quadrado
branco com n quadrados verdes a sua direita e
2n quadrados azuis acima.

1.5. (B)
Pagina 131
21. 21 2.2. Nao
23. (C)
31. 113,15 Il: 21, 24
. .17 20

n: -4, -8 IV: 2 18

32. I: 2n+1 Il: 3n+4
1 20 - . —1+3n

1l: 20 - 4n \'H >+9n
4.1. 49
4.2, Ordem12
43. Nio, pois 5n—1=105 < n=$ e %@N.
Pagina 132
5.1. Ordem1
5.2. Sim,ostermosdeordem 1e 4,3 e6,e5¢€ 8.
5.3. Ordem?7
5.4. Maior: 5; menor: 1
6.1.

2 |- |- o] |8 |s

ow| ¢ [N 1]/ )5 [=]s|N]-2
6.2. a)[-1,3]

b) [-3,-1]e[1,5]
6.3. a) Maximo =5; maximizantes: [1, 3]

b) Minimo =-2; minimizante: 5

Pagina 133
1.
Numero da figura | 1 | 2 | & | 4 | 5
Nﬁmeroc!e’q_uadrados 5 ‘ 6 | 12 ‘ 20 ‘ 30
unitarios
2.1. 10100 2.2. Néo
23. 7
Pagina 135

11. (,):-1,-4,-7,-10, -13
T 111 1
(Vo)

wy):1,3,1,3,1
1.2. N&o é termo de nenhuma das sucessdes.
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Solugoes

2.1.
a

B

ol S @R
\ve

wlgn

v

[ E P TR )

N R R E R )

2.2, Apartirdaordem 8.
2.3. Sim, éotermodeordem 11.

31 26 32. 4

7
33. b, =-n+8
n+1

Tarefa

1.1. a) 15 b) 13 c) 2
12. 2n-3

13. u,,,—u,=2, logo é positivo.

Pagina 136
21. v, ,=4-n

22. v, ,-v,=-1, logo é negativo.

31 1, -1,1,-1,1

v

3.2. a) -2 b) 2
c) -2 d) 2

3.3. a)ec)sdo negativas.

Pagina 138

61 -2,0,-2,0

6.2, Nao, a sucessao toma, alternadamente, os
valores -2 e 0.

Pagina 139

8.1. (a,) e (c,) sdocrescentes.
(b,) e (d,) sdo decrescentes.

9.1. tm:—%: t,, =121

292

b) e d) sdo positivas.

9.2. a) Positivo b) Positivo

9.3. A sucessdo é mondtona crescente.

¢) Positivo

10.1. u,=-15, u,=-16,u;=-15

Pagina 141

11.1. Conjunto A:
N&o tem majorantes.
Minorantes: ]— oo, — 4]
Conjunto B:
Majorantes: [5, + oo[
N&o tem minorantes.
Conjunto C:
Nao tem majorantes.
Minorantes: ]— oo, 0]
Conjunto D:
Majorantes: [2, + oo
Minorantes: ]— oo, — 4]
Conjunto E:
Majorantes: [5, + oo[
Minorantes: ]- oo, — 3]

11.2. Sé&o limitados os conjuntos D e E.
12.1. a) [3, + oo b) 3

€) ]-o0, -2] d -2
12.2. Sim, o méximo é 3 e o minimo — 2.

12.3. X é majorado e minorado, logo é limitado.

Pagina 144
13.2. Sucesséo (a,):
Majorantes: [8, +oo[
Minorantes: ]— 0, —]
Sucesséo (b,):
Majorantes: [— 1, + oo[
Minorantes: ]— oo, — 3]
Sucesséo (c,):
Majorantes: [3, + oo[
Minorantes: ]— 00, —]

14.1. Elimitada, com majorante 3 e minorante —%.

14.2. E limitada, com majorante 1 e minorante — 20.

14.3. E limitada, com majorante 1 e minorante — 3.

4
Pagina 145
573 M
1.1- 1,5,5,2,1—
an
Ue
ey e >0
of 1 2 3 4 5 n



1.2. Ordem?7
1.3. Nao é termo da sucessao.
1 1 3
2.1. 5, - §, - Z 2.2, Ordem 5
2.3. Oitotermos
3.1. Monbtona crescente
3.2. Mondtona decrescente
3.3. Mondtona decrescente
3.4. Mono6tona crescente
3.5. N&o mondtona
3.6. Monobtona crescente
41. p,=5n
4.3. Ordem 16
Pagina 146
5.1. a,=0,25, erepresenta a area do quadrado de
ordem 7.
52. 4
5.3. Ordem6
7.1. Na&o é mondtona. 7.2. N&o é monoétona.
7.3. N&o é mondtona.
81. 36,24,14,6,0
8.2. Etermo dasucessao, nasordens 5 e 10.
8.3. Quatro termos
8.4. N&o é mondtona.
Pagina 147
9.1. Conjunto X:
Majorantes: [5, + oo[
Minorantes: ]— oo, — 1]
Conjunto P:
Majorantes: [V/5, + oo]
Minorantes: |- oo, V2]
Conjunto T:
Majorantes: [rt, + oo
Minorantes: ]- oo, — 2]
Conjunto O:
Majorantes: [2, + oo
Minorantes: |- oo, — /3]
Conjunto R:
Majorantes: [V13, + o]
Minorantes: ]— oo, — 3]
9.2. Conjunto X:
Méaximo: 5
Minimo: —1
Conjunto P:
Maximo: V5
Minimo: V2

9.3.

10.1.
10.2.

10.3.
10.4.
10.5.
10.6.
12.1.
12.3.
12.4.

Solugdes

Conjunto T:
Nao tem maximo.
N&o tem minimo.
Conjunto O:
N&o tem maximo.
Minimo: —v/3
Conjunto R:
Méaximo: V13
Minimo: -3
Todos sao limitados, uma vez que sao majorados
€ minorados.

Maximo: 5, minimo: 4
10

3 minimo: 3

Maximo:

Maximo: 5, minimo:

o1 W

Maximo: 6, minimo:

TSRS VIS |
Maximo: 5 minimo: 3

Maximo: 2, minimo: 0
A sucessao ndao é monétona.

o

A sucessao é constante, logo é limitada e o
maximo e o minimo sdo V2.

Pagina 150

1.

2,

3.

No 4.° dia, 0 atleta corre mais um quilémetro do
que a distancia que correu no dia anterior.

ds=d,+1

d,=3
d,=d,_+1,VnEN: n>2

Pagina 152

18.1.
18.2.

19.1.

19.2.

21.1.

-3.6,-3,6,-3
a_{—B se n éimpar
6 senépar
@): 4,7, 10 (by): -7,
(c)-1 0, -1 (d): 7,12,

M—a +3,¥YneN

b, = %,VnelN

i
-
i
|
(

c,—1,VneN

d, =7
d,,,=d,+5,VneN

=2
Cri1=2X%C,, VNEN
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Solugoes

Pagina 153
21. 5,16, 49 2.2, 4009
2.3. 108256

3 vi=1
! Vpy1=V,—2,VneN
41, 1 21 61 141 301

Pagina 154
1.

Treino | [...] | 4° | 5. | 6.°

Distancia | [..] | 2250 m | 2500 m | 2750 m
) {d1 =1500
d,.,=d,+250,VnEN

3. 26250 m
Pagina 156
221, a,=3n-8 22.2, anz—%n+%
22.3. an=%n+% 22.4. a,=-2n+50

23. Assucessdes (a,). (b,) e (d,) sdo progressdes

aritméticas. As restantes nao.

24, a,: r=3, mondtona crescente

b, r=-— % monotona decrescente

d,: r=%, monodtona crescente

25.1. 12 25.2. p,=12n-4
25.3. Ordem9

Pagina 157

26.1. u,=-2n+40
12 250

=197 79

-_9,.5
26.3. u,= 20117

27.1. —993

8360
27.3. 7

26.2. u,

27.2. 1475

Pagina 158

28.1. 9 28.2. 14
28.3. 73

29.1. -320
29.3. 265

29.2. 135

294

Pagina 159
30.1. d,=3n-27 30.2. 12450
30.3. 345
31. 10
Tarefa
1. 162 pessoas
2. 728 pessoas
3. [4=2
Up,1=3u,, YnEN
Pagina 160
b;=-3
2.1.
3 {b,,+1=b,,><(—2),‘v’n€IN
b,=-4
322. {bn+1:b,,><3,‘v’ne|N
b,=2
32.3. {b,,+1=b,,><2, vneN
-1
32.4, bi=-g1
b,,1=b,x3,VneN
Pagina 161
1 3
33.1. 7 33.2. -3

34.1. Euma progressdo geométrica de razdo 8.

34.2. Euma progressao geométrica de razao 21—5 .
34.3. Euma progressao geométrica de razdo 243.
34.4. Euma progressdo geométrica de razdo —32.

35.1. Primeiro termo: %

Razao: 8

[1[e¢}

35.2. {97
Cri1=Cp,x8,VNnEN

Pagina 162

_ 3125 _(2\""
3.1, b,=- 322 x<5>

36.2. b,=49 152 (-%)M

36.3. b,,=%>< (—2y"

3,3n
36.4. b,=24"4
371. 3
372, ¢c,=-3""?



Pagina 163
38.1. 32
u;=-96
38.2. {uwzunxsz,\mem

383. v,=—3x2°x (—%)H

Pagina 164

39.1. r=3, mondtona crescente.
39.2.
39.3.
39.4.

r=4, mondtona crescente.

r=3, mondtona crescente.

40.1.
40.2.

E uma progressao geométri

Monétona crescente

Pagina 166

_3124
1250

5 1
41.2. ﬁx <1 = 2—55>

93
41.3. 64

50 125 5]
a4, - 20 x [1 - (—)

41.1.

1
42.1. 3

23h-)"

~ 1 n-1
7=4(7)

341
64

42.2.

43.1.

43.2.

43.3.

Pagina 167
11. 62 1.2
13. c,=3n+28

2.1. a,7=zn+§

4 4
23. a,=2n
31 r=-2
3.2
3.3.

3.4.

2.2,

Monotona decrescente
u,=7-2n
Ordem 9
41. 5

43. -105

4.2,
4.4,

5. e,=—2n+3

r=3, mondtona decrescente.

ca.

b) —> [1—l

7% 8" g°

b)

FNEN

a,==n-25

d,=5n-38

|

Solugdes

Pagina 168

B § n-1
Vo=-2X (5)

Ambas sdo monétonas crescentes.

6.2
6.3.

7.1. bn=gx(— 2y

_ l n-1
7.2, bn—320x<—2>
7.3. b,,:%xZ””

_l _ n-1
14, b,=5-x(-3)

8.1. Eprogressdo, com r=25.

c,=15
2.
8 {cn+1:cnx25,Vn€IN

8.3. Ordem?2
15

10
84. -7 (25°-1)

121

162

Mondtona decrescente
1 5

a) enzgn—g

9.2.
9.3.
9.4.

Pagina 169
10.1. t,=2°" 10.3.

M. L=2er=2 11.2.

11.3. 341n
Pagina 171

44.1. Apartir daordem 50.
46.1. A partir da ordem 250.

Pagina 173
471. V3

473. 0
47.5. 3

IS
~
g

|
Wl

'S
~
>

~N

Pagina 175

49.2. A sucesséo € limitada.

49.3. Sim, porque é monétona e limitada.
50.2. A sucessao é convergente.

Pagina 176

51. (a,) e (b,) sdo convergentes. (c,) ndo é
convergente.
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Solugoes

Pagina 179

54.1. lima,=4
limb,=+o00
limc,=0
lima,=—o00

55.1. 1

55.3. 0

55.5. + o0

55.7. —co

55.9. 0

Pagina 181

57.1. +oo
57.3. 0
57.5. +oo
57.7. 0

Pagina 182
58.1. -1

1
58.3. )
58.5. 0
3

58.7. - 0]

1
58.9. 3
Pagina 183
15
59.1. -7

59.3. —\/3
59.5, 6

Pagina 184

60.1. -

w WN

60.3. — 5

60.5. -%

Pagina 185
61.1. -5
61.3. - 125

121
61.5. 7

729
61.7. - 5

296

55.2,
55.4.
55.6.
55.8.

57.2.
57.4.
57.6.

58.2.
58.4.
58.6.

58.8.

— 00

+ o0

+ oo

+ o0

wlor =

N|—

7
6

58.10. 0

59.2, ——

59.4.
59.6.

60.2.

60.4.

61.2.
61.4.
61.6.

61.8.

62.1. 22

62.3. 1

1024
25
63.1. —10 ou 2

62.5.

63.2. Por exemplo, a sucessao de termo geral

v, = 2n-1
Pagina 186
64.1. 5
64.3. +oco
64.5. +oco

Pagina 188

2
65.1. -3

65.3. +oo
65.5. — oo
65.7. — oo

Pagina 190
66.1. a) — oo

¢) +oo
66.3. a) — oo

Pagina 191

67.1. +oo
67.3. — o0
67.5. — o0

Pagina 192

68.1. +oco
68.3. — o
68.5. — oo

Pagina 193

11. +oo
13. -0

2
2. =143
n

5+n "’

62.2.
62.4.

62.6.

64.2.
64.4.
64.6.

65.2.

65.4.
65.6.
65.8.

67.2.
67.4.
67.6.

68.2.
68.4.
68.6.

1.2,

3. p,=-nelimp,=-o0

Pagina 194

69.1. +oco
69.3. 0
69.5. +oco

69.2.
69.4.
69.6.

:
144
25

25

+ 00

+00

b) —co
d) +oo0

b) + oo

+ 00
— 00

— 00

— 00
+ oo

+ 00

]
-4

+ 00



70.1. Por exemplo: u,=n’+1
70.2. Por exemplo: u,=n’+1

Tarefa

1. lmu,=+0c0 e limv,=—-o0
2, +o0

3. lim(v,) =+o0

lim (v,)’= - oo
lim(v,)* =+ 00
lim (v,)° = — oo

4, Se elevar a sucessao a expoentes pares obtemos
limite + oo, caso contrario, obtemos limite — co.

Pagina 195

711, +o00 71.2. +o0
71.3. — o0 71.4. +o00
71.5. +oo 71.6. +oo
71.7. — 0

Pagina 197

721. 0 72.2. 0
723. 0 724. 0
72.5. — o 72.6. — oo
72.7. +oo 72.8. +o0
Pagina 198

73.1. 400 73.2, + o0
733. 3 73.4. +oo
73.5. 0 73.6. 0
73.1. % 73.8. 0
Pagina 200

74.1. +o0 74.2. +o0
74.3. — oo 74.4. +oo
745. 0 74.6. — oo
Pagina 201

751. 0 75.2. 0
75.3. g 754. 0
75.5. 0 75.6. 1
Pagina 202

76.1. +oo 76.2. — o
76.3. +o0 76.4. +oo
76.5. +oo

Solugdes

Pagina 203

771. 0 77.2. 0

773. 0 77.4. 0

Pagina 204

78.1. 0 78.2. 1

78.3. 0 784. 7

78.5. 1 78.6. 0

78.7. +oo 78.8. +oo
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79.1. -6 79.2. +oo

793. 0

Pagina 206

80.1. +oo 80.2. 0

80.3. 0

81.1. +o0 81.2. +o0

813. 2
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1.1. Ordem 26

2,2. Asucessdo é limitada.

2.3. Sim, é convergente, porque é monétona e
limitada.

41. 0 42, —oo

43. -1 44. 3

45. +oo

Pagina 208

51, 2 52. 2

53. a) k=-5 b) k=0
c) k=—6

6.3. Quando n tende para +oo, 0stermosda
sucessao estdo cada vez mais préoximos de 0,
por isso existe limitee é 0.

71, +oo 1.2, +oo

73. 0 74. +oo

15. +oo 76. 0

1.7. +oo 78. +oo

719. +oo

7.10. %
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Solugoes

Pagina 209
81 r=25 8.2, Mond6tona crescente
83. a) +o0 b) + oo

9.1. Cadatermo é obtido do anterior pelo produto por
2, logo é uma razao geométrica de razéo 2.

9.2. c,=3x2""

9.3. a) +o0 b) +oo

Pagina 210
11. (C)
1.2. Mondtona decrescente

1.3. Sim, é mondtona e limitada, com limite — §.

2
2.1. Ordem 227
3.2. -3
41. O 42, —oo
3
4.3. 5 44. 0
S B
5.1. (D) 5.2. an-27+3(n 1)
c,=3
6.1. {c,,+1=c,,+2,Vn€IN
6.2. 120
_ l n-1
7.1. tn—12><(2> 12. 24
Pagina 214
1.1. Zerosde f:2 e 3
Zerosde g: 4-V26 e 4+V26
Zerosde h: 2
1.2. {1,2}
1.3. f épositivaem: ]-oo, 2[U]3, +oo[
f é negativaem: ]2, 3[
g épositivaem: 14 —v/26, 4+/26[
g é negativa em:
]- o0, 4-v26[UJ4+v26, +o00]
h é positivaem: R\{2}
14, |- oo, 8‘V70]u[8”70,+m[
3 3
2.1. Zerosde g:1e5
Zerosde h: -2,0, 2
2x-10 se x>3
2.2 R—R; = z
g 9 {—2x+2 se x<3
h: R—R;
h(x)_{—3x2+12 se x<-V2VxzV2
3x? se —V2<x<V2
23. a) [1,5]
1+v73 1-v73
b -5 "%

298

31. D,.,=]-00,-2[U]-2,2]
D,.p,=1-00, 2[U[5, +oo]
32. a) -2 b 0 ¢) 0
33, pem:]-o0,-2[U]-2,2]— R
V2-x+1
om(x)=—-—" 22—
pem(x) 2
mop:]-o0,2[U[5, +oo[ — R
_J/x=5
mcp(x)—\/x_2
Pagina 215
41. D;=[0,2]; D,=[-3,1]
4.2, Majorantesde f: [2, +oo[
Minorantes de f: ]— oo, 0]
Majorantes de g: [1, +oo[
Minorantes de g: ]— oo, — 3]
4.3. f e g sdomajoradas e minoradas, logo séo
limitadas.
51. [-3,7]
5.2. N&o tem maximo absoluto.
Minimo absoluto: — 2
Minimizante (absoluto): 5
5.3. Maximo relativo: 1
Minimo relativo: —1 e -2
Maximizante (relativo): —1
Minimizantes (relativos): —3 e 5
6.1. -2(x-2)(x-3)
6.2 -(x-2)(x+2)(x+1)
63 (x-Dx+1)(x*+2)
6.4 (x—3)(x+3)(x*+4)
Pagina 216
1. c(/)=¥
2.
c (cm) | 10 | 5 | 2 |1,25
I(cm)|1|2|5|8
3. A
510
5
£
o
g 6
8 4
(&)
2
2 4 6 8 10 12 14 16
[ (largura)
5
4, ?~1,67



Pagina 217
11. R\{2} 1.2, R\{1}
13. R\{-1,0} 14. R
15. R\{1} 1.6. R\{3}
Pagina 218
21. -2, VxER\{2}
1
2.2. m, VxEIR\{—3, 3}
x+1
23, 311 vxeR\(-3,3}
x+3
2.4. m, VxEIR\{— 1 B 1 B 2}

1-x°

2.5. =7 vxeR\{0, 2}
X+2

2.6. Py VxeR\{-2, 2}

4, As funcgdes sao definidas pela mesma expressao
algébrica, mas tém dominios diferentes, logo nao

sao iguais.
Pagina 220
51. -2 52. 0
5.3. N&otem zeros. 5.4. Naotem zeros.
55. -2 56. -1,3
5.7. N&otem zeros. 58. 0
Pagina 222
6.1. [-2,1]
6.2. ]1,+o09[

6.3. ]-oo,%[u]z,wo[

6.4. ]-o0,3]Ul4, +oof

6.5. 10, 1[U]1, +oo[

6.6. ]—oo,—%[u %1[

S oo BT |

6.7. ]-oo, —2[U]
6.8. ]-oo, 1]

7.1. Positivaem: -2, 3[
Negativa em: ]- oo, —2[U]3, + oo
Nulaem: {3}

7.2. Positivaem: ]2, 3[
Negativa em: ]— oo, 2[U 13, + oo
Nulaem: {2}

7.3. Positivaem: ]3, 5[
Negativaem: ]— oo, 3[U 15, + 09|
Nulaem: {3}

7.4.

8.1.

8.3.

Solugdes

Positiva em: ]0, 2[ U]2, +oo[
Negativaem: ]— oo, 0O[
Nulaem: {0}

__ b
A(p)——p_1 82. 2

<1+2\/§,1+\/§>

Pagina 223

1.1

1.3.
1.5.

2.1.

2.2,
2.3.

2.4,

2.5.

2.6.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.
3.5.
3.6.

4.1.

R\{-v3,Vv3}

R\{2}
R\{-5, 5}

1
IR\{g} 1.2,

R\{-3, 3} 14.

R\{-4} 1.6.

-3x-1
4x

-3 _
=% vreR\(-5,5}

—-x+3,VxER\{1}

1
Vxe IR\{O, 5}

—x(x?+x+1)
x+1
(x+MDx-=1)
-3(x-2)
2x(x—2)
x+1

2
{—5—@ —5+\/ﬁ}
2 ' 4

,VxER{-1,1}
,VxER{-2,2}

,Vx€ER{-2, -1}

{)
{1-v2,1+v2}
{0, 4}

{2}

J-oo, —4[U[-1, 4]

42, ]—00,—1[U]%,+oo[
3-V5 3+v5
. [0.2555[0]s, 2]
44, J]-o0, -3[U]3, +o0[
45. ]-oo, —v/3]Ul0, V3]
46. 1-1,1][
Pagina 224
51. R\{1}
53. (-2+v3,3+V3) e (-2-v3, 3-V3)
5.4, f épositivaem ]-5, 1[{U]1, +oo[.

f é negativaem ]— oo, —5[.
fénulaem x=-5

g épositivaem ]—oo, O[U]1, +oo[.
g énegativaem 10, 1[.

g énulaem x=1.
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Solugoes

6.1. ]-oo, 1]U{4} 6.2. (-2,0) Pagina 228
6.3, <5+\/5_7'5+‘\1/5_7> 1

2
71. 46,5°C 7.2. 375s
71.3. Deve esperar cercade 54s.

w
=

Pagina 227
9.1. D,=[1,+0o0[ f

D;=[0, +oo] X

iy

Minimo absoluto 0, com respetivo minimizante

x=1. _ . 2, Ha duas solugdes, porque ha dois pontos de
Crescente e com concavidade voltada para baixo intersecdo entre as representacdes graficas das
em todo o dominio. fungcbes g e h.

9.2. D,=[0, +o9[
D,=]-00,1] Pagina 230

Maximo absoluto 1, com respetivo maximizante 11.1. {3} 1.2 {}

x=0. 1.3, {11}
Decrescente e com concavidade voltada para

cima em todo o dominio. 121, {} 12.2. {2+V3}

9.3. Dy=[-2, +oof 123. {) 124. {1}
D,=[-1, +o0[
Minimo absoluto — 1, com respetivo minimizante Pagina 231

x=-2.
x(Vx+2
Crescente e com concavidade voltada para baixo | 13.1. A(x) =¥

em todo o dominio. 13.3. x=4
9.4. D;=[-2,+09[ Tarefa
D;=[3, +oo[ ]
Minimo absoluto 3, com respetivo minimizante ) A /g
X=- 2 . /
Crescente e com concavidade voltada para baixo f /[
em todo o dominio.
9.5. D,=[3, +o0[
D; = ]— oo, 1] 1
Maximo absoluto 1, com respetivo maximizante
x=3. fo 2 32X
Decrescente e com concavidade voltada para
cima em todo o dominio. 2. Ponto de coordenadas <3 +V5 5+ \/§> :
9.6. D,=[-1,+00[

D;:]—oo,%] 3.1. [0,3?/5[ 3.2. [%,Jroo[

13.2. x=1

.t;k<

N

JE

N

y:
L1

»
>

Méximo absoluto % com respetivo L.
. Pagina 233
maximizante x=-1

Decrescente e com concavidade voltada para 14.1. [3, 28] 14.2. [3, 39]
i todo o dominio.
cima em todo o dominio 9_\/5[
10. g(xX)=Vx+2 2
h(x)=-vVx+3 15, x€[1+2\/§,2]
ixX)=Vx-2+4
j)=vVx-1-2

14.3. [3.

300



Pagina 234

1. mx)=vVx-1-2
nx)=vVx+1+2

px)=—vVx-2+3
gx)=vx+2-2
r(x)==vx+2+1
s(x)=—vVx-3-1

21 j()=2Vx+1-1
22, j(X)=—Vx+1+2
23, j(x)=2vVx-1-2
24, j(xX)=—-Vx—2+1

Pagina 235

3. % u.a.

4.1. (32} 4.2,

43. {1} 4.4,

45 {} 4.6.

47. {0} 4.8,
289 7

5. (%1 %)

6.1. ]11, +oo[ 6.2.
4

6-3- [g, + 00 [ 6.4_

6.5. [2,+0o9[ 6.6.

71. [1,+00]

7.2. a) {5}

73. [1,2]

Pagina 237

16.1. u,=2+- 16.2.

n

16.3. X=[2,5]uU {6}

17.1. [1, 3] 17.2.

17.3. [-3, - 2] 17.4.

17.5. [2, 5]U {6}

Tarefa

1.  D;=R\{-2}

2. 0
) 1 _ 1

5 m <i+2>_|im (i)+2

2n 2n

{66}
(2}
{3
{7

[_21 3]
[_112]

1
2

Solugdes

Pagina 239
1
18.1. a) 7 b) — %
c) -2 d) 3
18.3. 3
19.1. a) +oo0 b) 3
c) 1 6
6 Vs
19.2. 5
20.1. g 20.2. 1
203. 2 20.4. 3
5
Pagina 241
21.1. 3 21.2. 0 21.3. 1 21.4. 8
Pagina 242

23.1. lim g(u,)=2e Iimrg(u,,)=0
x—1" x—

23.2. lim g(v,)=2e Iimrg(v,,):O
x—1" x—

Pagina 244

24.1. 1 24.2, -3

24.3. Nao existe. 24.4. 1

24.5. 1 24.6. Nao existe.

25.2. Apesar dos limites laterais serem iguais (- 1), sdo
diferentesde g(1)=1.

26. Os limites laterais sao diferentes.

Pagina 246
27.1. ]-o00, 2] 27.2. +oo
28. 0
Pagina 247
30.1. 0 30.2. 0
30.3. — 0 30.4. 1
30.5. 0 30.6. — o
31.1. +o0 31.2. +c0
31.3. — 31.4. 12
31.5. +oo 31.6. 0
31.7. 0 31.8. — o0
Pagina 248
2
32.1. 1 32.2. -3
8
323. -1 32.4. -3

301



Solugoes

Pagina 249
33.1. 4

33.3. —o0

Pagina 250
341, — o0

34.3. +co

Pagina 251

35.1. +oo
35.3. —o0
35.5. +o0

36.1. 0
36.3. 0

Pagina 253
371, — o0

3
37-3- 5

37.5. — o0
37.7. 1

38.1. 0
38.3. 0

Pagina 254
11. 3

13. +oo

2. (0

Pagina 255

41. 1
43. 0

51. 6
6.1. +oo
63. -2

6.5.
6.7. -2

Pagina 256
71. +oo

713. -

7.5. Nao existe.

302

33.2.

33.4.

34.2.

34.4.

35.2.
35.4.

36.2.
36.4.

37.2.
37.4.

317.6.
37.8.

38.2.

N N|w
Nio

[e]EN]

Nao existe.

+ o0

%

384. 0

1.2,

4.2,
4.4.

5.2,
6.2.
6.4.

6.6.
6.8.

7.2,
7.4.
7.6.

[GILN)

-1
-1
-4

81 0 82. -oo
83. -—oo 8.4.

N|—=

9. N&o existe.

Pagina 257

1.1. Verdadeiro 1.2, Verdadeiro
1.3. Verdadeiro 1.4. Falso

21. 2 22, 4 23. 1

31 2 3.2. Nao existe.
3.3. Nao existe. 3.4. Nao existe.
Pagina 259

39.1. Nao écontinuaem x=1.
39.2. Econtinuaem x=1.
39.3. N&o é continuaem x=4.

39.4. Ndo écontinuaem x=1.

40.1. E continua. 40.2. N3o é continua.
41.1. 1 41.2. 18
1
41.3. -3 41.4. 3
Pagina 260

42.2. Afungdo ndo é continuaem x=-2, logonao é
continuaem [-3, 0].

43. Afungdondo é continuaem x=5, logo ndo é
continuaem [4, 6].

Pagina 261

4 se x<1

1.1. Por exemplo: f(x):{0 e x>1

-4 se x<1

1.2. Por exemplo: g(x):{0 e x>1

1
— <
1.3. Por exemplo: h(x):{ 5 ¢ !

1 se x>1
2.1. Afuncédondo é continuaem x=1, logo ndo é
continuaem [0, 2].

-3 se x<1

2.2, Porexemplo: p(x):{0 e x>1

Pagina 264

45.1. N&o é continuaem x=1.
45.3, Econtinuaem x=1.
46.1. E continua. 46.2. N3o é continua.

46.3. E continua. 46.4. N3o é continua.

1
47.1. 7 47.2, -2



Pagina 266

1.1. Econtinua. 1.2.
1.4. E continua.

Nao é continua.
1.3. N&o é continua.

1.5. Nao é continua. 1.6. E continua.

2, N&o é continua.

Pagina 267
1

3.1. 16

32 1

33. 4

4.1. N3ao é continua, porque nao existe limite de m+p
quando x tende para 1:
lim (m+p)(x)= IimT(m+p) x)=1e
x—1" x—

(m+p)(1)=0
-1 se x=1
4.2, h(x)=
) {1 se x#1
, 1 se x=1
4.3. =
8 j {O se x#1
Pagina 268
5.1. Sadoambas continuasem x=1.
5.2. D ,=R
3
% se x>1
f+9)(x)=
(f+g)(x) -

<
2 se x<1
5.3. Easoma de duas funcdes continuasem R.
6. Econtinua.

8. Como nao é continuaem x=-1, afuncdonao é

continua.
Pagina 269
11. R\{-2}
1.2.
| 1A
\L [\,
St
—1 b \\T
\ (0] x'
[T
A
13. lim f(x)=-o0; lim f(x)=+o0
x— -2 x—=-2"

lim f(x)=1"; lim f(x)=1"

X— 400

Solugdes

Pagina 270

1
49.1, IR\{§}

49.2. Aretadeequagdo x =% é assintota vertical ao

gréficode h.
50.1. R\{-1,1}
51.1. R\{1}

>
_ se x>1

2

512, m(x)={"
se x<1

X
1-x
51.3. Aretadeequagdo x=1 é assintota vertical ao
graficode m.

Pagina 273

52.1. D,=R\{-3}

Equacdo da assintota:

e vertical: x=-3

* horizontal: y=2
52.2. D,=R\{2}

Equacdo da assintota:

e vertical: x=2

¢ horizontal: y=-3
52.3. D,=R\{-5}

Equacdo da assintota:

e vertical: x=-5

* horizontal: y=-1
52.4. D,=R\{2}

Equacdo da assintota:

e vertical: x=2

¢ horizontal: y=3

Pagina 274
53.1. D,=R\{3}

D,= IR\{%}
D,= IR\{— %}
D=R\{=1}

_,.,.5
532, f(x)=2+—=

Nl

__1
gx)= 2+x_§
2

h(x)=2+—>—
3
-5

i(x)=2+x_( )

303



Solugoes

53.3. Equacdes das assintotas da funcéo:
efix=3ey=2

°g: x=% ey=-

*h: x=—% ey=2

cjitx=—1ey=2

N|—=

oy, 4
54, y=-2+—*%

2
x-1

54.2, y=-2+

Pagina 277

55.1. N&o. Apesar de x=2 n&o pertencer ao dominio de

4

f, pertence a sua aderéncia e Iim2 f(x)=—=.
X

3
55.2. N&o existem.
56.1. Asretas de equacdes x=2 e y=3x+1.
56.2. Asretasdeequacdes x=1¢e y=—2x-2.
56.3. Asretasde equagbes x=2 e y=x+2.
56.4. Asretasdeequagbes y=x e y=—x.

56.5. Asretas deequacdes x=2, y=x+2 e
y=—-x-2.

56.6. Asretasde equagdes y=v2x e y=—Vv2x.

57.1. Néo
57.2. Asretas de equagdes x=10, y=1 e y=0.

Pagina 278

1.1 Da=|R\{%}, D,=R\{-1}, D,=R\{- 3, 3},

D,=R e D,=R\{-2, 2}.

1.2. Equag0es das assintotas verticais da fungao:

. . —l
a.x_2
ebh:x=-1
eCc:x=3
ed: x=0
celx=-2

_7

2.1. f(x)=—%+ 43

)

3ey=_3
2.2, X=5ey=-3

_ -1
23. gx)=1 +7x—(

)
3
24. a) IR\{—Z,j}
b) x=-2 ex:%

304

31 y=-1

32. y=0

33. y=—-1ey=1

3.4. N&o tem assintota horizontal.

4.1. Tem uma assintota horizontal de equacgdo y=1,
e nao tem assintotas verticais nem obliquas.

4.2, Temuma assintota vertical de equagdo x=1, e
nao tem assintotas horizontais nem obliquas.

4.3. Tem assintotas obliquas de equacbes y=x e
y=-Xx, enao tem assintotas horizontais nem
verticais.

4.4. Tem assintotas horizontais de equacdes y=1 e
y=-1, e ndo tem assintotas verticais nem
obliquas.

Pagina 279

51. 0 5.2. +oo

53. -1 54, —oo

6.1. 0 6.2. 1

6.3. 64. 2

1. Asretas de equagbes x=3, y=1 e y=0 séo
assintotas ao grafico de h.

8. y=2x-1

Pagina 280

1.1. (A) 12. 3

21, f=2+—9_ 22, (4,0

x=(=1)

23. (-1-10,2+V10) e (-1+v10,2-10)

Pagina 281

3.1. [— %, + 00 [

3.2, N&o admite assintotas.
1+v109

3-3- T

4. (C)

5.1. N&o é continua, porque Iimr f(x)# lim f(x).

X— = x—-1

5.2, 'S¢ admite uma assintota vertical, de equagao
x=-1.

6.1. a) 1 b) O
c) -1
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Canticoda Liberdade

Canta, irméo
Canta, meu irmdo
Que a liberdade é hino
E o homem a certeza.

Com dignidade, enterra a semente
No p6 da ilha nua;
No despenhadeiro da vida
A esperanca é do tamanho do mar
Que nos abracga,
Sentinela de mares e ventos
Perseverantes
Entre estrelas e o Atlantico
Entoa o cantico da liberdade.

Canta, irmdo
Canta, meu irméo
Que a liberdade é hino
E 0 homem a certezal!
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