e e a4 . ' ’ ' M ual Digital na app
IMlnlSter|0~ - +DOWNLOAD EVSm tB k em
w7/ | da Educagao \ .

' I




escolavirtual

um servico Porto Editora

EXxplora o manual
digital do teu Iivro’

Exercicios Interativos

Para resolucao com feedback imediato.

Videos e interativiclaces

Explicam a matéria de forma motivadora.

0s conceitos curriculares
3 Itdica.

Audios
D3ao vida aos textos e ajudam a reforcar
as competéncias linguisticas.

QuizEV

Desafiam-te a mostrares o que sabes.
Podes, também, jogar com os teus amigos.

www.escolavirtual.cv



Manual
Revisto

O presente manual foi revisto e validado
pela Universidade de Cabo Verde.

7)) | Ministério _
W | da Educacao

Matematica

Aplicada as Artes
11.°ano

Explora o teu manual digital

https://escolavirtual.cv

Acesso e condigdes de utilizagdo em

www.escolavirtual.cv

Podes também aceder ao teulivro = prT—
através da app EV Smart Book > Google Play il @ App Store




Conhece o teu manual

Este manual tem como objetivo ajudar-te neste novo percurso e é fundamental
para a tua aprendizagem, independentemente da area que venhas a escolher no
futuro. O manual esté estruturado em trés temas, de acordo com o plano curricular
do ensino secundario. Os temas (Geometria, Modelos mateméaticos e Probabili-
dade) dividem-se, por sua vez, em subtemas.

Cada tema e subtema é composto por...
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Area do trapézio

Area do losango
e do papagaio
I

Perimetro e area de figuras geomeétricas

O perimetro é o comprimento total do contorno de uma figura.

O perimetro determina-se somando o comprimento de todos os lados que limitam a
figura geométrica.

No caso do circulo, o perimetro é determinado pelo produto seguinte:

Peircuio = 211
Em que r é o raio da circunferéncia e m € o niUmero irracional cujo valor é aproxima-
damente 3,1416.

A area é a medida da superficie de uma figura plana; em termos simples, é o espaco
que a figura ocupa no plano.

Areas de figuras planas

in _bxh b - base

Triangulo A= 5 h—altura
Quadrado A=7 ¢ —lado

A b -base

Retangulo A=bxh h—altura
b —-base

Paralelogramo A=bxh h—altura

D - diagonal maior

Losango d - diagonal menor
B -Dbase maior
Trapézio A= B; b X h b —base menor
h—altura
) P P —perimetro
Pol I =% 2
oligono regular A=5xa a-apotema
Circulo A=nr r-raio

Syl




Angulos da circunferéncia

Numa circunferéncia de centro O: A
 0angulo BOA diz-se um angulo ao centro; Arco capaz

* o angulo BCA diz-se um angulo inscrito
na circunferéncia;

* aamplitude de um éngulo ao centro é igual a
amplitude do arco correspondente e igual
ao dobro da amplitude do angulo inscrito B
correspondente.

BOA = 2BCA

Triangulo retangulo

Num tridngulo retangulo, o lado oposto ao angulo reto denomina-se hipotenusa e os
lados que formam o angulo reto designam-se por catetos.

Teorema de Pitagoras

h*=a’*+b?

O ~+ ® ~+~ O O

Razoes trigonométricas

comprimento do cateto oposto

seno = . -
comprimento da hipotenusa

comprimento do cateto adjacente

cosa= - -
comprimento da hipotenusa

comprimento do cateto oposto  sen o
comprimento do cateto adjacente ~ cos o

tanoa =

Manual
Digital

Video
Amplitude de um
angulo inscrito
num arco de
circunferéncia




1. Geometria

Antes de comecar

0 Dado um retdngulo com 8 cm de base e 5 cm de altura, determina o seu
perimetro e a sua area.

o Considera o triangulo escaleno ao lado.

Determina: 4,5cm
2cmisoem
2.1. o perimetro;

2.2, aarea. 3cm
e Qual é o perimetro e a area de um circulo de raio 10cm ?

o Em cada uma das seguintes figuras, sendo O o centro da circunferéncia,
determina a amplitude do dngulo x .

a) b) c)
86° v v
/ v 4

e Em cada uma das seguintes situa¢des, determina o comprimento em falta.

a) b) c)
25 V10
Am 2 wm
X
28

10



e Determinaovalorde x ede y.

4cm X

4cm 5cm

0 Determina a medida em falta.

a) b) c) d)

40°

60° z
13 18

0 Considera o triangulo ao lado.

Determina: 1,0 cm

8.1. aaltura do triangulo;

o5 P>

8.2. a area do triangulo.

2cm

e Qual é a altura do prédio?

30°

63 m

11



1.1. Areas e volumes

1.1.1. Area de um circulo e de setores circulares

Uma circunferéncia é o conjunto de todos os pontos do plano equidistantes de um
ponto designado por centro da circunferéncia.

O circulo é aregido do plano delimitada por uma circunferéncia, incluindo a circunfe-
réncia e todos os pontos internos a circunferéncia.

A distancia entre o centro da circunferéncia e um ponto qualquer da circunferéncia
designa-se por raio da circunferéncia.

Uma corda € um segmento de reta que une dois pontos da circunferéncia.

Um arco de circunferéncia é uma parte da circunferéncia cujos extremos sao dois
dos seus pontos.

O diametro de uma circunferéncia corresponde ao comprimento de uma corda que
passa no centro da circunferéncia. O comprimento do didmetro é duas vezes o com-
primento do raio da circunferéncia.

Um setor circular corresponde a uma parte do circulo delimitada por dois raios e o
arco correspondente.

12



1.1. Areas e volumes

A descoberta da formula da area do circulo tem raizes na antiguidade, com contribui-
¢oes importantes de matematicos gregos e indianos.

O matematico grego Arquimedes (287-212 a. C.) desenvolveu um método conhecido
por método de exaustao para aproximar a area do circulo. Ele inscrevia e circunscrevia
poligonos regulares dentro e fora do circulo, aumentando o numero de lados gradual-
mente. Ao fazer isso, ele conseguiu demonstrar que a area do circulo se aproximava da
férmula atualmente usada. Este método € considerado o precursor do calculo integral.

Mais tarde, matematicos indianos, como Aryabhata (século V), ja utilizavam aproxi-
macodes para o numero 1 e féormulas para calcular areas de figuras circulares. Du-
rante a Idade Média, matematicos arabes preservaram e expandiram esses conheci-
mentos, influenciando o desenvolvimento do calculo.

No século XVII, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz desenvolveram o calculo
diferencial e integral, formalizando completamente os conceitos matematicos que
permitem determinar a area do circulo de forma rigorosa.

Assim:

A area do circulo é dada por:

A=nr’
emque r éoraioe n (aproximadamente 3,1416) é a constante que representa
arazao entre o perimetro da circunferéncia e o seu didmetro.

( Exemplo 1 )

A area de um circulo de raio 2 cm, aproximada as centésimas, é:
A=n2’=4n~12,57 cm® (2cd).

Neste caso, o perimetro do circulo deraio 2 cm, aproximado as centésimas, é:
P=2x2xn=4n~ 12,57 cm (2 c.d.).

( Exemplo 2 )

O valor exato da &rea de um circulo de raio 6cm é: A=n6°=36ncm?.

Ja, o valor exato do perimetro desse circulo é: P=2x6xnt=12ncm.

. Exercicio

a Determina o valor exato da drea de um circulo com:
1.1. raio 3cm.

1.2. didmetro 3cm.

1.3. didmetro 8cm.
.

13



1. Geometria

Determina o motivo de cada imagem dos seguintes padroes.

e Com um compasso, desenha um circulo de papel, de raio 10 cm .

e Determina a area do circulo.

» Divide-o em duas partes iguais, cada setor com amplitude de 180°.

* Observa que cada uma dessas partes corresponde exatamente a metade
da area do circulo.

e Determina a area exata de um quarto do mesmo circulo.

* Divide agora o circulo em setores circulares com angulos diferentes
(por exemplo, 45°, 120°) e determina a area de cada setor circular.

* Completa a seguinte tabela.

Setor circular

Em quantas
partes foi
dividido o

circulo?
Area do setor

circular
(2c.d)

Amplitude do
setor circular

()

Razao
a

360°

a
X Acirculo

360°
(2cd)

100m =~ 314,16

360°

360° _
360°

1x 100w =
=100m
~ 314,16

1 _
§><1007t—

=50n~ 157,08

180°

180°
360°

180°

3600><’I0011:=

* Repara que é possivel determinar a area do setor circular, desde que sejam
conhecidos o raio e a amplitude do setor circular. Consegues definir uma
formula? Escreve-a.

14



1.1. Areas e volumes

Nota que a area de um setor circular é diretamente proporcional a sua amplitude.
Considerando um setor circular de raio r e amplitude 360°, o que corresponde a um
circulo, e um setor circular de raio r e amplitude o, temos:

2
Acfrculo _ Asetor circular T Asetor circular o 2 A
T = Asetor circular

360° o 360° o 360°

Assim, se um setor circular tiver uma amplitude o, a area desse setor circular sera
proporcional a essa fragao do circulo.

A area de um setor circular é dada por:

o 2
Asetor circular = 3600 nr

emque r éoraioe o aamplitude do setor circular.

( Exemplo 3 )

Considerando um circulo de raio 5cm, temos que a sua drea é A =15 =25x.

Nesse circulo, um setor circular de amplitude 80° tem a area exata de:

80 25n=225n=5—0n

Asector circular = W 9 9

( Exemplo 4 )

A amplitude de um setor circular de area 4n eraio 4 cm é dada por:

setor circular 360075" & 4arn 360075 & 4rn 360° T
4 _ « 1__«
16m 360° < 4 360° <

o

& a=1x360
4
& o=90°

' Exercicio

o Determina a drea de um setor circular de:
2.1. raio 2.cm e amplitude 60°.

2.2. didmetro 5 cm e amplitude 120°.

(__ 2.3.raio 15cm e amplitude 10°.

15



1. Geometria

Também é possivel determinar a area de um setor circular
conhecendo o raio e o comprimento do arco que o de-
fine. c

A

De forma analoga, a area de um setor circular é dire-
tamente proporcional ao comprimento do arco que o B
define.

Considerando um setor circular de raio r, arco com
comprimento ¢ e o circulo de raio r, em que o com-
primento do arco que o define corresponde ao perime-
tro do circulo, temos que:

Acfrculo _ Asetor circular

P circulo c

7'Cf2 _ Asetor circular
2nr c

r Asetor circular

2 c
A rc

setor circular — 2

A area de um setor circular é dada por:
rc

Asector circular = 7

em que r é oraio do setor circular e ¢ o comprimento do arco que o define.

( Exemplo 5 )

Sabendo que um setor circular tem um arco de perimetro 4n eraio 2, aarea
desse setor circular é:

Asetor circular = % = 4TC

' Exercicios

o Determina o valor exato da drea de um setor circular de:
3.1. raio 2cm e comprimento doarco 15cm.
3.2. diametro 5 cm e comprimento doarco 15cm.

3.3. raio 15 cm e comprimento doarco 15cm.

o Qual é a amplitude de um setor circular de raio 2 cm e comprimento do arco 2x cm ?
——

16



1.1. Areas e volumes

1.1.2. Volumes de sdlidos geométricos

O volume de um sélido geométrico corresponde ao espaco que ele ocupa. O estudo

dos volumes é essencial em diversas areas, como engenharia, arquitetura e fisica. (e F
Video
Volume de um

Prismas prisma reto

[i] i =]

Um prisma é um sélido geométrico com duas bases paralelas entre si e faces laterais
formadas por paralelogramos.

Existem diferentes tipos de prismas:

SIS <3 a»

Prisma Prisma Prisma Prisma Prisma Prisma
triangular | quadrangular | pentagonal hexagonal heptagonal | octogonal

O volume de um prisma é dado por:

Vv

prisma — Ab X h

em que A, é aareadabase do prismae h aaltura do prisma.

C Exemplo 6 )

O volume de um prisma de base triangular, com area 20 cm? e alturade 10cm, é:

Vv

p

iema=20x%10=200 cm®

( Exemplo 7 )

O volume de um prisma de base quadrangular de lado 3 cm e alturade 5cm é:

V

rioma =3 X 3% 5 =45 cm’

CVMAA11-2 1 7
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Volume de um
prisma triangular
reto

1. Geometria

¢

Exemplo 8 )

Para determinar o volume do prisma hexagonal regular
ao lado, primeiro é necessario determinar a area da base.

Ao dividir o hexagono regular através das suas diagonais,
obtém-se seis tridngulos equilateros, de lado 20 cm.

Logo, a area da base do prisma sera dada por:
Ab = 6 X Atriéngulo

Assim,
20°=ap’+10° < 400=ap’+100 <
& ap’=300 &
& ap=Vv300 < ap=10v3cm
Logo,

Ahexégono=§PXaP=6X220><10\r3=60><10«@:600\/5.

Assim,
V. riema = 600 V/3 x 50 = 3000 v/3 cm®

¢

Exemplo 9 )

18

Para determinar o volume do prisma pentagonal regular
ao lado, vamos comecar por determinar a drea da base
pentagonal, de lado 2cm.

A base é constituida por cinco tridangulos isésceles iguais
de base 2cm.

O angulo AOB corresponde a um angulo ao centro do

pentagono, logo AOB= 3650 =72°.
Logo, AQO' = 722 =36°.
Assim:
o m o 1 A 1
t 36 = <:> t 36 = <:> OO':—O
9700 T % Too tg 36
< 00'~1,38¢cm
Portanto, Ayianguo = bxap 2x1,38_ 138 cm?

2
e A,~5x%x1,38=6,9cm’

2

Logo, Viyriema ~ 6,9 x 8=55,2 cm’

50cm

ap

20cm

2cm

8cm




1.1. Areas e volumes

. Exercicios

e Determina o volume dos seguintes prismas. Nos casos em que precisares de fazer e Manual
arredondamentos, conserva 2 casas decimais.

Video
5.1. Prisma triangular 5.2, Prisma quadrangular Volume de um
- cilindro
12cm
20cm SN
S 112%m -
10cm 6cm
5.3. Prisma pentagonal regular 5.4. Prisma octagonal regular
i | | |
i : i
| N =
[} ] ] '
12cm i E 5 i 5cm

A ] i ]

i i i

-1 cm I~ | STt EES N
i o L
: /
: N
8cm 1em

e Dado um cubo de volume 22, qual é a medida da sua aresta?
—

Cilindros

Um cilindro é um sélido geométrico constituido por duas bases circulares idénticas
e superficie lateral curva.

O volume de um cilindro é dado por:

V

©

2
ilindrozAthzTcr Xh

em que r é oraiodabase docilindroe h aaltura do cilindro.

(Exemplo 10)

O volume de um cilindro deraio 5cm e altura 12 cm é:
Vi|indr0=n52>< 12=251’CX 12=3001'Ccm3

C

19



1. Geometria

' Exercicio

e ,“,";‘;,?;;?' 0 Determina o volume de um cilindro com:

GeoGebra 7.1. 3cm deraiodabasee 10 cm de altura.

Volume de uma

piramide 7.2. 2 cm de didmetro da base e 4 cm de altura.
; 7.3. 12 cm de didmetro dabase e 12 cm de altura.
—
Video - A=
Volume de uma Plram'des
pi.rémide
friangular Uma pirdamide & um sdlido geométrico com uma base poligonal e faces laterais trian-

gulares que se encontram num vértice comum.

Tal como os prismas, existem diferentes tipos de piramides, de acordo com a forma

da base.
Piramide Piramide Piramide Piramide Piramide Piramide
triangular quadrangular | pentagonal | hexagonal | heptagonal | octagonal

" Tarefa

o Explora a animagao Volume de uma piré@mide disponivel na Escola Virtual.

Sabendo que cada piramide tem base e altura iguais ao prisma, responde
as seguintes questoes.

2.1. Quantas piramides de base e altura igual ao prisma sdo necessarias para
o preencher?

2.2. Completa:
Vprisma = |:| X Vpirémide

2.3. Substitui V,sma Pela férmula que te permite determinar o volume de um
prisma.

2.4. Resolve a expressao anterior em ordema Vamige -

2.5. O que concluis?

20



1.1. Areas e volumes

O volume de uma piramide é igual a um ter¢o do volume de um prisma com a mesma
base e a mesma altura.

O volume de uma piramide é dado por:

Vv

p.

1
iramide — §Ab xh

em que A, é a area da base da pirdmide e h a altura da piramide.

(Exemplo 11)

O volume de uma piramide de base quadrada, de lado 6 cm, e altura 9cm, é:

Vpirémide:%x6><6><9:1080m3

(Exemplo 12)

O volume de uma pirdmide triangular, com 20 cm?® de &rea da base e altura
15¢cm, é:

V. ramide :%x 20x 15 =100 cm®

(Exemplo 13)

O volume de uma piréamide quadrangular, de lado 3 cm e altura 5¢cm, é:

vpi,émide=%x3x3x5=15cm3

(Exemplo 14)

Para determinar o volume da seguinte piramide pentagonal regular,
determinemos a area da base.

(0) C
a
A D B

3cm 3cm
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1. Geometria

~p_ 360° 72°

Assim, AOB = =72°, AOD = £-=36" e
) /E ) 1,5 AN 1,5 A~
tg36°=22 > tg36°==2 > OD= OD ~ 2,06 cm.
o YA 90 =50 < 9 =55 < tg36°
b
G Portanto, Ayianguo = ><2ap ~3X 22 08 _300cm? e A, ~5x3,09=1545cm?.
— L0go, Vima ~+x 15,45 10=51,5 cm’.

3

' Exercicio
e Determina o volume das seguintes piramides, cujas bases sao poligonos regulares.
8.1.
8.3. ‘ 8.4.
3cm
—
Cones

O cone é um sélido geométrico de base circular e super-
ficie lateral curva que converge num vértice.

Num cone, podemos identificar a geratriz que corres-
ponde ao segmento de reta que une o vértice do cone a
qualquer ponto da circunferéncia que forma a base.
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1.1. Areas e volumes

" Tarefa ¥

o Explora a animagao Volume de um cone disponivel na Escola Virtual.

O que concluis? e Manual
Digital

Video
Volume de um

O volume de um cone é igual a um terco do volume de um cilindro coma mesmabase  ¢one
e a mesma altura.

O volume de um cone é dado por:

Vcone=%xAbxh =%xnr2xh

em que r éoraio dabase do cone e h a altura do cone.

(Exemplo 15)
O volume de um cone com altura de 10 cm e raio da base de 4 cm é:
Vcone=%xn42x 10=?n cm®

' Exercicio

e Determina o volume dos seguintes cones:
9.1. com 3cm deraioe 10cm de altura.
9.2. com 2 cm de diametro e 4 cm de altura.

9.3. com 12 cm de didmetroe 12 cm de altura.

—

Repara que, num cone regular, a altura forma um angulo reto com o raio. Podemos,
assim, aplicar o Teorema de Pitagoras, para relacionar os comprimentos do raio da
base, da altura do cone e da sua geratriz.
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1. Geometria

CExempIo 16)

Sabendo que o raio da base do cone é 2cm e que asua
altura é 6 cm, temos que:

9°=2°+6" & g°=4+36
& 9°=40
& g=v40=2v10cm

' Exercicio

@ Determina o comprimento da geratriz de cada um dos seguintes cones:
10.1. com 3 cm deraioe 10 cm de altura.
10.2. com 2 cm de didmetroe 4 cm de altura.

10.3. com 12 cm de didmetroe 12 cm de altura.

Esferas

A superficie esférica corresponde a todos os pontos
equidistantes de um ponto central, que designamos por
centro da esfera.

Uma esfera € um sdélido geométrico constituido pela su-
perficie esférica e todos os pontos interiores.

Arquimedes e a descoberta do volume da esfera

O matematico grego Arquimedes de Siracusa (287 a. C.-
-212 a. C.) é referido como tendo sido o primeiro a encon-
trar uma férmula para o célculo do volume da esfera. Para
isso, Arquimedes usou um método chamado método de
exaustao, precursor do calculo integral, a semelhanca do
que fez para o circulo. Ele comparou a esfera com cilindros
e cones inscritos e circunscritos, calculando as suas areas
e volumes de forma aproximada.

1

Arquimedes
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1.1. Areas e volumes

O volume de uma esfera é dado por:

3
Vesfera = %TE r e Manual

Digital
em que r é o raio da esfera. Video
1
Volume de uma
esfera

OE=sn0|

(Exemplo 17)
O volume de uma esfera de raio 7 cm é:
_4_3_4 1372 3
Vi cfera = 3n7 = 37'C><343——3 mTCcm

' Exercicio

Q Determina o volume das seguintes esferas, apresentando o valor exato:
11.1. uma esferade raio 2cm.

11.2. uma esferaderaio 1,5cm.

11.3. uma esfera de didmetro 6 cm.
.

1.1.3. Calculo da area da superficie de sélidos geométricos

A superficie de um sélido é tudo o que o envolve externamente, ou seja, tudo aquilo
que se consegue “tocar” por fora do objeto. De forma simples, poderiamos dizer que
corresponde a "pele” do sélido.

Exemplos:
* a superficie de um cubo é composta pelas suas seis faces quadradas;

* num cilindro, a superficie corresponde as duas bases circulares e a face lateral
curva (como um rétulo de lata);

* numa esfera, a superficie corresponde a toda a parte redonda exterior, mesmo
nao existindo arestas.

Assim, a area da superficie de um sélido geométrico correspondera a soma das areas
de todas as suas faces.

O célculo da area da superficie esférica de um soélido é relevante em diferentes situa-
¢Oes da vida real, como nas construcdes, no design industrial, entre outros, uma vez
que a area pode corresponder a quantidade de material necessario para cobrir todo
o sélido por fora, caso se queira pintar, embalar, forrar, etc.
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Planificagédo de
prismas

1. Geometria

Vejamos o caso de poliedros, sélidos geométricos em que toda as faces sao planas,

COmo 0s prismas e as piramides.

Para determinar a area da superficie de um poliedro, é util calcular a area de cada uma

das figuras geomeétricas que surgem na planificagcao do sdélido.

Prismas

Um prisma é um sélido com duas bases poligonais paralelas e congruentes, ligadas
por faces laterais que sao paralelogramos, normalmente retangulos, no caso con-
creto dos prismas retos. O numero de faces laterais € determinado pelo numero de

lados do poligono.

(Exemplo 18)

Num prisma triangular regular, em que
a base é um tridangulo equilatero de
lado 6 cm e a altura do prisma é

recccccdeccnnnnaa

10 cm, temos que:
ASPrisma triangular = 2X Abase +3 X Aface lateral 2N
Em que,

* a altura do triangulo da base é:
6°=3"+a’ < 36=9+a°
& a’=36-9
& a’=27

6cm

— a=3V3cm

* adreadabase é:

Xa:6X3\/§=9\/§cm2

Abase = b 2 2

* a area de cada face lateral (retangulo) é:

Ance=Cx1=6x10=60cm’

Logo:
ASprisma trianguiar = 2 X 9 V3 +3x 60=18V3 + 180~ 211,2 cm’

26
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1.1. Areas e volumes

' Exercicios

@ Determina a area da superficie dos seguintes prismas. Apresenta o resultado e Manual
arredondado as décimas.
o Video
12.1. 12.2. Area da
superficie de um
poliedro
12cm
20cm SN
S 112%®m
10cm 6cm

12.3. : 12.4. K'\\

| ! ! ! J—

: : ! :

H ) : !

i D

12cm ; : : : 5cm
E i |
. . i
1T 4em . [ B -1

i N L

H

! ~

—
8cm 1cm

@ Prova que a area da superficie de um cubo de lado a é dada por 6a°.
—

Piramides
Uma pirdmide tem uma base poligonal e faces laterais triangulares que se encontram

num ponto comum chamado vértice. O nimero de faces laterais é determinado pelo
numero de lados do poligono da base.

Altura
da piramide

(Exemplo 19)

Numa piramide quadrangular regular
cujo lado dabase é 4 cm e aaltura
é 6cm, temos que:

base

ASPirémide triangular = Abase +4x Aface lateral
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1. Geometria

Em que:

* aaltura do tridngulo da face (apétema da piramide) é:

e ey =642 & 1*=36+4 & x’=40 & x=v40=2VT0cm
Video , i n .

Area da * a area da face lateral (triangulo) é:

superficie de

iramid \/

Eegaular:ss Afacesza:4><2 1O=4\/1O Cn"l2

2 2

* aarea dabase é:
Ao =17=4"=16cm’

Logo:
ASPirémide triangular = Abase + 4 X Aface lateral

=16+4x4V10

=16+ 16 V10 ~ 66,6 cm’

' Exercicio

@ Determina a drea da superficie das seguintes piramides regulares. Apresenta o
resultado arredondado as décimas.

14.1. 14.2.

5cm

2cm

14.3. . 14.4.

15¢cm

3cm
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1.1. Areas e volumes

Vejamos, agora, o caso dos sdlidos nao poliedros, como a esfera, o cone e o cilindro.
Neste caso, existem superficies curvas, contudo, continua a ser possivel determinar
a area da superficie desses solidos.

Cilindro

O cilindro é composto por duas bases circulares e uma superficie lateral curva. De
notar que essa superficie lateral curva corresponde a um retangulo cujo compri-
mento serd igual ao perimetro da circunferéncia da base e a largura € igual a altura do
cilindro.

_—

——

Assim,

ASciIindro = 2 X Abase + Aface lateral
ASciIindro = 2Abase + Pbase xh
AS.inao=2 XTI +2nrx h

ASCi”I’ldI’O = 2TCI’2 + 27'Cl'h

A area da superficie do cilindro é dada por:
ASCﬂil’ldI‘O = 27‘51"2 + anh

em que r éoraiodabasee h éaaltura do cilindro.

(Exemplo 20)

A area da superficie de um cilindro com 10 cm de altura e raio da base de 4 cm é:
AS.inao =214+ 21 x4 x 10=321+80n= 1121~ 351,9 cm’
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1. Geometria

' Exercicio

e ] @ Determina a drea da superficie de um cilindro com:
Video 15.1. 3cm deraiodabasee 10cm de altura.

Planificagdo de
cones

15.2. 2 cm de didmetro da base e 4 cm de altura.

15.3. 12 cm de didmetro dabase e 12 cm de altura.
\—

Cone

Um cone é um sélido geométrico com uma base circular e uma superficie lateral
curva que converge num vértice. Repara que a planificacdo de um cone resulta num
circulo, correspondente a base, e numa seccao circular, correspondente a superficie
curva lateral.

Assim, AScone = Abase + Aface lateral
Em que:
* adreadabase é A, . =nr’;

* a area da face lateral curva corresponde a um setor circular de raio g (geratriz do
cone) e arco de comprimento 2nr, logo

gx2nr
Aface lateral = T =Trg.

Entao:
AS oo =TI +TUrg

A area da superficie do cone é dada por:
2
AS .=7r"+mrg

em que r é oraiodabasee g é ageratriz do cone.
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1.1. Areas e volumes

(Exemplo 21)
A area da superficie de um cone, cuja geratrizmede 5cm e o raio da base
3cm, é (e Bty
AS,one=ntx 3’ +Tx3x5=9n+ 151=24n~ 75,4 cm’ video

Area da
superficie de um
cone

[i] et []

' Exercicios

@ Determina a area da superficie de um cone com:
16.1. 3cm deraio e geratriz 10cm..
16.2. 2 cm de didmetro e geratriz 4 cm.
16.3. 12 cm de didmetro e geratriz 12 cm.

Q Qual é a area da superficie de um cone com alturade 4 cm
eraiodabasede 3cm?

—

Esfera

A esfera é um soélido perfeitamente redondo e, como tal, ndo é
possivel planifica-la sem distorcao.

A planificacdo de um sélido significa transforma-lo numa su-
perficie plana sem alterar as suas dimensdes, o que funciona
para sélidos como prismas, cilindros e cones, mas nao para a
esfera.

The—

Sendo uma superficie curva em todas as direcdes, sem arestas
ou faces planas, quando tentamos achata-la num plano, ocorre alon-
gamento ou compressao, causando distorcao.

Embora ndo seja possivel uma planificacao perfeita, existem algumas técnicas apro-
ximadas e que sao utilizadas em algumas situa¢des conhecidas, tais como:

1. mapas cartograficos: a projecdo de mapas (como Mercator) tenta representar a
Terra, mas introduz sempre distorcdes em areas ou formas;

2. superficies geodésicas: dividir a esfera em pequenos poligonos (como um ico-
saedro) ajuda a aproximar a sua planificagao;

3. fatias de laranja: cortar a esfera em varias partes ajuda a desenha-la no plano,
como quando representamos 0s meridianos nos mapas.

No entanto, mesmo assim, Arquimedes foi capaz de encontrar uma férmula que nos
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1. Geometria

permite determinar a area da superficie esférica.

Verificou que a a area da superficie esférica é igual a area lateral de um cilindro com

& Janua omesmo raio r e alturaiguala 2r, ou seja, a altura da esfera.
Atividade
Area de uma
superficie
esférica

ASesfera = ALciIindro = (27'cr) X (2[') = 47tr2

A area da superficie da esfera é dada por:
2
Asesfera =4nr

em que r é oraio da esfera.

CExempIo 22)

A area da superficie de uma esfera de raio 3cm é:

AS. s = 413° = AS 1o = 36m cmM’ ~ 113,1 cm’

' Exercicio

@ Determina a area da superficie de uma esfera com:
18.1. 2 cm deraio.

18.2. 5 cm de didmetro.

18.3. 3 cm de didmetro.
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1.1. Areas e volumes

Um setor circular corresponde a uma parte do circulo delimitada por
@ dois raios e o arco correspondente.

Perimetro do circulo/circunferéncia: P=2nr
Area do circulo: A=rr?

Area de um setor circular

o 2 rc
Asetor circular — 360° nr Asetor circular = 2
emque r éoraioe o aamplitude do em que r é o raio do setor circulare ¢
setor circular. o0 comprimento do arco que o define.
Sélido Volume Area da superficie
Prisma
Vprisma = Ab X h

emque A, éaarea
da base do prisma e

ASPrisma =2x Abase + Afaces laterais

-t -

7

h a altura do prisma.
Cilindro
@ @ Viiindro =Ap X h
=T r2 X h ASciIindro = 2T|:I’2 + 21‘Crh

=] T o 40 rai
i,9_>|:|,i, emque r éoraioda | €mque r éoraio dabasee

—27Tr— base do cilindroe h h é a altura do cilindro.
@ N @ a altura do cilindro.

Altura
da piramide

Piramide

base /\

%

1
piramide = § X Ab xh
emque A, éaarea
dabaseda p|rém|de ASPirémide = Abase + Afaces laterais

e h aalturada

\/ piramide.
Cone 1
Vcone=§XAth
g _.9 g 1 Pxh AS e =T +Trg
3

em que r é o raio da emque r é oraio dabase e

base do cilindro e h g é ageratriz do cone.
a altura do cilindro.
Esfera 4
V. ==Tr
esfera 3 ASesfera — 4TCI’2
emque r é oraioda . .
— esfera emque r é oraio da esfera.
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1. Geometria

34

Calcula:

1.1. aarea de um semicirculo comraio 7 cm.
1.2. area de um quarto de circulo de diametro 12 cm.
1.3. a drea do setor circular de raio 5 cm e amplitude 120°.

1.4. area de um setor circular de raio 1,5 cm e comprimento do arco 6 cm.

Uma piza de 30 cm de diametro é cortada em oito fatias iguais. Qual é a
area de cada fatia?

O responsavel pelo viveiro Botanical Garden & Zoo di Terra, em Santa Maria,
esta a fazer algumas melhorias. Neste momento, esta a preparar um canteiro
circular com 3 m de diametro.

3.1. Nesse canteiro, ele vai plantar alecrim-bravo e sabe que, em média, e
para que o canteiro figue composto, deve plantar 1 pé de alecrim-bravo
por metro quadrado. De quantos pés de alecrim-bravo ele ira precisar?

3.2. Uma vez que o alecrim-bravo é uma
espécie protegida em Cabo Verde, ele
pretende vedar esse canteiro. De quantos
metros de rede precisa?

Ao duplicar o raio de um circulo, em quanto aumenta a sua area? Justifica.

Numa pequena praca existe uma fonte com a forma de um setor circular de
raio 10 m e amplitude 90°. E necessério organizar a limpeza dessa fonte,
mas, para isso, a equipa responsavel precisa de calcular a area da fonte de
forma a conhecer a quantidade dos produtos e o tempo necessario. Qual é a
area do setor circular?

Num hotel pretende-se construir uma piscina
com uma forma invulgar.

A figura representa a vista superior da piscina,
que sera formada por trés setores circulares
idénticos, cada um com amplitude 60°.
Oraio R deveraser um nimero natural.

No entanto, o hotel ja tem outra piscina de formato retangular,de 50 mx 24 m,
e o0 proprietario quer que a area ocupada pela nova piscina seja menor do que a
area ocupada pela piscina ja existente. No maximo, qual podera ser o
comprimentode R?



1.1. Areas e volumes

Calcula o volume e a area da superficie de um
prisma de base retangular com largura 4 cm,
comprimento 6 cm e altura 8cm. 8cm
6cm 4cm

Se um cone e um cilindro tém a mesma base e a mesma altura, como se
relacionam os seus volumes?

Considere um cone com alturade 12 cm e raio da base
de 5cm. Determina:

9.1. ovolume;
9.2. ageratriz;

9.3. aareada superficie.

Uma esferatem deraio 9 cm.
10.1. Qual é a area da superficie?
10.2. Qual o volume?

Determina a area da superficie e o volume de um cilindro
com 8 cm de altura e raio da base de 3cm.
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1. Geometria

Uma piramide regular de base pentagonal tem cada
lado da base com 5 cm e a altura da piramide é de
9 cm. Determina a area total da superficie.

A base de um cone tem 10 cm de didmetro e a sua
geratrizmede 12cm.

13.1. Determine a area da superficie do cone.

13.2. Determine a altura do cone.

13.3. Determine o volume do cone.

Qual é a quantidade de cimento (em centimetros cubicos) necessario para
preencher 10 degraus de uma escada como a indicada na figura?

30cm
15cm

& 60 cm

|

Um pedreiro tem de colocar azulejo numa piscina com as seguintes
dimensoes:
16 m

10/,

2m

1

15.1. Quantos metros quadrados de azulejo serao necessarios?

15.2. Sabendo que cada caixa de azulejo traz 10 m” de azulejo, quantas
caixas de azulejo sera necessario comprar?

15.3. Depois de concluida a obra, é necessario encher a piscina com agua.
O proprietario vai contratar um camido-cisterna com capacidade de
30 m°® para transportar a 4gua e encher a piscina. Quantas viagens o
camido-cisterna tera de
realizar, no minimo, sabendo
que a piscina tera agua até
2 m da sua altura maxima?
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1.2. Lugares Geométricos

1-2- Lugares Geométricos Circunferéncia Mediatriz

Em Matematica, um lugar geométrico consiste ..

num conjunto de pontos, no plano ou no espaco, e Digial
que satisfazem uma mesma propriedade. Por ou- M\“ Video

tras palavras, um lugar geométrico corresponde Vi T i
ao conjunto de pontos que obedecem a uma de- R
terminada condic&o.

Assim, existe uma infinidade de lugares geométri- Bissetriz Par de retas paralelas
cos; sdo exemplos a circunferéncia (e o circulo), a
mediatriz e a bissetriz.

d| d

(Exemplo 23)

* Quando se desenha num papel, mantendo sempre a ponta
do lapisa 3 cm de um ponto fixo, o resultado sera uma
circunferéncia.

e Um farol ilumina uma area em forma de um setor circular.

* Uma bissetriz pode representar o ponto ideal para se
colocar um ouvinte entre duas colunas de som.

* O movimento de um carro durante um determinado percurso define um lugar
geomeétrico, que pode ser uma linha reta ou curva no plano, a qual se designa por
trajetoria. Imagina que amedidaque

o carro se desloca, ele vai marcando 9'
pontos no espacgo (normalmente, N

num plano, como uma estrada), e

esses pontos, juntos, formamolugar @ |||||||||||||||||||D

geomeétrico do seu movimento.

Vejamos, entao, as propriedades que caracterizam diferentes lugares geométricos, e
como podem ser tracados usando instrumentos de desenho como a régua e o com-
passo.
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1. Geometria

J" Tarefa ¥

o O professor Joao esta a trabalhar com os seus
alunos diferentes lugares geométricos. Para isso,
estéa a dar-lhes indicacdes para que percebam
melhor os diferentes lugares geométricos.
Vamos ajuda-los!

4.1. O professor disse ao Pedrito que se
colocasse exatamente a 3 metros de
distancia dele. Supde que o professor
se coloca na posicdo A. Onde podera
colocar-se o Pedrito, considerando a
escala indicada?

4.2, E se o professor disser ao Pedrito para
se colocar amenos de 3 metros de
distancia dele. Onde é que o Pedrito se

teria de colocar?

4.3. De seguida, o professor chamou o Filipe.
Disse ao Pedrito para se colocar
exatamente a mesma distancia do
professor e do Filipe. O Pedrito colocou-se
exatamente ao meio, entre os dois.
Considera que o professor ocupa a posicao
A, oFilipe aposi¢cao C e o Pedrito a
posicao B? Ha outras posicdes possiveis
para obedecer a indicacao do professor?

4.4. Por fim, o professor disse ao Pedrito para se
colocar numa posicao que lhe permitisse estar
a mesma distancia das duas paredes que
formam o canto da sala. Ele colocou-se no
ponto B. Mas, quando o Pedrito escolheu a sua
posicao, o professor disse-lhe: “Esta bem! Mas
quero que te coloques mais longe das paredes”.

Se tu fosses o Pedrito, onde te colocarias?
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1.2. Lugares Geométricos

1.2.1. Circunferéncia e circulo

Todos os pontos que se encontram a mesma distancia de um outro ponto fixo, ao
gual designamos por centro, formam uma circunferéncia. (e FH

Quando o professor pediu ao Pedrito para se colocar a 3 metros de distancia dele, o \éq’deOf o
. . . . . ~ . A~ . . Ircunterencia

Pedrito tinha de cumprir a indicacao da distancia, mas podia colocar-se em qualquer o

posicao "a volta” do professor. .

3 H . 3
z_g L
+

1 o 1

+

N +

X

X X

X

X
><+++X

%
+ 4

Uma circunferéncia é o conjunto de pontos do plano equi-
distantes (2 mesma distancia) de um ponto fixo, designado
por centro.

Contudo, se essa distancia puder ser inferior, 0 Pedrito ja se pode aproximar mais do
professor, ficando no interior do circulo de raio de 3 cm.

3 'i' ) 3 Y
+
1 1
0
+
: o,
X
><>< X
X %+++x

%
+ 4

Um circulo é o conjunto de pontos do plano cuja distancia
a um ponto fixo (centro) é menor ou igual ao comprimento
do raio.

39



1. Geometria

Vé o video.

Repara que uma circunferéncia corresponde apenas ao contorno, enquanto um cir-

e Manual culo inclui o interior.
Digital

Videos

Lugares

geométricos:

circunferéncia e

circulo
5
Instrucoes:

o Tragar uma circunferéncia com compasso

1. Marca um ponto O no papel (centro).

2. Escolhe um raio (ex.: 3cm).

3. Abre o compasso com o raio definido.

Nota: Para obter um circulo, pinta o interior da circunferéncia.

40



1.2. Lugares Geométricos

" Tarefa ¥

e Construcao de uma circunferéncia no GeoGebra

1. Abre o GeoGebra no browser do teu computador ou na aplicagao do teu
telemodvel, na funcionalidade Geometria.
‘L e - i GeoGebra Caleuladara

Suite

*

Nota: As orientacdes e imagens ilustrativas que se apresentam correspondem
a utilizacao do software num browser do computador. Na aplicagao do
telemével funciona de modo anélogo.

2. Existem diferentes op¢des para a construcao de uma circunferéncia
no GeoGebra. Vejamos algumas delas.

R A 7L P>QO & N =2 #

+ | Entada ((*) Circulo dados Centro & Um de seus Pontos

L?:- Circulo: Centro & Raio
: Compasso
) Circulo definido por Trés Pontos
(™ semicirculo
") Areo Circular
/:'- Arco Circuncircular

Q Selor Circular

‘C:J Setor Circuncircular

a) Circulo dados o centro e um dos seus pontos
* Seleciona a opcao “Circulo dados Centro e Um dos seus Pontos”
Rt 7L P>OO £/N =2 ¢

+  Ennada (+) Circulo dados Centro € Um de seus Ponlos

‘G} Circule: Centro & Raio
-
= Compasso

O Circulo definido por Trés Pontos

* Clica na tela para definir o centro.

LN g
SR BN
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1. Geometria

* Arrasta o cursor até encontrares o ponto que pretendes para definir
a circunferéncia.

* Clica novamente para definir o ponto e a circunferéncia ficara tragcada.

B A PRO &N = 4
@ A-tae N
@ 0e(431M)

- Clrcala{A, B)

= (x4 BF 6 [y-4F = 004

b) Circulo dados o centro e o raio

* Seleciona a opcéao “Circulo: Centro & Raio"

R & 7L P>OQO & X =2 @

+ Eatrada G:l Circulo dados Centro @ Um de seus Ponltos

(®) Circulo: Centro & Raio
- Compasso
-
(J Circulo definido por Trés Pontos
f' * Semicirculo
‘\l Arco Circular
(J Arco Circuncircular

Jl Setor Circular

‘-‘J Setor Circuncircular

* Clica na tela para definir o centro. Logo de seguida, surgira uma caixa
de texto para indicares o raio.

"‘_ AL bEO & =

@ A-iay)

Circulo: Centre & Raio

b
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* Na caixa de texto, indica a medida que pretendes para o raio, por
exemplo, 2 unidades, e, de seguida, clica em OK.

kA

DlL[xl=]a

Circulo: Centre & Ralo.

c) Usando o compasso: Para utilizar esta opgao temos, primeiramente,
de definir o raio da circunferéncia.

* Marca trés pontos na tela.

Utilizando a opc¢éo “Ponto”, de seguida, clica na tela nas posi¢cdes onde
pretendes definir os pontos.

» 1Y N )

oy -A] B ol JICH SR AN ¢ =i P s e SR L
d A« (-10.8)
+ N =N
= @ B8y .

5'.;". Ponio em Otjeto

‘/ Vincular / Desvincular Ponlo i 3
';v._' Intarsegao de Dois Objatos & 1
" * Ponko Médio ou Centro 1

o Niimaro Complexo
,-’\'-; Otimizagao

4 Raizes

* Traca um segmento de reta.

Utilizando a opcao "Segmento”, clica na tela por forma a definir uma
extremidade do segmento e, de seguida, clica novamente por forma
a definires a outra extremidade do segmento de reta.

= h el el
L3 | 2 4 (P [ 5 T S R U S X
& o @ A-bmn Y
[ LR . @ B-i8y v
@ € & Sogrents com Compirents s e c-tan
o Buinreia = = 3 B
+ Em - & ©-ian .
45, Carurho Pokgons’ L
gl - @ -2y &
o e
" 3 LI
1 = SegmestolD, E} I
o Votor 3 Pari do s Parko ' ™ e =
'
&
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1. Geometria

Vamos tracgar a circunferéncia definindo o raio através de dois pontos.

* Seleciona a opcao “Compasso”.

Cireulo e Cirouln com cestn A e o §

T R L L

" B Ot

ey

* Clica nos dois pontos que te permitirdo definires o raio
da circunferéncia, por exemplo, B e C.

CA e TR

A ian g

B8] : .

[

® ¢ &8 & F

§ = Sogments{[3,E} § Ageil

L ]

* Quando selecionares o segundo ponto, o software tracara
imediatamente a circunferéncia que temraio BC.

'Y O
-

* Repara que esta circunferéncia é "mével”, apenas o raio foi definido.
Para definir o seu centro, tens de clicar num ponto previamente
marcado para tal.

- :

° (an

* o-i e

5 p ~

PE [R—Y ) *=re \
\R - A
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Também podes tracar a circunferéncia definindo o raio através de um
determinado segmento de reta.

* Seleciona a opcao “Compasso”.

. =il e T
] . a1 3
oL PG| 6D & N =

T |- (¥) Circulo dados Centro @ Um de seus Pontos

(¥ Circule: Centro & Rako
(3 compasso
{_) Circulo gafinido por Trés Pontos
(™ Semicirculo
.
« |} Arco Circular
") Asco Circuncircular

ZYy setor Circular

€.} Setor Circuncircular

* Seleciona o segmento de reta que definira o raio da circunferéncia.

"o a = » "

1 = SagmantodD €} H —

» Assim que selecionares o segmento de reta, surgira uma circunferéncia
com esse raio.

* Tal como na situagao anterior, essa circunferéncia é “movel”, pois ainda
nao tem centro definido. Clica no ponto que pretendes para centro
da circunferéncia, por exemplo, A, e a circunferéncia ficara
completamente definida.
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Para definires um circulo, basta “preencher” o interior da circunferéncia
seguindo os seguintes passos:

* Altera a funcionalidade do cursor para "“Mover".

LL? Al y :. :.} f__‘\ ‘.':‘ .\" L S

. Mover N

/ Fungao & Mo Livie
& Caneta =4

+

* Clica sobre a circunferéncia. Surgirao varias opcoes, escolhe

" H ~ n
Configuragoes”.
g o
. & Clroulol A, )
| 4 &
+
. Cireuda e Clreuls com contro A o rais 7
Equscdonr s bay roy rdn s ays!
. Exiber Otetc:

o xibe Raso
D Ranomas
B Apsge

O Condgusios

* No lado direito surgirao varias opc¢des. Seleciona o separador “Cor”,
de seguida escolhe a cor pretendida para o interior do circulo e
aumenta a transparéncia da cor.

3 PR 0 I B A L
o - = =
iy -
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' Exercicios

@ Utilizando compasso e lapis, desenha uma circunferéncia de centro O e raio
1,5cm.

@ Utilizando compasso e lapis, desenha um circulo de centro O eraio 2,5cm.

@ Considerando o centro e o raio indicados nas figuras, desenha as respetivas
circunferéncias.

y 4
7

@ Explora o software GeoGebra tracando as circunferéncias e o circulo indicados
nos exercicios anteriores.

Um céao estéa preso a uma arvore com uma corda de 5 metros de comprimento.
Ele pode andar livremente até onde a corda permitir, mas ndo consegue
ultrapassar esse limite.

Qual é o lugar geométrico dos pontos que o cao pode alcancgar?

—
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1. Geometria

1.2.2. Mediatriz

O ponto médio de um segmento de reta encontra-se exata-

(e Fote mente & mesma distancia dos extremos desse segmento de M
GeoGebra reta.

Lugares . . .~ ~

geométricos: Mas existem mais pontos nessas condi¢des: sd0 os pontos A

mediatriz de um

segmentodereta U fOrmam a mediatriz do segmento de reta.

Quando o professor pediu ao Pedrito para se colocar a mesma distancia dele e do
Filipe, o Pedrito fez muito bem, colocou-se no ponto médio do segmento de reta de-
Atividade finido pelas posi¢des do professor e do Filipe. Mas havia outras possibilidades.

Mediatriz - Para
comegar

Vé o video.

A mediatriz de um segmento de reta é o conjunto de pontos do plano equidis-
tantes aos extremos desse segmento de reta.

A mediatriz de um segmento de reta é uma reta perpendi-
cular a esse segmento que passa no seu ponto meédio. ]

Tracar uma mediatriz com régua e compasso
Instrucoes:

1. Tragca um segmento de reta AB .

A B
2. Abre o compasso de forma que 3. Mantendo sempre a abertura,
a sua abertura seja um pouco coloca a ponta seca do
maior do que metade da medida compasso no ponto A e traga
do segmento. um arco de circunferéncia.
A B
A B
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4. Com a mesma abertura no
compasso, faz o mesmo
na extremidade oposta,
no ponto B.

1.2. Lugares Geométricos

5. Os arcos tragados cruzam-se
em dois pontos, um acima do
segmento de reta e outro abaixo.
Com a régua, una esses dois
pontos e obtém a mediatriz do
segmento AB.

Construcao da mediatriz de um segmento de reta no GeoGebra

1. Abra o GeoGebra.
2. Defina o segmento de reta AB.

3. Seleciona a opcéao “"Mediatriz".

g
A=(03 % Reta Perpendicular

B = (-6, 3-=— Rela Paralela
f = Segr 't Madialriz
=3 ." Bissatriz
+ Entrada. /) Reta Tangente
&) Reta Polar ou Diametral
+*" Reta de Regressao Linear

. Lugar Geométrico

AP o0 4N

4. Clica num extremo do segmento de reta, por exemplo, o ponto A, e de
seguida no outro, no caso, no ponto B. A mediatrizdo segmento de reta

fica automaticamente definida.

Nota: Altera a medida e a posicao do segmento de reta e verifica o que acontece.
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1. Geometria

Q Manual Usando material de desenho: régua e compasso

igital

1. Traga um segmento de reta AB com 8cm.

Video
Construgéo da 2. Constrdi a sua mediatriz.
mediatriz e do
ponto médio de 3. Escolhe um ponto P na mediatriz e mede a distancia do segmento de reta
um segmento de " Y 9

reta AP e do segmento de reta BP.

4. O que verificas?

Compara o seu resultado com o dos teus colegas, sendo que escolheram
pontos diferentes da mediatriz.

Usando o GeoGebra
1. Traga um segmento de reta AB.

Traca a mediatriz do segmento de reta.

=

Define um ponto C na mediatriz da reta, escolhendo a opc¢ao “Ponto” e
clicando sobre a mediatriz.

>

Escolhendo a opcao “Segmento de reta”, define os segmentos de reta
AC e BC.

5. Escolhendo a opcao de medicdo de “Distancia, Comprimento ou
Perimetro”, seleciona o segmento AC para medir o seu comprimento.

| T » - -
oo .| < o )il a; . iR
—
[
A
(-9.3) “.‘ -
@ Bw(83) .'_" Angulo com Amplitude Fixa
o g
f Segmentol A, B) / Dislanca, Comprimanto cu Parimalio
® -
3 ¥ Aroa &!-’
& : Mediatriz{A, B) / Indnacac
o
= X s {1.2} Lista
C = Ponto(g) a=p Relacio
(-7.5, 4.98) T Inspetor de Funghes
h Segmento(C, A)

6. De seguida, procede da mesma maneira para medir o comprimento do
segmento BC.
A medida do comprimento de cada um desses segmentos de reta surgira
na tela.

7. Alterando o modo do cursor para “Mover"”, movimenta o ponto C ao longo
da mediatriz. O que verificas?

Como sugere a definicdo, qualquer ponto da mediatriz encontra-se a mesma distan-
cia dos extremos do segmento de reta.
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' Exercicios

@ Traca a mediatriz dos seguintes segmentos de reta.

@ Explora o software GeoGebra tracando mediatrizes de diferentes segmentos de reta.

@ Considera asretas r e s, nao paralelas, e os pontos T e A. Marcanareta s o ponto
S, sabendo que T pertence a mediatriz do segmento de reta AS.

—

1.2.3. Bissetriz de um angulo convexo

Um angulo é aregido do plano delimitada por duas semirretas com a mesma origem.
Essa origem comum chama-se vértice do angulo e as duas semirretas com origem
no vértice sao os lados do angulo.

Quando o professor pediu ao Pedrito para se colocar numa posi¢cao para estar a
mesma distancia das duas paredes, o Pedrito tinha véarias opcdes, pois existe uma
infinidade de pontos nessas condi¢des.

O conjunto de pontos que se encontram a mesma distancia dos dois lados de um
angulo correspondem a bissetriz do angulo.
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1. Geometria

Vé o video Construcéao da bissetriz de um angulo.

Assim, a bissetriz é a semirreta com origem no vértice de um éngulo e que o divide ao

& Janua meio, formando dois angulos congruentes (de igual amplitude) e, conforme se verifi-
Atividade cou no video, cada ponto da bissetriz esté equidistante dos lados do dngulo, ou seja,
Bissetriz - Para a mesma distancia de ambos.

comegar

Video

Fonsinicho da A bissetriz de um 4ngulo é o conjunto de pontos do dngulo que estdo a mesma

angulo

. distancia dos lados desse dngulo.

Tracar uma bissetriz com régua e compasso
Instrucoes:
1. Tragca um angulo de vértice O.

2. Abre um pouco o compasso e coloca a ponta seca no vértice do angulo,
o ponto O.

X

(0]

3. Traca um arco de circunferéncia sobre os lados do &ngulo, definindo assim
os pontos A e B, intersecado do arco com cada uma das semirretas.

A
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4. Com a ponta seca no ponto B traga um arco de circunferéncia com o
compasso virado para dentro do angulo.

/

B
(0)

5. Mantendo a abertura do compasso, procede da mesma forma com a ponta
secano ponto A.

(0]
6. Repara que os arcos que tracaste se intersetam em dois pontos. Chamemos

C aum deles. Traga uma semirreta com origem em O e que passeem C.
A semirreta OC é a bissetriz.
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J" Tarefa ¥

0 Construcao da bissetriz de um angulo no GeoGebra
1. Abre o GeoGebra.

2. Define os segmentos de reta AB e BC, para definirem o angulo ABC.

3. Seleciona a opcéao “Bissetriz".

Q .A .. I,\‘ @ @ A." x o2 020

: /l ° : #:,_ Reta Perpendicular
@ A~ (1% poaParalela
c

@ B=(4 . Mediatriz

f = sq,‘e'm
- = 6325 /O RetaTangente p
® C-(%8:,Q RetaPolar ou Diametral -

— 3% Reta de Regressio Linear :
¢ = s4.95 (= Lugar Geométrico
4+  Entada

4. Clica sequencialmente nos trés pontos que definem o angulo, no ponto A,
de seguida no ponto B, que corresponde ao vértice do angulo, e por fim
no ponto C.

A bissetriz do angulo fica automaticamente definida.

R &[>0 0 &N = 4
- ) - N\
A FAlE K =N
@ A~ (100 40)
@ B8-~-(40.2)
f = Segmento(A, B)
O
= 6325
C = (-58.34,71.8)
0]
g = Segmento(B,C)
O
= 5495
h : Bissetriz(A.B. C)

Nota: Movimenta os diferentes pontos que definem o angulo e verifica o que
acontece com a bissetriz.
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Usando material de desenho: régua e compasso

1. Traca um éngulo AOB com a amplitude que entender.
2. Constrdi a sua bissetriz.

3. Marca um ponto P na bissetriz.

4. Mede a amplitude dos angulos AOP e POB.

5. O que verificas?

6. Compara o teu resultado com o dos teus colegas, se escolheram pontos
diferentes da mediatriz.

Usando o GeoGebra
1. Tracaum éngulo AOB.
2. Traca a bissetriz do angulo.

3. Define um ponto P na bissetriz do angulo escolhendo a opg¢ao “ponto”
e clicando sobre a bissetriz.

4. Escolhendo a opcdo de medicdo de “Angulo”, seleciona os pontos que
definem o angulo AOP para medir a sua amplitude.

&) ! & Anguio
24.9 -

sl s - Angulo com Amplitude Fixa

0 = (-127.08. 51.11) " Distancia, Comrimento ou Perimetro /

f Segmentol A, 0) ﬁ Area

&}
B7.26 2 Inclinagio
B - (-64.28, 85.36) 1.2} Lista ,’."/—
a=p Relagdo

£ Segmentof{0, B)

o 7153 ./ Inspelor de Fungdes \

h : Bissetrig{A, O, B)

Olx 4+ Iy - 63.22

5. De seguida, procede da mesma forma para medir a amplitude do angulo
POB.

As amplitudes de cada um desses angulos surgira na tela.

6. Alterando o modo do cursor para “Mover"”, movimenta o ponto C ao longo
da bissetriz. O que verificas?

Como sugere a definicao, a bissetriz divide o &ngulo em dois dngulos com a mesma
amplitude.
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' Exercicios

@ Traca a bissetriz dos seguintes angulos:

AN

@ Num jogo de futebol, no momento em que um dos adversarios remata a baliza,
o guarda-redes lembrou-se das suas aulas de matematica para ver se estava
bem posicionado na baliza para ter mais possibilidades de defender o remate.

28.1. Considerando as imagens que se seguem, qual é a posi¢do mais favoravel para
0 guarda-redes defender o remate?

28.2. Em matematica, qual € o nome dessa posi¢ao?

—

1.2.4. Reta paralela

Duas retas complanares, ou seja, contidas num mesmo plano, dizem-se paralelas se
nunca se cruzarem por mais que se prolonguem nos dois sentidos. Ou seja, nao
existe nenhum ponto de intersecao entre elas. As duas retas mantém sempre a dis-
tancia entre si. Desta forma, podemos definir um lugar geométrico.

Uma reta paralela a outra reta dada corresponde ao
lugar geométrico constituido pelo conjunto de pontos
gue se encontram a uma distancia fixa dessa reta. ¢
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Tracar uma reta paralela a outra dada, a uma distancia determinada
Instrucoes:

1. Consideraumareta r.

2. Marcaumponto A nareta r.

A

3. Tragca uma reta perpendicular a r passando por A.

a) Tracaum arco de centroem A e marca as interse¢cées B e C do arco
comareta r.

B A Cc

b) Com centro em B traga um arco de raio superior a metade do
comprimento de BC. Procede da mesma forma, com 0 mesmo raio,
tendo o ponto C como centro. Identifica como D o ponto de intersecéo

dos dois arcos.
»<

B A C
c) Areta AD é perpendiculara r.
<
o d j @ r
B A (6]
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4. Define a distancia entre as retas.

5. Com centroem A e com o compasso aberto de forma a respeitar a

distancia definida no ponto anterior, traca um arco que corte AD e no ponto
de interse¢cdo marca o ponto E.

E

<

:
dhY

B A &

6. Marcaum ponto A' em r e procede da mesma forma queem A.

7. Areta s que passaem E eem E' éuma reta paralelaareta r a distancia
definida no ponto 4.

< K
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' Exercicios

@ Considera umareta r num plano. e Manual

Digital
29.1. Traca o lugar geométrico definido pelo conjunto de todos os pontos que estédo Video

s A e e Superficie
a uma distancia fixa de 3 cm dareta r em ambos os lados da reta. rcr b

29.2. Que figura geométrica representa esse conjunto de pontos? Justifica a tua
resposta, com base na definicdo de lugar geométrico.

@ Num terreno, vai ser construida uma estrada reta. Por razdes de seguranca, uma
vedacao sera colocada a 2 metros de distancia da estrada, paralela a ela, dos
dois lados.

Qual é o lugar geométrico definido pela vedacao?
—

1.2.5. Esfera

Uma esfera é um sélido geométrico constituido por todos os pontos do espaco que
se encontram a mesma distancia, ou inferior, de um outro ponto fixo do espaco ao
qual designamos por centro.

O conjunto de pontos que se encontram a mesma distancia do centro define uma
superficie esférica.

A superficie esférica é o lugar geométrico dos pontos
do espaco a uma distancia fixa de um ponto central.

O ponto central designa-se por centro e a distancia
entre o centro e qualquer ponto da superficie esférica
designa-se por raio.

De forma analoga, definimos uma esfera.

A esfera é constituida pela superficie esférica e todos
os pontos que se encontram no interior dessa superfi-
cie esférica, ou seja, o conjunto de pontos que se encon-
tram a uma distancia ao centro igual ou inferior ao
raio.

Vé video Superficie esférica e esfera.
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1. Geometria

. Exercicios

@ Considera um ponto P no espaco. Define-se um conjunto S constituido por todos
os pontos que estdoa 10 cm de distancia de P. Como se designa
geometricamente o conjunto S? Justifica a tua resposta referindo o conceito de
lugar geométrico.

@ Um sistema de localizacao por radio identifica a posicdo de um avido com base
na sua distancia a uma torre de controlo. Sabendo que o avido esta exatamente a
150 km da torre, qual é o lugar geométrico de todos os pontos possiveis onde
0 aviao pode estar?

@ Um satélite de vigilancia capta sinais de uma explosao e regista que a onda de
choque se propaga a partir do ponto da explosao atingindo sensores em todas
as direcdes ao mesmo tempo.

Ao fim de 10 segundos, a frente da onda de choque atingiu os sensores a 3 km
de distancia da explosdo. Qual é o lugar geométrico dos pontos atingidos
exatamente nesse momento?

1.2.6. Plano Mediador

No espaco, um plano perpendicular aum segmento de reta, dividindo-o em duas par-
tes iguais, designa-se por plano mediador. Todos os pontos do plano mediador en-
contram-se a mesma distancia das duas extremidades do segmento de reta.

No espaco, o plano mediador de um segmento de reta / 3
corresponde ao lugar geométrico constituido por todos I\V
os pontos que se encontram a mesma distancia das extre-
midades desse segmento de reta. A /
T

. Exercicios

@ Sejam A e B dois pontos no espaco. Qual é o lugar geométrico dos pontos
equidistantes de A e de B? Justifique com base em propriedades geométricas.

@ Duas antenas de telecomunicagdes, A e B, estao instaladas em locais diferentes.
Um técnico quer instalar um repetidor. Para garantir um sinal equilibrado, o
repetidor tem de localizar-se a mesma distancia das antenas A e B. Qual éo
lugar geométrico onde o repetidor pode ser instalado, ficando sempre a mesma
distédnciade A ede B?
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1.2.7. Resolucao de exercicios

As definicdes matematicas que aprendeste sobre lugares geométricos permitem-te
resolver situacdes reais, como veremos a seguir.

(Exemplo 24)

A figura representa o mapa da ilha de Santiago, onde vai ser instalada uma nova
antena de comunicag¢des em Sao Jorge dos Orgaos.

Ponta Moreia
Baia do Medronho

Baiade. cnaus Porto Formoso Ilha de
Chéo Bom ™ a2 Mangue de )
Ribeirada Prata 4 L7 \iSete Ribeiras Santiago

_ ,’f;rincipal
\v/ - “shomicUEL \ Calheta de Sdo Miguel
\_\ AMalagueta
S 4
Ribeira da Barca Z —o Pedra Badejo
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SANTA
CATARINA Achada Ponta
Assomada -, SAO JORGE

oueadg

DOS GRGAOS
o) Praia Baixo

Baia de
Santa Clara

Ponta de
> Geneanes

!, SantaAna J
- IS

ol oo
RIBEIRA GRANDE ™~ -
DE SANTIAGY PRAIA

aSdo J‘uéo Baptista

Ponta do Lobo

Ponta Temerosa
0

10 20km

[Escala ao nivel do equador]
Sabe-se que a antena permite transmitir sinal, sem qualquer constrangimento,
até uma distancia de 30 km.

Alocalizagao da antena nesta localidade permitira fornecer sinal de comunicacgéo
atodaailha?

Resolucao

Considerando que a antena ficar4 localizada em Sao Jorge dos Orgéos e que emite até
uma distancia de 30 km, em todas as direcées, o lugar geométrico que nos permitira
descobrir todo o seu alcance é o circulo. No caso, um circulo de raio 30 km .

E possivel resolver a questio recorrendo a instrumentos de desenho ou ao GeoGebra.
Em ambos os casos é necessario ter em consideragdo a escala do mapa.

« Instrumentos de desenho

Com o compasso com uma abertura correspondente a 30 km (tendo em consideracdo a
escala do mapa) e centro em Sao Jorge dos Orgéos, traca uma circunferéncia e verifica se
toda a ilha fica no interior dessa circunferéncia.

» GeoGebra

Tira uma fotografia ao mapa e guarde-a no seu dispositivo.

Abre o GeoGebra, copia a fotografia e cola-a no GeoGebra.
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1. Geometria

Utilizando a opcdo “Segmento”’, define um segmento de reta sobre a escala presente
na imagem.

Ry 23 B % o) s IPAPRIEE Se Q=

A=~ Rota (0os Pontos) \ (@)%

" T
C = " Segmento de Reta (Ponto, Comprimento) |
p .« Semimeta (Dois Ponlos)

2 Linha Poligonal
Entt

" Valor (Origem, Extremidada)

+ 0 ® @0 ¥

+Z Vetor aplicado num Ponlo

Marca o ponto E, que sera o centro do circulo, sobre Sao Jorge dos Orgaos.

AAA> OO &S e B =
A=(7,-150) = B8 @

B = (558, -1.50) i

D = (287, -1)

E=(-092 439)

k
L]
@
@ cC=(saL-)
[ ]
@
-

Entrada...
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1.2. Lugares Geométricos

Seleciona a op¢do Homotetia, de seguida o segmento de reta CD e o ponto C.

R A AL L) Se Q=
@ A=(7-15) ?NmmmamEm L ﬁ cCf: e
@ B-(%1%m) " RoaxBo om relagBo a um Ponto

@ cC-0s-) | 2 (Objeto, Ci

@ o=@ 1| i+ Potect ISR A )

+ | Entrada..

Depois, ser-te-a solicitada a indicacdo do Fator, escreve 3 e clica em OK.

Nota: Uma homotetia ‘expande” um objeto de acordo com um fator. No caso, temos
o segmento de reta correspondente a 10 km, de acordo com a escala,
e pretendemos definir um raio de 30 km, ou seja, trés vezes maior,
como tal indicamos que o fator da homotetia deve ser 3.

RoA AL DPOOL]= 2 o Yadlo N —
@ A-(r1%) N » fACH 4
@ B-(5515) :

@ cC=(s)

@ D©O=(287-1)

4+ | Entrada..
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Obtiveste um segmento de reta C'D talque C'D=3 CD, ou seja, corresponde, de acordo
com a escala, a uma distancia de 30 km.

R AL D> OS2 e Sc Q=
@ A=(1a%) N 6% :
® e=(3%-1%)
@ <=0
@ DO=(sm.) i
€ = Homotetia(C.3.D)
® = (-3, -09)
@ E=-(082.44)
® f = SegmentodeReta(C'.D)
= 586
+  Emrads

Agora, clica na opc¢do “Compasso’, de seguida no ponto E e no segmento dereta C'D.

Surgira um circulo com raio C'D; arrasta-o para fazer coincidir o centro com o Ponto E,
clicando sobre E.

AR L s Se Q=
A= (2.199) e ()=~ a8 =
B= (558 -159)

C= (00, .1)

D= (287, -1)

€ = Homotenia(C. 3.0)
= (3,099

E= (0% 441)

€ Cacunferincuf€. S Reta( 4 C
= (xs 002F o (y- 481 =UR

e & & & 0 0 0~

o+

Enteads.

Verificamos que nem toda a ilha se encontra ao alcance da antena, por exemplo
o Tarrafal ndo se encontra no circulo. Assim, nem toda a ilha recebera o sinal de
comunicacio da antena instalada em Sao Jorge dos Orgaos.
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1.2. Lugares Geométricos

. Exercicios

@ Resolve os seguintes problemas de contexto real recorrendo aos conceitos
de lugares geométricos que aprendeste.

36.1. Sabendo que no ponto B se localiza uma estatua e que se pretende construir
ao seu redor um canteiro, desenha, com rigor, a area onde sera instalado o
canteiro de flores de maneira que todo o seu limite esteja sempre a distancia x,
indicada na imagem, da estatua.

Be

36.2. Vai ser instalado na ilha de Sao Vicente um conjunto de painéis solares que
deverao ficar localizados a mais de 10 km e a menos de 20 km do Mindelo.

Porto Novo

> N Ilha de
WM
Ponta das Casas 20 W Sao Vicente
X E Ponta Jodo d'Evora
Al Baia de Salamansa
\
2
O Baia das Gatas
Baia das Gatas
Pont Ponta do Calhau
onta
Machado
»\IA
Séo Pedro i o ot
St Tope g;SCalxa Topona A ‘\‘%
ala 699 >
Séo Pedro S
R\ Ponta /
‘ ’b\ Branca
Ponta Lombinho g‘\
o llha de
Oceano Santa Luzia
o T0kn Atédntico
| e——

[Escala ao nivel do equador]

Assinala no mapa, recorrendo a uma construg¢ao rigorosa com recurso a lapis
e material de desenho, ou ao GeoGebra, a zona onde podero ficar instalados
0s painéis solares.
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1. Geometria

36.3. Na seguinte figura, estéa representado um mapa de uma zona onde sera
localizada uma estacao de recolha de lixo. As localidades A e B estdoauma
distancia de 10 km uma da outra. A estacao de recolha do lixo devera ser
localizada a mesma distancia das duas localidades, mas a mais de 20 km
de cada uma das localidades devido aos odores libertados.

A lapis, e com recurso a material de desenho e de construcao, assinala
no mapa os pontos correspondentes aos locais onde podera ser instalada
a estacao de recolha de lixo.

@ Recentemente, foi instalada na praia do Tarrafal
uma torre de vigia para nadadores-salvadores.
Contudo, e como a praia é muito grande, as
entidades camararias e as empresas hoteleiras
estao a pensar instalar mais uma torre de vigia.

No seguinte mapa da praia do Tarrafal, esta indicada a localizagao da primeira torre
instalada.

Se fosses um técnico onde sugeririas a colocagdo da nova torre? Justifica a tua
resposta com base nos conhecimentos que adquiriste nesta unidade.
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1.2. Lugares Geométricos

Uma circunferéncia é o conjunto de pontos do plano equidistan-
tes (@ mesma distancia) de um ponto fixo, designado por centro.

Um circulo é o conjunto de pontos do plano cuja distancia a um
ponto fixo (centro) € menor ou igual ao comprimento do raio.

A mediatriz de um segmento de reta é o conjunto de pontos
do plano equidistantes aos extremos desse segmento de reta.

A mediatriz de um segmento de reta € uma reta perpendicular
a esse segmento que passa no seu ponto médio.

§J
o]

A bissetriz de um angulo convexo é o conjunto de pontos do
angulo que estdo a mesma distancia dos lados desse angulo.
Assim, a bissetriz é a semirreta que parte do vértice e divide o
angulo ao meio, formando dois angulos congruentes (com a
mesma amplitude). Cada ponto da bissetriz esta equidistante
dos lados do angulo.

Uma reta paralela corresponde ao lugar geométrico constituido S
pelo conjunto de pontos que estdo a uma certa distancia fixa de
outra reta.

A superficie esférica é o lugar geométrico dos pontos do es-
paco que estdo a uma distancia fixa de um ponto central. O
ponto central designa-se por centro e a distancia entre o centro
e qualquer ponto da superficie esférica designasse por raio.

o

A esfera é constituida pela superficie esférica e todos os pontos
que se encontram no interior dessa superficie esférica, ou seja, o
O conjunto de pontos que se encontram a uma distancia ao centro
igual ou inferior ao raio.

B

No espaco, o plano mediador de um segmento de reta cor- /
responde ao lugar geométrico constituido por todos os pon- AV

tos que se encontram a mesma distancia das extremidades t’

desse segmento de reta. A/
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Considera as seguintes instrugoes:
1. Marca um ponto fixo C.
2. Traga o conjunto de pontosa 3cm de C.

Seguindo estas instrugdes, qual o lugar geométrico que obtém? Justifica a
tua resposta.

Um satélite emite sinais que se propagam uniformemente em todas as
direcdes a partir de um ponto fixo no espaco. Ao fim de 5 segundos, os
sinais atingem todos os pontos situados a 1500 km do satélite. A que lugar
geomeétrico corresponde o conjunto de pontos atingidos nesse momento?

Um avido é localizado por radar. Sabe-se apenas que esta exatamente a 200
km do aeroporto. Qual o lugar geométrico definido pelo conjunto de todas
as posicoes possiveis do avido nesse momento?

Os habitantes darua A e darua B pretendem plantar arvores no campo
relvado que se situa entre as duas ruas. Pretende-se que as arvores fiquem
alinhadas para estarem a mesma distancia das duas ruas.

Constréi o lugar geométrico ondem devem ficar plantadas as arvores.

Numa praca ird ser montado um palco retilineo com 20 metros de largura.

Deseja-se instalar uma cabina de som e luz de
forma que:

a cabina esteja a mesma distancia dos
extremos do palco;

a cabina esteja localizada a uma distancia
entre 30 e 60 metros do palco.

Faz um esboco da situagdo e marca o lugar geométrico dos pontos possiveis
para instalar a cabina de som e luz.



1.2. Lugares Geométricos

Vai realizar-se uma feira no largo da Camara de Sao Filipe, Fogo.

Na figura seguinte, esta representada a area da feira, onde se encontram
assinaladas as posi¢cdes do coreto e dos pontos T e P, onde seréao
instalados postes de iluminacéo.

A Domingas e o irmao vao trabalhar nessa feira, mas em duas bancas
diferentes. No entanto, ambas se encontram a 6 metros de distancia do
coreto e a mesma distancia dos dois postes de iluminagao.

Usando o esquema, realiza uma construcao geométrica rigorosa a lapis que te
permita assinalar os locais onde a Domingas e o irmdo vao trabalhar.

Assinala os pontos comasletras D e D'.

Escala
—_—
0 2 4 6m

oT

&

Trés vizinhos resolveram construir um poc¢o entre as trés casas.
Decidiram que o poc¢o deveria ficar a mesma distancia delas.

Considerando que as casas se localizam nos pontos A, B e C, determina,

recorrendo a construcdes geométricas rigorosas, onde devera localizar-se
0 pOCO.

Assinala o ponto comaletra P.

A

o
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Um cao encontra-se preso a um sistema de corrente, que funciona
da seguinte forma:

0 cao estd preso a uma corrente
com 3 metros de comprimento;

essa corrente, por sua vez, esta
presa a um cabo rente ao chao,
com 10 metros de
comprimento.

Considerando o seguinte esquema e utilizando instrumentos de desenho,
defina o lugar geométrico ao qual o cao tera acesso.

Arvore Cabo Estaca

Corrente
Cao

Uma superficie esférica de raio 12 cm é cortada por
um plano situado a uma distancia de 9 cm do centro
da superficie esférica, determinando uma
circunferéncia.

Qual é o raio dessa circunferéncia?

Sugestao: Considera o triangulo formado, conforme
sugere a figura, sendo R o raio da esferae r oraio
da circunferéncia formada pelo corte do plano.

Num dos parques edlicos da ilha de Santo Antao esta a estudar-se a
possibilidade de instalar mais colunas geradoras.

Na figura seguinte esta representada T

uma area onde foram instaladas trés 6—'—'—'—1'2 km
colunas geradoras, indicadas pelos

pontos A, B e C. Pretende-se

instalar mais uma coluna geradora que

devera ficar na area definida, a mesma

distancia das trés colunas, mas a pelo

menos 12 km da coluna A.

Recorrendo a construcdes
geomeétricas, verifica se é possivel
instalar uma coluna nestas condigdes.
Justifica a tua resposta.
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No mapa que se segue esta representada a ilha da Boa Vista.

Ilha da Boavista

Ponta do Sol Ponta Anténia

Ponta Rodrigo

Ilhéu de
Sal Rei )

Praia das
Dunas

Figueiras

Praia das

Ponta

Boavista Carreto

Pico Estdncia

390
A Ervatao @

Ponta
Varandinha

Oceano
Atédntico

Praia de
Santa Ménica

Ponta Lacacdo Ponta Tarafo
10 km

0
e

[Escala ao nivel do equador]

Uns turistas de visita a ilha pretendem ficar alojados num local que se situe a
menos de 5 quildbmetros da Praia das Dunas, mas que se situe mais perto da

Praia de Chaves do que da Ponta Antdnia.
Sombreia a lapis a zona do mapa onde os turistas poderao ficar alojados.

O Rafael esta a ver televisao na sua sala. Considerando a planta da sua sala,
sabemos que ele se encontra na posicao indicada pela letra A e que a
televisao se encontra a, pelo menos, 3 metros de distancia.

Assinala na planta, a lapis e recorrendo a material de desenho, todos os
pontos da sala onde podera estar localizada a televisao.

3m

>,
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1.3. Transformacoes geométricas

As transformagdes geométricas fazem parte da histéria
da Humanidade. Mesmo antes da Matematica ser conhe-
cida como tal, ja na Pré-Histéria o ser humano aplicava
transformacdes geométricas nas suas primeiras repre-
sentacdes artisticas realizadas em paredes, tetos e outras
superficies de cavernas e abrigos. Um exemplo sdo as
transformagdes geométricas que surgem representadas
numa pintura rupestre do sitio de El Buey, na Bolivia.

Também a tapecaria, uma forma de expressao artistica,
apresenta padroes geométricos e simetrias, como é visi-
vel no tapete Pazyryk (Sibéria), datado do século V a. C.

Na ceramica, outra forma de expressao artistica, e em diferentes pontos do mundo,
o ser humano também recorreu a geometria para embelezar as suas criagdes. Na
ceramica chinesa, que remonta ao periodo neolitico (3000 a. C.), é visivel a presenca
do uso de transformacgdes geométricas na sua decoracgao, tal como acontece coma
ceramica da Grécia Antiga.

Taca; Autoria
Desconhecida

Neolitico; Terracota Por Marcus
CIAJG-Colecao Cyron © CC
: BY-SA 4.0

José de Guimaraes
©Vasco Célio

Bacia de ceramica da fase Majiayao, em que Prato de ceramica orientalizante de Rodes
a ornamentacao pintada apresenta motivos | com a margem cortada como a borda de um
abstratos de linhas onduladas, paralelas escudo. Museu de Belas-Artes, Boston.

e cruzadas, tridngulos, circulos e pontos.
Centro Internacional das Artes José
de Guimaraes, Guimaraes.

Na verdade, pode dizer-se que as transformacdes geométricas tém as suas raizes
na Grécia Antiga, embora o conceito formal tenha evoluido muito mais tarde. Gre-
gos, como Euclides, estudavam figuras congruentes, ou seja, figuras que podiam
ser sobrepostas por movimentos como rotacéao e reflexao, apesar de nao utilizarem
o termo "transformacgao".

No século XVII, com o desenvolvimento da geometria analitica, por Descartes,
comecaram-se a representar geometricamente figuras e movimentos no plano car-
tesiano, e, no século XIX, o matematico Felix Klein (1849-1925) deu inicio ao estudo
da geometria baseada em grupos de transformacdes. Mais tarde, Evgraf Fedorov
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1.3. Transformacgdes geométricas

(1853-1919) estudou os padrdes no plano ao estudar os grupos cristalograficos e,
gracas aos seus trabalhos, foi possivel determinar que ha apenas sete tipos de frisos.

Klein propds o Programa de Erlangen, isto €, uma proposta de unificacdo das geo-
metrias por meio de grupos de simetria que classificava as diferentes geometrias
(como a euclidiana ou hiperbdlica), com base nos grupos de transformacdes que pre-
servavam as suas propriedades. S6, nesse momento, é que o estudo das isometrias
ganhou rigor e profundidade, sendo visto como importante para a compreensao da
estrutura do espaco.

O artista grafico Maurits Cornelis Escher (1898-1972) ficou famoso por manipular a
geometria, tracando desenhos com paradoxos visuais, preenchendo de forma regu-
lar o plano, explorando o infinito e as metamorfoses, com recurso a padroes geomé-
tricos entrecruzados que se transformam gradualmente para formas completamente
diferentes. As suas obras ficaram conhecidas pelos seus desenhos impossiveis,
pelas ilusdes espaciais que concebeu e pelos padroes que desenvolveu.

Hoje, as transformacdes geométricas sdao fundamentais, ndo sé na matematica pura,
mas também em arte, arquitetura, design e computacgao gréfica.

1.3.1. Congruéncia de figuras

J" Tarefa ¥

@ Figuras que se encaixam

Material necessario:
» Papel vegetal ou papel transparente » Lapis, régua, transferidor
* Tesoura * Plano cartesiano impresso

1. Utiliza o plano cartesiano nas paginas finais do livro.

=170

O RTWINT—
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2. Desenha no plano cartesiano dois triangulos com os seguintes vértices:
a) TrianguloT1: A(1, 1), B(4, 1), C(2, 4)
b) TridnguloT2: A'(3, 2), B'(6, 2), C'(4, 5)

3. Coloca papel vegetal sobre o triangulo T, e decalca (copia) o triangulo.

4. Recorta o triangulo e tenta encaixa-lo exatamente sobre o tridngulo T,,
usando apenas movimentos rigidos (sem dobrar ou esticar).

5. Foi possivel sobrepor perfeitamente? Que movimentos fizeste?

6. Mede os comprimentos dos lados e a amplitude dos angulos dos dois
triangulos. O que concluis?

Os dois triangulos tém o mesmo tamanho e forma, apesar de se
encontrarem em posicdes diferentes. Dizemos que os dois tridngulos séo
congruentes. Portanto, a congruéncia de figuras ocorre quando duas figuras
tém exatamente a mesma forma e 0 mesmo tamanho, embora possam estar
em posicdes diferentes no plano.

Duas figuras congruentes sio figuras que tém o mesmo tamanho e a mesma
forma, mesmo que estejam em posi¢des diferentes no plano.

Duas figuras dizem-se congruentes se é possivel obter uma a partir da outra por
meio de uma ou mais transformacdes geométricas que nao altere as suas dimen-
sdes, por exemplo, uma translagao, rotacao ou reflexao. Em nenhum dos casos se
altera o tamanho nem a forma da figura original.

(Exemplo 25)

Os trapézios [PQRS] e [TUVW] sao congruentes, pois tém lados e dngulos
correspondentes iguais.

« QR=TU=4 (lado maior) « SP=WV=2 (lado menor)
- QRS =UTW=56,3° (angulo menor) - SPQ=WVU=90°
« RS=TW=3,6 « PQ=UV=3

- RSP=TWV=1237° (angulomaior)  * PQR=VUT=90°
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' Exercicio

@ Indica, justificando, se as seguintes figuras sdo congruentes.

38.1.

38.2.
G
2,24
F D 3 C
3,61
2 2 2,24
H 4 E A 2 B

Caracteristicas das figuras congruentes:
* 0s lados correspondentes tém 0s mesmos comprimentos;
* 0s angulos correspondentes tém as mesmas amplitudes;
* sobrepdem-se perfeitamente se forem colocadas uma sobre a outra.
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(Exemplo 26)

* Duas pecas de um puzzle com o mesmo molde.

* Dois triangulos com lados e angulos exatamente iguais, mesmo que um esteja
virado ao contrario.
F

B c E

* Uma letra impressa e o seu reflexo num espelho (ex.: a letra "A").

IfF L 00

Notacao: Se duas figuras A e B sao congruentes, escreve-se: A~ B.

(Exemplo 27) T o
Os tridangulos ABC e DEF sao congruentes Z
e escreve-se AABC =~ ADEF. A 5
J LE F
As coordenadas dos vértices dos tridngulos 3
sdo as seguintes: 3 o2
1
D(2,8); E(2,5); F(5,5) -4-]3—|2—F1 1 TTT T"x
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«AB=d(A, B)=\(-4—(—4))’ +(5-27=V0+ 3 =19 =3

L © Recorda:
DE=d (D, E)= \/(2 - 2)2 +(8 - 5)2 = \/02 +3*=v/9=3 Distancia entre dois pontos
Logo, AB=DE. d(A, B)=\/(xa = Xs) + (¥a— Va)’

cAC=d(A, O=\V(=4— (1)) +(5-2°=1(-3°+32=1/0+9=18

e
DF=d(D, )=V(2-5°+(8-572=\(=3?+3*=v/9+9=118
Logo, AC=DF.

«BC=d(B, C)=\(=4—- (= 1)’ +(2-2°=V(=3+0°=10 =3

e
EF=d(E, H=\(2-5/+(5-5"=V(-3+0°=v9=3
Logo, BC=EF.
Assim, pelo critério de congruéncia de tridangulos LLL, os tridngulos sdo congruentes.
~
Recorda:
Critérios de congruéncia de tridngulos
LLL LAL ALA
Dois triangulos séo Dois triangulos séo con- | Dais tridngulos sao
congruentes se tiverem gruentes se tiverem dois | congruentes se tiverem
os trés lados lados correspondentes um lado e os dois
correspondentes iguais. | e o angulo por eles angulos adjacentes a
formado igual. esse lado iguais.
A U
(
\_ _J

. Exercicio

@ Considera os seguintes triangulos no plano cartesiano:
* Triangulo T, com vérticesem A(2; 1), B(5: 1), C(3,5; 4).
* Tridngulo T, com vérticesem A'(0; 3), B'(0; 6), C'(3; 4.,5).

39.1. Representa graficamente os dois tridngulos num plano cartesiano.
39.2. Calcula os comprimentos dos lados dos dois triangulos.

39.3. Os triangulos sao congruentes? Justifica a resposta.
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1.3.2. Conceito de transformacao geométrica

J" Tarefa \

@ Considera as seguintes situacoes:

O movimento de A imagem obtida O movimento que a A imagem que
uma pecanumjogo  quando utilizamos  hélice de um avido obtemos quando
de xadrez uma lupa de realiza nos observamos ao
aumento espelho

A imagem obtida Padrbes em painel Maquete A imagem de uma

quando utilizado de azulejos paisagem refletida
0 Zzoom numa decorativos na superficie de um

fotografia digital lago

15.1. Analisa cada uma das situagdes, identifica 0 que mudou relativamente a
forma, ao tamanho, a posicao, a orientacao, e, por fim, completa a tabela.

Situagio Imagem final
Forma | Tamanho | Posicdo | Orientacao
Movimento da peca de xadrez
Imagem obtida com uma lupa
Movimento de uma hélice
Imagem ao espelho
Zoom numa fotografia digital
Painel de azulejos decorativos
Maquete

Paisagem refletida num lago
15.2. Em quais das situacdes a imagem obtida tem a mesma forma e tamanho
que a original?

15.3. Todas as situagdes referidas correspondem a uma transformacao geométrica.

Consegues explicar por palavras tuas o que é uma transformacéo
geométrica?

78



1.3. Transformacgdes geométricas

Nas situagOes apresentadas, as imagens obtidas, apesar de surgirem noutra posi-
¢ao, com outra orientacao, ou com um tamanho diferente, mantém a forma original.

* Movimento de uma peca num jogo de xadrez — Quando deslizamos uma peca
do xadrez, por exemplo, uma torre, no tabuleiro, a peca mantém-se, ndo muda de
forma, mudou apenas de posicao. Aplicamos uma translacéo a peca.

* Imagem obtida com uma lupa — Quando usamos uma lupa para aumentar algo,
a imagem que visualizamos tem uma forma igual a da imagem original, apenas
aumentou de tamanho. Realizamos uma ampliagao.

* Movimento de uma hélice — Quando as pas de uma hélice giram em torno de um
ponto fixo, elas mantém a sua forma e tamanho, mudam apenas de posigao.
Acontece uma rotacao.

* Imagem ao espelho — Quando nos observamos ao espelho, aimagem que
vemos refletida é a nossa prépriaimagem. A imagem refletida resulta de uma
transformacéao por reflexdo.

« Zoom numa fotografia digital - Quando fazemos zoom numa fotografia digital, a
imagem aumenta ou diminui de tamanho, mas mantém a forma: € uma dilatacao
(ampliacao ou reducao).

* Painel de azulejos decorativos — Em muitos painéis de azulejos vemos que o
azulejo utilizado é o mesmo, apenas vai sendo colocado em diferentes posicoes,
por forma a criar repeticdes, como frisos ou simetrias, que podem envolver
translacdes, rotacdes e reflexdes.

* Maquete — Uma maquete é uma representacao de, por exemplo, um edificio a
uma escala menor, para depois ser reproduzido em tamanho real. Uma maquete
corresponde a uma reducao do objeto real que ird ser construido.

* Paisagem refletida num lago — A imagem da paisagem refletida no lago
preserva as formas da imagem original (a paisagem), correspondendo a uma
reflexao vertical, semelhante a de um espelho.

Todas estas transformacgdes permitiram criar novas figuras a partir de figuras origi-
nais, maiores, menores ou em posicdes diferentes. As transformacdes geométricas
sdo mudancas realizadas em imagens, como: transportar, espelhar, rodar, ampliar ou
reduzir, e podem acontecer em qualquer figura, sejam formas geomeétricas simples
ou imagens complexas.

Uma transformacado geométrica € uma correspondéncia que associa a cada ponto
de uma figura (figura original) um e um s6 ponto de outra figura.
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1. Geometria

Uma transformacdo geométrica é uma aplicacdo bijetiva entre duas figuras
geométricas, no mesmo plano ou em planos diferentes, de modo que, a partir de
uma figura geométrica original, se forma outra geometricamente igual (con-
gruente) ou semelhante (ampliacdo ou reducdo) a primeira.

Percebe-se que, em algumas situacgdes, as formas sdo conservadas, mantendo os
comprimentos e os angulos, como quando movemos, rodamos ou refletimos a ima-
gem original. Neste caso, dizemos que a figura geométrica sofreu uma isometria.

Vs

QU

Translacao Rotacao Reflexao

(Exemplo 28)

* Ao mover uma imagem para um novo local, realizamos uma translacao.
* Ao girar em torno de um ponto, realizamos uma rotacao.

* Ao refletir uma figura em relagao a um eixo, realizamos uma reflexao.

Noutra situacdes, o tamanho da imagem original alterou-se, ficando maior (amplia-
¢cao) ou menor (reducdo), contudo a forma manteve-se. Nestes casos diz-se que a
imagem sofreu uma homotetia.

A homotetia é uma transformacdo geométrica, ndo isométrica, que altera o tama-
nho de uma figura, mas mantém a sua forma e a orientacao relativa dos seus pontos.

(Exemplo 29)

Na tarefa, das transformacdes geométricas apresentadas, sdo homotetias as
seguintes:

* imagem obtida com uma lupa;
* zoom numa fotografia digital;
* maquete.
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1.3. Transformacgdes geométricas

. Exercicio
@ Considera as seguintes situagodes e indica se representam uma homotetia ou uma
isometria. Justifica a tua escolha.

(A) Um logotipo é ampliado para ser usado num cartaz, mantendo exatamente a
mesma forma.

(B) Uma figura geométrica é refletida num espelho.

(C) Um padrao é deslocado para a direita ao longo de uma faixa, sem ser
redimensionado.

(D) Um desenho é reduzido para caber numa etiqueta, sem distorcao.

(E) Um tridngulo é rodado em torno de um ponto no plano.

Em termos simples, uma homotetia € um redimensionamento proporcional em rela-
¢ao a um ponto fixo, chamado centro da homotetia.

0
Assim, dada uma figura no plano, uma homote- .
tia de centro O e razdo k transforma cada -
ponto P da figura num ponto P tal que:

* O, P e P estio alinhados;
« OP'=k-OP, com k>0.

Assim:

* se k> 1, afiguraaumenta de tamanho,
diz-se uma ampliacao;

* se 0<k< 1, afigura diminui de tamanho,
diz-se uma reducao;

* se k=1, afigura nao se altera.

' Exercicio

@ Em cada uma das seguintes situag¢des, considerando F como a figura original,
indica o centro da homotetia, referindo se corresponde a uma ampliagéo ou
reducao.

(A) i} (B)
Q.7
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1. Geometria

1.3.3. Isometrias e as suas propriedades

As isometrias sdo transformacdes geométricas que preservam as distancias entre
pontos e as amplitudes dos angulos. Isso significa que, ao aplicar uma isometria a
uma figura, o seu tamanho e a sua forma nao se alteram —apenas muda a sua posi¢ao
ou orientacao no plano. As figuras transformadas por isometrias séo, por isso, con-
gruentes com as figuras originais.

Uma isometria é uma transformacao geométrica que preserva a distancia entre
pontos e a amplitude dos angulos, isto é, a figura inicial e o seu transformado
sao congruentes.

Reflexao

Uma reflexao é uma transformacao geométrica que "espelha" uma figura em relacao
a uma reta (no plano) — essa reta diz-se eixo de reflexao.

Numa reflexdo, com eixo r, cada ponto P da figura original corresponde a um ponto
P' de tal forma que:

* r é o eixo de reflexao;
* P' é o simétrico de P;
* 0 segmento PP' é perpendicular ao eixo r;

°a distér@ dﬂ a r éigual adistanciade P' a r, ou seja, para qualquer ponto
Mer, PM=PM.
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1.3. Transformacgdes geométricas

Uma figura e a sua imagem obtida por reflexdo sdo sempre congruentes e a figura

original e a sua reflexdo sobrepdem-se ponto a ponto se dobradas uma sobre a outra
pelo eixo r.

Portanto, uma reflexao:
* muda o sentido de abertura dos angulos sem alterar sua amplitude;

* cada ponto da figura original tem uma imagem do outro lado do eixo, a mesma
distancia, mas em sentido oposto;

* as figuras resultantes sao congruentes — tém a mesma forma e tamanho.

( Exemplo 30 )

Num referencial cartesiano:

* Se refletirmos um triangulo em relagéo ao eixo das ordenadas, cada ponto (x, y)
resulta no tranformado de coordenadas (—x, y).

* Ao refletir o triangulo ABC emque A(-5, 3), B(-6, 1) e C(-2, 2) em
relacdo ao eixo das abcissas, obtém-se o tridngulo A'B'C' de coordenadas:
A(-5,-3),B(-6,—-1) e C'(-2, —2). Ouseja, um ponto de coordenadas
(x, y) transforma-se noutro de coordenadas (x, —y).

A Y
~. |¢ :
// 1
B
7 d6 15 Z4 -3 2 1 2 34X
B' -
\\ CI 2
L .
A o
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1. Geometria

I Tarefa

@ Realizar uma reflexdao no GeoGebra

1. Abre o software.

2. Marca trés pontos, por exemplo, A(-2, 1), B(-3, 3) e C(0, 3).

Rla2 A (OO L 5 st S =
@ A-fan) =g '-: =
@ B-ruy B le
L
® c-n0%
+  Estada |
L]
g s o 3 I ¥ B 1
i
L]
'FL
|
o,
- ETZE

3. Define o triangulo ABC, utilizando a op¢ao Poligono e, de seguida,
selecionando os pontos A, B e C.

[ RS 5 | 8 I I U - R
@ A=frn b'
@ =10 I Peiigene Reguar
.
@ c-mn [ roignaRiges
PRl Lo Paiigene Sesasetwnt
LR B o B+ B R e Q=
@ A-itn N ] *
& B-(iy i B &
$ C-&n
P b
11 = Peligsss{,B,C} H T 2
® |
=1
4 = SegrertolB. .11}
® =3
g Al T e e T e ; ; - e Teww:
. =28 |
4 = Segmestidh, B11] I
. - 7N
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1.3. Transformacgdes geométricas

4. Traca o eixo de reflexao, por exemplo, areta x=3, escrevendo a equacdo da

reta na caixa de entrada.

R & PO L[N = 4

tl = Poligona(A. B.C)

= SegrmentolB,C,11)
1

b = SegmentaC,A,11)
101

© = SegmentolA, B, 11}

M

. Q

Z
»

5. Seleciona a opgao Reflexdo em Relacdo a uma Reta, selecionando de

seguida o triangulo e por fim a reta de reflexao.

Exploracao:

Experimenta aplicar outras reflexdes ao triangulo ABC, por exemplo, em relacao
ao eixo das ordenadas (x=0), e outros tipos de retas, como retas que passem
nos vértices e lados do tridngulo (y=3; y=1, x=-3; x=-2; y=x+3;

y=—2x-3; ...).
O que concluis?
Explora com outro tipo de figuras geométricas.

Verifica, utilizando as ferramentas de medicdo do GeoGebra, que o comprimento
dos segmentos de reta e a amplitude dos angulos nao se alteram apds a reflexao.
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1. Geometria

' Exercicios

@ Considera o ponto A(3, 2).
42.1. Representa o ponto A num referencial cartesiano.

42.2. Quais as coordenadas do ponto A', que resulta da aplicagao de uma reflexao
do ponto A emrelacdo ao eixo dos y?

42.3. Quais as coordenadas do ponto A", que resulta da aplicagao de uma reflexao
do ponto A emrelagéo ao eixo dos x ?

@ Dado o tridngulo com vértices A(1, 2), B(3,4) e C(4, 1):
43.1. representa o triangulo num referencial cartesiano;
43.2. reflete o triangulo ABC em relagao ao eixo dos y;

43.3. reflete o triangulo ABC em relagéo ao eixo dos x.

—

Translacao

Uma translacdo é uma transformacgao geométrica que move todos os pontos de uma
figura na mesma direcao e pela mesma distancia — sem girar, espelhar ou alterar o
tamanho ou a forma da figura, sem alterar a forma, a orientacdo e o tamanho. Essa
movimentacao é, normalmente, definida por um vetor.
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1.3. Transformacgdes geométricas

Numa translac&o no plano associada ao vetor U, cada ponto P da figura original
corresponde aum ponto P'.

« U é o vetor de orientac&o da translac&o.

A figura original e a sua translacdo sdo congruentes. As translacdes conservam a
direcao e o comprimento de segmentos de reta e as amplitudes dos angulos.
Portanto, uma translacgao:

* preserva a orientagao da figura;

- cada ponto (x, y) € deslocado segundo um vetor V'=(a, b) resultando em
(x',y)— (x+a, y+b);
as figuras resultantes sao congruentes — tém a mesma forma e tamanho.

(Exemplo 31)

» Dado um ponto P(2, 3) e aplicando uma translaco pelo vetor v=(4, — 1),
obtemosoponto P'(2+4,3-1)=P'(6, 2).

* O triangulo ABC, emque A(;?, 3),B(-6,1) e C(-2, 2), sofreuuma
translacdo segundo o vetor AA':

AA =A —A=(5,5)— (<5, 3)=(10, 2)

Resultando no tridangulo A'B'C' de coordenadas:
A(-5+10,3+2)=(5,5)
B'(-6+10,1+2)=(4, 3)
C'(-2+10,2+2)=(8, 4)

Y A,
o}
| T >~ c
A /// //
~ C X B
// 1
B
-6 5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5 6 7 8~X
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1. Geometria

I Tarefa

0 Realizar uma translagcdo no GeoGebra

1. Abre o software.

2. Marca trés pontos, por exemplo, A(-2, 1), B(-3, 3) e C(0, 3).

(Y LB O £ bost & Se Q=
@ A=zl ) ' )
[ ] B=FaN [ -L'
b
@ t=@xn |
+  Ewizada +f
L]
g - "y 3 3 © ¥ ¥ I FR AW
1
| a
o
af
Lt
' LT

3. Define o tridangulo ABC, utilizando a opc¢ao Poligono e, de seguida,
selecionando os pontos A, B e C.

B &~ L[ 0 4L s
@ A-frD b‘m

@ B0l I Peligene Ragels

@ c-my [ rogmapige

i b oo i St

Ao HOO L Sc Q

o

A= {2 0 E ) o |

=)

-]

§ B={i i
@ C=#i

11 = Prligeae(A. B, C) H : ]
=1

2 = SegmertolB, C 11}

=i A ; 7 5 3 - 3 3 - g V : 3 : ' 3 T

a4 = Segeastidh, B, 11} I

-an
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1.3. Transformacgdes geométricas

4. Define o vetor associado a translacdo, marcando os pontos que definem o
vetor g, de seguida, utilizando a opgao vetor.

Por exemplo, os pontos D(0, 1) e E(3, 0).

Bs~LPOoO4aN=4 o
A *r

B Bagmann 0

L]
@ € Segmants com Comprmants Pz
L]

a & B
5] Cameve Pgpea
e AL
. |
P N, |
| £
P I g ¥
.in |
W
o © LB |
i y
o 5 ?
I § = {0 £ |
R AAAPOR LN S 5 Q=
@ c-mn =N o | =
1l = Paligosa{A, B,C}
@
=3
8 = Segmenio|B, C, 11}
@
=3
b o= SegmeniofC, A 1)
= 18
© = Segrestold, B, 11) H 3 3 > 3 i ' ) i
L
- 21N
@ o=
E 3.0)
® i ﬁ
& = Veior(0,E) H &,
¥ 2
- () .
En
+ “ ! .

5. Seleciona a opcéao Translagao por um Vetor, selecionando, de seguida,
o triangulo e, por fim, o vetor da translacao.

B Ao = e

=
@ c-ny ! Refienio om Rolagao a uma st

tl = Poligona{A, B, C)
@
=¥
3 = Segmanto(B, C,11)
L ]
=3
b = Segmento{C, A1)
@
= I8
€ = Segmento[A, B, 11)
]
= 2M
[ ] 0= {0, 1)
® t-0.0
w = Vetor[D,E)
]
: }
=\
()
4+ Enusds

ot Reffexio em Relago a um Ponte
2 Inversao

I e Giear om Toma do um Porto
=2 Transiagio por um Velor

i " Homotetia
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1. Geometria

6. O software constrdi a translagao do triangulo segundo o vetor DE .

R o’ PO O4L[F &
A = Transladar(A, u) =

1. 8)

B = Transdada(B, )
@

= (0. 3)

'« Transiadae(C, u)
]
= {3, 2)

1’ = Poligona{d’, &, C)
[ ]
-3

' = Segmanto(B',C, 1)
=3

o}

b = Segmentof{( A’ 1)
o}
= 203

& = SegmantalA’ B, 11°)

14

@

Exploracao:

Experimenta apllcar outras translagoes ao tridangulo ABC, por exemplo,
segundo o vetor AB BA AC BC . que tém a direcao de lados do
triangulo.

O que concluis?
Experimenta com outro tipo de figuras geométricas.

Verifica, utilizando as ferramentas de medicao do GeoGebra, que o
comprimento dos segmentos de reta e a amplitude dos angulos ndo se alteram
apos a translacgao.

' Exercicio

@ Dado o tridangulo com vértices A(2, 1), B(4, 1) e C(3, 3):
aplica a translacéo definida pelo vetor v=(-2, 4).

44.1. Indica as coordenadas dos vértices do triangulo A'B'C', resultado da translacéo.

44.2. Representa graficamente os tridngulos original e o transformado num
referencial cartesiano.

44.3. Verifica que os dois tridngulos sdo congruentes, tratando-se de uma isometria.
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1.3. Transformacgdes geométricas

Rotacao

Uma rotacdo € uma transformacao geométrica que roda uma figura a volta de um

ponto fixo, chamado centro de rotagao, por um determinado angulo e num certo sen- @ Nt

tido (horério ou anti-horério). )
Video

Rotacéo

Numa rotacdo com centro de rotacdo P e amplitude o, cada ponto A dafiguraori-  _ oneeito
ginal corresponde a um ponto A' da figura resultante, tal que: S

* P é o centro de rotagao;
« o é aamplitude do angulo de rotacdo; PA = PA'
APA'=BPB'= CPC'= DPD'= EPE'= &

A rotacado pode ter dois sentidos:
* positivo: quando a figura se move no sentido contrario ao dos ponteiros do reldgio;

* negativo: quando a figura se move no mesmo sentido dos ponteiros do relégio.

Portanto, uma rotacéo:
* preserva a orientacao relativa da figura,
* cada ponto gira numa circunferéncia com centro no ponto fixo,

* as figuras resultantes sao congruentes — tém a mesma forma e tamanho.

y
(Exemplo 32) 4
* Arotacdo de 90° (sentido anti-horario) e 2
centro na origem do ponto (-2, 1) resulta |
noponto (-1, —2). 4321 ] 123 4x
—4
* Arotacdo de —45° (sentido horério) e
centro em B do tridngulo ABC resulta .
no triangulo A'B'C'. C
AI
C
S~ B
A
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1. Geometria

I Tarefa

@ Realizar uma rotacao no GeoGebra

1. Abre o software.

2. Marca trés pontos, por exemplo, A(-2, 1), B(—

3,3) e C(O, 3.

Rld A [BOO 4 = seq =)
@ A=iii) =) ‘ =
@ 8.1y B :u
b
[ ] ]
- tl
-
g s 3 PR ¥ ¥ ¥ & o i
21 L
o
- =3
3. Define o triangulo ABC utilizando a opgao Poligono e, de seguida,
selecionando os pontos A, B e C.
CRE IR 8 (o B 4 JF A T
@ *=fnn b"
@ PeilN I Poiigens Ragus
@ comy [ PolignoRigae
PRl Lo Pt Semaetrnd
Rt LMoo £ e e Sc Q=
@& A-irxn =) N | E
i B={ki i B -L
& =82
11 = Plipiss{A.B,C} ; i |
» =1
® 8 = SagmantslE, 1)
b = Sagmassa{C. A, t1) A B T 4 " 3 v : 7 : ;
® & = Segeestol &, B, 1) 1




1.3. Transformacgdes geométricas

4. Define o centro da rotacao, por exemplo, a origem (0, 0).

A=(R1)
[ IR %]
C=(03

th = Paligan(B. A, L}
-1
= Segmento{C, B,11)
3

b = Segmenta{A,C, 11)
=283

© = Segmento(B, A, 11)
=1M
0= (0.0)

Entrsdy

Bt v 40O &S

N

5. Seleciona a opgao Girar em Torno de um Ponto, selecionando de seguida o
triangulo, o centro da rotacao e definindo o angulo de rotacao, por exemplo,
30° no sentido horario.

l?-"/;-b@@d;::.;- ac Q=
@ Ar=021 -:"NMuawmamm Y =
B | PeE3) i ,+* Refoxso om Relaso 8 um Ponto
' C=[0.3) E xrm
.
1 = PotigonalB.A,C) ;e Girar om Torno da um Ponte
o « Translagio por um Vetor
v
® 3 = SegmentofC, B, t1) Lt
=13 A_o
® b = SegmentolA, L, 11) ] a - 4 3 7 -1 o] ] 3 1 A 5 T
= 283
|
® © = Segmento{B A, t1)
=M
2| 2
0= (0.0
@ .oy 5
Eritsada 3l G‘
RAALDOD L]z @ o
® A-lzn EN
@ B={13 = 4 B
@ c-i3 \
° t1 = Peligono{B, A, ) o 1
=1 | Girar em Torno de um Ponto
a = SegmentedC,B.11) o
L] e
=1
® b = Segments(A,C,11) i f O " @ B 7 3 3
e | ey - |
® © = Segmentoil A 11) w T v T -
=1 "
@ D0=@o
45, - £ 3
@ E=(45am) o
+  Entada
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1. Geometria

6. O software constréi a rotagcdo de 30°, no sentido horério, e centro em
(0, 0) do triangulo ABC.

BN S ST B 4,:| o S Q
=

B = Giar(B, 30, B} =]
[ ]

!l

= [-L1 1)

A = G, -307, D)
L ]

= {-1.23,187)

C = Gew(C,-30°,D)

= (15 26)
1’ = PaliganofB', A, C')

[ ]

o
=1

¥ = SegmentafC', B, 1)
=3

]

W = Segmentald, O, 1)
=28

¢ = SegmentolB’, A1) § 2
=M 3 Q,

+ e ! > m

Exploracao:

[ ]

Experimenta aplicar outras rotacdes ao triangulo ABC variando o angulo de
rotacdo e o centro de rotagao, por exemplo, os vértices do tridngulo e outros
pontos externos e internos do tridngulo. O que concluis?

Experimenta com outro tipo de figuras geométricas.

Verifica, utilizando as ferramentas de medi¢ao do GeoGebra, que o
comprimento dos segmentos de reta e a amplitude dos angulos ndo se alteram
apos a translacgao.

' Exercicio

@ O tridangulo A'B'C' resulta da rotacao do triangulo ABC.

45.1. Qual é o centro da rotacao?

45.2. Qual é o angulo de rotagio? C,

N o<

(A) 45° no sentido horéario Al

w

(B) 45° no sentido anti-horario

(C) 90° no sentido horéario

X
A

B (]
(D) 120° no sentido anti-horario

-8-7-6-5-4-3-2-1|X
~— [ e e R e
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1.3. Transformacgdes geométricas

Reflexao deslizante

Uma reflexdo deslizante € uma transformacao

geométrica composta que junta duas opera- Qﬁ;‘g?;;a.'
¢Oes sucessivas: RefleX&0 ( --nnmmmrmermeneeieeeeee

* uma reflexao numa reta (ou eixo);

Video
Reflexdo
- deslizante
Translacéo s

Em termos simples, € como espelhar uma figura e depois desliza-la ao longo do eixo
de reflexao.

* uma translacao ao longo dessa mesma reta.

Uma reflexado deslizante:
* preserva o tamanho e a forma da
figura;
* muda a orientacdo da figura (tal COMO === mrmmmmm e
a reflexao simples),

* as figuras resultantes sao
congruentes —tém a mesma forma e
tamanho.

(Exemplo33)

* Recorrendo a pegadas na areia, em que o pé
direito deixa uma marca que é refletida para
obter o pé esquerdo, mas o passo seguinte esta
mais a frente, deslizamos essa imagem ao longo
da direcao da marcha.

* Refletir o triangulo ABC, segundo o eixo de reflexdo t, seguindo-se uma
translacao, segundo o vetor V.

CI
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1. Geometria

Explorar reflexdes deslizantes no GeoGebra
19.1. Constréi no GeoGebra um triangulo ABC.

19.2. Aplica uma reflexao ao tridngulo, obtendo o triangulo A'B'C' e de seguida
aplica uma translacéo ao triangulo A'B'C', segundo um vetor com a
mesma direcao do eixo de reflexdo, resultando o triangulo A"B"C".

19.3. Agora, usando a mesma reflexdo e a mesma translacao que definiste no
exercicio 19.2., aplica primeiro a translagao que ao triangulo ABC e ao
triangulo obtido a reflexao.

19.4. O que concluis?

19.5. Experimenta com outras figuras geométricas e outras reflexdes e
translagoes.

Numa reflexdo deslizante, e uma vez que o vetor de translagcao é paralelo ao eixo de
reflexdo, a ordem das transformacoes, reflexdo e translacéo, ndo altera o resultado
final.

Ou seja, se o vetor de translacdo Vv for colinear com o eixo de reflexdo, a composicao

Reflexéo o Translacdo = Translacéo o Reflexéo.

Quando o vetor de translacdo v nao for colinear com o eixo de reflexdo, ndo estamos
a falar de uma reflexédo deslizante, e a ordem pela qual se aplicam as transformacdes
geomeétricas é importante.

. Exercicio
@ Considerao ponto A(2, 3).
46.1. Representa graficamente o ponto, num referencial cartesiano.
46.2. Reflete o ponto A emrelagdo ao eixo dos x.
46.3. Aplica ao ponto refletido a translacdo associada ao vetor vV'=(4, 0).

46.4. Indica as coordenadas finais do ponto ap6s a reflexao deslizante.
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1.3. Transformacgdes geométricas

Propriedades das isometrias

Depois de estudar as diferentes isometrias, vamos resumir as suas propriedades.

Isometria Translacao Reflexao Rotacao Ref!exao
deslizante
Comprimento
dos segmentos
Preserva
Amplitude
dos angulos
Direcao e sentido
dos segmentos | Preserva Nao preserva
de reta orientados
Os pontos que O centro, caso
se encontrarem pertenca
no eixo de reflexao afigura
11 c
Pontos fixos A 1_}5’ é-{_: A A
(Pontos que Nenhum N Tt ~dHA\ Nenhum
se mantém) HH 2NN
A —
B\ ’:__:’

. Exercicio

@ Lé com atencéo e indica se as seguintes afirmac¢des sao verdadeiras ou falsas,
justificando.

(A) Todas as isometrias preservam as distancias entre pontos.

(B) Uma translacao pode alterar a orientacao da figura.

(C) Areflexdo € a Unica isometria que inverte a orientacdo.

(D) A reflexdo deslizante ndao é uma isometria porque envolve duas transformacoes.
(E) Uma figura submetida a uma rotagdo mantém a forma e o tamanho.

(F) A composicdo de duas reflexdes no mesmo eixo equivale a uma translacgao.

(G) Em todas as translacgdes, ha sempre, pelo menos, um ponto que nado se altera
(ponto fixo).
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1. Geometria

1.4. Simetrias

e Manual A simetria € uma propriedade de uma figura, segundo a qual, ap6s uma transforma-
Digital ~ . , . e
cao, a figura se mantém igual ao momento inicial.
Video
Simetrias de . . ~ . .
s As simetrias estédo presentes em muitos contextos da vida real. Podes encontrar na
' arte, na Natureza, na arquitetura,... muitos exemplos de figuras que satisfazem esta
propriedade.

i
.E‘E‘&) |

7

C(‘(\\u, .,7’7)
C“"’V“\-})

A mandala foi

A borboleta pode Um setor da flor construida
ser refletida pode ser rodado, A fachada deste repetindo um setor
segundo um eixo dando origem a edificio é simétrica dela. Se a fores
vertical, mantendo- toda aflor, relativamente a um rodando, numa
-se a mesma mantendo a forma eixo vertical. certa amplitude,
imagem original a figura original
mantem-se.

Vejamos dois tipos de simetria.

Simetria axial

Uma figura plana diz-se que tem simetria axial quando existe uma reflexao tal
que a imagem da figura por essa reflexdo é a propria figura. Diz-se que a figura
plana tem um eixo de simetria.

Nos exemplos que se seguem repara que, se dobrarmos a figura pelo eixo tracado,
ela sobrepde-se ponto a ponto.
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1.4. Simetrias

Numa figura com simetria axial, a cada ponto P da figura, em que P nao pertence ao
eixo de simetria, esta associado um ponto P', tal que areta r (eixo de simetria) € me-
diatriz do segmento [PP1].

(Exemplo 34)

* As conchas de vieiras sao geralmente simétricas,
relativamente a um eixo vertical.

* Aletra A mailscula tem simetria axial.

* Um tridngulo isGsceles tem um eixo de simetria que é a
reta que parte do vértice do angulo diferente (o angulo
formado pelos dois lados iguais) e vai até ao ponto médio
do lado desigual (a base). Esse eixo divide o triangulo em
duas partes iguais, uma vez que corresponde a mediatriz
do lado diferente e a bissetriz do angulo diferente.

Eixo de simetria
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1. Geometria

* Um quadrado tem quatro eixos de simetria, apresentando
quatro simetrias axiais.

* Um circulo tem uma infinidade de eixos de simetria. Todas as
retas que passam pelo centro do circulo dividem-no em dois
semicirculos congruentes.

Eixos de simetria nos poligonos regulares

Materiais:

* Folhas quadriculadas ou papel * Régua e compasso
vegetal * Lapis e marcadores

Instrucoes:

1. Constréi os seguintes poligonos regulares, com precisao:
e triangulo equilatero * pentagono regular
e quadrado * hexagono regular
2. Recorta cada uma das figuras.

3. Para cada um dos poligonos regulares construidos, investiga, através de
dobragens, todos os eixos de simetria.

4. Compara os teus resultados com os dos teus colegas.
5. Traca, em cada figura, todos os eixos de simetria possiveis.

6. Para cada poligono, responde:
* Quantos lados tem?
* Quantos eixos de simetria conseguiste tragar?

7. Preencha a tabela.

, o N.° de eixos Os eixos passam
Poligono N.° de lados . . At
de simetria por vértices?
Triangulo equilatero 8
Quadrado 4
Pentagono regular 5
Hexagono regular 6

8. Conclusao (resposta aberta)
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1.4. Simetrias

* O que podes concluir sobre a relagao entre o niumero de lados de um poligono
regular e o numero de eixos de simetria?
Para cada vértice de um poligono regular, podemos considerar uma reta que
passe por ele e que contenha o centro do poligono. Como os lados e os angulos
sao iguais, vamos encontrar um eixo de simetria da figura. Um poligono regular
tem tantos eixos de simetria quanto o numero de vértices.

Qualquer poligono regular tem tantos eixos de simetria como lados.

Triangulo equilatero Pentagono regular
3 eixos de simetria 5 eixos de simetria
3 simetrias de reflexao 5 simetrias de reflexao

. Exercicios

@ Indica, para cada uma das seguintes figuras, o nimero de simetrias axiais.

o 8
&
o 3¢

@ Identifica dois exemplos reais de simetria axial fora da sala de aula (em casa, na
rua, num objeto ou elemento da Natureza). Regista com uma foto ou desenho e
indica o eixo de simetria.
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1. Geometria

@ Observa as seguintes figuras geométricas. A D
Para cada figura:

Manual
e Jri 50.1. Identifica se tem simetria axial, justificando.
Videos B

Tesalvar 50.2. Traca o eixo de simetria. C
problemas ] .

envolvendo 50.3. Desenha o reflexo da figura do outro lado do eixo.

figuras com

Sl ity € 50.4. Explica com as tuas palavras o que é simetria axial,

rotacdo
%

com base no que observaste.

:
Simetria de
rotagdo
]

Em pares, criem uma figura original simétrica usando apenas um compasso
e régua. Depois, expliquem qual o eixo de simetria da vossa criacao.

Simetria de rotacao

Dizemos que uma figura tem simetria de rotacdo quando, ao ser rodada uma determi-
nada amplitude, em torno de um ponto, coincide consigo mesma.

Observa o exemplo seguinte.

90’

270°

Um quarto de volta 180° Trés quartos de volta

Meia volta Uma volta

A figura continua com o mesmo aspeto nas quatro situacdes de rotacao. Isto acon-
tece porque a figura goza da propriedade de simetria de rotacao.

Uma figura tem simetria de rotacdo de ordem n se existir uma rota¢ao com

centro O e amplitude 6= % de modo que a figura coincide com a original

apoés essa rotacao, e isso acontece n vezes numa rotagao completa de 360°.
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1.4. Simetrias

(Exemplo 35)

* Triangulo equilatero: tem simetrias de rotacdo de 120°,
240° e 360°, logo, a ordem de simetriaé 3.

* Quadrado: tem simetrias de rotagdo de 90°, 180°, 270°
e 360°, logo, a ordem de simetria é 4.

* Estrela de cinco pontas regular:
tem simetrias de rotagdo de 72°,
144°, 216°, 288°, 360°, logo, a
ordemé 5.

* Uma figura em que um motivo se repete cinco vezes
igualmente espacados, como na imagem, tem simetria
de rotagao de:

360°
5
Logo, tem simetrias de rotagdo de 72°, 144°, 216°, 288°
e 360°.

=72°

* Uma estrela com seis pontas igualmente espagadas tém
simetria de rotacao de:
360°
6

Logo, tem simetrias de rotacdo de 60°, 120°, 180°, 240°,
300° e 360°.

=60°

Uma figura sem simetria de rotacdo apenas coincide consigo prépria apos
360°, logo,asuaordemé 1.

* Reparemos, agora, que ha figuras que s6 gozam
da propriedade de simetria de rotagdo por 180°
e (naturalmente) 360° . Um exemplo é o de um
retangulo, ndo quadrado, tem simetria de
rotacdo de ordem 2.
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Simetrias de
reflexdo e de
rotacdo

1. Geometria

Simetria central

Uma figura plana diz-se que tem simetria central quando tem simetria de rota-
¢do de ordem 2. Ou seja, apés uma rotacdo de 180° ela mantém o seu aspeto.

As figuras seguintes tém apenas duas simetrias de rotacdo (180° e 360°), centra-
das no ponto assinalado.

>N S

Uma simetria central de centro O resulta de uma rotacdo de 180° em que ao ponto
P corresponde um ponto P' tal que o ponto O é o ponto médio de [PP].

Nesta situacao, dizemos que o ponto simétricode P é P'.

(Exemplo 36 )
Aplicando uma rotacdo de amplitude y
180° e de centroem O, aorigem, ao 3 B
triangulo [ABC] na figura, obtemos o 21—
triangulo [A'B'C1, tal que: C, S B
A(1,2) —A(=1, -2) - \ ,

’ -4 - ‘_—2\——1 N AERE
B3,1)—B(-3,-1) D yd e
C2,-1)—C(=2,1) a2
De forma geral, uma rotagdo de amplitude -3
180° e de centro na origem, (0, 0),

transforma o ponto A (x, y) no ponto
A(-x.,—y).
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1.4. Simetrias

' Exercicios

@ Para cada figura indica quantas simetrias de rotacao existem.

51.1. 51.2. 51.3. l
51.6.
~

51.4. 51.5.

@ Indica o valor légico das seguintes afirmagdes.
52.1. Um hexagono regular tem simetria de rotacéo de ordem 6.
52.2. Um trapézio isésceles tem simetria de rotagdo de 180°.
52.3. Um retadngulo tem simetria de rotacao de ordem 2.
52.4. Um circulo tem simetria de rotacado de qualquer angulo.

52.5. Uma letra "N" (em tipo de letra normal) tem simetria de rotagdo de 180°.

@ Completa a tabela.

Angulo minimo de rotacdo Ordem de

Figura e . .
que gera coincidéncia simetria

Tridangulo equilatero

Quadrado

Pentagono regular

Retangulo (ndo quadrado)

Circulo
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1. Geometria

J" Tarefa ¥

@ Producao artistica
Cria uma figura com simetria de rotacao de ordem 4, definindo bem o centro,
repetindo um motivo quatro vezes em torno do centro.

Usa régua e compasso ou um software como o GeoGebra.

1.4.1. Rosaceas, frisos, padroes e pavimentacoes

Rosaceas

Em Matematica, rosaceas sao figuras geométricas com simetrias de rotacdo em
torno de um ponto central.

Assim, uma rosacea:
* possui um centro de simetria (0 ponto em torno do qual a figura roda);
* afigura coincide consigo propria apds rotagcdes de um certo angulo.

* 0 numero de simetrias de rotacao esta relacionado com o numero de repeticdes
no circulo (ex.: quatro rotacdes, cada uma de 90°);

* podem ou nao ter também simetrias axiais.
Uma rosacea é uma figura que apresenta simetrias de rotacdo em torno de um

ponto central (pode ou ndo ter também simetrias axiais), mantendo-se inva-
riante sob essas transformacobes.
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1.4. Simetrias

Alguns exemplos de rosaceas podem ser encontrados na Arte, em particular, em ele-
mentos arquiteténicos:

D %0w

i ¥

B ‘ ‘ ’
RALL A ||||la|=|~“="~f"-4.-——ﬂ.’.-\-_ "‘f*")"l"rlr’iﬁ““\——:

Rosacea de estilo gético,
na Catedral de Notre-Dame,
Paris, Franca

Janela com vitral na basilica Mosaico ornamental em
Santa Croce, Florenca, Itélia El Jem - Tunisia.

Frisos

Em Matematica, frisos sdo padroes geométricos que se repetem infinitamente numa
unica direcdo por meio de translacdes.

Assim, num friso existem sempre translacdes, mas também se podem observar ou-
tras isometrias:

* translacao (sempre presente);
* reflexao (horizontal ou vertical);
* rotacdes.

Um friso é um padrdo geométrico que se repete infinitamente numa sé direcio
(linear), mantendo-se invariante sob pelo menos uma translacao ao longo dessa
direcao.

Num friso, € possivel identificar sempre o motivo-base, ou seja, a menor parte do pa-
dréo que, ao ser repetida por translagao, permite construir todo o friso.

Um motivo-base é a figura minima que, através de uma translacio ao longo de
uma direc¢ao, gera todo o friso sem sobreposicdes nem espacos.
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1. Geometria

(Exemplo 37)

* Frisos em azulejos ou muros.

)

BE e oo

' Exercicio

@ Observa o friso abaixo.

54.1. Indica o motivo-base.

54.2. Que tipo de isometrias identificas?

—
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1.4. Simetrias

Padroes

Um padréo € uma figura que se repete regularmente no plano, segundo uma rede de
translacdes em pelo menos duas direcdes distintas.

Um padrao tem as seguintes caracteristicas:
* tem por base um motivo (figura simples);
* repetido por translagdes no plano;

* pode também apresentar rotacdes e translagoes.

O motivo-base num padrao é o elemento grafico mais simples e repetivel a partir do
qual se constréi todo o padrao. E a unidade fundamental que, ao ser replicada (por re-
peticao, simetria, rotacao, translacao, etc.), gera o conjunto visual completo do padréo.

(Exemplo38)

* Num azulejo decorativo, 0 motivo-base pode ser uma flor ou uma forma

geomeétrica.

* Num tecido estampado ou papel de parede, pode ser uma figura que se repete
aintervalos regulares.

Nem sempre o motivo-base é ébvio & primeira vista. As vezes, é preciso isolar a
menor unidade que se repete para o identificar corretamente.
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1. Geometria

' Exercicios

@ Cria um padrao com base num tridngulo ou quadrado. Indica as translagdes usadas
e simetrias observadas.

@ Considera o seguinte painel de azulejo:

56.1. Identifica o motivo-base.
56.2. Que tipo de isometrias consideras terem sido utilizadas para a construcao

deste padrao?
—
Pavimentacoes

Uma pavimentacao é uma cobertura completa e sem sobreposi¢cées do plano com
figuras geométricas (geralmente poligonos), chamadas ladrilhos, de forma que nao
figuem espacos vazios.

Existem diferentes tipos de pavimentacdes, dependendo do tipo de figuras geomé-
tricas utilizadas.

* Semirregulares: combinam dois ou mais poligonos regulares.

Gl
g
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1.4. Simetrias

* Regulares: usam um unico poligono regular (triangulo, quadrado, hexagono)

* Irregulares: recorrem a poligonos nao regulares, mas podem seguir regras
geométricas.

Podemos comprovar que tridngulos equilateros podem pavimentar o plano, por ob-
servagao dos angulos internos que partilham um vértice. Repara.

Para pavimentar o plano com triangulos equilateros, convergimos em cada vértice
6 ladrilhos:

60°

Em cada um dos tridngulos, temos a convergir para o vértice um angulo de amplitude
de 60°. Entdo, os 6 ladrilhos todos juntos, vdo formar, naquele vértice, um angulo de
6 x 60°=360°, cobrindo totalmente aquela zona.

Vejamos, agora, que usando pentagonos regulares ndo é possivel pavimentar o
plano.
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1. Geometria

Cadaladrilho tera, em cada vértice, um angulo interno
com amplitude de 108°.

Se juntarmos dois ladrilhos, num vértice, teremos
2x108°=216°, fica espaco vazio. 108°

Se juntarmos trés ladrilhos, num vértice, teremos
3x108°=324°, continua a ficar espaco vazio.

Se juntarmos quatro ladrilhos, num vértice, teremos
4 x 108° = 432°, s seria possivel se houvesse so-
breposicao de pecas, que ndo pode ocorrer em pavi-
mentacdes.

' Exercicios

@ Tridngulos equilateros, quadrados e hexagonos sao os Unicos poligonos regulares
que podem pavimentar o plano sozinhos. Justifica com base no estudo dos
angulos internos.

@ Em cada uma das seguintes imagens, indica o tipo de pavimentacgdes.

o Jte

1.4.2. Aplicacao artistica

A Matematica e a Arte, embora parecam disciplinas distintas, encontram-se de forma
surpreendente no estudo da simetria, da repeticdo e da forma.

Propomos a realizacdo de um projeto que te convida a explorar essa ligagao através
da criacdo de uma obra original inspirada em frisos, padrdes, rosaceas ou pavimen-
tacdes. Usando transformacdes geométricas como translagdes, rotacdes e refle-
xdes, vais aplicar os conhecimentos de geometria para produzir uma composicao
visualmente interessante, rigorosa e criativa. O objetivo é mostrar que a matematica
também pode ser bela - e que a Arte pode ter Idgica.
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1.4. Simetrias

Projeto: Arte matematica - Geometria com criatividade
Objetivo:
Promover o desenvolvimento do pensamento geométrico, da criatividade e da apre-
ciacao estética através da criacao de obras baseadas em frisos, padrdes, rosaceas e
pavimentacgdes.
Conceitos a trabalhar:

* Isometrias (translacao, rotacao, reflexao)

* Frisos e simetrias

* Padroes e pavimentacoes regulares, semirregulares e com motivos préprios

* Rosaceas com diferentes ordens de simetria

A tua missao é criar uma obra artistica com base em conceitos matematicos.
Usa a geometria para desenhar beleza.

Escolha do tema: Cada grupo ou aluno escolhe um dos seguintes:
* Criar um friso com repeticdes de uma figura usando translacao e simetrias.
* Construir uma rosacea com centro de rotacao.

* Elaborar uma pavimentagao tipo mosaico, inspirada em Escher ou em
padrdes islamicos.

e Compor um padrao artistico que envolva, pelo menos, duas isometrias.

Execucao

Podem usar papel vegetal, compasso, régua, esquadro ou ferramentas digitais,
como GeoGebra.

Apresentem a explicacdo das transformag¢6es geométricas que usaram e
como as aplicaram.

Exposicao final

Quando concluirem o trabalho, podem organizar uma exposicao na escola ou
na sala, criando um pequeno cartaz explicativo junto de cada obra.

Podera ser também interessante promoverem uma votagéo nas obras mais
criativas, rigorosas ou surpreendentes.
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1. Geometria

Figuras congruentes: figuras que tém o mesmo tamanho e a mesma forma, mesmo
que estejam em posic¢des diferentes no plano (viradas, refletidas ou deslocadas).

Caracteristicas das figuras congruentes:
* os lados correspondentes tém os mesmos comprimentos;
* 0s angulos correspondentes tém a mesma amplitude;

* sobrepdem-se perfeitamente se forem colocadas uma sobre a outra.

Transformacdo geométrica é uma aplicagao bijetiva entre duas figuras geométri-
cas, no mesmo plano ou em planos diferentes, de modo que, a partir de uma figura
geométrica original, se forma outra geometricamente igual (congruente) ou seme-
Ihante (@mpliacdo ou reducéao) a primeira.

Homotetia € uma transformacgdo geométrica ndo isométrica que altera o tamanho de
uma figura, mas mantém a sua forma e a orientacao relativa dos seus pontos.

Isometria é uma transformagao geométrica que preserva a distancia entre pontos e
a amplitude dos angulos, isto é, a figura inicial e o seu transformado sdo congruentes.

» Reflexao é uma transformacado geométrica que "espelha" uma figura em relagéo a
uma reta (no plano) ou a um plano (no espaco tridimensional), essa reta diz-se eixo
de reflexao.

Numa reflexdo, com eixo r, cada
ponto P da figura original
corresponde a um ponto P' de tal
forma que:

r é o eixo de reflexao;

P' é o simétricode P;

o0 segmento PP' é perpendicular

aoeixo r; E E

adisténciade P a r éigual a distanciade P' a r, ou seja, para qualquer ponto
MEr, PM=PM.

* Transla¢ao é uma transformacao
geomeétrica que move todos os pontos
de uma figura na mesma direcao e pela
mesma distancia — sem girar, espelhar ou
alterar o tamanho ou a forma da figura é
definida por um vetor.

Numa translacédo no plano associada ao
vetor U, cada ponto P da figura original
corresponde a um ponto P'tal que:

U é o vetor de orientacdo da translagéo

0=PP
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1.4. Simetrias

* Rotagao é uma transformacao geométrica que roda uma figura a volta de um
ponto fixo, chamado centro de rotacao, por um determinado angulo e num certo
sentido (horario ou anti-horario).

Numa rotacdo com centro de rotacdo P e amplitude o, cada ponto A da figura
original corresponde um ponto A' da figura rotacionada, tal que:

= P é o centro de rotacéo;

= o« € aamplitude do angulo de rotacéo;

PA = PA'

= APA'= BPB' = CPC'= DPD'= EPE' = ot

* Reflexao deslizante é uma transformacao geométrica composta que junta duas

operacdes sucessivas:
= uma reflexao numa reta (ou eixo); N R
Reflex@0( ..o ome el
= uma translacao ao longo dessa mesma reta.
Translagéo

Propriedades das isometrias

. ~ ~ ~ Reflexao
Isometria Translacdo  Reflexao Rotacao .
deslizante
Comprimento dos
segmentos
Preserva
Amplitude dos
angulos
Direcao e sentido
dos segmentos de Preserva Nao preserva
reta orientados
Os pontos O centro, caso
que se pertenca a figura
Pontos fixos encontrarem
(Pontos que se Nenhum | Noexode < Nenhum
mantém) reflexdo \

B - \ =

1$D)
C)
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1. Geometria

Uma figura plana diz-se que tem simetria axial quando existe uma reflexao tal que a
imagem da figura por essa reflexdo é a propria figura. Diz-se que a figura plana tem
um eixo de simetria.

Uma figura plana diz-se que tem simetria central quando existe uma rotagdo de 180°
, tal que aimagem da figura por essa rotacao é a propria figura.

Uma figura tem simetria de rotagcao de ordem n se existir uma rotagdo com centro

o
O e amplitude 6= 36,570 tal que a figura coincide com a original apds essa rotacao, e
isso acontece n vezes numa rotacdo completa de 360°.
. o Isometrias .
Conceito Base geométrica . Exemplos reais
associadas
. ~ ~ ~ Rosacea goética,
Rosacea Rotacdo num ponto Rotacao, reflexao 9
mandala
. - Translagdo + outras . .
Friso Translacdo linear . ¢ . Frisos de azulejos
isometrias
~ ~ Translacao + Tecidos, papel
Padrao Translacdo no plano ~ ¢ ~ bap
rotacéo/reflexdo de parede
. - Ocupacao de todo Variadas, depende Mosaicos, chao
Pavimentacao : .
oplano dos ladrilhos em azulejo
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1.4. Simetrias

Lé as afirmacdes e indica o valor Iédgico de cada uma, corrigindo as falsas.

(A) Todas as transformacdes isométricas conservam o tamanho e a forma da
figura.

(B) A homotetia é uma transformacgao isométrica.

(C) Areflexao deslizante é a composicdo de uma reflexdao com uma
translacgao.

(D) A simetria central equivale a uma rotagdo de 180°.
(E) Os frisos possuem apenas translacdes.
(F) Uma rosacea pode ter simetria rotacional e simetria axial.

(G) Um padréao é sempre uma repeticao regular num plano, sem
sobreposi¢des, nem intervalos.

(H) A simetria rotacional existe quando ha pelo menos um eixo de simetria.
(I) As figuras congruentes podem ter orientacao diferente.

Identifica, para cada friso, todas as isometrias presentes.
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Observa o seguinte padrao:
3.1. Identifica o motivo-base.

3.2. Quais sao as isometrias presentes
neste padrao?

Indica, em cada uma das figuras, o nimero de simetrias axiais, centrais e de
rotacao.

4.1. 4.2.

4.3. 4.4,

E

Naimagem ao lado, qual é aimagem do ponto A por

meio de uma rotacao de centro O e amplitude: ‘
5.1. 72° D ' | A
5.2. - 72° '
5.3. 144°

5.4. - 216°



1.4. Simetrias

Considera o seguinte paralelogramo representado num referencial
cartesiano, em que cada quadricula corresponde a uma unidade de medida.

6.1. Indica as coordenadas dos vértices
do paralelogramo.

6.2. Aplicando uma reflexdo associada ao
eixo x=—1, indica as coordenadas
dos vértices do paralelogramo no
paralelogramo refletido [A'B'C'D'].

6.3. Quais sdo as coordenadas dos
vértices do paralelogramo [ABCD)] /
apos |Ihe ser aplicada uma translagao B
segundo o vetor V(5, 0).

6.4. Esboca o paralelogramo resultante
de uma rotacao de centro em C e amplitude 45°.

Observa as seguintes rosaceas.
s ~
L\ \
w |
A B C D
7.1. Qual tem simetria de reflexdo e simetria de rotagédo de angulo minimo 45°7?
7.2. Qual ndo tem simetria de reflexao?

7.3. Qual arosacea que apenas apresenta simetria de rotacao?

7.4. Qual o &ngulo minimo de rotagdo?

Observa a seguinte rosacea.

8.1. Aroséacea apresenta simetria rotacional?
Se sim, qual o &ngulo minimo de rotacao
que a deixa invariante?

8.2. Apresenta simetria axial? Se sim, quantos
eixos de simetria possui?

8.3. Se aplicares uma rotagao de 60° em torno
do centro da rosacea, a figura coincide consigo mesma?

8.4. Explica por que razdo esta figura € considerada uma rosacea e ndo um
friso ou um padrao.
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Teste

Considera o ponto fixo C e um numero real positivo r. O conjunto de todos
os pontos do espaco cuja distanciaa C é menor ou igual a r corresponde:

(A) A superficie esférica de centro C eraio r.

(B) A parte interna da esfera, excluindo a superficie.
(C) A esfera, incluindo a superficie.

(D) A um plano esférico.

A area de um circulo A é de 9n. Qual o perimetro de um circulo B, tal que
oraiode B é odobrodoraiode A?

(A) 12n (B) 18n (C) 36x (D) 81n

Um setor circular tem raio 6 cm e amplitude 90°. Qual das afirmacgdes é
verdadeira?

(A) Ocupa metade da area do circulo.

(B) O comprimento do arco é igual ao raio.

(C) A area do setor € um quarto da area do circulo.

(D) O setor tem sempre a mesma area, qualquer que seja o raio.

Considera, no espaco, um ponto P. Qual o lugar geométrico definido pelos
pontos do espaco cuja distancia ao ponto P éiguala 10cm?

(A) Superficie esférica de centroem P eraio 10cm.
(B) Circulo de centroem P eraio 10cm.

(C) Esferade centro P eraio 10cm.

(D) Circunferéncia de centro P eraio 10 cm.

A Maria disse: “O volume de um cone é igual ao de um cilindro com a mesma
base e altura”. O que se pode concluir?

(A) Os dois tém o mesmo volume.

(B) A altura do cone é o triplo da do cilindro.

(C) O raio da base do cone é maior.

(D) A Maria esta errada, pois o volume do cone é menor.

Um guarda-redes posiciona-se exatamente a mesma distancia dos dois
postes. A sua posic¢ao pertence a:

(A) Uma circunferéncia (C) Uma mediatriz
(B) Uma bissetriz (D) Um setor circular



Uma transformacgao que conserva forma e tamanho chama-se:
(A) Homotetia

(B) Isometria

(C) Dilatacéo

(D) Ampliagéo

Qual das seguintes figuras apresenta simetria de rotacdo de ordem 4 ?

(A) Um triangulo equilatero
(B) Um quadrado

(C) Um reténgulo

(D) Um circulo

Qual das afirmacgoes sobre simetria é verdadeira?

(A) Um pentagono regulartem 10 eixos de simetria.

(B) Um tridngulo escaleno tem exatamente uma simetria axial.
(C) Um circulo tem infinitos eixos de simetria.

(D) Um losango nunca tem simetria rotacional.

Um tridngulo equilatero é submetido a uma rotagdo de 120° no
centro num dos seus vértices.

Qual das afirmacées é verdadeira sobre a figura resultante?

plano, com

(A) A figuraresultante é congruente, mas com orientacao oposta a original.

(B) A figuraresultante coincide exatamente com a figura original.

(C) Afiguraresultante tem o mesmo perimetro, mas nao é sobreponivel a

original.

(D) A figuraresultante é um tridngulo is6sceles com vértices trocados.

A geratrizde um cone mede 13cm eaalturaé 5cm.
11.1. Qual é oraio da base?

11.2. Qual o volume de um cilindro com a
mesma base e a mesma altura?

e

.-

S
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4

Considera o sélido geométrico ao lado,
composto por um cone e uma semiesfera.

Sabendo que AC=6cm e que VA=18cm.
12.1. Qual é a altura do cone?
12.2. Determina o volume da figura.

12.3. Determina a area da superficie da figura.

Dois amigos colocam-se a mesma distancia
de um poste. Qual é o lugar geométrico dos
pontos possiveis para as suas ocupacgdes?

Uma estacao de tratamento de residuos tem de estar a mesma distancia de
duas aldeias, mas fora de um circulo de centro no ponto médio entre as duas
aldeias e raio de 20 km. Representa a situagao.

Um radar, localizado numa torre
de controlo ao nivel do mar,
deteta um avido que se P
encontraa 6 km de distancia. ,
Considera que o radar emite 50
sinais em todas as direcoes. i

15.1. Qual é o lugar geométrico & 12
dos pontos onde o avido . I
pode estar, sabendo . E
apenas essa distancia? ° |

15.2. Sabendo que o avido se ,é, 7 E
encontra na vertical de um
ponto do solo a 4,5 km da
torre determina a sua altitude.

Torre 4,5 km Projecao no solo

Consideraduasretas, r e s. r

16.1. Recorrendo a instrumentos de desenho,
representa os pontos que se encontram
amesma distdnciade r e s.

16.2. Qual o nome dado a esse lugar geométrico?

16.3. Quantos pontos se encontram exatamente a
2 cm de distdnciadasretas r e s?
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Na figura esté representada uma
circunferéncia de centro no ponto O, um
triangulo [AEF] e um quadrado [ABCD],
ambos com vértices na circunferéncia.

17.1. Otriangulo [AEF] é equilatero?
(Recorda que a soma dos angulos
internos de um triangulo é de 180°)

17.2. O triangulo representado possui
alguma simetria? Indica qual ou quais.

17.3. Que tipo de isometrias identificas no quadrado?

17.4. Indica uma rotacao que permita movimentar o ponto A do tridngulo até
ao ponto B do quadrado.

17.5. Indica dois pontos que pertencam a mediatriz do segmento de reta [BD].

Na figura esta representado o esquema de um campo de futebol onde estao
a jogar o Manuel, o José e o Filipe.

Supode que, num determinado
momento do jogo, os trés
jogadores, representados,
respetivamente, pelas letras M,
J e F, se encontram nas
posicoes representadas no
esquema e que o arbitro se
encontra a mesma distancia dos
trés jogadores.

Sera que o arbitro se pode encontrar fora da area central do campo?
Justifica a sua resposta recorrendo a instrumentos de desenho.

Considera as seguintes figuras.

K /N

(A) (B) () (D)

Para cada figura, indica uma isometria, ou composic¢ao de isometrias, que
permita transformar uma imagem na outra.
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Teste

Um cao esta preso na
extremidade de uma corda

de 30 metros, no canto inferior
de uma casa de planta
retangular, com dimensoées

10 metros por 20 metros.

Na figura, o ponto P
representa o local onde essa
corda foi fixada.

O espaco em volta da casa esta
livre de qualquer obstaculo,
COMO arvores ou muros.

20m

Ponto que fixa a corda
que prende o cachorro

20.1. Considerando o comprimento da corda, o cdo conseguira atingir o

canto oposto da casa?

20.2. Se o cao se deslocar ao redor da casa com a corda esticada ao maximo,
essa trajetoria delimitara a regido a que o cao tera acesso. Qual sera
aproximadamente a drea dessa regiao?

(A) 6751 m?
(C) 725t m?

Um cao encontra-se preso aum
sistema de corrente, conforme
ilustra a figura.

O cabo de 5 metros encontra-se a
uma altura de 50 cm.

O ponto onde o cdo esta preso a
corrente encontra-sea 20 cm do
chao e a corrente tem um
comprimento de 50 cm.

21.1. Qual a distancia maxima a que
0 cao se pode afastar do cabo.

21.2. Considera o seguinte
esquema e assinala, comrigor,
0 espaco a que o cdo tem
acesso.

21.3. Qual é a area do espacgo
determinado na alinea anterior?

(B) 7001 m?
(D) 900 m?

Estaca

Cabo Arvore

Corrente

Cao



Considera o seguinte triangulo representado no plano cartesiano.

B
L —]

A\
S )\
-6-5-4-3-2-1 T~J_ 2 3\4 5 6 7 8

Indica as coordenadas dos pontoa A, B e C, depois de aplicada uma
simetria axial, segundo a reta:

22.1. y=5 22.2.x=0 22.3.y=0

Indica, para cada um dos seguintes frisos, as isometrias presentes.

" EEEEEEEEE

(B)

A O O O O 2 02
© I ErEEHEEEEEE

0O Joao, aluno do 11.° ano, disse que uma reflexdo muda a orientacéo da
figura, mas mantém o tamanho.

Ele esta correto? Justifica.

Considera duas figuras P e Q no plano cartesiano.
A figura P é um triangulo com vérticesem A(1, 2), B(4, 2) e C(2, 5).
Afigura Q tem vérticesem A'(3, 1), B'(6, 1) e C'(4, 4).

25.1. Representa graficamente os dois tridangulos num plano cartesiano.

25.2, Verifica se os lados correspondentes tém o mesmo comprimento,
utilizando a distancia entre dois pontos.

25.3. As figuras sdo congruentes? Justifica.

25.4. Que tipo de transformacao geométrica permite transformar a figura P
na figura Q? Explica o teu raciocinio.
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2 Modelos matematicos

2.1. Crescimento populacional

2.1.1. Introducao aos modelos populacionais

A modelacao matematica é uma
ferramenta essencial na
COMpreensao e previsao
de fendmenos naturais

e sociais. Em diversas areas
do conhecimento, desde a biologia
a economia. A modelagéao permite
descrever, analisar e prever a evolucéo

de sistemas dindmicos. Um dos exemplos
mais estudados é o crescimento
populacional, que ocorre em ecossistemas
naturais, comunidades humanas e até em culturas de células em laboratério.

O termo populagao refere-se a um conjunto de indivi-
duos da mesma espécie que habitam uma determinada
regiao e interagem entre si. Na biologia, uma populacdo
pode ser composta por organismos como uma colénia
de bactérias, um grupo de lobos numa floresta ou a po-
pulacdo humana de um pais. No contexto estatistico,
populacdo pode significar qualquer conjunto de ele-
mentos passivel de estudo, como eleitores de uma ci-
dade ou veiculos em circulagdo numa rodovia.

Em ecologia, a dindmica populacional analisa variagdes ao longo do tempo, influen-
ciadas por fatores ambientais e bioldgicos. Um exemplo classico é a populacado de
presas e predadores, que pode apresentar ciclos periddicos de crescimento e de
declinio. Ja em demografia, o estudo da populacao humana avalia indicadores como
taxa de crescimento, envelhecimento populacional e distribuicdo geografica.

Presa

Populacdo

Predadores

Tempo
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2.1. Crescimento populacional

Os modelos populacionais sao representacdes
matematicas que descrevem a evolucdo do nu-
mero de individuos ao longo do tempo. Estes mo-
delos ajudam a entender padrdes de crescimento,
diminuicao e estabilidade das populacdes, consi-
derando fatores como natalidade, mortalidade,
migracao e interagcbes com o ambiente. A escolha
do modelo adequado depende da natureza do
sistema em estudo e dos objetivos da analise.

A modelagao populacional tem raizes na matematica aplicada desde
o século XVIII. Um dos primeiros modelos foi desenvolvido por Tho-
mas Malthus (1798), que propds que o crescimento populacional
ocorre de forma exponencial enquanto o0s recursos crescem de
forma linear, levando a crises de escassez. Posteriormente, Pierre-
-Francgois Verhulst aperfeicoou esse modelo ao introduzir o conceito
de capacidade de suporte ambiental, resultando no modelo logistico.  Thomas Malthus

No século XX, a modelacao populacional expandiu-se com o trabalho de Alfred Lotka
e Vito Volterra, que desenvolveram equacdes diferenciais para descrever a interacao
entre populacdes de presas e predadores. Atualmente, os modelos computacionais
e estatisticos avangados sdo amplamente utilizados para prever tendéncias demo-
graficas, avaliarimpactos ambientais e auxiliar no planeamento urbano.

Exercicios
Ano Nuamero de aves

100

° Uma populacao de aves comega com 100
individuos e cresce a uma taxa de 20% ao ano.

1.1. Completa a tabela para os primeiros 5 anos.

1.2. Ao fim de quantos anos a populacao de aves ira
ultrapassar os 300 individuos?

1.8. Escreve uma expressao que permita determinar
o numero de aves ao fim de n anos.

a|l b wOWIN|[-~]O

o Para se preparar para um exame de acesso ao ensino superior, a Rita vai aumentar
o seu estudo durante 10 dias. Para isso, resolveu estudar 30 minutos no primeiro
dia e aumentar 10 minutos nos dias seguintes ao tempo de estudo realizado no
dia anterior.

2.1. Ao fim de quantos dias o estudo da Rita ira durar mais de uma hora?
2.2. No 7.° dia qual seréa a duracao de estudo da Rita?

2.3. ARita vai estudar trés horas em algum dos dias? Justifica a tua resposta.

CVMAA11-9 1 29



2. Modelos matematicos

2.1.2. Modelos discretos e continuos de crescimento
populacional

Os modelos populacionais podem ser classificados como discretos ou continuos,
dependendo da forma como o tempo é considerado na andlise.

Os modelos discretos descrevem a populacdo em intervalos de tempo separados,
como anos ou geragdes. Um exemplo é o modelo de crescimento geométrico, em
que a populacdo num momento futuro, depende da populacdo anterior multiplicada
por uma taxa de crescimento fixada. Outro exemplo de um modelo discreto pode ser
a aplicacao ao estudo da reproducao sazonal de aves migratdérias, em que as conta-
gens populacionais séo feitas anualmente.

Os modelos continuos utilizam equac¢des diferenciais para representar mudancgas po-
pulacionais, de forma ininterrupta, ao longo do tempo. O modelo exponencial continuo,
por exemplo, descreve populagdes que crescem proporcionalmente ao seu tamanho a
cada instante. Um modelo continuo pode ser usado para modelar o crescimento de
uma cultura bacteriana em laboratério, em que a taxa de crescimento é influenciada
constantemente por fatores como a disponibilidade de nutrientes e a temperatura.

Exemplo 1

Modelo discreto — Aves migratérias

Uma espécie de ave migratdria tem reproducao sazonal. A populacao -
é contabilizada uma vez por ano. Sabe-se que, de ano para ano, o nimero F o
de aves cresce 20% em relagdo ao ano anterior. '_

Vamos determinar a populacao de aves em 2023. - 1(.v

Sabemos que o crescimento é de 20%, logo:

Em 2020, a populagéo era de 5000 aves. -, ).-#

Como o numero de aves aumenta 20% em relagdo ao ano anterior,em 2021 o
numero de aves sera:

5000 x 1,2 =6000
Analogamente, para 2022 teremos:

6000 x 1,2=7200

Ano | 2020 | 2021 | 2022 | 2023
N°deaves| 5000 | 6000 | 7200 | 8640

E, para 2023, teremos:
7200 x 1,2=8640

Em 2023, a populacéo sera de cerca de 8640 aves.
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2.1. Crescimento populacional

Exemplo 2

Modelo continuo: Bactérias em crescimento

Num laboratdério, uma cultura bacteriana cresce
continuamente. A taxa de crescimento é proporcional a
quantidade de bactérias existentes. Inicialmente, existem
200 bactérias e a taxa de crescimento é k=0,5 por hora.

Nos modelos de crescimento continuos, utilizamos
funcdes exponenciais e logaritmicas que iremos
aprofundar neste tema.

Escrevemos a funcao que representa a populacao ao fim
de t horas.

Usamos o modelo continuo:
P(t)=P,x e
Com P, arepresentar o n.° de elementos iniciais e k ataxa de crescimento da
populacgao.
Entdo, neste exemplo, o nimero de bactérias P(t) passadas t horas apés o
inicio da experiéncia, é dado por:
P () =200 x ¢***
Quantas bactérias existirdo ao fim de trés horas?
P(3)=200x¢****=200 x ¢"° ~ 896

ApOs trés horas, existirdo cerca de 896 bactérias.

Exercicio

e Para cada uma das seguintes situacdes indica, justificando, se o modelo
populacional descrito é discreto ou continuo.

(A) Uma cultura de leveduras cresce num meio com temperatura controlada, sendo
medida a cada instante.

(B) Uma populacao de peixes é medida, no final de cada época de desova, uma vez
por ano.

(C) O numero de células cancerigenas num organismo cresce continuamente ao
longo do tempo.

(D) Um bidlogo analisa a variagdo do nimero de rds numa lagoa, com contagens
feitas mensalmente.

(E) O crescimento de uma coldnia de bactérias é estudado com base em sensores
que recolhem dados a cada segundo.

(F) O numero de coelhos numa reserva é contado em cada primavera.
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2. Modelos matematicos

2.2. Modelos discretos

2.21. Crescimento linear

Como verificdamos, os modelos de crescimento procuram descrever a evolugao do
tamanho de uma popula¢éo ao longo do tempo. Nos modelos discretos, o tempo é
considerado em instantes separados (dias, meses, anos, etc.). Os dois tipos de mo-
delos discretos que vamos estudar sdo o crescimento linear discreto e 0 modelo ex-
ponencial discreto.

Crescimento linear discreto
No crescimento linear discreto, a populagédo aumenta ou diminui sempre da mesma
quantidade a cada intervalo de tempo.

Férmula: P(n)= Py+ n-r

Em que:
* P, é0 n-ésimo termo;
* P, é o primeiro termo;
* r €arazao;

* n éaordem do termo.

Exemplo 3

Um artista de ceramica produz trés obras de arte por dia. No inicio da
observacao do seu trabalho, tinha cinco obras concluidas.

O modelo de crescimento P(n)=5+3n
linear discreto é dado pela 1 1
expressdo: P(n)= 5+ 3n,
em que n representa o
numero de dias passados.

N
o

' '
1 1
—————————————————————————————————————————————————————————————————————— z
1
'
'

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

—_
(&)

-
o

Como podemos verificar no
grafico ao lado, a cada dia
que passa sao aumentadas
trés obras de arte. Os pontos
representados no grafico 0 1 5 3 4 5
pertencem a uma mesma reta n (dias)

que contém todos os pontos.

————————————————————————————————————————————————————————————————————————

N.° de obras produzidas
o1
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2.2. Modelos discretos

Exemplo 4 P(n)=10+2n

N
o
®

Uma galeria acrescenta duas o
obras novas por semana,
comegando com 10.

Y
o1
T

Modelo de crescimento linear:
P(n)= 10+ 2n

Quantas obras de arte tera a

galeria ao fim de trés

semanas? 0 1 5 3 7 5

P(3)= 10+ 2x3=16 n (semanas)
Ao fim de trés semanas, a galeriatera 16 obras de arte.

Total de obras
o

ol

Quantas semanas sao necessarias decorrer para a galeria ter 22 obras de arte?
P(n)=22 < 10+ 2n=22 < 2n=12 < n=6
Para a galeria ter 22 obras de arte serd necessario decorrer seis semanas.

Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Fibonacci foi um matematico italiano do século Xlll, conhecido por introdu-
zir na Europa o sistema de numeracao hindu-arabico e, principalmente, pela famosa
sequéncia a qual se atribui o seu nome. A sequéncia de Fibonacci é uma sucessao
numeérica em que, cada termo, é a soma dos dois anteriores, comecandopor 0 e 1:
0,1.1,2,3,5, 8, 13... Essa sequéncia aparece em diversos fendmenos da
Natureza, como o arranjo de folhas nas plantas e a espiral nas conchas, sendo um
exemplo fascinante da ligacao entre a matematica e o mundo natural.

Como referido, a sequéncia de Fibonacci é uma famosa sucessdo numérica em que
cada numero € obtido pela soma dos dois anteriores, revelando padrdes surpreen-
dentes presentes na Natureza, na arte e na matematica.

n (posicado) | F(n) (n-ésimo termo)
0 0
1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34
10 55
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2. Modelos matematicos

Formula da sequéncia de Fibonacci:
Para n>2:
F(n)=Fn-1)+F(n-2)

Com condic¢des iniciais:
F(©0)=0
F(1)=1

Exercicios

o Qual é o termo de ordem 12 da sequéncia de Fibonacci?

e Na sequéncia de Fibonacci existe algum termo cujo valor € 107 ? Justifica a tua
resposta.

—

2.2.2. Progressao aritmética

Quando algo cresce sempre da mesma maneira, ou seja, € acrescentado o mesmo
valor em cada etapa, dizemos que esse crescimento é linear. Isso acontece, por
exemplo, quando recebemos um valor fixo por semana ou somamos 0 mesmo nu-
mero a cada dia.

E justamente esse tipo de padrdo que estudamos com a progressao aritmética.

Exemplo 5

Imagina que a Ana decide poupar 10 escudos
por semana. Na primeira semana ela tem

10 escudos, na segunda 20 escudos, na
terceira 30 escudos, e assim por diante.

O valor que a Ana tem forma uma sequéncia:

10, 20, 30, 40, ..

Neste caso, o valor aumenta sempre mais 10. Isso é uma progressao
aritmética.
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2.2. Modelos discretos

Definicao de progressao aritmética (PA)

Uma progressao aritmética é uma sequéncia numérica em que cada termo, a partir
do segundo, é obtido somando (ou subtraindo) um namero fixo ao termo anterior.
Esse numero fixo é chamado de razao da PA (representado por r).

Uma progressao aritmética é crescente quando a sua razao é positiva.

Exemplo 6

A progressao aritmética 2, 4, 6, 8, 10, ... éuma progressao aritmética
crescente derazao r=2, em que o primeiro termo é também 2.

Uma progressao aritmética é decrescente quando a sua razao é negativa.

Exemplo 7

A progressao aritmética 100, 90, 80, 70, .. € uma progressao aritmética
decrescente derazdo r=- 10, em que o primeiro termo é também 100.

Uma progressao aritmética é constante quando a sua razao é zero.

Exemplo 8

A progressao aritmética 7, 7, 7, 7, .. € uma progressao aritmética
constante de razdo r=0, em que o primeiro termo é também 7.

Exercicios
e Completa os préximos trés termos da progressao aritmética: 3, 6, 9, ...

0 A sequéncia 20, 17, 14, ... é uma progressao aritmética? Se sim, qual é asua
razao e qual é 0 7.° termo?

e Numa progressao aritmética, o primeirotermo é 4 earazdoé 3. Qualéo
10.° termo?

0 Numa progressao aritmética, o primeiro termo é 29 earazdaoé — 3 .Qualéo
6.° termo?

O termo geral é uma férmula que permite encontrar qualquer termo de uma progres-
sao aritmética sem precisar de calcular todos os anteriores.
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Formula do termo geral de uma progressao aritmética
P,=P,+(n - 1)xr

Em que:
* P, é 0 n-ésimo termo;
* P, é o primeiro termo;
* r éarazao;
* n éaordemdo termo.

Exemplo 9

O Joao vive em Sao Vicente e quer juntar dinheiro para ir a cidade da Praia no
proximo ano. Ele decide comecar a poupar 1000 escudos no primeiro més,
aumentando esse valor em 500 escudos a cada més.

A sequéncia da poupanca mensal do Jodo forma uma progresséao aritmética:
1000, 1500, 2000, 2500, ..
Primeiro termo: P, =1000
Razéo: r= 500
Se quisermos saber quanto o Joao vai poupar no 6.° més, usamos a férmula do
termo geral:

P;=P,+(6-1)-r < P;=1000+5x500 < P,=1000+ 2500 <

& P;=3500 escudos

Exercicios

@ Numa progressao aritmética, temos P,=100 e r=-5. Qual é o valor do
20.°termo?

0 Uma vendedora no mercado de Assomada vende pratos de cachupa. No primeiro
dia, elavendeu 10 pratos e, em cada dia seguinte, ela conseguiu vender dois
pratos a mais do que no dia anterior. Quantos pratos vendera no 7.° dia?

Quando queremos saber a soma de varios termos seguidos de uma progressao arit-
meética usamos a formula da soma dos n primeiros termos.

Formula da soma dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética (S,)
P, +P,

S, = 5 XN
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Exemplo 10

Dada a progressao aritmética: 3, 6, 9, 12, 15...
A soma dos cinco primeiros termos é:

P,+P
S, = 1t 5x5=3+15

5 5 x5=45

Exercicios

@ Uma sequéncia aritmética comegcaem 2 etemrazdao 3. Qual é asomados
10 primeiros termos?

@ Numa progressao aritmética temos: P,=50, r=-5. Calculaasoma dos seis
primeiros termos.

Em Mindelo, um jovem junta 4000 escudos no 1.° més e aumenta o valor poupado
\__ em 300 escudos por més. Quanto tera juntado ao fimde 12 meses?

2.2.3. Crescimento/decaimento exponencial

No crescimento exponencial discreto, a populagdo é multiplicada por uma taxa
constante a cada periodo.

Formula: P(n)= Pyer"
Em que:
* P(n) é apopulacdo noinstante n;
* P, é apopulacgao inicial;
* réarazao (r>1 paracrescimento; 0 <r<1 para decrescimento);
* n € o numero de periodos.

Exemplo 11

Um canal de video tem 100 visualizagdes iniciais e cresce 10% por més.
O modelo de crescimento linear exponencial € dado pela expresséao:

P(n)=100x 1,1 P(n)=100+1,1"

Como podemos verificar, no grafico 180 | |

ao lado, a cada més que passa @ 128

aumenta o numero de visualizagdes. ‘8, 170 3

Como o aumento ndo ¢ linear, os S 100

pontos representados no grafico g 28

nao estdo alinhados numa mesma > 40

reta, mas sim numa linha com uma 20

ligeira curvatura. 10 ‘ ‘ | ‘ ‘
0 1 2 3 4 5

n (meses)
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Exemplo 12

Uma publicacao é partilhada 50 vezes Exemplo exponencial 2: P(n) =50 x 1,5"
(e F numa rede social. O nimero de partilhas 250t .
s dessa publicacdo aumenta 50% por dia: @ 225f
Progressdes n 8‘ 200¢
aritméticas e P(n) =50x1,5 o 175} I
termo geral 8 150}

Quantas partilhas terdo sido realizadas S 125 pe

ao fim de dois dias? E ao fim de quatro € 1007

. B 75+ v
Soma de termos dias? z
consecutivos de ) 50¢
uma progressao P(2)=50%x15"=50%x2,25=112,5 -
anmencs 2 00 0510 15 20 25 30 35 40
-' P(4)=50x1,5"=50x5,0625 = 253,125 n (dias)

Ao fim de dois dias, terdo sido realizadas cerca de 113 partilhas e, ao fim de
quatro dias, cerca de 253 partilhas.

Como verificdmos nos exemplos anteriores, o crescimento exponencial discreto
ocorre quando uma quantidade aumenta a uma taxa fixa multiplicativa em
intervalos regulares. Ou seja, multiplica-se por um mesmo numero a cada passo.
Mas o decaimento exponencial discreto ocorre quando uma quantidade diminui
a uma taxa fixa multiplicativa em intervalos regulares, como no préoximo exemplo.
O tipo de modelo exponencial discreto em que a quantidade diminui € comum

em situacdes como: eliminacdo de remédios do organismo; perda de valor de
um carro; decaimento radioativo, entre outras.

Exemplo 13

Supde que uma pessoa toma 800 mg de um medicamento e, a cada hora, o
corpo elimina metade da quantidade. Isso representa uma diminuicao
exponencial comrazao q=0,5.

Tempo (horas) | Quantidade (mg) | Calculo
0 800 800x0,5° 5
1 400 800x 0,5 £ 800 P(M=2x05"
2 200 400 x 0,52 3 7001
3 8 600},
3 100 200x 0,5 S 500f
c \
4 50 100x0,5" S 400} &
5 25 50 x 0,5° @ 300}
200f %
Neste exemplo, o modelo de decrescimento € dado 100 “\,_*
por P(n)=800x0,5". Os pontos estdo alinhados 0 12345 6
numa curva, mas com sentido decrescente. Tempo (horas)
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2.2. Modelos discretos

Crescimento/decaimento exponencial e progressao geométrica

As progressdes geométricas sdo sequéncias numeéricas em que cada termo € obtido
multiplicando o anterior por uma constante fixa, chamada razdo. As progressdes Q Diaita

geométricas estao diretamente ligadas aos modelos de crescimento ou decaimento Video

exponencial, pois representam situacdes em que a variacao ocorre de forma multipli-  Resolugéo de
. ~ . oblemas

cativa ao longo do tempo, como no aumento de populagdes, juros compostos ou Zﬁvowendo

eliminagdo de medicamentos no corpo. D o

OF5

2.2.4. Progressao geométrica

Uma progressao geométrica é uma sequéncia em que cada termo, a partir do se-
gundo, € obtido multiplicando o termo anterior por um nimero fixo chamado razao
(representado por r ).

Exemplo 14

2,4,8, 16, .. éuma progressao geométricaderazdo r=2.
P3=P,x2=8 P,=P;x2=16
Exercicios

@ Dada a progressao geométrica: 3, 6, 12, ... qual é 0 5.° termo?

@ Dada a progressdo geométrica 81, 27, 9, ... qual é arazao? E qual é 0 6.° termo?
—

Formula do termo geral da progressao geométrica

Para calcular qualquer termo de uma progressao geométrica sem precisar listar
todos os anteriores, utilizamos a formula do termo geral, que permite identificar di-
retamente o valor de um termo em qualquer ordem da sequéncia.

P,=P,xr""

Em que:
* P, € 0 n-ésimo termo;
* P, € o primeiro termo;
* r éarazao;

* n éaordem do termo.
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Exemplo 15

Dada a progresséao geométricacom P, =2 e r=3, vamos determinar o 5.° termo.

P.=2x3°"'=2x3'=2x81=162

Exemplo 16
Dada a progressao geométricacom P, =10 e r=0,5, vamos determinar o
4.°termo.
P,=10x0,5°=10x0,125=1,25
Exercicios

Q Uma progressao geométrica tem como termo inicial 5 erazao 2. Qual é o0 7.° termo?

@ Uma publicacdo numa rede social comecga com trés partilhas. A cada hora, o
numero de partilhas triplica. Quantas partilhas tera a publicacado apés cinco horas?

@ Uma progressao geométrica comecga com 1000 e é dividida por 10 a cada passo.
Qual é 0 6.° termo?

—

Quando precisamos saber o total acumulado dos primeiros termos de uma progres-
sdo geomeétrica, utilizamos a férmula da soma dos n termos, que permite calcular o
valor total de uma sequéncia com crescimento (ou decaimento) multiplicativo.

Soma dos n termos de uma progressao geométrica

n

1-r
Sn = P1 X ﬁ
Exemplo 17
Dada a progressao geométrica: 2, 4, 8, 16, 32, .., vamos determinar a
soma dos cinco primeiros termos:
au1=2° . 1-32_ _
S;=2x T—5 =2X ) =2x31=62

Verificagdo: 2+4+8+16+32=62

Exercicios

@ Calcula a soma dos seis primeiros termos da progressao geométrica: 3, 6, 12, ..

Considera uma progressado geométrica com termo inicial de 1000 e razao igual a
0,5 . Qual é a soma dos quatro primeiros termos da progressao?

—
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2.3. Modelos continuos

Apos compreendermos os modelos discretos, que descrevem a evolugao de siste-
mas em intervalos separados de tempo (como anos, meses, dias ou horas), vamos
agora estudar os modelos continuos.

Os modelos continuos sdo modelos matematicos que permitem descrever situacdes
em que as variacdes ocorrem de forma ininterrupta ao longo do tempo. Em vez de
observar o sistema apenas em momentos especificos, como nos modelos discretos,
nos modelos continuos consideramos que o tempo flui de maneira continua, permi-
tindo representar mudancas instanténeas e mais detalhadas.

Esse tipo de modelacao é essencial em fendmenos como:
* o0 crescimento de populacdes bacterianas em laboratério;
* aevolugdo de doencas;
* aacumulacao de capital com juros compostos continuos;
* a difusao de calor ou substéancias.

Caracteristicas dos modelos continuos
« utilizam funcdes matematicas continuas, como exponenciais, logaritmicas ou
logisticas;
* sdo frequentemente expressos por equacgoes diferenciais, que relacionam uma
variavel com a sua taxa de variagao no tempo;
° permitem maior precisao na previsao e analise de sistemas dindmicos em tempo real.

Nestas situacdes, a evolugcdo em cada instante é importante porque as mudancas
ocorrem de forma continua e podem ter efeitos significativos mesmo em curtos pe-
riodos de tempo.

Por exemplo, no crescimento de bactérias ou na propagacado de uma doenca, peque-
nas variacdes, a cada momento, podem alterar drasticamente o comportamento do
sistema em pouco tempo. A modelacéo continua permite captar essas variacdes ins-
tantaneas, oferecendo uma descricdao mais fiel e Gtil para a tomada de decisdes em
tempo real.

Crescimento continuo
de uma cultura de bactérias

Exemplo 18
o 22000 Py = 200 x
O grafico ao lado representa o :g 2000}
crescimento continuo de uma 5
cultura de bactérias ao longo do % 15001
tempo. A curva mostra como a 'g 1000}
populacdo aumenta de forma ]
acelerada, refletindo o caracter § 500¢
exponencial do modelo continuo. i i i i i
0 1 2 3 4 5

Tempo (horas)
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2. Modelos matematicos

Exemplo 19
O gréfico ao lado representa a Propagacdo de uma doenca com ponto critico
propagacao de uma doenca ,, 1000} '
segundo um modelo logistico. A 2 ool i
curva mostra um crescimento % ;
s . v . . Y ]
rapido no inicio, atingindo um £ 600} :
soe () 1
ponto critico (destacado a S 400t H
o
vermelho), em que a taxa de 5 i _
contégio é mais acelerada. Apds E 2001 11— Modelo logistico
. =z 1 |[-=-Ponto critico
esse ponto, o crescimento - L I - -
0 1 2 3 4 5

desacelera a medida que a
populacéo infetada se aproxima
do limite maximo (capacidade de infecao). Este tipo de modelo continuo é
essencial para identificar momentos criticos e agir preventivamente na gestao
de surtos.

Tempo (dias)

2.3.1. Modelo linear continuo

O modelo linear continuo descreve situacdes em que uma quantidade varia a uma
taxa constante ao longo do tempo. Diferente do modelo exponencial, em que a mu-
danca depende do valor atual, neste modelo o crescimento ou decrescimento acon-
tecem de forma uniforme. Esse tipo de modelacao é util para descrever processos
com variagao constante, como o enchimento de um tanque com fluxo constante ou o
aumento linear de temperatura.

Foérmula do modelo linear continuo
A equacao geral do modelo linear continuo é:
P(t)=Py+rxt

Em que:
* P(t) é aquantidade noinstante no t;
* P, é ovalorinicial (quando t=0);
* r é ataxa de variacao constante;
* t é otempo.

Quando r> 0, verifica-se crescimento, P(t) aumenta a medida que t aumenta.

Quando r<0, verifica-se decrescimento, P (t) diminui a medida que t aumenta.
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Exemplo 20

Enchimento de um reservatoério

Um reservatério comeca com 50 litros de agua e recebe 10 litros por hora. A
funcao que descreve a quantidade de agua no reservatoério ao longo do tempo é:

P(t)=50+10t

Quantidade de agua no reservatério
(modelo Ilnear contlnuo)

60} ot 62,2La0373 mln
60 Laos 60 mm

YAV

A
2 NN AN YR

'}

Quantidade de agua
o1
O
A =

7

e

—
o
=

7 A S e W)
-

O 1 2 3 4 5 6 7 8
Tempo (horas)

Ao fimde 1 hora (60 minutos): P(t)=50+10x 1 =60
O reservatorio tera 60 litros de agua.
Ao fim de 73 minutos (1,22 horas): P(t)=50+10x1,22=62,17
O reservatorio tera aproximadamente 62,2 litros de dgua.
Este exemplo mostra como o modelo linear continuo permite calcular
facilmente a quantidade em qualquer instante, mesmo fora dos multiplos

exatos de tempo. O gréfico acima mostra que a quantidade de dgua aumenta
de forma linear e constante com o tempo.

Exemplo 21

Perda de temperatura

Um corpo aquecido a 80 °C é colocado numa sala a 20 °C e perde calor a uma taxa
constante de 5 °C por minuto. A temperatura T (t) do corpo ao fimde t minutos é:

T(t)=80 -5t (com T(t)>20)

Temperatura do corpo apds seis minutos:
T(6)=80-5%x6=50°C

Apos seis minutos, a temperatura do corpo sera de 50 °C.
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2. Modelos matematicos

Tempo para que o corpo atinja a temperaturade 20°C:
T(H)=20 < 80-5t=20

& —5t=20-80

& —-5t=-60
t=12

L
L

Ao fim de 12 minutos, o corpo atinge a temperatura de 20 °C.

Exemplo 22

Um tanque de agua tem, inicialmente, 120 litros. Um sistema de bombeamento
comeca a retirar agua a razao constante de oito litros por minuto.

a) Escreve a funcao que representa a quantidade de agua no tanque, ao fim de
t minutos.

b) Qual sera a quantidade de dgua apés 10 minutos?
c) Apés quanto tempo o tanque ficara vazio?
d) Representa graficamente a funcéo.
Resolucao
a) Modelo linear continuo: P(t)=120 — 8t
b) P(10)=120-8x10=120-80=40
Apds 10 minutos a quantidade de 4gua serd de 40 litros.

c) O tanque fica vazio quando P(t)=0.
P(t)=0 < 120-8t=0

L
A=

~

-8t=-120

-120
-8

t=15

t=

O tanque fica vazio ao fim de 15 minutos.

d) Quantidade de dgua no tanque ao longo do tempo

N ]
s 120 |
& 100} |
()] |
T4 80f 1
QO !
[ £ 60} I
T = |
B 40 P(t)=120-8t !
S 20H-- Tanql_Jevazio aos d
(] 15 min . PN

0O 2 4 6 8 10 12 14 16
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2.3. Modelos continuos

Exercicios

@ Uma fabrica produz 150 pecas por hora. No inicio da produ¢ao de um dia ja
existiam 300 pecas prontas.

22.1. Qual é afuncao que representa o total de pecas ao fim de t horas?
22.2. Quantas pecas havera ao fim de cinco horas?
22.3. Ao fim de quantas horas havera 1500 pecas?
@ Um medicamento no sangue é eliminado a uma taxa constante de 2 mg por hora.
Se adose inicial ¢ de 40mg:
23.1. Escreve a expressao da quantidade restante ao fim de t horas.
23.2. Quando restaréo apenas 10 mg no organismo?
23.3. Representa graficamente a funcéo.
@ A temperatura de um liquido aumenta a uma taxa constante de 3 °C por minuto.
Se a temperatura inicial do liquido é 18 °C:

24.1. Qual serd atemperatura do liquido ao fimde 12 minutos?

\__24.2. Apods quanto tempo o liquido atinge 39 °C ?

Construcao de um modelo linear continuo

A modelacao linear continua permite-nos representar situacdes do quotidiano com
crescimento ou decréscimo constantes. Quando temos dados organizados em ta-
bela (por exemplo, tempo e quantidade), podemos verificar se existe uma variacao
constante entre os valores. Se essa variacao for regular, podemos ajustar um mo-
delo linear continuo a situagao.

O processo segue trés passos simples:

1. Verificar a taxa de variacao entre os dados — se for constante, € um bom indicio
de modelo linear.

2. ldentificar o valor inicial — normalmente associado ao instante t=0 .

3. Construir a funcao daforma: P(t)=P,+rxt

Este método é util para prever valores futuros, estimar quando algo ira acontecer,
ou compreender o comportamento de um fenémeno ao longo de um periodo de
tempo. E uma das formas mais acessiveis e praticas de aplicar a matemaética ao
mundo real.
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2. Modelos matematicos

Exemplo 23

Uma empresa regista o numero total de encomendas entregues ao longo dos
dias. Os dados recolhidos sao:

Dia Encomendas entregues
120
145
170
195
220

O h WON =

1. Verificar se ha crescimento linear

Vamos verificar se o numero de encomendas cresce sempre na mesma razao:
* Dia2-Dia1: 145-120=25

* Dia3-Dia2: 1770 -145=25

* Dia4-Dia3: 195-170=25

* Dia5-Dia4: 220-195=25

O crescimento é constante: aumenta 25 encomendas por dia.

1. ldentificar o valor inicial:
P (0) =120 (no primeiro dia)

2. Construir a fung¢ao da forma:
Usamos a férmula do modelo linear continuo:
P(t)=Py+rxt
P(t)=120+25xt (comtem dias desde o dia 1)

Exercicios
@ Numa estufa regista-se a altura de uma planta durante os Altura
primeiros dias de crescimento. Dia

(cm)

25.1. Verifica se o crescimento € linear. 0 5

25.2. Escreve o modelo linear que representa a altura da planta 1 8

em fung¢ado do tempo. 2 11

25.3. Usa 0 modelo para prever a altura ao fimde 10 dias. 3 14

146



2.3. Modelos continuos

@ Um liquido arrefece a uma taxa constante. A temperatura é medida em diferentes

momentos.
Tempo (min) | Temperatura (°C)
0 90
2 84
4 78
6 72

26.1. Confirma se o arrefecimento é linear.
26.2. Determina a equacao que modela a temperatura do liquido ao longo do tempo.

26.3. Qual serd atemperatura ao fimde 10 minutos?

(__ 26.4. Ao fim de quantos minutos a temperatura sera 30°C?

2.3.2. Modelo exponencial continuo

O modelo exponencial continuo descreve situagdes de crescimento ou decresci-
mento muito rapido. Esse tipo de comportamento é comum em fendmenos como:

* crescimento de populacdes bacterianas;

* propagacao de virus;

* juros compostos continuos;

* decaimento radioativo;

* crescimento de investimentos.

Enquanto no modelo linear a variagao é constante, no modelo exponencial ela é pro-
porcional a quantidade existente.

Modelo exponencial continuo
A quantidade varia proporcionalmente ao seu valor atual.
Férmula:
P(t)=P,xe™", sendo r constante
Aqui, r representa a taxa de crescimento ou decréscimo relativa:

Quando r>0, verifica-se crescimento exponencial, P(t) aumenta a medida que
t aumenta.

Quando r<0, verifica-se decrescimento exponencial, P (t) diminui a medida que
t aumenta.
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2. Modelos matematicos

O numero de Neper: ¢

O nuimero e (aproximadamente, 2,718) é uma constante matematica irracional que
aparece em muitos fendmenos de crescimento continuo.

Assim como o nimero 1t esta associado aos circulos, o nimero e estd associado ao
crescimento continuo e aos logaritmos naturais.

Por exemplo:
* se um capital cresce com juros compostos continuamente, a formula inclui e;
* se uma bactéria se divide continuamente, o seu crescimento segue um padrao
que envolve ¢,

A utilizacdo do numero de Neper (e) permite modelar a variacdo em cada instante
com extrema precisao.

Exemplo 24
Crescimento exponencial (com grafico)
Uma cultura de bactérias comega com Crescimento exponencial de bactérias
100 células e cresce continuamentea g -
= |— P(t) = 100 x €°
uma taxa de 70% por hora. ‘@ 3000
© I
A funcdo que descreve esse 3 2500
crescimento é: 2 20007}
P(H)=100x¢""" g 1500¢
81000}
Neste crescimento exponencial, o ‘g 500}
grafico mostra que a populacao & 0 ] 5 3 7 5

cresce lentamente, no inicio, e depois Tempo (horas)
acelera rapidamente.

Exemplo 25
Decaimento exponencial
Um medicamento é administrado no Decaimento de medicamento no organismo
organismo com uma dose inicial de 3
800 mg . A quantidade no sangue '@ 800 |—P(t)= 100 x ¢**
decresce continuamente a uma taxa de _§ ggg i
30% por hora. 8 500}
A funcdo que descreve essa eliminacio é: § ggg [
P(t)=800x ¢ o Ezoo-
O gréfico mostra uma rapida reducéo § 1007

inicial da quantidade, que depois vai 0 2 4 6 8 10
. . Tempo (horas)
diminuindo cada vez mais lentamente.

148



2.3. Modelos continuos

Exemplo 26

Crescimento exponencial
Um investimento de 5000 € cresce com uma taxa continua de 5% ao ano.
A féormula é:

P (t) = 5000 x ¢>*°**

A tabela seguinte mostra o valor do investimento ao longo de cinco anos:

Tempo (anos) | Valor (€)
0 5000,00
~ 5256,36
~5525,85
~5809,17
= 6107,01
% 6420,13

G| AW IN|(=

Este exemplo mostra como o capital cresce, de forma cada vez mais
acentuada, ao longo do tempo.

Exercicios

@ Num lago isolado, a populacao de peixes era de 300 e cresce continuamente a
uma taxa de 12% ao ano.

27.1. Escreve afuncdo P(t) que representa a populagdo, ao fim de t anos.
27.2. Qual sera a populagdo ao fim de cinco anos?
27.3. Apds quantos anos a populacao duplicara?

@ A populacao de uma cidade era de 120 000 habitantes em 2020. Estima-se que
cresca continuamente a uma taxa de 1,8% ao ano.

28.1. Determina afuncdo que descreve a populagdo P(t), com t em anos desde 2020.
28.2, Estima a populagéo em 2030.

28.3. Em que ano a populacao atingirda 200 000 habitantes?

149




2. Modelos matematicos

. Gréfico da quantidade de um recurso
@ O gréfico ao lado mostra a ao longo do tempo
quantidade de um certo recurso °
natural (em unidades) ao longo do ® 1000f: | P() = 1000 x ¢ 0%
tempo (em dias), modelada por § sool
uma funcao exponencial continua. °
Responde as seguintes questdes g 600§
Y- 'c
com base no grafico. § 200}
29.1. Estafuncao representa um % 200}
crescimento ou um &
decréscimo? 0 5 2 6 8 10
. s Tempo (dias)
29.2. Qual era a quantidade inicial do recurso?
29.3. Estima a quantidade do recurso ao fim de quatro dias.
29.4. O que acontece a quantidade do recurso a medida que o tempo avanca
indefinidamente?
29.5. Em que intervalo de tempo a quantidade passou de 1000 para
aproximadamente 500 unidades?
29.6. A quantidade do recurso alguma vez sera igual a zero? Explica.
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O gréfico ao lado mostra como a Arrefecimento do café ao longo do tempo

temperatura de um café servido a
95 °C diminui ao longo do tempo, 90 | —T(t)=22+{95 - 22} x ¢ ** |
numa sala com temperatura S 80
constante de 22 °C. A variagédo = 70}
segue um modelo de decaimento 3 60
exponencial continuo. Responde g 50
as seguintes questdes com base g— 40
no grafico. Ko} 30¢
20f
30.1. Qual é a temperatura inicial 10t
do café no instante t=07? 0 j j . . | i | .
o 00 25 50 75100 15,0 20,0
(A) 22°C 12,5 17,5
(B) 0°C Tempo (minutos)
(C) 73°C
(D) 95°C
30.2. O que acontecera a temperatura do café ao longo do tempo?

(A) Atingira zero graus.

(B) Ird subirap6s 10 minutos.

(C) Ird aproximar-se dos 22 °C sem nunca os ultrapassar.
(D) Oscilara entre 22°C e 95°C.



2.3. Modelos continuos

Construcao de um modelo exponencial continuo

A modelagao exponencial continua permite-nos representar situacdes do quoti-
diano, em que ha crescimento ou decréscimo proporcional da quantidade exis-
tente. Quando temos dados organizados em tabela (por exemplo, tempo e quanti-
dade), podemosverificar se ataxadevariacdoaumenta oudiminui progressivamente,
indicando que a mudancga depende do valor atual.

Se esse comportamento for identificado, podemos ajustar um modelo exponencial
continuo a situacao.

O processo segue quatro passos simples:
1. Identificar o valor inicial, geralmente no instante t=0.

2. Verificar a variacao relativa entre os dados (se o valor se multiplica de forma con-
sistente, é um indicio de comportamento exponencial).

3. Construir a fungao da forma:
P(t)=POX€rXt

em que r representa a taxa de crescimento (se positiva) ou decréscimo (se ne-
gativa).

4. Verificar a consisténcia do modelo para os restantes valores existentes.

Este modelo é fundamental para prever evolucdes rapidas (como crescimento de po-
pulacdes, investimentos ou decaimento de substancias), ajudando-nos a interpretar
o comportamento dinamico de fendmenos reais ao longo do tempo.

Exemplo 27

Uma empresa esta a crescer rapidamente e o numero de clientes é registado
ao longo de varias semanas.

Tempo (semanas) Numero de clientes
t P(t)
0 500
2 745
4 1110

Objetivo: Ajustar um modelo exponencial continuo a forma:

P(t)=Pyxe™"

Passo 1: Identificar P,
Do valor inicial, sabemos que: P,=P (0)=500.
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Passo 2: Verificar a variacao relativa
Usamos o ponto (t=2, P(2)=745)
745=500x ¢ *?

745 500 x ¢ 2
500 500

1,49 =¢"?
Aplicamos o logaritmo natural (explicado na pagina 156):

IN(1,49)=2r = r= 'n(12.49) N 0,2298

~ 0,199

Passo 3: Escrever o modelo
P (t)=500x ¢*"*!

Passo 4: Verificacao com t=4
P(4)=500x ¢*"*°"* ~ 500 x ¢*"*®* ~ 500 x 2,217 ~ 1108,5

Como o valor obtido esta préximo de 1100, podemos validar o modelo.

Exercicio

@ Um investigador acompanha a propagac¢ao de uma
planta invasora num parque natural. Ao longo de varias
semanas, regista a area coberta (em m?) pela planta.

Tempo (semanas) t | Area coberta A(t) (m?)
0 200
2 302
4 456

31.1. Verifica se é adequado usar um modelo exponencial continuo. Justifica.

31.2. Considerando que o crescimento é exponencial, determina a funcéo A() =A,x "
que ajusta os dados.

31.3. Estima a area coberta ao fim de seis semanas.

31.4. ApOs quantas semanas a area coberta pela planta ultrapassara os 1000 m2 ?

2.3.3. Modelo logaritmico continuo

Antes de comecarmos a estudar o modelo logaritmico continuo, vamos aprofundar
(ou recordar) o que € um logaritmo, para compreendermos o seu funcionamento e
como ele se aplica a modelacdao matematica.
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Logaritmos

Um logaritmo é o inverso da potencia¢ao. Quando temos uma poténcia como:
10°=1000

o logaritmo responde a pergunta: “a que expoente devo elevar 10 para obter 1000 ?"

Aresposta é:
log,,(1000)=3

Ou seja, o logaritmo decimal (ou comum) de 1000 é 3, porque 10°=1000.

Defini¢ao geral:
log,()=y < b'=x

Em que:
* b é abase do logaritmo (niUmero que esta a ser elevado);
* X éoresultado da poténcia;
* y é 0 expoente que procuramos.

Exemplos simples:
* log,, (100)=2, porque 10°=100.
* log, (8)=3, porque 2°=8.
* logs (25)=2, porque 5°=25.
* log; (1) =0, porque qualguer nimero elevadoa 0 é 1.
* log,(a)=1, paraqualquer a>0.

Exercicio
@ Calcula os seguintes logaritmos.

32.1. log,, (1000) 32.2. l0g,(32) 32.3. log, (1)
32.4. log, (49) 32.5. log; (5)

Logaritmos especiais

Logaritmo decimal: log (x)

* O logaritmo decimal, representado por log (x), é ologaritmo de base 10 e
indica o expoente ao qual devemos elevar 10 para obter um determinado
ndmero.

Exemplo 28

log (10 000) =4, porque 10*=10000
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Logaritmo natural: In (x)
O logaritmo natural, representado por In(x), é o logaritmo de base ¢ (onde e~ 2,718)
Q Manual e € amplamente utilizado em fenbmenos de crescimento e decréscimo continuos na
Digital

Natureza e na matematica.

Atividade
Crescimento
exponencial

Exemplo 29

*In(e)=1, porque e¢'=e
*In(1)=0, porque ¢°=1

Exercicio

@ Calcula os seguintes logaritmos.
33.1. log (0,01) 33.2.1n(1) 33.3.1n (¢°)
(___ 33.4.10g (100 000) 33.5.1n(¢7?)

Modelo logaritmico continuo

Em certos fendbmenos, o crescimento é rapido no inicio e vai abrandando ao longo
do tempo, como:
* diminuicdo da perce¢ao de som ou luz;
* a saturacdo de uma rede social ou plataforma (o numero de novos utilizadores
tende a estabilizar);
* diminuicdo da velocidade de uma rea¢cao quimica, com o passar do tempo.

Nesses casos, ajustamos um modelo logaritmico continuo, geralmente da forma:
P(H)=axIn(t)+b

Em que:
* P(t) representa a varidvel no tempo t;
* a indica o “ritmo” de crescimento;
* b é o valor-base (ou ponto de partida).

Exemplo 30

Percecao do som (escala de decibéis)

O ouvido humano nao percebe o som de forma linear, mas sim logaritmica: um
som 10 vezes mais intenso nao parece 10 vezes mais alto. O nivel sonoro é
medido numa escala logaritmica.

Modelo:

L=10><|og<li)

0
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Significado das variaveis:
* L é o nivel sonoro em decibéis (dB);
* | éaintensidade do som medida (em watts por metro quadrado);

* |, € aintensidade de referéncia (geralmente, o menor som que o ouvido
humano pode perceber).

Exemplo 31

Saturacao de utilizadores numarede

Quando um novo servico ou aplicacao é lancado, o numero de utilizadores
cresce rapidamente no inicio, mas esse crescimento abranda com o tempo.
Este € um comportamento tipico de um modelo logaritmico.

Modelo:
Ult)y=axIn(t)+b

Significado das variaveis:

* U(t) é onumero total de utilizadores ao fim de t unidades de tempo;
* t é otempo desde o lancamento da plataforma;

* a é oritmo inicial de crescimento dos utilizadores;

* b é o numero inicial de utilizadores (os fundadores, beta testers, etc.).

Exemplo 32

Crescimento logaritmico de utilizadores

Uma nova aplicacao foi lancada e registou um crescimento rapido nas
primeiras semanas. O numero de utilizadores ao fim de t semanas é modelado
pela funcéao:

P(t)=120xIn(t)+ 300

* Quantos utilizadores havia ao fim de uma semana?

P(1)=120xIn(1)+300=0+300=300

Ao fim de uma semana, havia 300 utilizadores.

* Quantos utilizadores havia ao fim de quatro semanas?

P(4)=120xIn(4)+ 300~ 120 x 1,386 + 300 ~ 166,32 + 300 ~ 466,32

Ao fim de quatro semanas havia cerca de 466 utilizadores.

155



Manual
Digital

Atividade
Crescimento
logaritmico

2. Modelos matematicos

* A partir de que semana o numero de utilizadores ultrapassa 6007?
P(t)>600
120 xIn(t)+300>600 =

300
In (¢t) >m

In(t)>25 =

t>e®®

Como ¢*° ~ 12,18, o ntimero de utilizadores ultrapassa 600 na 13.2 semana.

Modelo logaritmico continuo - Utilizadores de uma aplicagao
i i i i i i
600 . - - - + ,:/
2 ‘ ‘ ‘ !
5550 S S R
2 '
T 0] e S P <t e e
E :
© A0 e 4| 77777777
S :
5400 i
= \ : : :
Z 350 — P() =120 x In(t) + 300 : 77777777
300k / |==- 600 utilizadores J: ,,,,,,,,
e-- ta 121 | |
< ‘ t ' 8 sen'wanas . ‘ i
0 2 4 6 8 10 12

Tempo (semanas)

O grafico mostra um crescimento rapido no inicio, que abranda com o tempo,
tipico de um comportamento logaritmico.
Exercicios

@ O ndmero de utilizadores registados numa plataforma segue o modelo:
U =150xIn(t)+ 500
em que t>0 representa o tempo em semanas ap6s o langamento.
34.1. Quantos utilizadores havia, ao fim de uma semana?

34.2. E ao fim de cinco semanas?

34.3. A partir de que semana o numero de utilizadores ultrapassa 1000 ?
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@ Um organismo cresce de acordo com o modelo:

Pt)=90xIn(t+1)
35.1. Qual é a populacgao inicial do organismo?
35.2. Qual seréd a populacdo ao fim de trés dias?

35.3. O crescimento da populacao é constante? Justifica a tua resposta.

@ Afuncao P(t)=80xIn(t)+ 150 representa o nimero de pessoas interessadas
num novo produto ao longo de t dias.

36.1. Qual éovalorde P(1)?
(A) 80 (B) O
(C) 150 (D) 230

36.2. O que representa a constante 150 na fungao?

@ O grafico seguinte representa a evolugao da popularidade de uma série de
televisado nas primeiras semanas ap6s o lancamento. A funcao é:

P(t)=80xIn(t)+ 250

Grafico - crescimento da popularidade de uma série

450

425 |
400 |
375
350
325
300
275
250

P(t) = 80 x In(t) + 250|

Numero de visualizagdes (milhares)

or

l l l l
2 4 6 8 10 12
Tempo (semanas)

37.1. O crescimento do numero de visualizagdes € linear, exponencial ou
logaritmico? Justifica a tua resposta.

37.2. Qual era a popularidade da série na 1.2 semana?

37.3. Aproximadamente, em que semana a popularidade atinge 400 mil visualizacdes?

\___ 37.4. O crescimento sera infinito? Porqué?
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2.3.4. Modelo logistico continuo

Em muitas situacgdes reais, o crescimento de uma Crescimento logistico
populacéo ou de uma quantidade nao pode conti- » __Capacidade de suporte
nuar indefinidamente. Mesmo que o crescimento

seja inicialmente rapido (como no modelo expo-
nencial), ele tende a abrandar com o tempo, devido
a limitacdes de recursos, espac¢o ou competicao.

E, nesses contextos, que entra o modelo logistico
continuo, que descreve um crescimento inicial-
mente acelerado, seguido por uma desaceleracao
progressiva até estabilizar.

Tamanho da populacgéao

Tempo

O modelo logistico foi proposto, no século XIX, pelo mateméatico e
estatistico Pierre-Francois Verhulst. Em 1838, Verhulst desenvol-
veu este modelo para melhorar o modelo exponencial de cresci-
mento populacional, levando em conta limitacbes ambientais:
como comida, espaco e outras pressdes naturais.

Chamou o modelo de crescimento de “logistique”, por se aproxi-
mar de um limite maximo, ao qual hoje chamamos de capacidade

de suporte ou valor-limite. Pierre-Francois
Verhulst

A férmula mais comum do modelo logistico é:

K

P(t)=
1T+Axe

rt

Em que:
* P(t) é aquantidade notempo t;
* K é o valor-limite (capacidade maxima do sistema);
* A é aconstante que depende da condigao inicial;
* r é ataxa de crescimento (positiva);
* ¢ € o numero de Neper (aproximadamente, 2,718).

Este modelo é utilizado em diversas areas em que o crescimento € inicialmente ra-
pido mas se torna limitado por fatores externos, como recursos, resisténcia ou satu-
racdo. Exemplos comuns incluem:

* ecologia (crescimento populacional em ambientes limitados);

* epidemiologia (propagacao de doencas com imunidade ou controlo);

* economia (adoc¢ao de produtos no mercado);

* tecnologia (utilizacao de redes sociais ou aplicacdes ao longo do tempo).

O modelo logistico apresenta um comportamento caracteristico, ao longo do tempo,
dividido em trés fases principais, que refletem a transicao entre o crescimento acele-
rado inicial e a estabilizagao final.
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Comportamento do modelo
* Inicio: crescimento quase exponencial, rapido e crescente.
* Meio: abrandamento progressivo (ponto de inflexao).
* Final: estabilizacao (a curva aproxima-se de K, sem o ultrapassar).

O gréfico seguinte ilustra 0 comportamento do modelo logistico continuo.
Modelo logistico continuo

Crescimento com limite

1000 -
% 800
S 600f
>
S 400} — P(t) = 1000/(1 + A x %)
2 Hool -- Capacidade maxima
(K=1000)

0.0 2.5 50 7.5 100125 150 17.5 200
Tempo

* A curva comega com um crescimento rapido, semelhante ao exponencial.
* Depois de certo tempo, o crescimento abranda a medida que a populacéao se
aproxima da capacidade maxima (K= 1000).

* Por fim, a curva estabiliza e nunca ultrapassa o limite, pois 0s recursos
disponiveis sao limitados.

Exemplo 33

Crescimento da populagdao numa ilha
A populacédo de uma ilha cresce de acordo com o modelo logistico:
P(t) = 1000

1+19%xe %"
Em que:

* P(t) é apopulacdo ao fimdet anos;
* K=1000 ¢é a capacidade maxima da ilha.
® Populagéo inicial da ilha.

Bastatomar t=0.

_ 1000 _ 1000 _ 1000 _
PO ok 419 20

A populacéo inicial da ilha era de 50 habitantes.

m Estimar a populacao, ao fim de cinco anos.
Bastatomar t=5.
P(5)= 1000 __ 1000 1000 1000
1+19%e %® 1+19%xe 2 1+19%x0,1353 ~ 3,5707

E estimavel que a populac&o da ilha, ao fim de cinco anos, seja cerca de
280 habitantes.

~ 280,1
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Exemplo 34

Adocao de uma aplicagao movel
2000

1499 xe %
numero de utilizadores de uma nova aplicagao

ao longo do tempo t, em semanas.

Afungédo U(t) = modela o

* NUmero de utilizadores iniciais:

_ 2000 _ 2000 _2000 _
U0 =g o0~ T+89 ~ 100 ~ 2°

Inicialmente, havia 20 utilizadores da nova aplicacao.

e Estimar o nimero de utilizadores, ao fim de oito semanas:

U(8)= 2000 _ 2000 ~ 2000
1+99%xe %% 14+99xe *®  1+99x(0,0082)

~ 1104

Ao fim de oito semanas, estima-se a existéncia de cerca de 1104 utilizadores.

Exemplo 35

Propagacao de um virus numa escola

Numa escola, o numero de infetados ao longo do tempo t (em dias) segue o
modelo:

500
I(t) =
® 1+24xe 3%t

* Numero méximo de infetados possivel:

K=500 é o valor-limite. Logo, o valor méximo tedrico possivel € de 500 infetados.
* Ao fim de quanto tempo o numero de infetados sera, aproximadamente, 250 ?

250 =I(t)

50 = 500 PN 1+24Xe—o,3><t_500

T 1424xe - 250

1T+24xe %'=2 & 24xe7 =1 &

—03xt_ 1 _ _ 1
=7 & —-03xt=In (—24> P
_In(24) 3,178

Ao fimde 11 dias o numero de infetados sera, aproximadamente, 250.
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Exercicios

@ Uma coldnia de microrganismos apresenta um crescimento
populacional, em laboratério, segundo o modelo:
M(t) 800

14 15xe %%

38.1. Qual era a populacéo inicial?

38.2. Estima a populacéo, ao fim de cinco horas.

38.3. Qual é o valor-limite que a populagao nao ultrapassa?

@ O namero de plantas, numa estufa, cresce com o tempo t (em semanas) segundo
o modelo logistico:

1500
Plt)=———————
1+14xe >
Grafico - Crescimento logistico de plantas numa estufa
e i s A Bt e R R
) ‘ : : : : : : :
g 1200
B 1000 b
o 3 : : : : : : :
T 8O0 o o
o i f i i i i i i
@ 600 e .
g 400 i i i i i i i i
Z 3 —P(t) = 1500/(1 + Ax e %)
200 - --Capacidade méxima (K = 1500) |
| | | | | |

i I
00 25 50 75 100 125 150 17,5 20,
Tempo (semanas)
39.1. Quantas plantas havia no momento inicial?
39.2. Estima o nimero de plantas ao fim de oito semanas.

39.3. O que representa a linha horizontal a cinzento no grafico?

@ Uma empresa tecnoldgica langou um novo produto. O niumero de clientes ao longo
do tempo t (em meses) é dado por:
12 000
P)=——-—
1+59xe "¢

40.1. Quantos clientes havia no inicio?
40.2. Estima o numero de clientes ao fim de seis meses.

40.3. Aproximadamente, em que més o nimero de clientes atinge metade do valor
maximo?
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Crescimento populacional

* Modelacao matematica: Ferramenta usada para descrever, analisar e prever a
evolucao de sistemas, como o crescimento populacional, através de equacgdes
matematicas.

Modelos discretos e continuos de crescimento populacional

Os modelos populacionais podem ser:
* Discretos: analisam a populagao em intervalos de tempo separados (ex.: anos).

* Continuos: descrevem a variacao populacional de forma ininterrupta, ao longo do
tempo.

* Diferenca-chave:
Discreto — mudancas em instantes separados.

Continuo - mudancas a todo o instante.

Modelos discretos

Como exemplos, estudamos: crescimento linear, crescimento exponencial e pro-
gressoes aritméticas e geométricas.

Crescimento linear discreto

No crescimento linear discreto a populacdo aumenta ou diminui sempre na mesma
quantidade a cada intervalo de tempo.

Férmula: P(n)= Py+ n-r

Em que:

* P(n) éapopulacdo noinstante n;

* P, éapopulacao inicial;

* r é arazao, variacao fixa a cada passo de tempo;
* n é onumero de ordem.

Sequéncia de Fibonacci
* Cada termo é a soma dos dois anteriores.
* Féormula da sequéncia de Fibonacci:

* Termos da sequéncia de Fibonacci: 0, 1, 1,2, 3,5, 8, 13, ..
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Progressao aritmética (PA)

Uma progressao aritmética é uma sequéncia numérica em que cada termo, a partir
do segundo, é obtido somando (ou subtraindo) um ndmero fixo ao termo anterior.
Esse numero fixo é chamado de razdo da PA (representado por r).

Férmula do termo geralda PA: P,=P,+(n—1)xr

Uma progressao aritmética é crescente quando a sua razao é positiva.
Uma progressao aritmética é decrescente quando a sua razao é negativa.
Uma progressao aritmética é constante quando a sua razéo é zero.

Férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (S,)

P, +P,
2

S,= XN

Crescimento exponencial discreto

No crescimento exponencial discreto a populacdo é multiplicada por uma taxa
constante a cada periodo.

Férmula: P(n)= Py-rn

Em que:

* P(n) éapopulacdo noinstante n;

* P, é apopulacgao inicial;

* r éarazao de crescimento (r> 1 para crescimento; 0 <r< 1 para decrescimento);
* n éaordem do instante.

Progressao geométrica

Uma progressao geométrica é uma sequéncia em que cada termo, a partir do se-
gundo, é obtido multiplicando o termo anterior por um numero fixo chamado razao
(representado por r).

Férmula: P,=P, xr"""

Em que:

* P, é 0 n-ésimo termo;
* P, é o primeiro termo;
° r éarazao;

* n éaordem do termo.

Férmula da soma dos n termos de uma progressao geométrica

n

_ 1-r
S,=P;x T r
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Modelos continuos

Como exemplos, estudamos: modelo linear continuo, exponencial continuo, loga-
ritmo continuo e logistico.

Modelo linear continuo

A equacao geral do modelo linear continuo é:
P(H)=Py+rxt

Em que:

* P(t) éaquantidade no instante t;
* P, é o valorinicial (quando t=0);
* r é ataxa de variacao constante;

* t é otempo.

Quando r>0, verifica-se crescimento, P(t) aumenta a medida que t aumenta.

Quando r< 0, verifica-se decrescimento, P(t) diminui a medida que t aumenta.

Construcao de um modelo linear continuo

A modelacéo linear continua permite-nos representar situagcdes do quotidiano com
crescimento ou decréscimo constantes. Quando temos dados organizados em
tabela (por exemplo, tempo e quantidade), podemos verificar se existe uma variacao
constante entre os valores. Se essa variacao for regular, podemos ajustar um mo-
delo linear continuo a situagao.

O processo segue trés passos simples:

1. Verificar a taxa de variagcao entre os dados — se for constante, € um bom indicio
de modelo linear.

2. ldentificar o valor inicial — normalmente associado ao instante t=0 .

3. Construir afuncao daforma: P(t)=P,+rxt

Modelo exponencial continuo

Enquanto no modelo linear a variacao é constante, no modelo exponencial ela é pro-
porcional a quantidade existente.

P(t)=P,xe"™", sendo r constante
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Aqui, r representa a taxa de crescimento ou decréscimo relativa:

Quando r>0, verifica-se crescimento exponencial, P(t) aumenta a medida que t
aumenta.

Quando r< 0, verifica-se decréscimo exponencial, P(t) diminui a medida que t au-
menta.

Construcao de um modelo exponencial continuo

A modelacao exponencial continua permite-nos representar situagdes do quoti-
diano em que ha crescimento ou decréscimo proporcional a quantidade existente.
Quando temos dados organizados em tabela (por exemplo, tempo e quantidade), po-
demos verificar se a taxa de variacdo aumenta ou diminui progressivamente, indi-
cando que a mudanca depende do valor atual.

Se esse comportamento for identificado, podemos ajustar um modelo exponencial
continuo a situacao.

O processo segue quatro passos simples:
1. Identificar o valor inicial, geralmente no instante t=0.

2. Verificar a variacao relativa entre os dados (se o valor se multiplica de forma
consistente, é um indicio de comportamento exponencial).

3. Construir a funcao da forma:
P(t)=Pyxe™"
em que r representa a taxa de crescimento (se positiva) ou decréscimo (se ne-

gativa).

4. Verificar a consisténcia do modelo para os restantes valores existentes.

O nimero de Neper - ¢
O numero e (aproximadamente 2,718) é uma constante matematica irracional que
aparece naturalmente em muitos fendmenos de crescimento continuo.

Logaritmos
Defini¢do geral:
log, )=y < b'=x
Em que:
* b é abase do logaritmo (nimero que esta a ser elevado);
* x é oresultado da poténcia;
* y é 0 expoente que procuramos.
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2. Modelos matematicos

Logaritmos especiais

Logaritmo decimal: log (x)

O logaritmo decimal, representado por log (x), é o logaritmo de base 10 e indicao
expoente ao qual devemos elevar 10 para obter um determinado nimero.

Logaritmo natural: In (x)

Ologaritmo natural, representado por In (x), é ologaritmo de base ¢ (onde e~ 2,718
) e € amplamente utilizado em fendmenos de crescimento e decréscimo continuos
na Natureza e na matematica.

Modelo logaritmico continuo

Em certos fendmenos, o crescimento é rapido no inicio e vai abrandando ao longo
do tempo. Nesses casos, ajustamos um modelo logaritmico continuo, geralmente
da forma:

P(t)=axIn(t)+b

Em que:

* P(t) representa a varidvel no tempo t;
* g indica o “ritmo” de crescimento;

* b é o valor-base (ou ponto de partida);
* In(t) representa o logaritmo natural.

Modelo logistico continuo

Em muitas situacdes reais, o crescimento de uma populacédo ou de uma quantidade
nao pode continuar indefinidamente. Nesses casos, ajustamos o modelo logistico
continuo, que descreve um crescimento inicialmente acelerado, seguido por uma
desaceleracao progressiva até estabilizar.

A férmula mais comum do modelo logistico continuo é:
p(=— K

rt

1+Axe”

Em que:

* P(t) éaquantidade notempo t;

* K é o valor-limite (capacidade maxima do sistema);
* A é a constante que depende da condicao inicial;
* r é ataxa de crescimento (positiva);

* ¢ é o nUmero de Neper (aproximadamente, 2,718).
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2.3. Modelos continuos

Explica a diferenca entre um modelo discreto e um modelo continuo de
crescimento populacional, dando um exemplo para cada modelo.

Qual das seguintes afirmacdes descreve melhor um modelo discreto de
crescimento populacional?

(A) O numero de individuos muda continuamente, ao longo do tempo.
(B) A populacao é medida em intervalos regulares, como anos ou meses.

(C) A taxa de crescimento depende de fatores como temperatura a cada
segundo.

(D) O numero de individuos é constante ao longo do tempo.

O que é a sequéncia de Fibonacci?

Escreve os seus oito primeiros termos e descreve a sua
regra de formacao.

Uma populacao inicial de 100 aves cresce 20% ao ano. \ &

4.1. Preenche a seguinte tabela.

Ano Numero de aves
0 100
1
2
3
4
5

4.2. Apd6s quantos anos a populagao ultrapassara 300 aves?

4.3. Escreve a expressao geral para o numero de aves ao fim de n anos.

Define o que é uma progressao aritmética e indica como se calculao n
-ésimo termo.

Na progressao aritmética 10, 8, 6, 4, ..., arazao é:
(A) 2 (B) -2 (C) 4 (D) -4
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2. Modelos matematicos

168

A Rita estuda 30 minutos, no primeiro dia, e aumenta a duragao de estudo,
diariamente, em 10 minutos.

7.1. Ao fim de quantos dias estudara mais de 1 hora (60 minutos)?
7.2. Quanto tempo estudara ao 7.° dia?

7.3. ARita estudara trés horas (180 minutos) em algum dos dias? Justifica.

Numa progressao aritmética temos P, =12 erazdo r=-3. Qual é o valor
do 10.° termo?

Um ciclista percorre uma estrada a uma velocidade constante de 18 km/h.
Se ele ja percorreu 9 km, qual é a distancia total percorrida apés duas
horas?

(A) 36 km (B) 45 km
(C) 27 km (D) 21 km

Qual é a caracteristica fundamental de uma progressao geométrica?
(A) Soma de termos iguais.

(B) Subtrai-se sempre o mesmo valor.

(C) Cadatermo é o dobro do anterior.

(D) Cada termo é obtido multiplicando o anterior por uma razao constante.

Um contentor de leite contém 300 litros, no inicio da manha. A cada hora,
sao retirados 25 litros para distribuicao.

11.1. Escreve a expressao que representa a quantidade de leite no contentor,
ao fimde t horas.

11.2. Quantos litros restam ao fim de seis horas?
11.3. Apds quanto tempo restardo apenas 100 litros?

11.4. O que acontece se aplicares o modelo para t=12 horas? Esse valor faz
sentido?



2.3. Modelos continuos

Um paciente toma uma dose de 600 mg de um medicamento. O medicamento

é eliminado, do corpo do paciente, continuamente a uma taxa de 20% por hora.

12.1. Escreve a funcao que representa a quantidade de medicamento no
organismo, ao longo do tempo.

12.2. Quantos miligramas restarao apds quatro horas?

12.3. Apds quanto tempo restardo apenas 100 mg ?

O grafico seguinte apresenta a evolucao do nimero de arvores, numa
floresta, ao longo do tempo (em semanas).

Evolugdo do nimero de arvores numa floresta experimental

(177470 RN N S S -
8 1200}
o
2 1000}
\©
S 800}
o
g e —— Numero de arvores ao
2 400 longo do tempo
--- Capacidade maxima
200 (1500 arvores)
| | | | |

00 25 50 7:5 10I,0 12I,5 15,0 17,5 20,0
Tempo (semanas)
13.1. Que tipo de crescimento é representado?
(A) Linear
(B) Exponencial
(C) Logaritmico
(D) Logistico

13.2. O que indica o ponto de inflexdo na curva?
(A) Onde a populagcdo comeca a diminuir
(B) Onde o crescimento acelera sem parar
(C) Onde o crescimento atinge o ritmo mais rapido antes de abrandar

(D) Onde a curva se cruza com o eixo do tempo
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2. Modelos matematicos

O nivel sonoro L (em db) pode ser determinado em funcao da intensidade /
de um som em relacdo a uma referéncia /, de acordo com a seguinte
expressao:

L=10xlog (Ii)
0

14.1. Calcula o nivel sonoro L quandoli= 1000.
0

14.2. E se aintensidade for apenas 10 vezes superior a referéncia?

14.3. A diferenca entre 10 dB e 30 dB, nos valores de intensidade,
representa o dobro do som? Explica.

Um reservatoério contém, inicialmente, 200 litros
de agua. Esta a ser abastecido a uma taxa
constante de 12 litros por minuto.

Qual sera a quantidade de agua no depdsito, apés
15 minutos?

Explica a diferenca entre os modelos exponencial
continuo e logistico continuo com exemplos praticos.

Uma plantacao de milho foi iniciada com 80 plantas e a sua evolugéo, ao
longo das semanas, é dada por:

1200

P(t)=—
T+14xe %"
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2.3. Modelos continuos

17.1. Qual é o numero inicial de plantas de milho?
17.2. Estima o numero de plantas, ao fimde 10 semanas.

17.3. A plantacao podera ultrapassar 1200 plantas?
Justifica.

O numero de utilizadores de uma nova marca de telemoével é dado por:

500 000
P(t)=—2220
@® 1+199 x e %

18.1. Qual era o numero de utilizadores no momento do langamento (t=0)?
18.2. Apds quanto tempo (aproximadamente) havera 300 000 utilizadores?

18.3. O que representa o nimero 500 000 neste modelo?

Um agricultor cabo-verdiano esta a monitorizar o crescimento de uma
planta de moringa, nos primeiros dias apds a germinacao.

Os dados foram recolhidos em ambiente controlado, com rega e luz solar
constantes e sao apresentadas na seguinte tabela.

Tempo | Altura da planta
(dias) H(t)
t (cm)
0 10
3 16
6 25,6

19.1. Verifica se é adequado usar um modelo exponencial continuo para
descrever o crescimento da planta. Justifica com base nos dados.

19.2. Considerando que o crescimento é exponencial, determina a funcao do
tipo H(t)=H,xe™" que se ajusta aos dados fornecidos.

19.3. Estima a altura da planta, ao fimde 10 dias.

19.4. Apds quantos dias a altura da planta ultrapassara 50 cm ?



2. Modelos matematicos

2.4. Derivada de func¢oes reais de variavel real e

aplicacoes

2.4.1. Taxa média de variacao de uma funcao

A taxa média de variacao (TMV) de uma funcdo mede como o valor da fungdo muda,
em média, ao longo de um intervalo. Por outras palavras, a TMV indica quanto a varia-
vel dependente (y) varia em relagéo a variavel independente (x).

A tabela e o grafico seguintes mostram a variacdo da temperatura, ao longo do dia,
na ilha do Sal, com dados simulados entreas 6 h eas 20h.

Hora (h) | Temperatura (°C)
6 22
7 23
8 24
9 26
10 28
11 30
12 31
13 32
14 33
15 33
16 32
17 30
18 28
19 26
20 24

Temperatura (°C)

Temperatura ao longo do dia na ilha do Sal (Cabo Verde)

T T e N
e o N
R o o o R
e o e
R e
b

6 7 8 9 10 1

172

i
1

| | | |
12 13 14 15 16 17 18 19 22
Hora do dia



2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

* Atabela mostra as temperaturas registadas, de hora a hora, das 6 h as 20 h.
* O gréfico representa visualmente essa variacao, permitindo observar tendéncias,
ao longo do dia.
Seja f afuncado que ahora x faz corresponder f(x) temperatura registada nessa hora.

A partir da informacao dada, no gréafico e na tabela, podemos efetuar diversas con-
clusdes, por exemplo:

 As 8 horas a temperatura era de 24°C.
f(8)=24
 As 12 horas a temperatura erade 31°C.
f(12)=31
« As 19 horas a temperatura erade 26 °C.
f(19)=26
* Avariacao de temperatura entre as 8 horase as 12 horasfoide 7 °C.
f(12)—f(8)=31-24=7
Como a variacao é positiva, dizemos que houve um aumento de temperatura.
* Avariacao de temperatura entre as 12 horas eas 19 horas foide -5 °C.
f(19)-f(12)=26-31=-5

Como a variagao é negativa, dizemos que houve uma diminui¢cao de temperatura.

Variacao
A variacao ¢ a diferenca entre dois valores de uma grandeza, ao longo do tempo, ou
em funcao de outra variavel.

Se uma grandeza f (como temperatura, distancia, altura, etc.) muda de um valor f(a)
para outro valor f(b), entdo a variagao é dada por:

Af=f(b) —f(a)
em que:
* f(a) é ovalorinicial;
* f(b) é o valor final;
* Af (Ié-se "delta f") é a variacao da grandeza.

* Se o valor final for maior do que o inicial (f(b) — f(a)>0), avariacdo sera
positiva, indicando uma subida, acréscimo ou aumento.

* Se o valor final for menor do que o inicial (f(b) — f(a) <0), avariacéo sera
negativa, indicando uma queda, decréscimo ou diminui¢ao.

* Se o valor final for igual ao inicial (f(b) — f(a) =0), ndo ocorre variacao.
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2. Modelos matematicos

Exercicios

@ Um trabalhador da ilha do Sal auferiu os salarios anuais (correspodente a
12 pagamentos mensais) apresentados na tabela abaixo.

41.1. Indica o saldrio mensal do trabalhador, em 2021. Ano | Salario (escudos)
41.2. Determina a variagdo do salario anual entre 2020 450000
2020 e 2023. 2021 480 000
41.3. Comenta a afirmacao: "De 2020 a 2023 o valor 2022 470 000
do saldrio anual aumentou todos os anos". 2023 540000

@ A seguinte tabela apresenta o niimero de passageiros, que estavam num
autocarro, apos cada paragem.

Paragem | N.° de passageiros
Inicio 12
P1 18
P2 22
P3 15
Fim 10

42.1. Indica o numero total de paragens.
42.2. Qual foi a variagdo do numero de passageiros da paragem P1 para a paragem P3?

42.3. Indica as situagcdes em que a variagcdo do nimero de passageiros foi negativa.

@ O grafico seguinte apresenta os valores absolutos de novos seguidores de um
artista, numa determinada semana.

Novos seguidores, por dia, no Instagram (valores absolutos)

150
140 3

—_

oON

o o
T T

100 100 100 100
8oL | | | | | :
6o | 50
40 : : : : : ;

20f

Novos seguido

0 n n : i : n L i_
Terca-feira | Quinta-feira |  Sabado Domingo
Quarta-feira Sexta-feira

Dia da semana

43.1. Indica o dia dessa semana em que o artista obteve mais seguidores.

43.2. Indica a variacao verificada, do numero de novos seguidores, de quarta-feira
para sabado.

43.3. Quantos novos seguidores obteve o artista nessa semana?
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Taxa média de variagao (TMV)

A taxa média de variacao de uma funcdo mede como o valor da fungcdo muda, em
média, ao longo de um intervalo.

Seja uma funcdo f definida num intervalo [a, b]. A taxa média de variacao de f
nesse intervalo é dada por:

f(b) - f(a
M=

Ou se€ja, € 0 quociente entre a variacao de y e avariacaode x.

Vamos recorrer novamente ao grafico que mostra a temperatura, ao longo do dia na
ilha do Sal, com dados simulados entreas 6 h eas 20h.

Temperatura ao longo do dia na ilha do Sal (Cabo Verde)

N w w
[00] o N
T T T

Temperatura (°C)
N
(o))

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 22
Hora do dia

A partir da informagéo dada, no grafico e na tabela, podemos tirar diversas conclu-
sdes sobre a taxa média de variacao.

* A taxa média de variacao entre as 8 horaseas 12 horasfoi 1,75°C.

=—=1,75

f(12)-f(8) _31-24_7
MVera=="3"g = 2 ~4

Podemos entdo afirmar que o aumento médio de temperatura entre as 8 e as 12
horas foide 1,75°C.

* A taxa média de variacao entre as 12 horaseas 19 horasfoide — 1,25°C.

f(19)-f(12) _26-31_-5
MVew="49-92 =" 2 -2

=-1,25

Podemos entédo afirmar que a diminuicdo média de temperatura entreas 12 eas 19
horas foide —1,25°C.
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Exemplo 36

Um carro percorreu uma estrada entre duas cidades e os dados da distancia
percorrida, desde o inicio, a cada hora foram registados na seguinte tabela.

Tempo (h) | Distancia (km)
0 0
1 60
2 130
3 180
4 240

A taxa média de variacao da distancia (isto &, a velocidade média) entre O h

e 2h foi:
f(2)-f(0) _130-0_45

2-0 2

* avelocidade média nas duas primeiras horas foi de 65 km/h;
* ataxa média de variagcao entre 2h e 4 h foide f(44)f : f2(2) _240 5 130 _ 55.

* avelocidade média nas duas ultimas horas foi de 55 km/h.

Exemplo 37

A tabela seguinte apresenta o numero de utilizadores de uma app.

Dia | Utilizadores ativos APP ' "APP |
Segunda 1000 ":l <> <
Quinta 1600 h = ""

Taxa média de variagao no numero de utilizadores entre segunda-feira e quinta-
feira, ou seja, entre 0 2.° e 0 5.° dias da semana:

F(5)— F(2 _
MV, = (2_2( )=160031ooo:6go:200

Em média, a app teve 200 novos utilizadores, por dia, entre segunda-feira e

quinta-feira.

176



2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Exercicios
@ Um agricultor da ilha de Santiago registou os valores Ano |Producao (kg)

de milho (em kg), durante cinco anos apresentados na

2019 950
tabela ao lado.

2020 1200
44.1. Calculaa TMV entre 2019 e 2021. 2021 1300
44.2, Calcula a TMV entre 2021 e 2023. 2022 1000
44.3. Em que periodo a producao teve variacao negativa? 2023 1100

@ A pluviosidade acumulada, em mm, durante dois anos, numa determinada regiao, foi:

° 2022:320 mm
° 2023: 400 mm

Qual foi a taxa média de variacao?

(A) 60 mm/ano (B) 80 mm/ano (C) 100 mm/ano (D) 720 mm/ano

@ Um ciclista percorre uma estrada e as distancias registadas, ao longo do tempo,

constam da tabela seguinte:

Tempo (h) | Distancia (km)
0 0
1 12
2 28
3 39

46.1. QualfoiaTMV entre0Ohe2h?
46.2. Qual foia TMV entre 1The 3 h?

46.3. A velocidade média aumentou ou diminuiu entre esses intervalos?

@ A funcao f esta representada graficamente abaixo.

Determina: Funcéo frepresentada no grafico

47.1.A variagcdo de f no
intervalo [-3, —1] ea
taxa média de variacao
nesse mesmo intervalo.

47.2. A taxa média de

variagao da funcdo nos
seguintes intervalos:

a) [-1, 3];
b) [3, 9];
___ c) [5, 7].

CVMAA11-12
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2. Modelos matematicos

2.4.2. Interpretacao geométrica da TMV

A taxa média de variacao entre dois pontos de uma fun¢do pode ser interpretada,

geometricamente, como a inclinagao da reta secante que liga dois pontos no gra-
fico da funcgéo.

De novo, vamos recorrer ao grafico que mostra a temperatura, ao longo do dia, nailha
do Sal, com dados simulados entreas 6 h eas 20h.

Temperatura ao longo do dia na ilha do Sal (Cabo Verde)

Temperatura (°C)

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 22
Hora do dia

Vamos interpretar geometricamente a taxa média de variagcdo no intervalo das
8 horasas 14 horas.

* 8h: atemperatura é 24°C — ponto A=(8,24)
* 14 h: atemperaturaé 33°C — ponto B=(14,33)

Interpretacao geométrica:
Se tracarmos uma reta que contenha os pontos A e B do gréfico:

* Essareta tem inclinagao positiva (declive 1,5), pois a temperatura aumentou
entreas 8h eas 14h.

* Quanto maior a inclinagao, maior a taxa média de variacao.

* ATMV aparece no grafico como a inclinacdo da secante entre dois pontos.
* Uma TMV positiva — reta inclinada para cima: f(b) > f(a);

* Uma TMV negativa — reta inclinada para baixo: f(b) < f(a);

* Uma TMV zero — reta horizontal: f(b)=f(a):
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Exercicios

@ O grafico seguinte representa o crescimento (em cm) de uma planta, ao longo de

12 dias.

Crescimento de uma planta ao longo de 12 dias
L S S _|——Alturadaplanta|
12 P : —

E 10f- — —— j
2 ‘ |
s 8
2
Z 6
4
2
I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12
Dias

Considera os pontos:
A=(2,5) e B=(4,9)
48.1. Representa geometricamente a reta secante entre os pontos A e B.
48.2. Calculaa TMV entre os dias 2 e 4.
48.3. O que indica a inclinag&o positiva da reta nesse intervalo?

@ Uma reta secante liga os pontos P=(2, 4) e Q=(6, 0) no grafico de uma
funcao f.

Qual é o valor da taxa média de variacdo de f entre x=2 e x =67?
(A) 1 (B) -1
(C) -4 (D) -0

@ Considera as funcdes p e q definidas por:
px)=2x-4
q)=x>-2x

Calcula a taxa de variagao da funcao:
50.1. p em [1, 3];

50.2.p em [0, a];

50.3. g em [-2, 1];

\__ 50.4.g em [b, 0].
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2. Modelos matematicos

2.4.3. Derivada de uma fun¢cao num ponto

Ao estudarmos o comportamento de uma fung¢do, muitas vezes nao nos interessa
apenas saber o seu valor em determinado ponto, mas sim perceber como esta a va-
riar nesse ponto: se esta a subir, a descer e com que intensidade.

E, nesse contexto, que surge a nocdo de derivada, um conceito fundamental da mate-
matica que permite medir a rapidez de variacao de uma funcao num instante especifico.

A nocao de derivada de uma funcao e as regras da sua aplicacao constituem o que é
conhecido por célculo diferencial, que tem a sua origem no século XVII, com dois
grandes nomes da ciéncia: Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716).
Este conceito esta presente em inumeras situacdes do quotidiano e da ciéncia:

* na evolucdo do crescimento de uma populacao;

* nos indices de desenvolvimento econdmico;

* navariacao das temperaturas;

* no calculo de velocidades e aceleracdes de objetos em movimento.

A derivada é, assim, uma ferramenta essencial para compreender mudancas, forne-
cendo uma visao instantanea da variagcdo de uma grandeza.

Para encontrar a inclinagéo da reta secante a dois pontos de uma func¢éo, determina-
mos a TMV entre esses dois pontos.

Por exemplo, considerando uma funcgao real de variadvel real definida por y=f(x) e
a e b dois elementos do seu dominio, consideramos a reta secante que contém os
pontos A(a, f(a) e B(b, f(b)):

fib) [[—F(x) B

---Reta secante

s fa) |- 7777777777

00 a x b

A TMV,, ; corresponde ainclinagéo da reta secante a funcdo f que passa nos pon-
tos A e B.

f(b)—f(a)
Y, =
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Mas, e se quisermos saber a inclinacao da fungcao num tnico ponto? Por exemplo,
no ponto A?

Para encontrar ainclinagao da fungao num ponto especifico, determinamos a derivada:
* Aproximamos o ponto B de A, ou seja, escreva-se a abcissa de B, em funcao
daabcissade A.
b=a+h
CalculamosaTMVentre a e a+h:
f(a+h)—f(a)
h
* E agorafazemos h— 0 (ou seja, imaginamos que h tende para zero, isto é, a e

b tendem a aproximar-se).

Definicao formal da derivada:

A derivada de f noponto x=a é:

f(a+h)—f(a)

f (a)zhh_mo h

Interpretacdo geométrica da derivada num ponto

i i i
/T a a+h® a+h*> a+h' X
Tempo (horas)

Para estudar a derivada no ponto A(a, f(a)), pode-se imaginar determinar as TMV
nos intervalos [a, h,]. [a. h,]. [a. hs]. sendo h,, h,, h,, ... uma sucesséao de va-
lores cada vez mais pequenos. Estamos, por isso, a estudar o declive das retas se-
cantes que contém os pontos A(a, f(a)) e B(a+h, f(a+h)), de forma a perceber
0 que acontece quando h — 0. Nessa situacao, estamos a aproximar-nos da busca
do declive da reta tangente ao grafico de f no ponto A.

A derivada de uma fungdo f num ponto (a, f(a)) representa-se por f'(a) e corres-
ponde ao declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a.
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Exemplo 38
Seja f(x)=x>.

Queremos calcular a derivadaem x=2.

2+h)°—-2°_ 4+a4h+h’—4_ . 4h+h’
#_h“—mo h _hlino h

f'(2)= lim =lim@4+h=4
h—0 h—0

Entéo, o declive da reta tangente ao grafico de f(x)=x’ no ponto de abcissa
x=2¢é4.

— flx)=x° ‘ ! : : ‘
15,01 --- Retatangenteemx=2| e -
L T e B e e

100
S -,
sof
e T I O N
S o e
D it
5ol L

flx)

A reta tangente “toca” o grafico de f apenas no ponto de abcissa x=2 e o seu
declive (4) representa a variag¢ao instantanea da funcao nesse ponto.

Exercicios

@ Seja f(x)=x+1.

51.1. Calcula a derivada de f no ponto de abcissa x=1.

51.2. Representa graficamente a funcao e a reta tangente ao seu grafico no ponto de
abcissa x=1.

@ Seja f(x)=3x —x>.
52.1. Determina f'(2).

52.2. Representa graficamente a funcao e a reta tangente ao seu grafico no ponto de
abcissa x=2.
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

2.4.4. Aplicacao da nocao de derivada a cinematica do
ponto

. ] . M |
A cinemética estuda o movimento de um corpo As eo%?t"a?
(neste caso, um ponto material) sem se preocupar — Video
com as causas do movimento. Foca-se em gran- t Interpretagao
. . B s(t) geométrica da
dezas como posigao, velocidade e aceleragao. derivada de uma
fungdo num
0 ponto

A derivada surge como uma ferramenta para re-
lacionar essas grandezas, permitindo medir t=0
como elas variam ao longo do tempo.

Posicao
Seja s (t) afuncgdo posicao, que indica a posicdo de um objeto em fungdo do tempo t.
A unidade de s (t) pode ser, por exemplo, metros (m).

Velocidade instantanea - Derivada da posicao

A velocidade média entre dois ins-
tantes t1 e t2 corresponde a TMV
da funcao posicao, nesse intervalo
de tempo:

_s(t2) —s(t)
Vmédia - ﬁ

A velocidade instantanea, no instante t, é dada pela derivada da funcao posicao,
nesse instante:
v(t)=s'(t)

A velocidade é a taxa de variag¢ao da posicao em relagao ao tempo.

Aceleracao - Derivada da velocidade

A aceleracéo instanténea é a derivada da velocidade em relagdo ao tempo:
al)=v'(t)=s"(t)

A aceleragdo ¢é a taxa de variacao da velocidade em relagdo ao tempo.

Exemplo 39

Velocidade instantanea

Um corpo move-se ao longo de uma linha reta e a sua posicao em funcao do
tempo é dada por:

s(t)=t*+ 2t (em metros, com t em segundos)
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Para determinar a sua velocidade instantanea, no instante t=3 segundos,
usando a definicdo de derivada faz-se:

s(3+h)—-s(3)
h

v(3)=s'(3)= lim
h— 0
Como: s(3)=3*+2x3=15 ¢
s(B+h)=(B+h)’+2x(3+h)=9+6h+h>+6+2h=15+8h+h>
Substituindo na definicao:
15+8h+h*—15

V(3)=h|@o h =h|@OT_h—>O

A velocidade do corpo noinstante t=3 segundos é 8 m/s.

Exercicios

@ Um corpo move-se segundo s (t)= t>. Qual é a sua velocidade no instante t=27?
(A) 2 (B) 8
(C) 12 (D) 24

@ Um carro desloca-se segundo a lei:

s(t)=5t— 0,5t (em metros)

54.1. Em que instante o carro para momentaneamente?

, . . PN
. B54.2. Qual é a velocidade no instante t=2 "

2.4.5. Diferenciabilidade e continuidade num ponto

Em andlise matematica, dois conceitos fundamentais para o estudo das funcdes
reais de variavel real sdo a continuidade e a diferenciabilidade num ponto.

Continuidade num ponto

Uma funcdo f é continua num ponto de abcissa x=a se o limite quando x tende
para a existe e é igual ao valor da imagem pela fun¢ao nesse ponto. Em termos for-
mais:

Ii_n:1 f(x)=f(a)

Isto significa que a funcao ndo apresenta “saltos” ou “quebras”, em x=a.
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Exemplo de fun¢ao continua Exemplo de funcao ndo continua

IVAVRN N

Diferenciabilidade num ponto

Uma funcéao f é diferenciavel num ponto de abcissa x=a se existe a derivada de f
nesse ponto, ou seja, se 0 seguinte limite existe:

f(@a+h)—f(a)

f‘(a)=h|[.no h

Este limite representa o declive (inclinacao) da reta tangente ao grafico da funcdo em
x=a.

Relacao entre continuidade e diferenciabilidade
* Toda a funcdao diferenciavel num ponto é continua nesse ponto.

* Oinverso nao é necessariamente verdadeiro, uma funcao pode ser continua num
ponto mas nao ser diferenciavel nesse ponto.

Exemplo 40
Funcao continua e diferenciavel
Considera a funcao: Gréfico de f(x) =x?
f(x)=x2 ) ‘
S SR W S S AR S B (S S

* E continuaemtodoo R ‘ ‘ ‘ ‘ ! ‘
porque para todos os S R e foeneneeeees toees
numeros reais a, o limite de ] | j 1 1 |
f(x) quando x —a é e R e fenenenaes Feees
sempreiguala f(a). | | ‘ | | |

« E diferenciavel em todo R. ””””” 2r
Em todos os pontos do j | 1 ‘ ‘ !
gréfico, é possivel encontrar oty o S o
uma reta tangente, com ] ] ‘ 1 1 |
declive igual a um numero _'3 _'2 _'1 0 1' é é
real. x
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Exemplo 41

Funcao continua, mas nao diferenciavel

Considera a funcéo:
f(x) = x|

Grafico de f(x) = |x|

f(x)
4 |

« E continua emtodo o IR, inclusivamente, no ponto de abcissa x=0,
pois Iirrl)ilxl = lim |x|=0=f(0).

x— 0"

* Nao é diferenciavel em x=0, pois os declives das retas tangentes no ponto de
abcissa x=0, se determinadas a direita ou a esquerda, sédo diferentes.
A direita, a reta tangente seria y=x, logo o declive é 1. A esquerda, areta
tangente seria y=—x, logoodecliveé — 1.

Entdo, ndo existe derivada da funcdo no ponto de abcissa x=0.

Exercicio

@ Considera a funcao definida por partes:

2
F(x) = X se x<1
2x — 1 se x>1

55.1. Efetua o esboco grafico da funcgao.

55.2. Afuncdo f é continuaem x=17?

(___ 55.3. Afuncao f é diferenciavel em x=1? Justifica.
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

2.4.6. Regras de derivacao

Como vimos, calcular a derivada diretamente pela definicdo pode ser trabalhoso,
pois envolve o calculo de limites. Para facilitar o processo, existem regras praticas
que nos permitem derivar fungdes, com maior rapidez e precisdo. Estas regras de
derivacao baseiam-se em propriedades matematicas fundamentais e sdo essenciais
no estudo do célculo diferencial.

Derivada de uma constante
A derivada de uma constante é zero.
Se f(x)=c, com c€ R, entdo f(x)=0.

Por exemplo, se f(x)=7 ,entdo f(x)=0.

Derivada da funcgao identidade
Se f(x)=x, entdo f(x)=1.

Derivada da poténcia de x

Se f(x)=x", com c€R, entdo Ff(x)=n-x""".

Por exemplo, se f(x)=x* ,entdo f(x)=4-x°.

2 3

Ouse f(x)=x"" ,entdo Ff(x)=—2-x"".

Exercicio
@ Calcula a derivada das seguintes funcdes definidas por:
56.1. f(x)=5 56.2.f(x)=—8
56.3. f(x)=x 56.4. f(x)=x°

N[—=

\__ 56.5.f(x)=x 56.6. f(x)=x"°

Derivada do seno

Se f(x)=sen (x), entdo f(x)=cos (x).

Derivada do cosseno

Se f(x)=cos (x), entdo f(x)=— sen (x).
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2. Modelos matematicos

Derivada do logaritmo

Se f(x)=log, (x), entdo f(x)=|n1@.

Derivada do logaritmo natural

Se f(x)=In(x), entdo f’(x)=%.

Derivada de poténcia de expoente x

Se f(x)=a", entdo Ff(x)=a"xIn(a).

Exercicio

@ Calcula a derivada das seguintes fungdes:

57.1.f(x)=—sen (x) 57.2. f(x)=—cos (x)
57.3. f(x)=log, (x) 57.4. f(x)=log,,(x)
x 3\"
| 57.5.7(0=4 57.6. f(x)= (Z)

Derivada da soma e da diferenca

A derivada da soma (ou da diferenca) de duas funcdes é igual a soma (ou diferenca)
das derivadas.

Se fx)=u(x)xvx) ,entdo f(x)= u(x) VvV (x).
Por exemplo, se f(x)=x+x° , entdo £ (x)=(x) + (x°) =1 +3x2.

Ouse F(xX)=x®—2x ,entdo f(x) = (x°) — (2x) =5x*— 2.

Derivada do produto

Se fx)=ux)xvx) ,entdo F()=u ) xvX)+vXx)xu).
Por exemplo, se f(x)= x*xsen(x) ,entdo
F ()= (x*) xsen (x) +x°x (sen (x)) = 3x%sen (x) +x° cos (x) .

Ouse f(x)=7xx* , entdo

FO)=(7) xx*+7x (x*) =0 xx*+7 x 4x°=28x° .
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

No exemplo anterior, podemos verificar um caso particular:

Derivada do produto de uma constante por uma fungao

(kxf()=kxf'(x) (k=0

Por exemplo, se f(x)=5In(x), entdo f(x)=g.

Derivada do quociente

Se f(x)=M, entdo f(x)= u) v - \/2(x) "u ) .
v(x) (v(x)
Por exemplo, se f(x):x4;2, entdo
o) = (x*+2)'x3 - (x"+2)x(3)' _ (4x°+0)x3+0 12x® 4x°
Y= 32 = 9 79 T3
Exercicio

@ Calcula a derivada das seguintes funcoes:

58.1. f(x)=x>+2x? - 5x 58.2. F(x)=(2x)(x*+ 1)
X _sen (x)
58.3. f(x) =7 58.4.f(x)=

58.5. f(x) =x* — 3x+Vx

2.4.7. Problemas que envolvem derivadas

Agora, que ja aprendemos as principais regras de deriva¢ao, e sabemos como calcu-
lar derivadas de forma rapida e eficaz, estamos preparados para usar a derivada para
resolver problemas de situagoes reais.

Em muitas situacdes praticas, como calcular a velocidade de um corpo em movi-
mento, a taxa de crescimento de uma planta ou o ponto mais alto de um projétil, a
derivada surge como uma ferramenta essencial. Antes, essas questdes exigiriam li-
mites complicados; agora, com as regras de derivacdo, conseguimos resolver esses
problemas com rapidez e confianca.

Vamos aplicar o que aprendemos a contextos concretos e ver como a derivada nos
ajuda a interpretar e resolver diferentes tipos de situacoes.
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Exemplo 42

Um objeto move-se ao longo de uma linha reta e a sua posi¢cao em fungao do
tempo t (em segundos) é dada por s (t) =3t>+ 2t (em metros).

s(t)=3+2t

e

Qual € a velocidade instantdnea do objeto no instante t=4 segundos?

metros

A velocidade instantanea é a derivada da posicao:
v(t)=s'(t)=6t+2
Noinstante t=4:

A velocidade instantanea do objeto noinstante t=4 év(4)=6x4+2=26 m/s.

Exemplo 43

A altura de uma bola langada para cima é dada, h
em funcao do tempo, em segundos, por

h(t)=—5t>+20t+ 1,5 (em metros).

a) Qual é a altura maxima atingida pela bola?

b) Em que instante a bola atinge essa altura?

A velocidade € a derivada da altura: 9

v(t)=h'(t)=-10t+20 t(s)

Reparemos que, a altura maxima é atingida quando o grafico muda o sentido de
variacao. Isto €, a bola esta a subir e, nesse instante, passa a descer. Aqui, a reta
tangente ao grafico sera horizontal, ou seja, tera declive nulo. Na verdade, neste
ponto, a velocidade da bola sera zero.

Portanto, para encontrar a altura maxima, fazemos v (t)=0:

-10t+20=0 = t=2

Substituimos em h(t):

h(2)=—5%x2*+20%x2+1,5=-20+40+1,5=215m

A altura maxima atingida pela bola foide 21,5 m, atingida no instante t=2s.
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@ Num depésito, a dgua é vertida para um tanque

2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Exemplo 44

A altura de uma planta (em cm) apdés t dias é H (cm)
dada por, H(®)=In (?+1).

Qual é a taxa de crescimento da planta ao fim de

trés dias? <!
A expressédo da derivada de H € dada por: ) 24
~
H () =2t
t"+1 3

A taxa de crescimento da planta ao fim de trés
diasé H'(3)=0,6cm.

Exercicios

@ Uma mota parte do repouso e percorre uma estrada com aceleragcao constante de

5m/s?.

Trata-se de um movimento uniformemente acelerado (MUV), em que se aplicam as
seguintes igualdades:

v=v,+a-t, emque v, éavelocidade inicial e a aaceleragdo,e s=v,- t+%a -t

59.1. Qual serd a sua velocidade ao fimde 10 segundos?

59.2. Qual foi a distancia percorrida nesse tempo?

conico e a altura da dgua h(t), em metros, varia
com o tempo (em minutos) de acordo com:

h(t)=0,5t

60.1. Qual é a taxa de variagcdo da altura da 4gua, em
relacdo ao tempo, no instante t=4min?

60.2. Qual é ainterpretacado praticade h'(t)?

@ A posicao (em metros) de um carro em fungao do tempo (em segundos) é dada por:

s(t)=4t =122 + 6t +2
61.1. Qual é a velocidade do carro no instante t=27?

61.2. Em que instantes o carro esta parado?
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2. Modelos matematicos

2.4.8. Sinal da derivada, sentido de variacao e extremos

Considera o grafico y (x), representado na figura, onde estdo assinalados os pontos
de abcissa x,, x,, x; € X,.

y

| X X, X3 X4 x

Os pontos assinalados sdo pontos criticos da funcao f(x) .
* X, € x; sdo maximizantes e f(x,) e f(x;) sdo maximos relativos.
* X, € x, sdo minimizantes e f(x,) e f(x,) s&o minimos relativos.
* Cada uma das retas tangentes ao grafico de f nos pontos criticos sao
horizontais. Por isso,
f(x;)=0; f(x)=0; f(x3)=0; f(x,)=0.
* Nos pontos do grafico em que a fungao é crescente, a tangente ao grafico tem
declive positivo, logo, f (x)>0.
* Nos pontos do grafico em que a funcao é decrescente, a tangente ao grafico tem
declive negativo, logo, f'(x)<O0.
Ainda podem registar-se mais duas consideragodes:

* Quando f, pode concluir-se que o grafico de f tem, em x, concavidade voltada
para cima;

* Quando f'(x) <0, pode concluir-se que o grafico de f tem,em x, concavidade
voltada para baixo.

Exemplo 45

Consideraa fungéo f(x)=—x*+4x’> - 2x*+5, de dominio IR, representada
graficamente.

Méx§
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Os pontos criticos da fungao correspondem aos pontos em que f (x)=0.
fFx)=0 & —4x°+12x° —4x=0

& —4x(x*-3x+1)=0 e Yo
& x=0Vvx’-3x+1=0 Video
Resolucao d
cinemética
= x=0\/x=3_\/g\/x=3+\/5

2 2

Para verificarmos, analiticamente, se os pontos criticos (extremos) sdo minimos
ou maximos, temos de efetuar o teste da 2.2 derivada em cada ponto critico.

)= (—4x®+12x° —4x) =— 12x*+24x -4
* Para x,=0: f'(0)=-4 <0 — f é cOncava para baixo.
Maximo relativo: f(0)=5

* Para x,= 3 _2\/5 : f'(x,) >0 — f é cOdncava para cima.
Minimo relativo: f(x,)
* Para x;= 3 +2\/§ : f'(x,) <0 — f é cOncava para baixo.

Maximo relativo: f(x;)

Vamos, fazer um estudo analitico da funcéao, recorrendo a um quadro de
variagao de sinal do gréfico da func¢do. Assim, podemos comprovar 0s
diferentes comportamentos de monotonia.

) % X, X3 rE2
—4x - 0 + + + + +
% —8x+1 — — — 0 + 0 -
f(x) + 0 - 0 + 0 =
f(x) Crescente | Max. | Decrescente | Min. | Crescente | Max. | Decrescente

* Afuncdo f(x) écrescenteem |—oo; x,[U]x,; X5

» Afuncdo f(x) édecrescente em ]x;; x,[U]xs; +09[.

Exercicio

@ Determina os intervalos de monotonia e extremos de cada uma das fungoes.
62.1. f(x)=x’+4
62.2. f(x)=(x - 2)°(x+ 1)

__ 623.f(x)=¢"'—x’ee"
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2. Modelos matematicos

Taxa média de variacao
Variacao

A variagao ¢ a diferencga entre dois valores de uma grandeza, ao longo do tempo, ou
em fung¢ao de outra variavel.

Se uma grandeza f (como temperatura, distancia, altura, etc.) muda de um valor f(a)
para outro valor f(b), entdo a variagao é dada por:

Af=f(b) —f(a)
Em que:
* f(a) é o valorinicial;
e f(b) é o valor final,
* Af (Ié-se "delta f") é a variacdo da grandeza.

« Se o valor final for maior do que o inicial (f(b) — f(a)>0), a variagdo sera
positiva, indicando uma subida, acréscimo ou aumento.

* Se o valor final for menor do que o inicial (f(b) — f(a) <0), avariacéo sera
negativa, indicando uma queda, decréscimo ou diminuicao.

* Se o valor final for igual ao inicial (f(b) — f(a)=0) nao ha variagao.

Taxa média de variagao (TMV)

A taxa média de variacao de uma fungao determina a mudanca das suas imagens,
em média, ao longo de um intervalo. Ou seja, diz-nos quanto a variavel dependente
() varia, em relagdo a varidvel independente (x).

Seja uma funcao definida numintervalo [a, b]. Ataxa média de variacdo de f nesse
intervalo é dada por:

f(b)—f(a
TM\/[S,b]: (;_a( )

Ou seja, é 0 quociente entre a variacao de y e avariagcaode x .

Interpretacao geométrica da TMV

* ATMV éigual ao declive da reta que contém dois pontos do grafica de uma
funcao.

Uma TMV positiva — reta inclinada para cima: f(b) >f(a);

Uma TMV negativa — reta inclinada para baixo: f(b) <f(a);
Uma TMV zero — reta horizontal: f(b)=f(a);
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Derivacao
Definicao formal da derivada num ponto

A derivada de f no ponto de abcissa x=a é:

fa+h)-f(a)

f’(a)=h|[1:10 h

Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagoes

Aplicacao da nocdo de derivada a cinematica do ponto
Posicao

Seja s(t) afuncdo posicdo, que indica a posicao (por exemplo, em metros) de um
objeto em funcdo do tempo t.

Velocidade

S(tz) B S(t1)

Velocidade média entre dois instantes t; e t,: V}, ;= -
27 4

Velocidade instantanea, no instante t: v (t)=s'(t)

Aceleracao

Aceleracao instanténea, no instante t: a (t)=v'(t)=s"(t)

Continuidade num ponto

Uma fungdo f é continua num ponto de abcissa x=a se o limite de f(x) quando x
tende para a existe e é igual ao valor da fungao nesse ponto. Em termos formais:

Ii_n:l f(x)="f(a)

Diferenciabilidade num ponto

Uma funcdo f é diferenciavel num ponto se existe a derivada de f nesse ponto, ou
seja, se o seguinte limite existe:
f(a+h)—f(a)

fla)= hll—mo h

Este limite representa o declive (inclinagao) da reta tangente ao grafico da funcéo no
ponto de abcissa x=a.
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Relacao entre continuidade e diferenciabilidade

* Toda a funcao diferenciavel num ponto é continua nesse ponto.

* Oinverso ndo é necessariamente verdadeiro, uma fungdo pode ser continua num
ponto mas nao ser diferenciavel nele.

Regras de derivacao

* Se f(x)=c ,entdo f'(x)=0 com c€IR, quando ¢ constante.
* Se f(x)=x ,entdo f(x)=1.

* Se f(x)=x" ,entdo f(x)=n-x""", com n€R.

* Se f(x)=sen(x), entdo f (x)=cos (x).

* Se f(x)=cos (x), entdo f(x)=- sen(x).

1

* Se f(x)=log,(x), entdo f’(x)=m.

«Se f(x)=In(x), entdo f(x)=%.

* Se f(x)=a", entdo f(x)=a"xIn(a), com a€R.

Regras operatérias de derivacao

*Se f(x)=u(x)xv(x) ,entdo fx)= u'x)xVv(x).

*Se f(x)=ulx)xv(x) ,entdo f(x)= ux)xvx)+v(x)xux).

(kxf(x) =kxf®  keRJ{0}

M entdo f,(x)zu'(x)xv(x)—\/(x)xu(x).
vi(x

* Se f(x)= 3
S7ey (v (x)
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

A tabela abaixo mostra a quantidade total de chuva (em milimetros),
registada na ilha de S&o Nicolau, durante cinco anos consecutivos.

1.1. Qual foi a variagdo da pluviosidade

entre 2019 e 20207

1.2. Em que intervalo de anos houve a

maior variagao positiva?

1.3. Qual foi a variagao total de
pluviosidade entre 2019 e 20237

Ano Pluviosidade (mm)
2019 220
2020 310
2021 180
2022 400
2023 370

1.4. Houve algum periodo em que a pluviosidade diminuiu em relagéo ao ano
anterior? Se sim, qual?

Uma conta de Instagram registou os dados ao longo de uma semana.

2.1. Qual foia TMV entre segunda-feira e

quarta-feira?

2.2. Qual foi a TMV entre quarta-feira e

sabado?

Dia Seguidores
Segunda-feira 500
Quarta-feira 800
Sabado 1400

2.3. Em qual desses periodos a conta cresceu mais rapidamente?

A funcao g esta representada no grafico seguinte.

glx)
4+
(-2,3)
3 6,2)
| .
4, 1) I, @o © 1)
-21-'3-'2-'1“1' 23/456 789 x
1 (01_1)
2B
_3—

Determina:

3.1. Avariacdode g nointervalo [- 4, — 2] e a taxa média de variagdo nesse

mesmo intervalo.

3.2. A taxa média de variacao da funcao nos seguintes intervalos:

a) [-2, 2]

b) [2, 6]

c) [4, 8]
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2. Modelos matematicos

O grafico seguinte representa o crescimento (em cm) de uma planta, ao
longo de 12 dias.
Crescimento de uma planta ao longo de 12 dias
14
12
€10
8

| —e— Altura da planta |

Altura (c

A O

N

o

O_

M_
N
(o]
(o¢]
—
o
—
N

Considera os pontos:
E=(10, 12)
F=(12, 11)

4.1. Determina a TMV no intervalo [10, 12].

4.2. Como é o declive dareta EF?

4.3. O que significa a TMV negativa, no contexto deste caso?

O gréfico seguinte representa a fungdo f(x)=x>. No ponto de abcissa x=1,
esta desenhada a reta tangente ao gréfico.

)| |— fx) = x2
81|---- Reta tangente

-
-
=

Prae
-
-

=

-1.0 -0,5 Q}---~ 05 1,0 1,5 20 25 30

-~

b IO T

5.1. Qual é a equacéo da reta tangente, nesse ponto?

5.2. Interpreta graficamente o que representa a derivada de f no ponto de
abcissa x=1.

5.3. Qualéovalorde f'(1)?
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2.4. Derivada de fungdes reais de variavel real e aplicagdes

Duas atletas, a Ana e a Beatriz, participam numa corrida.
A Ana parte, no instante t=0, com velocidade constante de 6 m/s.
A Beatriz parte 20 segundos depois, com velocidade constante de 9 m/s.

6.1. Quanto tempo a Beatriz demora a alcancar a Ana?

6.2. Qual a distancia percorrida pela Beatriz até ao encontro?

Determina a expressao da derivada das seguintes funcoes.
71. f()=2x"+x>-5

7.2. f(x)=(sen (x))(x*+1)

7.3. f(x)=X%3
X
Seja f(x)=x°—-6x°+9x
8.1. Determina f'(x).
8.2. Determina os intervalos onde a funcao esta a crescer e a decrescer.
8.3. Identifica os maximos e minimos relativos.

Um fabricante quer construir uma caixa, sem tampa, com base quadrada e
volume de 32 000 cm?3.

Quais devem ser as dimensdes que minimizam a area total de material usado?

Sugestao:

Repara que, se o lado da base for x e a altura da caixa for h, podes
determinar:

Volume: V=x’h=32 000
Area (sem tampa): A=x>+ 4xh

Determina os intervalos de monotonia e extremos relativos de cada uma das
funcées.

10.1. F(x)=2x"—x+1

10.2. g()=x’x (x+1)

10.3. h(x)=(x+4) xe"
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2. Modelos matematicos

@ Manual Segundo o modelo de Malthus, o crescimento populacional:

igital

(A) Cresce de forma linear com os recursos disponiveis.

Video

Modelos de (B) Cresce de forma exponencial, enquanto os recursos crescem de forma
crescimento .
populacional linear.

[E] e

(C) Cresce em ciclos, aumentando e diminuindo ao longo do tempo.
(D) Permanece constante devido a migracao.

Uma garrafa esta a ser enchida com agua a uma taxa constante de 0,4 litros
por minuto. Inicialmente, ja contém 0,8 litros.

Qual sera a quantidade de dgua na garrafa ao fim de 7 minutos?
(A) 26L (B) 36L (C) 40L (D) 46L

O grafico seguinte mostra a evolugéo do nimero de acessos a um website
nos dias seguintes a uma campanha publicitaria.

N

450 {— P(t) = 100 In(#) + 200 |

400

w

al

o
T

N.° de acessos
w
o
o
T

250

{ L L L L L L
0o 2 4 6 8 10 12

Tempo (dias)

A4

P(t)=100xIn(t) + 200

3.1. Qual era 0o numero de acessos no primeiro dia?
(A) 100 (B) 200 (C) 300 (D) O

3.2. Como sera o comportamento da fungao ao longo do tempo?
(A) Cresce de forma constante.
(B) Cresce cada vez mais rapidamente.
(C) Cresce rapidamente e depois abranda.
(D) Diminui com o tempo.
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O grafico seguinte mostra como a temperatura de um café, servidoa 95 °C,
diminui ao longo do tempo, numa sala com temperatura constante de 22 °C.
A variagao segue um modelo de decaimento exponencial continuo.
Arrefecimento do café ao longo do tempo

- |— T(t)= 22 + (95— 22) €|

Temperatura (°C)

10
0 | | | | | | | |

25 50 75 100 125 150 17,5 200
Tempo (minutos)

Responde as seguintes questées com base no grafico.
4.1. Qual é a temperatura ambiente da sala?

(A) 0°C (B) 22°C

(C) 70°C (D) 95°C
4.2. A funcédo representa:

(A) Um crescimento linear.

(B) Um decaimento exponencial.

(C) Um aquecimento exponencial.
(D) Uma oscilacao periddica.

Considera a fungdo f(x)=x>—3x*+2
Quais dos seguintes pontos sao extremos relativos da fungao?

(A) x=0 éum minimo relativo e x=2 & um maximo relativo.
(B) x=0 éum maximo relativo e x=2 é um minimo relativo.
(C) x=1 é um maximo relativo e x=2 é um minimo relativo.

(D) x=1 éum minimo relativo e x=2 é um maximo relativo.
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2. Modelos matematicos

Teste

O numero de utilizadores de uma plataforma é dado por:
1000
Ut)=——m—
8 1+49xe >
Qual era o nimero inicial de utilizadores?
(A) 49 (B) 10000
(C) 20 (D) 100

A temperatura num laboratério subiu de 18°C as 10 h para 30°C as 14 h.
Qual foia TMV?

(A) 3°C/h (B) 4°C/h

(C) 6°C/n (D) 12°C/h

Seja f(x)=x’-5.

Qual é a derivada de f no ponto de abcissa x=37?
(A) -1 (B) 6

(C) -3 (D) -5

Define o que se entende por modelo populacional e indica dois fatores que
podem influenciar a dindmica de uma populagao.

Um video comeca com 200 visualizacdes e cresce 25% por dia. Quantas
visualizagdes haverd, ao fim de quatro dias?

Numa estacao meteorolégica, a temperaturaas 8 h erade 12 °C e aumenta
de forma constante a uma taxa de 2,5 °C por hora.

11.1. Escreve a expressdo T (t) que representa a temperatura ao longo do
tempo, com t ndmero de horas passadas apdésas 8h.

11.2. Qual sera a temperatura ao meio-dia?

11.3. A que horas a temperatura atingird 27 °C ?
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A tabela regista o nimero acumulado de mascaras produzidas, ao longo dos
dias numa fabrica.

Mascaras
produzidas
800
950
1100
1250

Dia

W|IN| =[O

12.1. Verifica se os dados seguem um crescimento linear.

12.2. Escreve a fungao que representa o nimero de mascaras produzidas, ao
longo do tempo.

12.3. Quantas mascaras terao sido produzidas, ao fim de 10 dias?

12.4. Ao fim de quantos dias, a producéo atingira 2000 mascaras?

Determina os extremos relativos de cada uma das fungoes.
131. gx)=—2x"+x

13.2. h(x)=2x(x - 1)*

Um automovel parte do repouso e desloca-se em linha reta com aceleragao
constante de 3m/s.

Sabe-se que o movimento é uniformemente acelerado e que se aplicam as
equacoes:

v=Vy,+ast e s=v0-t+%a-t2

14.1. Qual é a velocidade do automoével ao fim de 8 segundos?
14.2. Qual a distancia total percorrida nesse intervalo de tempo?

14.3. Apoés atingir essa velocidade (ao fim de 8 segundos), o automoével
mantém-na constante durante 10 segundos. Qual é a distancia total
percorrida desde o inicio do movimento?
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2. Modelos matematicos

204

Teste

O grafico seguinte representa a evolugao de uma populagao (hiumero de
individuos) ao longo do tempo (em semanas), de acordo com um modelo de
crescimento exponencial.

Evolucao de uma populagao ao longo do tempo

700H— P(t) =200 + €%

600}
500
400}
300
200
100

Populagéo estimada

0 2 4 6 8 10
Tempo (semanas)

15.1. A populagao cresce ou decresce? Justifica com base no
comportamento da curva.

15.2. Qual era a populacéo inicial?
15.3. Estima a populacdo ao fim de quatro semanas.
15.4. A populagdo cresce sempre ao mesmo ritmo? Explica.

15.5. Aproximadamente, em que semana a populacao ultrapassa os 1000
individuos?

15.6. A curva atinge algum valor maximo? Porqué?

Um laboratorio regista a eficiéncia de uma enzima, ao longo do tempo, com a
férmula:

E(t)=50xIn(t+1)
16.1. Qual é a eficiéncia inicial da enzima?
16.2. Qual sera a eficiéncia, ao fim de quatro horas?
16.3. Qual é o significado de adicionar 1 aotempo t?

16.4. Este modelo é adequado para um crescimento rapido inicial,
seguido de estabilidade? Justifica.



A temperatura de uma substancia (em °C) varia ao longo do tempo (em
minutos) segundo a funcgao:

T(H)=20+10e **
17.1. Qual é a taxa de variagao da temperatura no instante t=0?

17.2. A temperatura esta a aumentar ou a diminuir nesse instante?

A funcado h esta representada no grafico.

(5. 3)

Determina:

18.1. Avariacdo de h nointervalo [- 3, — 1] e arespetiva taxa média de
variacao.

18.2. A taxa média de variacdo de h nos intervalos seguintes:
a) [-1, 3]
b) [1, 5]
c) [5,7]

Dada a fungdo f(x)=x°—-3x*+2

19.1. Elabora um quadro de variagao de sinal para f(x).

19.2. Determina os intervalos de monotonia da funcao.

19.3. Indica, se existirem, todos os pontos criticos.
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Probabilidade

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Algebra dos acontecimentos
Calculo combinatério
Probabilidade

Modelos de probabilidade em
espacos finitos



Intervalos

Dados dois numeros reais a € b, com a<b, podemos representar o conjunto de
numeros reais entre a e b naforma de: uma condicao, intervalo ou através da repre-
sentacdo na reta real, como podemos ver na tabela seguinte.

Condicao | Intervalo Representacao na reta real
a<x<b la; b[ T/ //T >
a b
-
asx<b [a; b[ //T >
a b
a<x<b la; bl T7 >
a b
as<x<b la; b] >
a b
x>a la: +oo[ T/ '/ >
a b + oo
x>a [@; +oo[ / >
a b + oo
x<b |l-oco: bl S [ >
— o a b
x<b ]— o0 b] \' >
—co a b
Atencao:
Jas B Intervalo aberto. Recorda
a;
a¢la; bl ; bé&la; bl Simbolo Designacio
Intervalo fechado em a e abertoem b. +oo  "mais infinito”
[a: bl acla: b[: bela: b —oo  "menos infinito”
Ja: b] Intervalo aberto em a e fechadoem b.
a,;
aéla; b]; b€la; b]
Intervalo fechado.
[a: b]
a€la; b]; be€la;b]
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Aintersecéo dos intervalos A e B representa-se por ANB.

XEANB seesdse xEAANXEB

Areunido dos intervalos A e B representa-se por AUB.
xX€EAUB seesbése xeAVxeRB

Exemplos:
Sendo A=[-3; 4[ e B=[0; 9]

entao:
ANB=[0; 4] AUB=[-3; 9]

////, %

N4

Frequéncia absoluta n,: nimero de vezes que ocorreu o acontecimento A.

a” s . Ny o . o . .
Frequénciarelativa f,= s : razao entre o numero de ocorréncias de A e o nimero

total de repeticdes da experiéncia.

Grafico de Barras é utilizado para
comparar quantidades entre ca-
tegorias. Cada categoria é repre-
sentad:f\ por uma barra v'ertlcal Grafico de Barras Gréfico
ou horizontal, e o comprimento Circular
(ou altura) da barra mostra a fre-

quéncia (absoluta ou relativa). .

Grafico Circular é utilizado para
mostrar a proporcao que cada ca-
tegoria representa dentro do
total. Cada setor circular corres-
ponde a uma categoria, € 0 seu
tamanho depende da frequéncia
relativa (percentagem).
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3. Probabilidade

210

Antes de comecar

0 Considera osintervalos: A=]-2; +4] e B=]3; +o9[
1.1. Representa na forma de uma condi¢&o cada um dos intervalos A e B.
1.2. Representa os intervalos numa reta real.
1.3. Determina ANB.
1.4. Determina AUB.
1.5. Onuimero — 2 pertencea AUB?

1.6. Indica todos os nimeros inteiros que pertencema ANB.

o Foi feito um levantamento das idades dos alunos da disciplina de Expressao
Plastica na Escola do Mindelo. A lista de idades (em anos) é a seguinte:

16,17,17,18, 18, 18, 19, 19, 19, 19, 20, 20, 20, 20, 20, 21, 21,
21,22,22,23, 23, 23

2.1. Organiza os dados numa tabela de frequéncias absolutas com os valores
distintos das idades.

2.2. Constréi a tabela de frequéncias relativas (com duas casas decimais) e de
frequéncias absolutas acumuladas.

2.3. Quantos alunos tém:
a) Menos de 20 anos?
b) Entre 18 e 21 anos (inclusive)?
¢) 22 anos ou mais?

e Uma turma de Artes do 11.° ano foi questionada sobre qual é a sua
modalidade artistica preferida. As respostas foram as seguintes:

Modalidade| Pintura |Escultura|Fotografia| Cinema | Misica
N°dealunos| 9 | 4 | 6 | 8 | 3

3.1. Constréi a tabela de frequéncias absolutas e relativas (em percentagem,
com uma casa decimal).

3.2. Indica qual é a modalidade mais apreciada e a menos apreciada.

3.3. Representa graficamente os resultados (podes escolher entre grafico de
barras ou gréfico circular).




3.1. Algebra dos acontecimentos

A nocéao de conjunto, tal como hoje é conhecida,

foi formalizada no século XIX pelo matematico alemao
Georg Cantor. Apesar de a ideia de agrupar elementos
com caracteristicas comuns ja existir desde a
Antiguidade, foi Cantor quem lhe deu uma estrutura
matematica rigorosa, introduzindo conceitos
fundamentais como subconjuntos, pertenca e conjuntos
infinitos. A sua teoria tornou-se a base da matematica
moderna, influenciando &reas como a ldgica, a topologia e

a analise. Georg Cantor

Associada a teoria dos conjuntos esta a algebra dos aconteci-
mentos, que se desenvolveu juntamente com a teoria da pro-
babilidade. Cada acontecimento pode ser entendido como
um subconjunto de um espac¢o de resultados e as opera-
¢Oes sobre acontecimentos — como uniao, intersecédo ou
complementar — seguem exatamente as regras da alge-
bra de conjuntos. Esta linguagem tornou-se essencial
para descrever situacdes aleatdrias com clareza e rigor.
No século XX, o matematico russo Andrey Kolmogorov
consolidou esta ligacao ao definir os axiomas da probabili-
dade com base em estruturas de conjuntos e medidas,
A“d"eYK°l“‘°g°"°" dando origem a teoria moderna da probabilidade.

A origem da propria probabilidade remonta ao século XVII,
quando matematicos como Blaise Pascal
e Pierre de Fermat comecaram a
estudar problemas relacionados
com jogos de azar. O que co-
mecgou por ser uma curiosi-
dade ligada ao acaso e a
sorte evoluiu para uma disci-
plina com grande aplicacao
em areas tdo diversas como a
estatistica, as ciéncias naturais e
Blaise Pascal sociais, a economia e as tecnologias
digitais. Pierre de Fermat
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3. Probabilidade

Ligado a probabilidade esta o célculo combinatério,
que trata das diferentes formas de contar agrupamen-
tos ou disposi¢cdes de elementos dentro de um con-
junto. Esta terminologia da matematica surgiu da ne-
cessidade de contar possibilidades sem as listar
exaustivamente — algo essencial em problemas de pro-
babilidade.

Desenvolveu-se, sobretudo a partir do século XVII, com
contributos de matematicos como Newton e Leibniz, e
tornou-se uma ferramenta indispensavel na resolucao
de problemas em que é necessario saber de quantas
maneiras algo pode acontecer, como, por exemplo, na
escolha de grupos, ordenacdes, combinacdes ou per-
mutacdes.

Assim, a teoria dos conjuntos, a algebra dos aconteci-
mentos, o calculo combinatério e a probabilidade for-
mam um conjunto conexo de ideias que nos permitem
descrever, analisar e prever fendmenos em que inter- . y €.
vém 0 acaso, de forma rigorosa e fundamentada. Gottfried Wilhelm Leibniz

>

3.1.1. Conjuntos e operac6es com conjuntos

Um conjunto é uma colecdo bem definida de elementos. Esses elementos podem
ser numeros, pessoas, letras, objetos.

Num conjunto, todos os seus elementos devem estar bem definidos, ou seja, nao
podem existir duvidas sobre o que esta incluido ou ndo no conjunto. Além disso, néo
€ relevante a ordem pela qual os seus elementos surgem, mas nao se repetem ele-
mentos. Se um elemento aparece mais de uma vez, considera-se apenas uma ocor-
réncia.

Normalmente, usam-se letras mailsculas para representar um conjunto (A, B, C, ...).

Um conjunto pode ser representado de diferentes formas:

* Por extensao (ou enumeragao): consiste em listar explicitamente todos os
elementos do conjunto, separados por virgulas e entre chavetas. E util quando o
conjunto é pequeno ou finito.

( Exemplo 1 )

A={2,4,6,8} — conjunto dos nimeros pares até 8.
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3.1. Algebra dos acontecimentos

* Por compreensao (ou descricao de propriedade): em vez de listar, define-se
uma regra que caracteriza todos os elementos do conjunto. Util para conjuntos
grandes ou infinitos ou quando a regra é mais importante que os elementos em si.

C Exemplo 2 )

B={x€IN: x<10} — "B é o conjunto dos nimeros naturais menores que 10"

* Por representagao grafica: em muitos contextos, usam-se diagramas de Venn
para representar conjuntos e as suas relagdes. E muito util para visualizar
interse¢des, unides, subconjuntos, complementares, etc.

( Exemplo 3 )

O conjunto A é constituido pelos elementos 1, 2, A B
3e4.

O conjunto B é constituido pelos elementos 3, 4,
5.6,e7.

Os elementos 3 e 4 pertencem simultaneamente
aos conjuntos A e B.

C Exemplo 4 )

Considerando o conjunto dos numeros naturais pares menores que 10:

0 conjunto pode ser representado por extensado da seguinte forma:
A={2,4,6,8}

também pode ser representado por compreensao:
A={x€IN: x<10 épar}

Graficamente, pode ser representado 7]

por um diagrama de Venn, B
considerando, por exemplo, 0s
seguintes conjuntos:

*U={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
*A={2,4,6,8,10}
*B={1,3,5,7,9}

Repara que os conjuntos A e B nao tém elementos comuns, diz-se que a

intersecdo é vazia e escreve-se ANB={} ou ANB=@, umavez que um
numero nao pode ser simultaneamente par e impar.
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' Exercicio

a Considera o conjunto das vogais do alfabeto portugués.
1.1. Representa este conjunto por extensao.
1.2. Representa este conjunto por compreensao.

1.3. Faz uma representacédo gréafica usando um diagrama de Venn, considerando:
* U como o conjunto de todas as letras do alfabeto portugués;

* A o conjunto das vogais;

\ * B o conjunto das consoantes.

Existem diferentes tipos de conjuntos.

* Conjunto vazio: Um conjunto vazio € um conjunto que nao tem elementos e
representa-se por @.

C Exemplo 5 )

Conjunto dos numeros naturais menores que zero:
A={x€IN: x<0}

Nao existe nenhum nimero natural menor do que zero, por isso 0 conjunto nao
tem elementos, logo, A={}=0.

* Conjunto finito: um conjunto finito tem um namero finito de elementos.

C Exemplo 6 )

* Conjunto dos dias da semana:

D = {segunda-feira, terga-feira, quarta-feira, quinta-feira,
sexta-feira, sdbado, domingo }

Este conjunto tem sete elementos, logo, é finito.

* Conjunto dos cinco primeiros numeros pares positivos menores ou iguaisa 10:
A={2,4,6,8,10}

Este conjunto também é finito, porque tem um nuamero finito de elementos.
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* Conjunto infinito: um conjunto infinito tem um namero infinito de elementos, nao
sendo possivel conta-los todos.

C Exemplo 7 )

O conjunto dos nimeros naturais: N={1,2,3,4,5,6, ...}

Este conjunto ndo tem fim, porque ha sempre mais um ndmero natural a seguir
ao anterior.

* O conjunto de todos 0s numeros pares:
P={x€N: x éumnimeropar}={2,4,6,8, ...}

Também é infinito, porque ha infinitos nimeros pares naturais.

Repara que o conjunto dos numeros naturais contém todos os elementos do con-
junto, P, definido como o conjunto de todos 0s numeros pares. Dizemos que o con-
junto P é um subconjunto do conjunto IN, pois todos os seus elementos pertencem
ao conjunto IN.

Se B e A sdo dois conjuntos, dizemos que A é
subconjunto de B (escreve-se A C B) se e s6 se
cada elemento de A também pertence a B.

( Exemplo 8 )

«A={1,2,3,4} e B={2, 4}

Como todos os elementos de B estdoem A, entdo: BCA .
eD={a,e,i,o,u} e E={a, e}

Todos os elementos de E pertencema D, portanto: ECD.
*F={x€N:x<10} e G={2,4,6,8, 10}

G é subconjunto de F porque todos os seus elementos pertencem ao

conjunto dos nimeros naturais menores ou iguaisa 10, assim GCF.

Um subconjunto é qualquer conjunto cujos elementos pertencem todos a outro con-
junto. Isto inclui o préprio conjunto e o conjunto vazio.
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Nota:

1. Todo o conjunto é subconjunto de si préprio: 7]
ACA

2. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer
conjunto: @CA

3. Um subconjunto ndao tem elementos fora do
conjunto original. Pode ter todos, alguns ou
nenhum dos elementos.

4. ACB seesomentese ANB=A
5. ACB seesomentese AUB=B

. Exercicio

o Considera o conjunto B dos numeros inteiros entre —3 e 3.
2.1. Representa este conjunto em extenséo.
2.2. Representa este conjunto em compreensao.

2.3. Considera dois conjuntos, U e A, atuaescolha, talque ACBCU, e
representa-os usando um diagrama de Venn.

—

Dois conjuntos A e B dizem-se iguais se tém exatamente os mesmos elementos.

Simbolicamente, representa-se A=1B.

( Exemplo 9 )

Considera os seguintes conjuntos:
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
B={x€IN: x<10}

C={xeN: x<9}

Os conjuntos A, B, C e D sao constituidos pelos mesmos elementos, logo,
sdo iguais.
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3.1. Algebra dos acontecimentos

. Exercicio

e Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer.
Indica o valor légico das seguintes afirmacgoes.
(A) Se ACBe BCA, entao A=8B.
(B) O conjunto vazio @ é subconjunto de qualquer conjunto.
(C) Um conjunto infinito pode ter subconjuntos finitos.
(D) Todo o conjunto finito tem um ndmero finito de elementos.
(E) Se ACB, entdo A#B.

(F) Dois conjuntos sdo iguais se e s6 se possuem exatamente os mesmos
elementos.

(G) O conjunto dos nimeros naturais é finito.

(H) O conjunto vazio contém pelo menos um elemento.

Sempre que se trabalha com conjuntos, parte-se de um conjunto universo, repre-
sentado por U.

Este conjunto corresponde ao conjunto de referéncia num dado contexto, reunindo
todos os elementos possiveis desse mesmo contexto, que pode corresponder a um
problema, situacao ou dominio especifico. Todos os conjuntos considerados sao
subconjuntos de U.

CExemplo 10)
* Se se estiver a estudar os numeros naturais até 10, o conjunto universo sera:
U={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
Se A={2,4,6,8}, entdo ACU.

* Se se estiver a estudar as letras do alfabeto, o conjunto universo sera:
U={a,b,c, .., z}
Se A={a,e,i,o,u}, entdio ACU.

O conjunto universo depende sempre do contexto. Definir U corretamente é es-
sencial para trabalhar, como iremos ver mais a frente, com complementares e garan-
tir que as operacgdes entre conjuntos fazem sentido.
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3. Probabilidade

3.1.2. Operacoes com conjuntos A B

* Reuniao: a reuniao de dois conjuntos A e B
corresponde a juncao de todos os elementos que
fazem parte de um e/ou de outro conjunto, sem se
repetirem.

Representa-se, simbolicamente, por AUB.

(Exemplo 11) A ?

A={1,2,3}
B={3,4,5}
Logo, AUB={1,2,3,4,5}.

* Intersecao: a intersecdo de dois conjuntos A e B corresponde apenas ao
conjunto formado pelos elementos que pertencem, simultaneamente, ao conjunto
A eao conjunto B.

Representa-se simbolicamente por ANB.

(Exemplo 12) A ?

A={1,2,3}
B={3,4,5}

Logo, ANB={3}.

* Complementar: o conjunto complementar a outro conjunto, A, corresponde ao
conjunto formado por todos os elementos de U que ndo estdo nesse conjunto, A.

Representa-se simbolicamente por A.

(Exemplo 13)
u A
Dado um conjunto universal U={1,2, 3, 4,5} 5.
e oconjunto A={2, 3}, 1e
entdo: A={1,4,5}. 4
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3.1. Algebra dos acontecimentos

» Diferenca: a diferenca entre o conjunto A e o conjunto B corresponde ao
conjunto diferenca, onde pertencem todos os elementos que estdoem A, mas
nao estdo em B. Representa-se simbolicamente por A\B (Ié-se A exceto B).

(Exemplo 14) ) 0

A={1,2,3)
B={3,4,5}

Entdo, A\B={1, 2}

' Exercicio

o Sejam dados os seguintes conjuntos:
*A={2,4,6}
*B={4,5,6,7}

4.1. Define um conjunto universo U apropriado para este contexto.

4.2, Determina:
a) AUB b) AnB c) A\B
\___ d) A (complementar de A emrelagdo a U)

3.1.3. Propriedades da reuniao e daintersecao de
conjuntos

Comutativa A B
ANB=BNA
AUB=BUA

Demonstracao:

Sejam A e B conjuntos quaisquer, subconjuntos
de um universo U.

XEANB & x€AAXEB Definicdo de intersegdo
& xeEBAXEA Comutatividade
& XEBNA Definicdo de intersecao

Como xeEANB& xe€BNA, podemos concluirque ANB=BNA.
. Exercicio

e Prova que dados os conjuntos A e B, subconjuntos de um universo U, entao
AUB=BUA.
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3. Probabilidade

Associativa v
ANB)NC=AN(BNC) Y, <
(AUB)UC=AU(BUCQC)
Demonstracao:
Sejam A, B e C conjuntos quaisquer, subconjuntos de
um universo U. Cc
XEAUB)UC &< xe(AuB)VvVxeC Definicdo de unido

& EAVXEB)VXEC Defini¢do de unido

& xEAV(XEBVXECQ Associatividade

& xXEAVXE(BUC Definig3o de unido

& xEAU(BUOC) Definicdo de unido

Logo, AUB)UC=AU(BUQCQ).

' Exercicio

e Prova que dados os conjuntos A, B e C, subconjuntos de um universo U, entao
(ANB)NC=ANn(BNC).

Distributiva
AUBNC)=(AUB)IN(AUQC)
ANBUC)=(ANB)UANC)

Demonstracao:
Sejam A, B e C conjuntos quaisquer, subconjuntos de um universo U.

X€EAUMBNC) < xeAvxe(BNC)
& xEAV(XEBAXECQ)
& EAVXEB)AMKXEAVXED)
& xEAUB)AXE(AUC)
& xXEAUBN(AUC)

Logo, AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
. Exercicio

Prova que dados os conjuntos A, B e C, subconjuntos de um universo U, entao
ANn(BUC)=(ANB)U(ANC).

220



3.1. Algebra dos acontecimentos

Idempoténcia
ANA=A AUA=A

Existéncia de elemento neutro
ANU=A AUD=A

Existéncia de elemento absorvente
AND=0 AuU=U

Leis de De Morgan
1.2 Lei de De Morgan (U A

AUB=ANB A

Demonstracgao:

Sejam A e B conjuntos quaisquer, sub-
conjuntos de um universo U.

Pela definicdo de complementar \ — )
XEAUB & x#AUB AUB=ANB

Pela definicdo de unidao, se x&€ AU B, entao x nao pertence ao conjunto A e x nao
pertence ao conjunto B, ouseja < xXZ€AAXEB

Pela definicio de complementar, como x& A, entdo xEA ecomo x& B, entdo x€ B.
Assim, <> xEAAXE B

Logo, pela definicdo de intersecdo <> x€ANB

Istoé, AUB=ANB

2.2 Lei de De Morgan o )

AN B=AUB

Demonstracao:

Sejam A e B conjuntos quaisquer, sub-
conjuntos de um universo U.

Pela definicdo de complementar ~ o

XEANB &< x&€ANB ANB=AUB

Pela definicdo de intersecao, se x€ AN B , entdo x nao pertence ao conjunto A ou
X nao pertence ao conjunto B, ouseja < xZ€AVXEB
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3. Probabilidade

Pela definicio de complementar, como x& A, entdo xEA e como x& B, entdo x€ B.
Assim, & xEAVXE B
Logo, pela definicdo de unido < x€AUB

Istoé, ANB=AUB

. Exercicios

e Demonstra as propriedades da idempoténcia, existéncia de elemento neutro e
existéncia de elemento absorvente da reuniao e da intersecao de conjuntos.

9 Prova que dados os conjuntos A e B, subconjuntos de um universo U, entao:

9.1. (ANB)UA=AUB

92 (ANB)NB=ANB

3.1.4. Experiéncias aleatorias e deterministas

" Tarefa N

o Imagina que estas a preparar uma performance ou instalacao artistica interativa.

Em cada momento, o publico pode:

* Rodar uma roleta com » Escolher ao acaso uma carta com formas
cores diferentes (amarelo, geomeétricas (quadrado azul, circulo verde,
laranja, vermelho, roxo, triangulo laranja, retangulo lilds, quadrado
azul e verde). vermelho, circulo amarelo, triangulo cinzento,

retangulo rosa, quadrado amarelo e circulo azul).
[ J [} [} [} [}
[ J [ J [ J [} [}
* Ativar um botdo que * Lancar uma bola ao ar.

acende uma luz numa é
determinada zona.

Para cada uma das ac¢oes indica o que podera acontecer.

222



3.1. Algebra dos acontecimentos

Na vida e na arte, ha situagbes em que sabemos exatamente o que vai acontecer e
outras em que ndo temos como prever o resultado. Se carregarmos num interruptor,
sabemos que a luz se acende — ndo ha surpresas. Mas se langarmos tinta com um
pincel num gesto livre, nunca saberemos ao certo qual sera o padrao formado. Este
contraste entre o certo e o imprevisivel ajuda-nos a distinguir dois tipos de situacdes:
as experiéncias deterministas e as experiéncias aleatorias.

Na performance artistica da tarefa, existem situacdes em que é possivel saber com
maior certeza o que ird acontecer, pois quando se ativa o interruptor espera-se que
aquela ldmpada especifica acenda e quando se lanca uma bola ao ar espera-se que
ela caia. Dizemos que sao experiéncias deterministas.

Uma experiéncia é determinista quando, numa determinada situacao, repetindo exa-
tamente as mesmas condicdes, o resultado é sempre o mesmo. O resultado é previ-
sivel e controlado.
Exemplos:

* Acender um projetor ao carregar num botao especifico.

* Misturar duas cores de tinta especificas e obter sempre a mesma cor final.

* Fazer uma colagem com os mesmos materiais e obter o mesmo efeito visual.

* Ligar uma maquina de projecao.

* Desenhar com um compasso.

* Imprimir uma imagem com um stencil.

Contudo, a maioria das acdes propostas ao publico ndo tem resultado garantido, de-
pende do acaso:

* aorodar a roleta de cores, ndo sabemos exatamente qual a cor que vai sair.
Sabemos que pode sair amarelo, laranja, vermelho, roxo, azul e verde, mas nao é
possivel saber, com toda a certeza, qual delas sairg;

* quando se escolhe ao acaso uma carta de um conjunto de cartas com formas
geométricas, também nédo é possivel saber que carta ird sair. Conhecem-se as
possibilidades, mas ndo se sabe qual sera a carta.

Neste caso, dizemos que sao experiéncias aleatodrias, pois o resultado varia de forma
imprevisivel, mesmo que as condicdes sejam iguais. Envolve incerteza.

Uma experiéncia é aleatéria quando, mesmo sendo repetida nas mesmas condicdes,
o resultado varia, dependendo do acaso.
Exemplos:

* Lancar um dado, com faces numeradas de 1 a 6, e saber qual o nUmero que ira
sair.

* Sortear, de uma caixa opaca, um papel com uma forma (circulo, quadrado, tridngulo).
* Escolher ao acaso uma musica para inspirar um desenho.
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* Atirar tinta sobre uma tela (técnica a Jackson Pollock) — o padréao nunca é igual.

* Lancar uma moeda ao ar e registar, ao cair, a face que fica voltada para cima-o
resultado é incerto, pode sair cara ou coroa.

* Extrair, sem ver, uma carta de um baralho convencional de cartas e verificar qual
O naipe que sai.

. Exercicios

@ Classifica as seguintes experiéncias em deterministas ou aleatorias.
(A) Misturar azul e amarelo, em iguais proporgodes, para obter verde.

(B) Deixar cair gotas de tinta preta, a partir de diferentes alturas, sobre um papel
para verificar a cor da mancha.

(C) Usar um molde de silhueta para projetar sempre a mesma forma.
(D) Sortear um nimero entre 1 e 5 para escolher que cor usar.

(E) Dobrar papel ao acaso para criar uma escultura em papel.

0 O professor de Arte pediu a sua turma para criar uma tela segundo as seguintes
indicacoes:
e criar um fundo com aguarela usando apenas amarelo;
* depois salpicar tinta com uma escova de dentes para criar padrées unicos.

Indica qual das indicagbes corresponde a uma experiéncia aleatéria e qual
\ corresponde a uma experiéncia determinista.

Sempre que realizamos uma experiéncia aleatoria, ha varios resultados possiveis,
mesmo que nhao saibamos qual deles ira acontecer.

CExempIo 15)

Quando se langa um dado, ndo sabemos qual a face
que ficara voltada para cima e, consequentemente,
0 numero que ira sair. Mas sabemos, por exemplo,
que nunca podera sair uma face com sete pintas,
pois hao existem faces com sete pintas.

Poderao apenas sair as faces comonumero 1, 2,
3.4,5e6.

A este conjunto de possibilidades chamamos
espaco de resultados:

Q={1,2,3,4,5,6}
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3.1. Algebra dos acontecimentos

O universo (ou espaco) de resultados (também chamado espag¢o amostral) € o
conjunto de todos os resultados possiveis de uma experiéncia.

Representa-se normalmente por uma letra maiuscula, como Q (aletra grega 6mega).

O espaco de resultados corresponde ao conjunto universo de uma dada experiéncia,
uma vez que inclui todas as possibilidades que podem acontecer. Por exemplo, no
lancamento de um dado, temos seis possibilidades diferentes para a face que ira sair:

* sairafacecomo 1;
* sairafacecomo 2;
* sairafacecomo 3;
* sairafacecomo 4;
* sairafacecomo 5;

* sairafacecomo 6.

Considerando a experiéncia aleat6ria de lancar um dado, temos seis possibilidades
para aface que ira sair. A cada uma dessas possibilidades chamamos acontecimento.

Um acontecimento (ou evento) € qualquer subconjunto do espag¢o de resultados.
Pode ser um unico resultado ou varios ou, ainda, nenhum resultado (vazio).

CExemplo 16)

Na experiéncia de lancar um dado, sejam A e B 0s seguintes acontecimentos:

A "Sair um numero par”

Existem trés faces com numeros pares, as facescomo 2, 0 4 eo 6,
logo, A={2,4,6}.

B: "Sair um nimero maior do que 4"

Existem duas faces nestas condicdes, logo, B={5, 6} .

C: "Sair um numero menor do que 2"

Existe apenas uma face nestas condigdes, logo, C={1}.

D: "Sair um nimero negativo”

N&o existe nenhuma face nestas condicdes, logo, D={ }.
Reparaque ACQ, BCQ,CCQ e DCQ.

Assim, podemos classificar diferentes acontecimentos:
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3. Probabilidade

Acontecimento simples

Um acontecimento simples é aquele que corresponde a apenas um unico resultado
possivel da experiéncia.

(Exemplo 17)

Num langamento de um dado, o acontecimento A: “"Sairnimero 3 " € um
acontecimento simples, porque sé tem um resultado possivel, sair o nimero 3:

A={3}.

Acontecimento composto

Um acontecimento composto inclui varios resultados possiveis.

(Exemplo 18)

Num langamento de um dado, o acontecimento B: "Sair um nimero par” é um
acontecimento composto, pois contém varios resultados:

B={2, 4,6}

Acontecimento impossivel

Um acontecimento impossivel é aquele que nunca pode ocorrer, ou s€ja, € 0 conjunto
vazio 9.

(Exemplo 19)

No langamento de um dado, o acontecimento C: "Sair um nimero negativo” é
impossivel, pois no espaco de resultados nao existem nimeros negativos:

C={}

Acontecimento certo

Um acontecimento certo é aquele que acontece sempre qualquer que seja o resul-
tado da experiéncia. Corresponde ao proprio espaco de resultados Q.

226



3.1. Algebra dos acontecimentos

(Exemplo 20)
Num lancamento de um dado, o acontecimento D: "Sair um nimero natural”

. . . M |
corresponde a todos os acontecimentos que integram o universo de (e Fire
resultados que satisfazem este acontecimento: o

Experiéncias e
D={1'2'3'4'5'6}=Q universo de

resultados

o)

Os acontecimentos certos, compostos e elementares também se dizem aconteci-
mentos possiveis.

' Exercicios

@ Determina o espaco de resultados das experiéncias seguintes.
12.1. Sortear uma figura geométrica entre circulo, quadrado e tridngulo.
12.2. Lancar, simultaneamente, duas moedas ao ar e registar as faces que sairam.

12.3. Sortear uma cor entre seis disponiveis numa paleta: vermelho, azul, amarelo,
verde, branco e preto.

@ Uma artista utiliza uma roleta dividida em seis setores, todos de igual tamanho,
cada um com uma cor diferente: vermelho, roxo, azul, verde, amarelo e laranja. A
artista roda a roleta para escolher, ao acaso, a cor de fundo de uma obra.

Sejam os seguintes acontecimentos:
* A: "Sair uma cor primaria"

* B: "Sair uma cor fria"

e C: "Sair a cor laranja”

13.1. Determina o espaco de resultados da experiéncia.
13.2. Escreve cada acontecimento como subconjunto do espaco de resultados.
13.3. Indica se os acontecimentos A, B e C sao simples ou compostos.

13.4. Se aroleta parar na cor amarela, quais dos acontecimentos anteriores
ocorreram?
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Manual
Digital

Atividade
Classificagdo de
acontecimentos

3. Probabilidade

3.2. Calculo combinatorio

Na arte, como na vida, hd muitas formas diferentes de combinar elementos: por
exemplo, quando vamos escolher cores para um mural, organizar objetos huma ins-
talacao ou criar padrées com formas e texturas. As vezes, queremos saber quantas
possibilidades existem sem ter de as listar todas. A matematica da-nos as ferramen-
tas paraisso: o calculo combinatério.

Este ramo da matematica ajuda-nos a contar disposi¢cdes possiveis de forma rapida e
organizada, mesmo em situacdes complexas. E uma ferramenta eficaz, sobretudo
quando lidamos com problemas de escolha, ordenacdo ou combinagao de elementos.

228

Quantas formas ha?

Um artista tem trés tipos de pincéis (fino, médio,
grosso) e duas cores (vermelho e azul). Para comecar
um esboco, decide escolher um pincel e uma cor.
De quantas formas diferentes o pode fazer?

Sabemos que:
* existem trés pincéis: fino, médio e grosso;
» existem duas cores: vermelho e azul.

-

Comecamos por enumerar, de forma simples, todas as combinagcées
possiveis, ou seja, listar todas as possibilidades:

* (fino, vermelho) * (fino, azul)
* (médio, vermelho) * (médio, azul)
* (grosso, vermelho) * (grosso, azul)

Contando, temos seis possibilidades.

Nesta situacao, como as combinag¢des sao poucas, uma vez que temos
apenas trés tipos de pincéis e duas cores, é facil listar todas as hipoteses,
mas em situacdes com mais elementos distintos podera nao ser tao facil. Mas
usando esta situagcao, podemos encontrar uma estratégia de contagem.

Em vez de listar, podemos observar um padrao:

e Para cada um dos trés pincéis, ha duas cores possiveis a combinar.

Assim, o total de combinagdes é: 3x2=6.

Este raciocinio baseia-se na ideia de que estamos a fazer escolhas sucessivas
(primeiro o pincel, depois a cor), e o nimero total de possibilidades obtém-se
multiplicando os casos possiveis de cada escolha.

Portanto, o artista pode comecar o esboco de seis formas diferentes.



3.2. Célculo combinatoério

Este € um exemplo simples de principio fundamental da contagem.

Principio fundamental da contagem

Se hd a formas de fazer uma escolha e b formas de fazer outra, entdoha axb
formas de fazer as duas escolhas em sequéncia.

Esta estratégia permite contar possibilidades sem as escrever todas, poupando
tempo e esforco em situacdes mais complexas.

De seguida, vamos estudar diferentes estratégias que nos permitem realizar diferen-
tes contagens.

3.2.1. Diagramas de arvore

Os diagramas de arvore sao uma forma visual de representar todas as possibilida-
des de uma escolha faseada (etapa a etapa).

CExemplo 21)

Um aluno vai escolher um papel de base (branco ou cinzento) e depois uma
forma geométrica para colar (circulo, quadrado ou tridngulo).

Podemos representar assim:

Branco Cinzento

‘ Circulo H Quadrado H Triangulo ‘ ‘ Circulo H Quadrado H Triangulo ‘

Repara que nesta situagcao também se aplica o principio fundamental da
contagem.

Cada ramo completo representa uma possibilidade e contando os ramos finais
temos 2 x 3 =6 possibilidades.
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' Exercicios

@ Um designer grafico esta a

desenvolver uma identidade visual & ‘i-; ¢ D E' -.F' G H
ogotipo expermentan pretence. X B E L N @ B
eivisimiiael I R RINY ¥

. _lFir:\naefs?ntetipogréfica, entre Arial e Yy z - e

. grr-r;z gg'r, entre preto, cinzento e g 2 @ & 50 6 7 . 9. 1"

Pretende-se explorar as possibilidades de combinacao, utilizando ferramentas do
calculo combinatério.

14.1. Constréi um diagrama de arvore que represente todas as escolhas possiveis do
designer e que permita visualizar os diferentes formatos que podem ser criados.

14.2. Determina quantas combinacdes distintas o designer pode testar.

14.3. Lista, de forma organizada, todas as combinagcdes possiveis de fonte e cor.

@ Uma designer de comunicacao esta a criar modelos graficos para
capas de livros artisticos. Cada capa é definida por trés escolhas
sucessivas:

* estilo de letra: manuscrita, moderna ou classica;
e cor dominante: vermelho, azul ou preto;
* elemento grafico adicional: icone, linha decorativa ou fotografia.

15.1. Constréi um diagrama de arvore que represente todas as
possibilidades resultantes destas trés escolhas.

15.2. Determina quantos modelos diferentes de capa podem ser produzidos.
15.3. Explica como aplicas o principio fundamental da contagem a tua

resposta.

@ Uma artista plastica esta a planear uma instalacgao visual que inclui:
* uma base de cor: branco, preto ou cinzento;

* uma figura tridimensional: cubo, cilindro ou piramide;
* uma textura superficial: espelhada ou opaca.

Contudo, existem restricdes técnicas:
* se a base for preta, a textura espelhada nao pode ser usada;

* afigura cilindro s6 é usada com as bases branco ou cinzento.
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3.2. Célculo combinatoério

16.1. Enumera todas as combinacgdes possiveis sem restricdes (como se todas as
escolhas fossem possiveis).

16.2. Elimina as combinacdes que violam as condi¢cdes dadas e apresenta as
combinacdes viaveis.

16.3. Quantas combinacdes existem, aplicando as restricdes?
—

3.2.2. Tabelas

As tabelas de dupla entrada servem para organizar possibilidades, sempre que ha
apenas duas decisdes.

CExempIo 22)

Para a composicao de uma obra, um artista digital pode escolher um filtro, de
trés possiveis (A, B e C), e uma textura, de duas possiveis (Lisa ou rugosa).

A tabela organiza todas as conjugacoes possiveis que o artista pode fazer.

Lisa Rugosa
Filtro A A-L A-R
Filtro B B-L B-R
Filtro C C-L C-R

No total, o artista pode fazer 3 x 2=6 conjugacdes possiveis de um filtro e
uma textura.

' Exercicios

Q Um escultor esta a desenvolver uma nova série de pecas para uma exposicao de
arte contemporanea. Para cada escultura, decide realizar duas escolhas
sucessivas:

* material principal da escultura: madeira ou pedra;
* tipo de acabamento superficial: polido, mate ou envelhecido.

Contudo, ha restricées técnicas e conceptuais a considerar:
* por razdes de durabilidade, a madeira ndo pode ser usada com acabamento polido;

* 0 acabamento envelhecido é reservado exclusivamente para esculturas em
pedra, de modo a garantir um efeito estético coerente.

17.1. Lista todas as combinacdes possiveis sem aplicar restricdes.

17.2. Elimina as combinac¢des que violam as condi¢cdes dadas e apresenta as
combinacgdes vélidas.

17.3. Quantas combina¢des séo possiveis, aplicando as restricdes?
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3. Probabilidade

@ Considera a experiéncia aleatéria que consiste em lancar dois dados cubicos
equilibrados, numerados de 1 a 6. A cada langcamento, associa-se o produto dos
nimeros obtidos nas duas faces superiores.

18.1. Determina o espaco de resultados possivel desta experiéncia, ou seja, 0 conjunto
de todos os produtos que podem resultar do lancamento dos dois dados.

18.2. Quantos elementos tem esse espaco de resultados?
18.3. Este espaco é finito ou infinito? Justifica.

18.4. O nimero 17 pode ser resultado da experiéncia? Eo 36 ?

\___18.5. De quantas formas diferentes pode obter-se o resultado do produto iguala 12 ?

3.2.3. Permutacoes

Considera que um artista tem trés molduras diferentes (A, B, C) e quer pendura-las
numa parede, lado a lado. De quantas formas diferentes o pode fazer?

Como todas as molduras sao diferentes, a sua ordem é importante. Logo, temos as
seguintes possibilidades:

ABC

ACB

BAC

]
]
1

CAB

L]
-
L]
-

CBA
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3.2. Célculo combinatoério

Repara que temos trés posi¢des para colocar os quadros:
* para a primeira posi¢ao, temos as trés molduras disponiveis, ou seja,

trés possibilidades; e Manua
* para a segunda posic¢ao, ja s6 havera duas molduras disponiveis, pois uma ja foi v
. . .~ g spe ideos
colocada na primeira posicao, portanto, passamos a ter 3 x 2 possibilidades; Probabilidades e
métodos de
* por fim, para a terceira posicéo, s6 havera uma moldura, uma vez que as contagem: tabela

de dupla entrada

restantes ja foram utilizadas, logo, 3x 2 x 1 =6 possibilidades.

[

E|

']

1.2 Posicao | 2.2 Posicao | 3.2 Posicao T
. . . entrada e a
3 possibilidades | 2 possibilidades | 1 possibilidade comparagéo de
probabilidades

.

Dizemos que existem 3 x 2 x 1=3! formas diferentes de colocar as molduras.

3! lé-se "3 fatorial" e corresponde as diversas ordens possiveis de dispor os ele-
mentos diferentes sem repeticdes, diz-se que sao permutacdes de 3.

Em matemaética, diz-se que ha uma permutacdo quando se dispdem todos os ele-
mentos de um conjunto sem repeticdo, mudando a ordem desses elementos. Ou
seja, uma permutacao € uma ordenacao possivel de todos os elementos de um con-
junto finito.

Permutacodes

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se permutacgoes as diferen-
tes sequéncias ordenadas que se podem formar utilizando todos os elementos do
conjunto sem repeticao.

O numero total de permutag¢des possiveis desses elementos € dado por:
P(n=n'=nx(n-1)xn-2)x--x2x1

P(n) lé-se "permutacdes de n" e n! lé-se "n fatorial”.

Propriedade das permutacoes
P(n)=nl=nx(n-1)x(n-2)x...x(n-p)!

CExemplo 23)

51=5x4!
10=10x9x8x7x6x5!

10! 10x9x8x7x6x5!

51 - 5l =10x9x8x7x6
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3. Probabilidade

(Exemplo 24)

Numa apresentacao de teatro experimental, quatro amigos vao sentar-se lado
a lado na primeira fila da plateia. Os amigos sao: Melissa, Edson, Carla e Lucas.

De quantas formas diferentes se podem sentar?

Como a ordem importa (sentar-se a esquerda ou a direita altera a disposicao),
trata-se de uma permutacao de quatro elementos.

41=4x3x2x1=24

Existem 24 maneiras diferentes de organizar os quatro amigos na fila.

As permutacdes aplicam-se, por exemplo, a situacdes em que se pretende ordenar
imagens, distribuir elementos por lugares distintos ou explorar diferentes sequén-
cias visuais, usando todos os elementos de um conjunto sem repetir nenhum.

' Exercicio

@ Uma fotografa vai escolher quatro das suas fotografias favoritas para expor numa
fila (todas diferentes).
Considerando a ordem pela qual coloca as fotografias, de quantas formas
\___diferentes as pode expor?

(Exemplo 25)

Numa galeria de arte, vao ser expostas cinco obras distintas de um mesmo
artista, alinhadas numa parede. Considera que as obras sao referenciadas
pelasletras A, B, C, D e E.

Contudo, ha duas condi¢cdes de montagem impostas pelo curador:
* aobra A deve ficar sempre a esquerda da obra B (ndo necessariamente ao lado);
* asobras D e E devem ficar juntas, lado a lado, em qualquer ordem.

De quantas maneiras diferentes é possivel fazer esta exposi¢cao das cinco
obras?

Repara que para respeitar as condicdes ndo podemos aplicar apenas uma
permutacao.

Vejamos:

Se D e E tém de ficar juntas, podemos agrupa-las, temporariamente, num
bloco Unico, que pode ter duas formas: [DE] ou [ED].

Assim, os cinco elementos tornam-se quatro unidades para permutar:
* o bloco (DE ou ED) c A *B °C
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3.2. Célculo combinatoério

Agora, calculemos as permutag¢des dos quatro elementos com o bloco:
numero de maneiras de organizar quatro elementos=41=4x3x2x1=24.

Mas, atencéo, o bloco [DE] tem duas formas internas (DE ou ED), por isso
teremos 24 x 2 =48 disposi¢cdes que mantém D e E juntos.

Contudo, ainda nos falta atender a condicdo de A ter de se encontrar a
esquerda de B. Em metade das permutacdes, A estard antesde B. A outra
metade sdo casos em que B esta antes de A —que ndo nos interessam.

Portanto, consideramos apenas metade 48: 2=24.

Assim, existem 24 disposi¢des diferentes das cinco obras, respeitando ambas
as condigoes:

* Avem antes de B;

* D e E estdo juntas, em qualquer ordem.

' Exercicios

@ Numa oficina de ilustragcao, quatro participantes — Ana, Bruno, Carla e Daniel - vao
sentar-se lado a lado em quatro cadeiras numeradas. Contudo, a Ana tem de ficar
numa das extremidades da fila.

De quantas formas diferentes se poderao sentar os participantes, respeitando a
condigcao?

@ Numa encenacao teatral, cinco elementos vao entrar em cena numa fila: Luis,
Sandro, Isilda, Tony e Milena. No entanto, o Luis e o Sandro devem entrar um a
seguir ao outro, em qualquer ordem.

De quantas formas diferentes podem entrar os cinco elementos, respeitando a
condicao?

—

3.2.4. Arranjos

I Tarefa

e Um artista digital utiliza uma caixa-forte para guardar
0s seus arquivos mais importantes. O sistema da
caixa exige a criacao de um cédigo numérico de
quatro algarismos, escolhidos de entre os seguintes
algarismos: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8¢e09.

Todos os algarismos do cédigo devem ser diferentes entre si e a ordem em
que aparecem é importante.

Quantos codigos diferentes de quatro algarismos pode o artista definir?
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Para responder a questao, vamos analisar as possibilidades para cada uma das posi-
cdes do numero:

* para a 1.2 posicao podemos escolher qualqguer um dos algarismos, ou seja,
temos 10 possibilidades (algarismos de 0 a 9);

* de seguida, para a 2.2 posicao ja s6 temos nove possibilidades, porque um dos
algarismos ja foi utilizado antes;

* deigual forma, para a 3.2 posicao, agora, tém-se apenas oito possibilidades
* g, por fim, para a 4.2 posicao existem apenas sete possibilidades.

1.2 Posicao 2.2 Posicao 3.2 Posicao 4.2 Posicao

10 possibilidades | 9 possibilidades | 8 possibilidades | 7 possibilidades
10x9%x8x7

Portanto, podem definir-se 10 x 9 x 8 x 7=5040 cdédigos distintos, sem repeticao
dos algarismos.

Diz-se que se procedeu ao arranjo dos 10 algarismos quatro a quatro (em grupos de
quatro elementos) e escreve-se '°A,.

YA, =10x9x8x7

Arranjos sem repeticao

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se arranjos simples de n
elementos, p a p, atodas as sequéncias ordenadas que se podem formar esco-
lhendo p elementos diferentes entre os n disponiveis, sem os repetir.

O numero total de arranjos simples é representado por:
n n!

A== -1 -2)X... - 1
P~ n-p)] nx(n-1)xMN-2)x..x(n—p+1)
Lé-se: "arranjos sem repeticaode n, p a p".
Nota:
Em particular, quando n=p, "A,= o T!n)! :8—::nl Por convengdo, 0!=1.

CExemplo 26)

Considera que um coredgrafo tem cinco bailarinos e quer escolher trés para uma
sequéncia, em que a ordem nessa sequéncia é importante, ou seja ABC # ACB.

Neste caso, os cinco bailarinos podem ser sequenciados, em grupos de 3, de
60 formas diferentes, pois:

*A;=5x4x3=60

Os arranjos referem-se a escolher e ordenar uma parte de um conjunto de elementos.
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3.2. Célculo combinatoério

. Exercicios

Uma artista tem seis cores e quer escolher duas para usar em sequéncia (ex.:
fundo e detalhe). Quantos arranjos possiveis ha das duas cores?

@ Um curador tem sete obras de arte distintas e deseja escolher trés delas parauma
pagina de catalogo, onde serao apresentadas em fila, pela ordem escolhida.

De quantas maneiras diferentes pode selecionar e ordenar trés dessas obras para
a pagina?

@ Um designer grafico esta a criar logotipos tipograficos minimalistas utilizando
letras diferentes do alfabeto. Pode utilizar todas as letras do alfabeto.

Sabendo que ele pretende criar logétipos formados por trés letras distintas, em
que a ordem das letras é relevante (por exemplo, ABC é diferente de CAB),
__Quantos logoétipos diferentes pode criar?

CExemplo 27)

Um ilustrador criou seis cartazes distintos
para uma exposicao visual. Pretende
selecionar trés deles para serem
colocados em sequéncia a entrada da
galeria. A ordem dos cartazes é
importante (forma um percurso visual).
Contudo, por razdes tematicas, o cartaz B
nao pode ser o primeiro da sequéncia.

Quantas sequéncias diferentes de trés cartazes pode o ilustrador formar,
respeitando esta restricao?

* Sabemos que o cartaz B nao pode ser o primeiro, por questdes tematicas,
entdo, para a primeira posicao poderemos colocar qualquer um dos outros
cinco cartazes, sendo que, de seguida, nas posicdes 2 e 3 janao temos
quaisquer restricdes, ou seja, dos cinco cartazes restantes (cartaz B e os
outros quatro cartazes) teremos de escolher dois, considerando a ordem, logo,
arranjos de cinco, dois a dois.

1.2 Posicao 2.2 Posicao 3.2 Posicao

Qualquer um dos
cinco cartazes por
excluimos o cartaz B

Arranjos dos restantes cartazes (cartaz B + quatro
cartazes restantes)

5x°A,
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Portanto, existem 5x°A,=5x5x 4 =100 sequéncias diferentes que
respeitam a restricdo de o cartaz B ndo se encontrar na 1.2 posicao.

ou

* Vejamos uma forma alternativa de contar as op¢des de sequéncias. Supondo
que nao existem restricdes, o numero total de sequéncias possiveis
corresponde aos arranjos de seis cartazes em grupos de trés, ou seja:

°A;=6x5x4=120

Mas, considerando a restricdo de que o cartaz B ndo se pode encontrar em
1.2 posicao, vamos subtrair a todas as sequéncias possiveis aquelas em que o
cartaz B se encontra na 1.2 posicao.

Portanto, fixando B na 1.2 posicao, temos apenas uma possibilidade para essa
posicao e de seguida restam os cinco cartazes de onde teremos de escolher
dois, em ordem, logo, arranjos de cinco, dois a dois.

1.2 Posicao 2.2 Posicao 3.2 Posicao
Cartaz B Arranjos dos restantes cartazes
1x°A,

Ousegja, 1x 5A2 =1x5x4=20 sequéncias em que o cartaz B se encontraem
1.2 posicao.
Logo, efetuando a subtracdo, temos:

120 — 20=100 sequéncias diferentes de trés cartazes, respeitando a condicao
de que o cartaz B nao fique em primeiro lugar.

Repara que, no célculo combinatério, tal como noutras areas da matematica, nao
existe apenas um caminho para se chegar a resposta correta — diferentes estratégias
de raciocinio podem conduzir ao mesmo resultado, desde que sejam logicamente
validas e bem fundamentadas.

' Exercicios

@ Uma fotégrafa vai compor uma sequéncia expositiva de fotografias suas numa
parede da galeria.

Ela s6 podera expor quatro das suas seis fotografias.

25.1. De quantas formas diferentes ela podera expor as suas fotografias?

25.2. Sabendo que a fotografia intitulada “L uz e S ombra” ndo
pode ocupar a Ultima posicao na sequéncia, de quantas

formas poderd, agora, expor as suas fotografias?
\\I{IJ-«.«-M'M"’

\\/




3.2. Célculo combinatoério

@ Um designer grafico dispde de cinco cartazes diferentes: A, B, C, D e E.
Pretende escolher trés deles para compor uma faixa horizontal, em que a ordem
visual é relevante. Os cartazes A e C nao podem ficar lado a lado.

De quantas formas diferentes podera compor a faixa horizontal?

Retomemos o caso do artista digital que
utiliza uma caixa-forte para guardar os seus
arquivos mais importantes, o sistema da
caixa permite que, na criacao de um cédigo
numérico de quatro algarismos, escolhidos
de entre os seguintes algarismos: 0, 1, 2,
3.4,5,6,7,8 e 9, sepossam repetir
algarismos.

Quantos codigos diferentes de quatro algarismos pode o artista definir,
podendo repetir algarismos?

Analisemos as possibilidades para cada uma das posi¢cdes dos algarismos no
codigo:

* Na 1.2 posicao, podemos colocar qualquer um dos algarismos, ou seja, temos
10 possibilidades (algarismos de 0 a 9).

* De seguida, para a 2.2 posicdo também podemos colocar qualquer um dos
10 algarismos, uma vez que podemos repetir algarismos.

* De igual maneira, para as 3.2 e 4.2 posicdes, em que podemos repetir
algarismos.

1.2 Posicao 2.2 Posicao 3.2 Posicao 4.2 Posicao

10 possibilidades | 10 possibilidades | 10 possibilidades | 10 possibilidades

10x10x10x 10
Portanto, podem definir-se 10 x 10 x 10 x 10=10000 cédigos distintos, em
que se podem repetir algarismos.

Diz-se que se procedeu ao arranjo com repeticao dos 10 algarismos quatro a
quatro (em grupos de quatro elementos) e escreve-se "°A',.

A, =10x10x10x 10=10"
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Arranjos comrepeticao

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se arranjos com repeticao
de n elementos, p a p, as sequéncias ordenadas que se podem formar esco-
Ihendo p elementos entre os n disponiveis, permitindo repeticdoes dos elementos.

O numero total de arranjos com repeticao é dado por:

"A,=nxnxnx..xn=n"

Lé-se: "arranjos com repeticaode n, p a p".

' Exercicios
@ Um artista de multimédia programa uma instalacao interativa em que a sequéncia
de luzes projetadas é controlada por um cédigo de quatro sinais.

Cada sinal é representado por uma das seguintes letras, correspondentes a
efeitos de luz: B (Branco), R (Roxo) ou C (Ciano).

O cédigo é uma sequéncia de quatro letras, em que a ordem dos sinais é
importante e se podem repetir (por exemplo, BBRC ou CRRC sao validos).

Quantos coédigos distintos de quatro letras pode o artista definir?

@ Uma designer de moda cria um padrao para estampar tecidos usando uma
sequéncia de 5 simbolos:

* /A (tridngulo);
* O (circulo); E A O
/\

* [ (quadrado).

Cada padrao consiste numa sequéncia linear de cinco simbolos, podendo repetir-
-se 0 mesmo simbolo vérias vezes (por exemplo: O O[] A O).

(___Quantos padrbes diferentes pode a designer criar?
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3.2. Célculo combinatoério

3.2.5. Combinacoes

Uma curadora esta a organizar
uma galeria virtual com
trabalhos de estudantes de
arte. Recebeu sete propostas
distintas e precisa de
selecionar trés para apresentar
numa nova sec¢ao da
exposicao.

No entanto, a ordem em que as
obras sao apresentadas nao é
relevante, interessando apenas
quais sao as escolhidas.

Quantas selec¢des diferentes podera a curadora fazer?

Se a ordem nao importa, escolher A, B e C é o mesmo que escolher C, B
eA.

Comecemos por analisar diferentes opc¢oes, recordando sempre que a ordem,
neste caso, ndo interessa (A e B € o mesmo que B e A).

* Se fosse apenas uma obra (A) e tivéssemos de selecionar uma, s6 podiamos
selecionar uma, ou seja, uma combinagao possivel: A.

Dizemos que a combinacdode 1, 1 a 1, é 1 eescreve-se: 'C,=1.
» Se fossem apenas duas obras (A, B) e tivéssemos de selecionar:
* uma, tinhamos duas combinacao possiveis: Aou B;
’C,=2
* duas, tinhamos uma combinacéao possivel: AB.
’C,=1
» Se fossem apenas trés obras (A, B, C) e tivéssemos de selecionar:
* uma, tinhamos trés combinagdes possiveis: A, B ou C;
°C,=3
* duas, tinhamos trés combinacdes possiveis: AB, AC ou BC;
°c,=3
* trés, s6 tinhamos uma combinacgao possivel: ABC.
3Cy=1
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* Se fossem quatro obras (A, B, C, D) e tivéssemos de selecionar:
* uma, tinhamos quatro combinacdes possiveis: A, B, C ou D;
e =4
* duas, tinhamos seis combinagdes possiveis: AB, AC, AD, BC, BD ou CD;
‘C,=6
* trés, so6 tinhamos quatro combinacao possivel: ABC, ABD, ACD ou BCD;
‘Cy=4
e quatro, so tinhamos uma combinagao possivel: ABCD .
‘C,=1
Poderiamos continuar esta analise com um maior nimero de obras, mas o
processo tornar-se-ia moroso. Nestes casos, recorre-se a nogao de
combinac6es de n elementos, p a p, que permite determinar com rigor o

numero de agrupamentos possiveis de p elementos escolhidos entre n,
sem atender a ordem dos elementos no grupo.

As combinacdes referem-se a escolha de uma parte dos elementos, sem importar a
ordem.

Combinacoes

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se combinag¢oes de n ele-
mentos, p a p, atodos os subconjuntos, sem importar a ordem e sem repeticao,
que se podem formar escolhendo p elementos diferentes, entre os n disponiveis.

O numero total de combinacdes simples é representado por:
n _ n!
* pl(n-p)!
Lé-se: “combinacdesde n, p a p".

Desta forma, a curadora pode selecionar as trés obras para a exposicao de 35 ma-
neiras diferentes, sem se preocupar com a ordem em que sao apresentadas, pois:

0. = 7! __7! _7x6x5x4!_7x6x5_210_4g
37 31(7-3)! 314! 3141 3x2x1 6

Na analise feita, repara que:
«'C,=1,%C,=1,°Cy=1 e “C,=1

De onde podemos concluir que a combinacao de n elementos de um conjunto em
grupos de n elementos resulta sempre em apenas uma possibilidade.
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3.2. Célculo combinatoério

Pois,
Nota:

"C,= n! __n :n_!:‘] Por convengéo, 0!=1.
n'(n-n)! n!0! n!

2C1=2, 3C1=3 e 4C1=4

De onde podemos concluir que a combinacdo de n elementos de um conjunto em
grupos de um elemento resulta sempre em apenas n possibilidade.

nC1 =N
Pois,

n~__nl_ pl_nx(n=-1!_
R NN (I DY Ay P S Yy o S YRR

CExempIo 28)

Um designer de moda tem cinco tecidos e quer escolher dois para combinar
num modelo, mas a ordem nao interessa (usar A e B éigualausar B e A).

Desta forma, ele podera fazer 10 combinacdes possiveis, pois:

5 _ 51! _5x4x3! 20 _
C= 1B~ 2x1x31- 2 10

' Exercicios

Um artista vai escolher trés, das suas sete tintas, para fazer uma composicao.
A ordem de escolha nao importa.

Quantas combinac¢des possiveis existem?

@ Uma figurinista tem ao seu dispor oito figurinos diferentes criados por estudantes.
Para uma cena especifica da peca, pretende escolher trés figurinos distintos, que
serao utilizados por diferentes personagens.

30.1. De quantas formas diferentes pode fazer essa selecéo, sabendo que a ordem
dos figurinos nao interessa?

30.2. Se o figurino da personagem principal for previamente selecionado, quantas
formas diferentes existem, agora, para escolher os outros dois figurinos?

—

O calculo combinatério permite planear possibilidades sem as escrever todas,
dando liberdade para experimentar e, a0 mesmo tempo, rigor para estruturar. Com
tabelas, arvores, permutacdes, arranjos e combinacdes, é possivel contar com criati-
vidade.
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Um conjunto é uma colecao bem definida de elementos, que podem ser ndmeros,
pessoas, letras, objetos, etc.

Um conjunto pode ser representado de diferentes formas:

* Em extensao (ou enumeracao)

Exemplo:
A={0,2,4,6,8} — conjunto dos niUmeros pares até 8

* Em compreensao

Exemplo:
B={x€IN: x<10} — "B é o conjunto dos numeros naturais menores que 10"

* Por representacao grafica
Exemplo: A B

O conjunto A é constituido pelos elementos
1,2,3e4.

O conjunto B é constituido pelos elementos
3.4,5,6e7.

Os elementos 3 e 4 pertencem,
simultaneamente, aos conjuntos A e B.

Se B e A sao dois conjuntos, dizemos que A é subconjunto de B (escreve-se
A C B) se cada elemento de A também pertencea B.

A e B dizem-se dois conjuntos iguais se tém exatamente os mesmos elementos.

Denota-se por A=8B.
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Operacgoes com conjuntos

Unido: todos os elementos dos dois conjuntos — AUB

Intersecao: apenas os elementos comuns aos dois conjuntos — ANB
Complementar: apenas os elementos que estdo fora do conjunto — A

Diferenca: apenas os elementos que estdo no conjunto A, mas nao estao no con-
junto B — A\B

Leis de De Morgan
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Experiéncia determinista: o resultado é sempre o0 mesmo.

Experiéncia aleatéria: o resultado varia, depende do acaso.

Universo (ou espaco) de resultados (espagco amostral) € o conjunto de todos os
resultados possiveis de uma experiéncia. Representa-se por Q (aletra grega 6mega).

Exemplo: No langamento de um dado, Q={1,2,3,4,5,6}.

Acontecimento (ou evento) é qualquer subconjunto do espaco de resultados. Pode
ser um unico resultado ou varios.

Tipos de acontecimentos:

* Acontecimentos simples: apenas um unico resultado da experiéncia.
A ="Sair o nimero 3 no lancamento de um dado"

* Acontecimentos compostos: inclui varios resultados possiveis.
B="Sair nimero par no lancamento de um dado"

* Acontecimento impossivel: nunca pode ocorrer, ou seja, € o conjunto vazio @ .
C ="Sair o nimero zero no lancamento de um dado"

* Acontecimento certo: acontece sempre, qualquer que seja o resultado da
experiéncia. Corresponde ao préoprio espaco de resultados Q.

D ="Sair um nimero inteiro no langamento de um dado"
Principio fundamental da contagem

Se ha a formas de fazer uma escolha e b formas de fazer outra, entdo ha
a x b formas de fazer as duas escolhas em sequéncia.
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Diagramas de arvore sdo uma (
forma visual de representar todas g $
as possibilidades de uma escolha

faseada (etapa 3 etapa) { Circulo HQuadrado} {Triéngulo} { Circulo Mouadrado}[Triéngulo}

Tabelas de dupla entrada servem para organizar possibilidades, quando ha apenas
duas decisoes.

Lisa Rugosa
Filtro A A-L A-R
Filtro B B-L B-R
Filtro C C-L C-R

Permutacgoes: todas as sequéncias diferentes e ordenadas que se podem formar uti-
lizando todos os elementos do conjunto, sem repeticao.

PnN=n'=nx(n-1)x(n-2)x--x2x1

Arranjos sem repeticao: todas as sequéncias orde- [N ta: )
nadas que se podem formar escolhendo p elemen- ota:
tos diferentes entre os n disponiveis, sem repeti- *0!=1 |

a n n:

ao. ° = =n!
¢ A, - n

n n!

= =nx(n-1)x(N=-2)x..x(n—p+1 onpg __nt
* (n-p)! ( ) A=
- J

Arranjos com repeticao: todas as sequéncias ordenadas que se podem formar es-
colhendo p elementos entre os n disponiveis, permitindo repeti¢coes.

"A,=nxnxnx..xn=n"

Combinacgo6es: todos os subconjuntos, sem importar

aordem e sem repetigdo, que se podem formar esco- Nota: |
lhendo p elementos diferentes entre os n disponi- "C=— o1
veis. n!'(n-n)!
C=—nt
" n! R TICE T

©=pln—p)!
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Representa em extensao os seguintes conjuntos:
A "Numeros primos menores que 17 "
B: "Numeros naturais inferioresa v50 "

C: "Numeros inteiros cujo quadrado é inferiora 17 "

Considera os seguintes conjuntos:
A={1,4,9,16}

B={x€IN: 3<x<10}
C={4,5,6,7,8,9}

D={xeN: x>9Ax<4}
E={xeZ: 2x<9}

2.1. Representa, em compreensao, o conjunto A.
2.2. Existem conjuntos iguais? Quais?

2.3. Mostra que o conjunto B é igual ao conjunto F={x€IN: x>3 Ax<9}.

2.4. Representa, em extensédo, o conjunto E.

Considera os seguintes conjuntos, definidos no universo dos niumeros reais
nao negativos:

A={0,1,4,9,16,25}
B={0,1,2,3,4,5}

C=10, 4]

D=[3,7]

Determina:

3.1. ANB. 3.7. C\D.

3.2. AUB. 3.8.D\C.

3.3.ANC. 3.9. A sendo U= {x€IN: 1<x<25}
3.4.8ND. 3.10. B, sendo U={xEN: 1<x<25}
3.5. A\B. 3.11. C, sendo U=R.

3.6. B\A. 3.12. D, sendo U=R.
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Sabe-se que:

AUB={0,1,3,4,5,6,7,8,9}, AnB={0,1.6,7}
e AB={8,9)}.

4.1. Determina, em extensao, o conjunto A.
4.2. Determina, em extensao, o conjunto B.

4.3. O que podes concluir em relacao a afirmacdo BCA?

Uma artista plastica criou uma instalacao interativa em que o publico pode,
em cada sessao, realizar as seguintes agoes:

i. Rodar uma roleta com seis cores: amarelo, azul, rosa, roxo, laranja e verde.

ii. Sortear uma carta com uma figura geométrica de entre 10 opg¢des
possiveis.

iii. Premir um botdo que acende uma luz branca, na parede.

Qual das afirmacdes seguintes esta correta?

(A) As trés acdes sao experiéncias deterministas, porque o nimero de
op¢oes é limitado.

(B) Apenas a acao de premir o botao é uma experiéncia aleatdria, pois
depende do acaso.

(C) Rodar aroleta e sortear uma carta sdo experiéncias aleatérias, porque o
resultado é imprevisivel.

(D) A acéao de rodar a roleta é determinista, pois as cores estao previamente
definidas.

Durante uma performance artistica, o publico é convidado a langar ao ar
uma pequena bola, premir um botao de luz e sortear, ao acaso, uma peca
com um padrao geométrico.

6.1. Classifica cada uma das trés acdes de experiéncia determinista ou
experiéncia aleatoria, justificando a tua resposta com base no conceito
de previsibilidade do resultado.

6.2. Identifica o espaco de resultados para a acdo de sortear uma peca,
sabendo que ha cinco padrdes possiveis: listras, bolinhas, ziguezague,
espiral e mosaico.



3.2. Calculo combinatério

Numa galeria de arte, os visitantes participam de uma experiéncia interativa:
sorteiam uma carta entre seis, cada uma com uma cor diferente (vermelho,
azul, amarelo, verde, preto e branco).

7.1. Determina o espaco de resultados Q.

7.2. Sejam os seguintes acontecimentos:
A "Sair uma cor primaria"
B: "Sair uma cor neutra”

C: "Sair a cor azul”

a) Escreve cada acontecimento como subconjunto de Q.
b) Indica quais dos acontecimentos sao simples e quais sdo compostos.

c) Se a carta sorteada for "azul”, quais dos acontecimentos ocorreram?

Um grupo de estudantes esta a preparar cartazes digitais, para promover
exposicoes de arte contemporénea. Para cada cartaz, tém de fazer as
seguintes escolhas:

fundo: branco, cinzento ou gradiente;
tipo de letra: serifada, sem serifa ou decorativa;

icone decorativo: pincel, espiral ou nenhum.

Contudo, existem algumas restricdes graficas:
se o fundo for gradiente, ndo pode ser usada letra decorativa;

o icone espiral apenas pode ser usado com fundo branco.
8.1. Determina todas as combinagdes possiveis, sem restricdes.
8.2. Apresenta as combinacdes que respeitam as condi¢des dadas.

8.3. Quantas combinacgdes validas existem?

Um artista quer dispor quatro esculturas diferentes numa vitrina, lado a lado.
De quantas formas o pode fazer?
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Numa oficina de ceramica, ha cinco cores de esmalte. A ceramista quer usar
trés delas numa peca, mas a ordem nao interessa.

Quantas combinacdes possiveis existem?

Um aluno de artes tem de criar logétipos com dois simbolos e uma letra
(A, B ou C).

Sabendo que ha quatro simbolos disponiveis, quantos logotipos diferentes
pode criar?

Repara que a ordem é importante nesta situacao.

Uma exposicao vai escolher trés obras de um total de seis candidatas para
serem apresentadas juntas, sem ordem definida.

Quantos trios possiveis pode haver?

Uma artista quer fazer padrées com trés das suas cinco formas preferidas,
dispostas numa ordem especifica.

Quantos padrdes diferentes pode criar?

Numa prateleira estao seis livros diferentes de matematica.
De quantas maneiras distintas é possivel organiza-los:

14.1. Colocados lado a lado na prateleira?
14.2. Colocados lado a lado se dois dos livros tiverem de ficar sempre juntos?
14.3. Se os livros forem colocados em duas prateleiras de trés livros cada?

14.4. Se apenas quatro dos seis livros forem colocados na prateleira?

Um cofre tem um teclado numérico com os digitos 0 a 9. Para o abrir, é
necessario introduzir um cédigo de quatro digitos diferentes.

Quantos cédigos diferentes podem ser formados?

Um cadeado digital aceita combinac¢des de trés digitos, podendo cada digito
variar entre 0 e 9. Os digitos podem repetir-se.

Quantos codigos diferentes se podem formar?
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3.2. Calculo combinatério

Uma empresa quer atribuir senhas de acesso, com quatro digitos, aos seus
funcionarios, usando apenas os algarismos 0 a 9. Asregras de criacado da
senha variam conforme o nivel do funcionario.

Sabendo que:
I. parafuncionarios de nivel 1 os quatro digitos ndo se podem repetir.
Il. para funcionarios de nivel 2, os quatro digitos podem-se repetir.

17.1. Quantas senhas diferentes podem ser criadas, por funcionarios do
nivel 1?

17.2. Quantas senhas diferentes podem ser criadas, por funcionarios do
nivel 2?

17.3. Um funcionario cria uma senha usando os 4 digitos, 1, 2, 3 e 4, sem
repetir nenhum. Quantas senhas diferentes consegue formar com esses
4 algarismos?

Um encenador esta a preparar uma performance interativa, em que das 10
pessoas que se vao sentar na primeira fila ird escolher cinco para
interagirem com os atores.

18.1. De quantas formas diferentes pode o encenador escolher cinco
pessoas entre as 10 para subirem ao palco, se a ordem em que forem
chamadas nao interessar?

18.2. Supondo que o encenador decide agora que as cinco pessoas
escolhidas irdo interagir com os atores em sequéncia, cada uma num
momento especifico, de quantas formas pode escolher e ordenar essas
cinco pessoas entreas 107

18.3. Supde que o encenador escolheu as cinco pessoas e quer saber de
quantas formas pode distribui-las pelas cinco posicdes de entrada no
palco.

De quantas formas diferentes o pode fazer?

18.4. No caso de entre as 10 pessoas existirem duas irmas gémeas, que nao
podem ser escolhidas juntas, por razdes de encenacgéao, de quantas
formas pode o encenador escolher cinco pessoas, respeitando essa
condi¢ao?

18.5. Das 10 pessoas, ha um ator profissional que tem de ser incluido entre os
cinco escolhidos. De quantas formas pode o encenador escolher e
ordenar os cinco participantes, garantindo que esse ator esta incluido?
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3.3. Probabilidade

Na vida nem tudo é previsivel. Se
langarmos uma bola ao ar, espera-
mos que ela caia — sempre, desde
que estejamos num lugar com gravi-
dade. Este € um exemplo de uma ex-
periéncia determinista: o resultado é
conhecido e repete-se sempre que
as condi¢des forem iguais.

Mas, se atirarmos tinta sobre uma
tela com um gesto livre e esponta-
neo, nunca saberemos exatamente

onde ira cair cada gota. Esta € uma experiéncia aleatéria: mesmo que repitamos o
gesto, o resultado pode variar.

Este contraste entre o previsivel e o incerto esta na base do estudo da probabilidade.

A Teoria da Probabilidade ajuda-nos a compreender e a modelar matematicamente
situacdes em que o0 acaso tem um papel fundamental. Mesmo que um fenbmeno
tenha resultados incertos, ao longo de muitas repeticdes surgem padrdes. Por isso,
dizemos que, apesar da incerteza, hd uma certa regularidade estatistica.

(Exemplo 29)

Experiéncias deterministas

Experiéncias aleatérias

(Resultado previsivel, sempre 0 mesmo

nas mesmas condicdes)

* Acender uma lampada — aluz
aparece.

* Colar uma figura geométrica num ponto
especifico de uma tela — fica
exatamente onde foi colada.

» Tocar numa tecla especifica de piano
— Oouve-se sempre a mesma nota.

* Misturar azul e amarelo em partes iguais
— daverde.

* Programar uma luz para acender a
determinada hora — acende sempre a
mesma hora.
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(Resultado incerto, pode variar mesmo
repetindo da mesma forma)

* Atirar purpurinas ao ar sobre uma tela
molhada — podem nunca cair
exatamente no mesmo sitio.

» Sortear um nome de um saco com
papéis — 0 nome que sai é
imprevisivel.

* Escolher uma cor "de olhos fechados”
entre varias tintas — nao se sabe qual
sera escolhida.

* Fotografar folhas ao vento — cada
foto é diferente.

e Fazer uma mancha de tinta com uma
seringa e/ou um conta-gotas — a
forma final é incerta.
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3.3.1. Nocao de probabilidade

O lancamento de um dado, com as faces numeradas de 1 a 6, corresponde a uma
experiéncia aleatdria, pois podemos prever o que vai acontecer, ou seja, qual face
podera sair, mas ndo sabemos qual realmente saira.

Neste caso, ocorrera, com certeza, um dos seguintes acontecimentos:

A, : "Sair nimero 1" A, "Sair nimero 2"
A,: "Sair nimero 3" A, "Sairnimero 4
Ag: "Sair nimero 5" Ag: "Sair numero 6"

Para cada um destes acontecimentos, s6 existe um resultado possivel e ndo podera
ocorrer outro acontecimento que ndo um destes.

Dizemos que cada um destes acontecimentos é um acontecimento simples, pois s6
ha um resultado favoravel.

Numa experiéncia aleat6ria, a reuniao de todos os acontecimentos simples resulta
no espaco de resultados. Neste caso:

Q={1,2,3,4,5,6}

Existem outros tipos de acontecimentos possiveis, por exemplo:

* B: "Sair numero maior do que 5"

Em que também sé ha uma ocorréncia favoravel, que é sair o numero 6, logo,
B={6} .

e C: "Sair numero par”

Neste caso, existem varias ocorréncias favoraveis, sao elas as facescomo 2, o
4 eo 6. Dizemos que € um acontecimento compostoe C={2, 4, 6}.

* D: "Sair ndmero menor do que 1"

No langcamento de um dado com as faces numeradas de 1 a 6 nunca podera
sair um numero menor do que 1. Diz-se que este acontecimento é impossivel e

D={}.
* E: "Sair um nimero positivo”

No langcamento de um dado com as faces numeradas de 1 a 6, qualquer que
seja a face a sair, 0 numero sera sempre positivo. Diz-se que o acontecimento é
certoe E=Q.

Repara que no langcamento de um dado com as seis faces numeradas,de 1 a 6, se
o dado for equilibrado, cada face tem a mesma hipétese de sair: 1 em 6.

Diz-se que a probabilidade de sair, por exemplo, "face 4" é de % porque ha umresul-
tado favoravel (sair a face com o numero 4) em seis resultados possiveis.
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(Exemplo 30 )

Uma urnatem 10 bolas numeradasde 1 a 10.

A probabilidade de sair um nimero par é de % porque ha cinco niumeros
pares (2,4, 6,8, 10), ou seja, cinco casos favordveis, nas 10 possibilidades

existentes.

P (Sair numero par) = %=%

' Exercicios

@ Uma caixa contém oito cartdes com letras diferentes, formando a palavra
ARTESANO. E retirado um cartéo ao acaso.

31.1. Qual é o espaco de resultados?

31.2. Indica o numero de resultados favoraveis para cada um dos seguintes
acontecimentos:

* A: "Sair uma vogal” * B: "Sair uma letra da palavra ARTE"
e C: "Sairaletra S "

31.3. Indica a probabilidade de cada um dos acontecimentos A, B e C acontecerem.

@ Indica, justificando com base nos resultados possiveis e favoraveis, qual das
seguintes situagdes tem maior probabilidade de acontecer:

A. Lancar um dado cubico equilibrado e sair um nimero par.
B. Lancar uma moeda e sair “cara”.

C. Tirar ao acaso uma carta de um baralho de 40 cartas e sair uma carta do naipe
de copas.

D. Escolher uma bola de uma caixa com duas bolas vermelhas, quatro verdes e
duas azuis e sair uma bola azul.

32.1. Para cada situacao, apresenta:
* 0 numero total de resultados possiveis;
* 0 numero de resultados favoraveis;
* a probabilidade correspondente.

. 32.2. Ordena as situagdes da mais provavel para a menos provavel.
No lancamento de um dado, equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, tal
como no lancamento de uma moeda ao ar, sabemos que as possibilidades de sair
qualquer uma das faces numeradas € igual, ou seja, por exemplo, a probabilidade
para o acontecimento "sair numero 1" é igual a probabilidade do acontecimento "sair
numero 4". Diz-se que os acontecimentos simples sdo equiprovaveis.
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Sejam A e B dois acontecimentos.
Os acontecimentos A e B sdo equiprovaveis se e s6 se tém a mesma probabili-
dade de acontecer.

P(A)=P(B)

A probabilidade de um acontecimento variaentre 0 e 1.
Para qualquer acontecimento A: 0K P(A)< 1.

Sendo que:
* 0 significa que o acontecimento é impossivel;
* 1 significa que o acontecimento é certo;
* a probabilidade de um acontecimento pode ser apresentada na forma de fracao,
na forma decimal e em percentagem.

Repara que numa experiéncia aleatoria:
* O espaco de resultados (€2) é o conjunto de todos os resultados possiveis.
Exemplo: lancarumdado Q={1, 2, 3, 4, 5, 6}
* Os acontecimentos simples correspondem a cada resultado isolado.
Exemplo: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}

* A unido dos acontecimentos simples, ou seja, se juntarmos todos os
acontecimentos simples, resulta no espaco de resultados.
Exemplo: {1}U{2}U{3}u{4}u{5}U{6}={1,2,3,4,5,6}=Q

* Um acontecimento certo, que corresponde ao espacgo de resultados, por
definicao, é sempre 1.
* Entdo, como a soma das probabilidades dos acontecimentos simples
corresponde a probabilidade da unido de todos eles (ou seja, de Q), temos que:
P({1}) +P({2}) + -+ P({6}) == P(Q) =1
Portanto, numa experiéncia aleatéria, a soma das probabilidades de todos os acon-
tecimentos simples é sempreiguala 1.

CExemplo 31)

No langcamento de um dado normal:

* a probabilidade de sair um nimero maior do que 6 é 0;

* a probabilidade de sair um nimero positivo é de 100% ;
3

* a probabilidade de sair um nimero menor do que 4 é de 6= 0,5=50%;
* A probabilidade de sair um nimero par é de %: 0,5=50%.

* Sair nimero par e sair um nimero menor do que 4 sao acontecimentos
equiprovaveis.
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' Exercicio

@ Considera os seguintes acontecimentos:
A. Ao lancar um dado cubico equilibrado, sair um niimero multiplo de 3.
B. Ao lancar uma moeda, sair "coroa”.
C. Ao tirar ao acaso uma carta de um baralho de 40 cartas, sair uma carta de cor
vermelha.

D. Ao escolher uma bola de uma caixa com duas bolas vermelhas, quatro verdes e
duas azuis, sair uma bola que nao é azul.

33.1. Indica a probabilidade de cada um dos acontecimentos A, B, C e D.

33.2. De entre os quatro acontecimentos, quais correspondem a acontecimentos
equiprovaveis?

3.3.2. Regra de Laplace - noc¢ao classica de
probabilidade

A probabilidade é uma forma de medir o grau de certeza ou incerteza associado a
ocorréncia de um acontecimento. Um dos principais responsaveis por transformar
esta ideia intuitiva numa teoria matematica rigorosa foi Pierre-Simon Laplace.

No inicio do século XIX, Laplace estruturou e desenvolveu os fundamentos da teoria
da probabilidade, tal como a conhecemos hoje. Foi ele quem formalizou a conhecida
regra de Laplace, usada para calcular a probabilidade de um acontecimento em con-
textos simples, em que todos os resultados possiveis sdo considerados igualmente
provaveis.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), matematico, fisico e astronomo francés, foi uma
figura central da ciéncia europeia, do século XVIII. Viveu numa época marcada por
profundas transformacdes cientificas e sociais e dedicou a sua vida ao estudo do
Universo e dos fendbmenos do acaso.

Para Laplace, a probabilidade era mais do que uma medida da incerteza — era uma
ferramenta essencial para compreender e prever acontecimentos, desde jogos de
sorte até fendmenos astrondmicos. A sua visdo conciliava o0 acaso com a ordem,
mostrando que, mesmo em situacdes aparentemente imprevisiveis, existem padroes
regulares que a matematica pode descrever.

Laplace acreditava que, quanto mais conhecimento tivermos sobre um sistema, mais
previsivel ele se torna. Esta ideia influenciou, ndo sé o desenvolvimento da matema-
tica, mas também o pensamento cientifico moderno.

A sua obra mais influente, Théorie analytique des probabilités (1812), revelou-se um
marco decisivo: demonstrou como a matematica pode ser aplicada a analise de
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situagdes incertas, com base na observacao de padrdes repetidos, ao longo do
tempo — como no langamento de dados ou na previsdo do comportamento de siste-
mas complexos.

Regra de Laplace

Quando todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleatéria sdo equipro-
vaveis, a probabilidade de um acontecimento A é dada por:

P(A)= numero de casos favoraveis _ #A
numero de casos possiveis  #Q

CExemplo 32)

Numa paleta estdo quatro cores (vermelho, azul, amarelo e verde), todas iguais
em tamanho e forma. Um aluno tapa os olhos e escolhe uma.

Consideremos o acontecimento: A: "escolher uma cor primaria (vermelho,
azul e amarelo)”

Casos favoraveis: trés (vermelho, azul e amarelo) #A=3

Casos possiveis: quatro (vermelho, azul, amarelo e verde) #Q =4

3

Logo, como ha trés cores primarias entre quatro possiveis, P(A) = 2

(Exemplo 33 )

Probabilidade da intersecao e reuniao de acontecimentos

Consideremos, no lancamento de um dado, os seguintes acontecimentos:
P: "Sair um nimero par”

A "Sair um nimero menor do que 3"

Temos que: Q={1,2,3,4,5,6}, logo, #Q2=6.

P={2,4,6}, A={1,2}

Considerando o acontecimento C: "Sair um numero par menor do que 3",

temos que:
C=PNA={2} e #C=1

Assim, P(C) :%.

Agora, considerando o acontecimento D: "Sair um nimero par ou sair um
nimero menor do que 3", temosque D=PUA={1, 2, 4, 6}, logo, #D=4.
4_2

Assim, P (D) =5-3"
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CExempIo 34)

Numa aula de Artes, cada aluno escolhe aleatoriamente uma cor de entre oito
disponiveis, num conjunto de 40 cartdes coloridos (cinco de cada cor). As
cores incluem vermelho, azul, verde, amarelo, laranja, roxo, preto e branco.

A professora retira ao acaso um cartao da caixa. Assim, temos que

Q= {5 vermelhos, 5 azuis, 5 verdes, 5 amarelos, 5 laranjas, 5 roxos, 5 pretos, 5 brancos }
#Q =40

Considerando os seguintes acontecimentos:

* A: "Sair uma cor quente” (vermelho, amarelo ou laranja)

* B: "Sair uma cor primaria” (vermelho, azul ou amarelo)

Temos que a probabilidade de:

* C: "O cartao retirado corresponder a uma cor quente ou primaria”
C=AUB
A= {5 cartdes vermelhos, 5 cartdes amarelos, 5 cartdes laranja}

B= {5 cartdes vermelhos, 5 cartbes azuis, 5 cartdes amarelos }
Logo, C=AUB=
= {5 cartdes vermelhos, 5 cartdes amarelos, 5 cartdes laranja, 5 cartdes azuis }
#C=20
1

e P(C)=%=§=o,5.

* D: "O cartéo retirado corresponder a uma cor quente e primaria”
D=ANB

Logo, D=A N B= {5 cartdes vermelhos, 5 cartdes amarelos }
#D=10

e P(D)=%=%=O,25.

' Exercicios

@ Numa turma de teatro, 30 alunos estao disponiveis para um casting.
Considera os seguintes acontecimentos:
* A: "12 japarticiparam apenas em pecas de comédia”
* B: "10 ja participaram apenas em pecas de drama”
e C: "5 participaram em ambos os géneros”
Sabendo que é escolhido um aluno ao acaso:

34.1. Qual é a probabilidade de o aluno ter participado em comédia ou drama?

34.2. Qual é a probabilidade de ter participado em ambos os géneros?
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@ Uma escola promove uma exposicao com obras feitas por 50 alunos, para a qual
sera escolhido um aluno ao acaso.

Sabendo que: e Manual

Digital

* 22 usaram apenas tinta acrilica; e

* 18 usaram apenas colagem; E:;r;feazge

e 8 usaram ambas as técnicas. probabilidade

35.1. Qual é a probabilidade de o aluno escolhido ter usado acrilico ou colagem?

35.2. Qual é a probabilidade de o aluno escolhido ter usado apenas uma das técnicas?

O diagrama de Venn é uma forma de representar graficamente conjuntos, facilitando
a compreensao de operagdes basicas dos mesmos.

\ Unido Intersecao

CExempIo 35)

Numa loja de venda de chocolate artesanal foi realizada uma pesquisa sobre as
preferéncias dos consumidores em relacao aos tipos de chocolate. Obtiveram-
-se 0s seguintes resultados:

l. 24 consumidores gostam de chocolate de leite;

Il. 22 consumidores gostam de chocolate branco;

lll. 17 consumidores gostam de chocolate meio amargo;

IV. cinco consumidores gostam de chocolate de leite e de chocolate meio amargo;

V. quatro consumidores gostam de chocolate meio amargo e de chocolate branco.

VI. nenhum consumidor referiu gostar de chocolates de leite e branco,
simultaneamente.

E possivel representar esta situagdo num diagrama de Venn.

Mas é importante notar que existem respostas duplicadas, pois um
entrevistado quando responde que gosta de chocolate de leite e meio amargo,
a suaresposta é contabilizada ndo s6 no grupo do chocolate de leite, mas
também no grupo do chocolate meio amargo e no grupo de chocolate de leite
e meio amargo (intersecédo dos dois anteriores).
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Desta forma, as respostas de uma Unica pessoa que foram contabilizadas duas
Ou mais vezes tém de ser subtraidas:

* aos 24 consumidores que gostam de chocolate de leite, temos de subtrair
aqueles que ja foram contabilizados no grupo de chocolate de leite e meio
amargo e chocolate de leite e branco, resultando 19 ;

* aos 22 consumidores que gostam de chocolate branco, subtraimos aqueles
que ja foram contabilizados no grupo de chocolate branco e de leite e
chocolate branco e meio amargo, resultando 18;

* aos 17 consumidores que gostam de chocolate meio amargo, subtraimos
aqueles que ja foram contabilizados no grupo de chocolate meio amargo e
branco e chocolate meio amargo e de leite, resultando 8.

24-5-0=19( 0 |122-4-0=18

17-5-4=8

Meio amargo

Desta forma, concluimos que foram entrevistados 54 (19+18+8+5+4+0)
consumidores.

Consideremos, entdo, os seguintes acontecimentos:

A "Gostar apenas de chocolate de leite” Branco

B: "Gostar de chocolate de leite”
C: "Gostar de chocolate meio amargo”

D : "Gostar de chocolate branco”
Assim, por exemplo:

_19
PA)= 54 8
19+5+0_24 _4

=_2TOTY _ % Mei
P(B) Ex 5179 eio amargo
Ao pensar na probabilidade de escolher um consumidor que goste de
chocolate meio amargo e de chocolate branco (simultaneamente) estamos a
pensar na probabilidade:

4 2
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Se pensarmos em um consumidor que goste de chocolate meio amargo ou de
chocolate branco, entao falamos de:

P(CUD):5+4;A?+18:%

Repara que também poderiamos calcular P(C U D) fazendo:

* P(C), ou seja, a probabilidade de o consumidor gostar de chocolate meio
amargo;

* P(D), ou seja, a probabilidade de o consumidor gostar de chocolate branco;

* Somar as duas probabilidades, mas retirar o que somamos duas vezes, por
dizer respeito a consumidores que estao quer no grupo do chocolate meio
amargo, quer no grupo do chocolate branco, ou seja, P(CN D).

Assim, #CUD=#C+#D —-#CND

Logo, P(CUD):P(C)+P(D)_p(CmD)=17 22 4 35

54154 5454

Regra geral da unido de acontecimentos
Sejam A e B dois acontecimentos, temos que P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) .

CExempIo 36)

Considerando as seguintes probabilidades:

P (estudar matematica) = 0,6
P (estudar artes)=0,5
P (estudar ambas)=0,2

Temos que: P(estudar matemaética ou artes)=0,6+0,5-0,2=0,9.

' Exercicios

@ Num inquérito a 50 alunos de Artes sobre 0s seus gostos musicais, sabe-se que
* 28 gostam de jazz;
» 30 gostam de rock;
* 12 gostam dos dois estilos.

36.1. Constréi um diagrama de Venn que represente a situacao.

36.2. Escolhendo um aluno ao acaso, qual é a probabilidade de o aluno gostar de jazz
ou rock?

36.3. Escolhendo um aluno ao acaso, qual é a probabilidade de ele ndo gostar de
nenhum dos dois?
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@ Numa escola artistica, 40 alunos participaram em atividades extracurriculares.
Sabe-se que:

e 25 assistiram a um filme de um autor europeu;
* 18 assistiram a uma peca de teatro local;
* 10 assistiram a ambos os eventos.

37.1. Representa a situacdo num diagrama de Venn.
37.2. Quantos alunos so6 assistiram ao filme?
37.3. Quantos alunos nao participaram em nenhuma das atividades?

37.4. Qual é a probabilidade de escolher ao acaso um aluno que tenha participado
em pelo menos uma das atividades?

—

Quando os acontecimentos C e D sao disjuntos ou incompativeis, pois ndo podem
acontecer simultaneamente, ndo tém resultados em comum, entdo CND=J e P
(CND)=0.

Nestes casos conclui-se que: P(CUD)=P(C)+P (D).

Dois acontecimentos A e B dizem-se disjuntos ou incompativeis quando a sua
intersecdo resulta no conjunto vazio.

ANB=gY
P(ANB)=0
P(AUB)=P(A)+P(B)

CExemplo 37)

Considerando a experiéncia aleat6ria langcamento de um dado, seja A o
acontecimento "Sair o numero 2".

Temos que um acontecimento contrario de A, representado por A, é "N&o
sair o numero 2".

Assim, A={2} e A={1,3,4,5,6}.

Logo, P(A)=% e P(Z):%.

Repara que P(A)=%=1 —%:‘I -P(A).
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A probabilidade do acontecimento contrario (complementar)

Se A for o acontecimento contrario de A, entio: e Manual
Digital
P(A)=1-P (A) Atividade
Propriedades da
probabilidade:
uniao de
acontecimentos
(Exemplo 38 )
Se a probabilidade de chover amanha é 0,3, entdo a de nao chover é
1-0,3=0,7.

' Exercicio

@ Numa pequena biblioteca hd 20 livros, distribuidos da seguinte forma:
* oito romances;
* seis livros de poesia;
* quatro pecas de teatro;
* dois livros de ensaio.
Considera a experiéncia aleatdria em que se escolhe ao acaso um dos livros da
estante e os seguintes acontecimentos:
e A: "Olivro escolhido é de poesia"”
* B: "Olivro escolhido é de teatro”
* C: "Olivro escolhido ndo é de romance”
e D: "Olivro escolhido é de ensaio”
e E: "Olivro escolhido é de romance ou de poesia”
* F: "Olivro escolhido é de teatro ou de ensaio”

38.1. Indica dois pares de acontecimentos disjuntos entre os apresentados.
38.2. Indica um par de acontecimentos complementares entre os apresentados.

38.3. Qual é a probabilidade de se escolher um livro de romance ou de poesia?

38.4. Qual é a probabilidade de ndo se escolher um livro de romance?

Nos exemplos anteriores, foi facil determinar o nimero de casos possiveis e favora-
veis apenas por contagem direta. No entanto, em muitas situagdes, esse nimero nao
é evidente nem facil de contar. E precisamente nesses casos que recorremos ao cél-
culo combinatério, que nos da ferramentas para contar de forma sistematica e rigo-
rosa, permitindo assim calcular probabilidades com exatidao.
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(Exemplo 39 )
o 1. Um artista vai expor numa parede trés quadros diferentes —um com uma
Q Digital arvore, outro com uma casa e outro com uma figura humana.
e lidade da a) De quantas maneiras diferentes pode dispor os trés quadros lado a lado?
unido de dois
acontecimentos b) Se o artista escolher ao acaso uma das disposicdes possiveis, qual é a

disjuntos

probabilidade de a figura humana ficar no meio?

Resolucao

a) Como os trés quadros sdo todos diferentes, trata-se de uma permutacao de trés
elementos.
Total de disposicdes: 3!=3x2x1=6

Portanto, existem seis formas diferentes de dispor os quadros.

b) O numero de casos possiveis ja foi determinado em a), ou seja, seis.
O namero total de casos para que o quadro da figura humana fique no meio:
« fixamos o quadro da figura humana no meio: 1

 arranjamos os restantes quadros nas restantes posicdes (importa a ordem):

A,=2x1=2
Casos favoraveis: 1 x?A,=1x2x1=2
P (“O quadro com figura humana fica no meio”) = % =%

2. Uma encenadora vai escolher trés atores de um grupo de seis para
participarem numa improvisacao, sem ordem definida. Qual é a probabilidade
de que dois dos atores escolhidos sejam mulheres, sabendo que no grupo ha
quatro mulheres e dois homens?

Resolucao

« Total de maneiras de escolher trés pessoas de um grupo de seis

6! _6x5x4x3!_6x5x4_120=20

31(6-3)! 313t 3l 6

Casos possiveis: °C, =

o Total de maneiras de escolher duas mulheres e um homem.

4l _4x3x2_4x3_12_,
204—-2)1 2120 2l 2

« Escolher duas mulheres de quatro: *C, =

« Escolher um homem de dois: *C, =2
Total de casos favoraveis: ‘C,x*C,=6x2=12

« Probabilidade:
12 _3

P(“Dois atores escolhidos serem mulheres”) = 505
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3. Num concurso ha 10 cartazes finalistas, numerados de 1 a 10.
Um jari vai escolher trés cartazes vencedores, para a atribuicdo do 1.°,2.°¢e 3.°

prémios. Qual é a probabilidade de o cartaz numero 7 ganhar algum prémio? e Manua
igital
Resolucao Video
. ~ . ° ° o Aconteci 1
Considerando que estamos a falar dos cartazes que vao ficarem 1.°, 2.” e 3.” lugar, a ,;;‘;;i;‘t,m;,"sf

acontecimentos

ordem da sele¢do é importante.
complementares

« Total de maneiras de selecionar os trés cartazes, de entre os 10 cartazes, sendo que a
ordem é importante:

Casos possiveis: '’A;=10x9 x 8 =720

» Total de maneiras de selecionar os trés cartazes, sendo que o cartaz nimero 7 ganhe
algum prémio.
« Fixamos o cartaz 7 numa das trés posicées possiveis: 3
Depois, escolhemos dois cartazes dos nove restantes e ordenamos os
dois: °A,=9x8=72
Casos favoraveis: 3x°A,=3x9x8=216
» Probabilidade:
_216_3

P (“Cartaz nimero 7 ser premiado”) = 72010

. Exercicios

Numa roleta com seis cores (rosa, roxo, azul, verde, amarelo, laranja), qual a
probabilidade de sair:

39.1. A coramarela;
39.2. Uma cor primaria (azul, amarelo);

39.3. uma cor fria (azul, verde, roxo)?

@ Um artista criou um baralho com 10 cartas, cada uma contendo uma forma
geométrica. As formas sao as seguintes:

* trés tridngulos;

* dois quadrados;
* um circulo;

* dois retangulos;
* dois pentagonos.

O artista sorteia ao acaso uma carta do baralho.
40.1. Qual é a probabilidade de sair um poligono com trés lados?

40.2. Qual é a probabilidade de ndo sair um circulo?

265



3. Probabilidade

1)

©

—
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Numa parede, vao ser colocados cinco painéis distintos com grafites, escolhidos
de um conjunto de oito.

41.1. Quantas maneiras ha de dispor os cinco painéis?

41.2. Qual é a probabilidade de um grafite especifico (feito pela Inés) ficar no primeiro
painel?

Um curador vai escolher quatro fotografias de um conjunto de 10 para expor lado
alado, numa ordem especifica.

Qual é a probabilidade de duas fotos de um mesmo autor (Tiago) ficarem juntas?

Num desfile de Carnaval, ha seis mascaras diferentes disponiveis e quatro alunos
voluntarios para participar. Cada aluno escolhe uma mascara e uma mesma
mascara pode ser escolhida por mais do que um aluno (uso repetido permitido).

43.1. De quantas formas diferentes os quatro alunos podem escolher mascaras?

43.2. Qual é a probabilidade de todos escolherem mascaras diferentes?

Ha 10 cartazes finalistas, numerados de 1 a 10, que participam num concurso.
Um jdri vai escolher trés cartazes vencedores, em que o0 1.°, 0 2.° e 0 3.° lugares
serao atribuidos.

Qual é a probabilidade de os cartazes com os n.° 5 e n.° 6 serem premiados?

Uma professora distribuiu seis boides de tintas a 6leo, todos de cores diferentes,
por trés alunos, dando dois a cada um.

45.1. De quantas maneiras pode fazer esta distribuicao?

45.2, Qual é a probabilidade de um aluno especifico (Joao) ficar com o boido da cor
vermelha, sabendo que apenas um dos boides distribuidos tem essa cor?

Numa instalacao, os visitantes escolhem trés objetos de entre 12 disponiveis.

Qual é a probabilidade de um objeto fragil ser escolhido, sabendo que existem
quatro objetos frageis entre os 12?

De um total de 15 curtas, o comité vai escolher cinco para exibicao, sem ordem, e
todas de géneros distintos (drama, comédia, experimental, etc.).

Qual é a probabilidade de serem escolhidos exatamente dois filmes de comédia,
sabendo que ha quatro comédias no total?

Um grupo de oito artistas vai formar duplas para criar quatro ilustragées em
conjunto, sendo que cada pessoa participa apenas numa dupla.

48.1. Quantas formacdes diferentes de duplas sao possiveis?

48.2. Qual é a probabilidade de dois artistas especificos (Soraia e Miguel) ficarem juntos?
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3.3.3. Probabilidade condicionada

Supde que estas a selecionar aleatoriamente pincéis para uma oficina de pintura. Se
alguém ja tirou alguns pincéis da caixa, a tua escolha sera afetada: a probabilidade de
escolher um pincel redondo sera diferente dependendo do que ja foi tirado.

Este tipo de situacdo, em que a probabilidade de um acontecimento depende do que
jaaconteceu, é o tema a estudar neste capitulo.

Uma caixa contém:
* trés bolas vermelhas; e duas bolas azuis; e uma bola amarela.

Foram retiradas duas bolas sem serem repostas.
Qual é a probabilidade de:

6.1. a primeira ser azul e a segunda ser vermelha;

6.2. ambas serem vermelhas?

Reflexdao: O que acontece as probabilidades depois de a primeira bola ser tirada?
Na tarefa, consideremos os seguintes acontecimentos:

A "A primeira bola a sair ser azul e a segunda bola a sair ser vermelha"

Casos favoraveis: Duas bolas azuis que podem ser retiradas na primeira vez e trés
bolas vermelhas que podem ser retiradas na segunda vez, ou seja, 2x3=6.

Casos possiveis: Seis bolas que existem na primeira retirada e cinco bolas que exis-
tem na segunda retirada, ou seja, 6 x5=30.

Logo, P(primeira azul e segunda vermelha) = % =%

Agora, para a situagao de sairem as duas bolas vermelhas, consideremos os aconte-
cimentos:

B: "A primeira bola a sair ser vermelha e a segunda bola a sair ser vermelha"”

Casos favoraveis: Trés bolas vermelhas que podem ser retiradas na primeira vez e
apenas duas bolas vermelhas que podem ser retiradas na segunda vez, ou seja,
3x2=6.

Casos possiveis: Seis bolas que existem na primeira retirada e cinco bolas que exis-
tem na segunda retirada, ou seja, 6 x5=30.

Logo, P(Ambas as bolas vermelhas) = % :%
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Como as bolas séao retiradas sem reposi¢ao, o numero total de bolas diminui e o con-
junto de bolas também se altera. Isto significa que a probabilidade do segundo acon-
tecimento depende do primeiro, ou seja, a primeira bola retirada afeta diretamente o
total de bolas disponiveis e a quantidade de cada cor restante — estamos perante
uma situacao de probabilidade condicionada.

Representamos a probabilidade de um acontecimento A, sabendo que ja aconteceu
o acontecimento B, por P(A|B).
. Exercicio

@ Numa caixa ha quatro pincéis grandes e seis pequenos. Sao retirados dois sem
reposicao.

Qual é a probabilidade de ambos serem pequenos?

CExempIo 40)

Na cidade de Mindelo, um comité cultural esta a organizar uma exposi¢ao com
artistas locais.

Para conhecer melhor o panorama artistico, fez um inquérito a 50 000
habitantes e verificou os seguintes dados:

* 30% seguem a revista de fotografia e design Olhar Criativo (revista A);

* 25% seguem regularmente a revista de arte contemporéanea Pincel de Luz
(revista B);

* 12% seguem apenas a revista Pincel de Luz, mas ndao seguem Olhar Criativo.

e 2
B-25%
A-30%

12%
170/0 1370

58%

(N J

Sabendo que uma pessoa é escolhida ao acaso e que essa pessoa segue a
revista Pincel de Luz, a probabilidade de ela seguir também a revista Olhar
Criativo é condicionada, ou seja, esta restringida aos habitantes que seguem a
revista Pincel de Luz.
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Assim, consideremos os acontecimentos:
A "Seguir a revista Olhar Criativo"
B: "Seguir a revista Pincel de Luz"

Nesta situacao, para determinar a probabilidade de seguir a revista Olhar
Criativo, sabendo que ela segue a revista Pincel de Luz, estamos a condicionar
0 acontecimento apenas aqueles que seguem a revista Pincel de Luz.

A|B={seguem Olhar Criativo, sabendo que seguem Pincel de Luz} =AN B

Logo, P(A|B) = P(;\(g)B) = ;822 ~ 43,3%.

Probabilidade condicionada

A probabilidade de um acontecimento A ocorrer, sabendo que o acontecimento
B ocorreu,com P(B)>0, édada por:

P(ANB)

P(AIB)=—F s

Repara que, se A e B sao dois acontecimentos:
P(ANB)=P(A)-P(BIA)

CExemplo 41)

Lancamento de uma moeda duas vezes

No langamento de uma moeda, considerando os acontecimentos:
A "Sair carano 1.° lancamento”
B: "Sair cara no 2.° langcamento”

Temos que P(BIA):%
Como P(A)=% e P(BmA):%.
1
Temos que P(BIA)=%=%=%=%=P(B)-

2

O resultado do primeiro langamento ndo alterou o resultado do segundo lancamento,
pois os acontecimentos sdo independentes.
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Acontecimentos independentes

Dizemos que dois acontecimentos A e B sio independentes se a ocorréncia de
um nio influencia a ocorréncia do outro. Nesse caso, P(B| A)=P(B), de onde se
conclui que, neste caso:

P(ANnB)=P(A)-P(B)

CExemplo 42)

Tabelas de dupla entrada e probabilidade condicionada

Sabe-se que numa oficina de arte, num total de 50 alunos:
* 30 escolheram aguarela, 20 acrilico;

* 18 rapazes escolheram aguarela, 12 rapazes escolheram acrilico.

E possivel organizar a informagao numa tabela, completando-a da seguinte
forma:

No total, sdo 30 rapazes, pois 18 escolheram aguarelae 12 acrilico.
Sabendo que no total sdo 50 alunos, logo, 20 sao raparigas.

Dos 30 que escolheram aguarela, 18 sao rapazes, logo, 12 sao raparigas.

De forma anéloga, dos 20 que escolheram acrilico, 12 sao rapazes e,
portanto, oito sao raparigas.

Aguarela Acrilico Total
Rapaz 18 12 30
Rapariga 12 8 20
Total 30 20 50

Desta forma, facilmente podemos determinar que, por exemplo:

P (Rapaz|Aguarela) = % = %
P (Acrilico | Rapariga) = % = %
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' Exercicio

@ Numa turma de 30 alunos, sabe-se que: e Manual
Digital
* dos que praticam desporto, seis usam 6culos e 12 nao usam 6culos; vid
ideo
* dos 12 que nao praticam desporto, cinco usam éculos. Probabilidade
condicionada
50.1. Completa a tabela com os valores em falta. i
Usa 6culos | Nao usa 6culos Total
Pratica desporto 6 12
Nao pratica
i 5 12
desporto
Total 30

50.2. Qual é a probabilidade de se escolher ao acaso um aluno que:
a) Usa 6culos;
b) Pratica desporto e usa 6culos;
¢) Nao usa 6culos, sabendo que pratica desporto;
d) Pratica desporto, sabendo que nao usa 6culos?

50.3. Os acontecimentos "Usar 6culos” e "Praticar desporto” sdo independentes?

Teorema da probabilidade total
Sejam A,, A,, ..., A, acontecimentos que cobrem todo o espa¢o amostral, tal que:

* acontecimentos A,, A,, .., A, sdo mutuamente exclusivos (ou seja, ndo tém
resultados em comum: A,NA;=@ para i #j);

* cada resultado possivel da experiéncia aleatéria pertence exatamente a um dos
acontecimentos A;;

° A1 UA2U cee UAn:Q
Entdo, P(B)=P(B|A,)-P(A))+P(BIA,)-P(A)+--+P(BIA,)-P(A,).

CExempIo 43)

Numa fabrica, ha duas maquinas a produzir parafusos:

* amaquina A produz 60% dos parafusos;

* amaquina B produz os restantes 40% .
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Sabe-se que:

* 2% dos parafusos da maquina A sao defeituosos;

Manual , . ~ .
Q Digital * 5% dos parafusos da maquina B sdo defeituosos.
Video . . .
Acontecimentos Considerando os seguintes acontecimentos:

independentes

Esn D: "O parafuso é defeituoso”

A "Parafuso foi produzido pela maquina A"
B: "O parafuso foi produzido pela maquina B"

Ao escolher ao acaso um parafuso da producéo total:

* a probabilidade de o parafuso escolhido ser defeituoso:
P(D)=P(D|A)-P(A)+P(DIB)-P(B)
=0,02x0,6+0,05%0,4
=0,012+0,02=0,032=3,2%

* sabendo que o parafuso é defeituoso, a probabilidade de ter sido produzido
pela maquina B:

P(BND)
P (D)

Mas, P(BND)=P(B)-P(D|B)

P(B)-P(DIB) 0,4x0,05 0,02
P(D) ~ 0032 0,032

P(BID)=

Logo, P(BID)= =0,625=62,5%

* 0s acontecimentos "O parafuso é defeituoso” e " O parafuso foi produzido pela
maquina A" ndo sao independentes, pois:

P(D|A)=0,02
P(D)=0,032
Como P(D|A)=P (D), os acontecimentos ndo sdo independentes.

. Exercicio

@ Numa Escola Secundaria da Praia, foi feito um levantamento sobre os alunos da
disciplina de Matematica Aplicada as Artes (MAA). Os dados recolhidos
representam o seguinte:

* 60% dos estudantes sao raparigas e os restantes 40% sao rapazes.

* Entre as raparigas:
* 25% usam cabelo liso ou ondulado;
* 50% usam o cabelo entrancado;

* as restantes usam o cabelo crespo.
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* Entre os rapazes:
¢ 10% usam cabelo liso ou ondulado;
* 15% usam o cabelo entrancado; e Manual
Digital
e 0s restantes usam o cabelo crespo.

Video
Acontecimentos

Escolhe-se, ao acaso, um estudante da disciplina de MAA. independentes
®

51.1.Qual é a probabilidade de o estudante escolhido usar o cabelo liso ou ondulado?

51.2. Sabendo que o estudante usa o cabelo crespo, qual é a probabilidade de ser
\__ rapariga?

Regra de Bayes

A regra de Bayes permite-nos determinar a probabilidade condicionada quando co-
nhecemos o valor da probabilidade condicionada contraria, isto é:

P(AIB)=P(B|'22;)P(A)
Demonstracao:
Sabemos que: P(AIB)=$ & P(AIB)xP(B)=P(ANB)
e P(BIA)=% & P(B|A)xP(A)=P(ANB)

Logo, P(AIB)xP(B)=P(BIA)xP(A) & p(A|B)x=P(BI;\zE>;)P(A)

' Exercicio

@ Sejam A e B dois acontecimentos tais que: P(A)=0,7e P(B)=04.
Determina P(AIB) supondo que P(BIA)=0,2.

3.3.4. Probabilidade frequencista

Em muitos contextos reais, os resultados ndo sao todos igualmente provaveis, sendo
necessario outro tipo de abordagem.

Na probabilidade cléssica, recorre-se a regra de Laplace, partindo do principio que
todos os resultados sao equiprovaveis, ja na probabilidade frequencista tem-se em
consideracao que os acontecimentos poderdo nao ser equiprovaveis. Assim, a pro-
babilidade frequencista baseia-se em experiéncias reais e repeticoes.

Logo, a probabilidade de um acontecimento corresponde a frequéncia relativa com
que ele ocorre ao longo do tempo.
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3. Probabilidade

Considera a seguinte tabela.

(e Yo 10 20 50 100

Video Aconteci- |, | ilidadellancamentos|langamentos|langamentos |langamentos

Teorema das mento
probabilidades n; fi n; fi n; fi n, fi
totais

Sair face 1

Sair face 2

Sair face 3

Sair face 4

Sair face 5

Sair face 6
Total

7.1. Determina, e completa na tabela, a probabilidade de cada acontecimento.

7.2. Considera a seguinte experiéncia aleatdria: "Lancar um dado”.

Repete a experiéncia 10 vezes, ou seja, efetua 10 lancamentos e regista
na tabela o nimero de vezes que saiu cada uma das faces, n;, e determina
a frequéncia relativa, f;.

7.3. Aos teus resultados junta os resultados de outro colega, perfazendo 20
lancamentos, e efetua o registode n; e f;.

7.4. Procede de forma analoga para os 50 langcamentos e 100 langcamentos.

7.5. O que concluis?

Nota: Apresenta todos os valores arredondados com duas casas decimais.

Quando uma experiéncia aleatdria é realizada um grande numero de vezes, a fre-
quéncia relativa de cada acontecimento simples tende a aproximar-se da probabili-
dade desse acontecimento. Assim, a probabilidade frequencista de um aconteci-
mento corresponde ao valor para o qual tende a estabilizar a frequéncia relativa da
realizagcao desse acontecimento a medida que aumenta o nimero de repeticdes da
experiéncia aleatoéria.

A probabilidade frequencista de um acontecimento A, representada por P(A), cor-
responde ao valor para o qual tende a frequéncia relativa da realizacdo de A, num
grande numero de repeticdes da experiéncia aleatéria, nas mesmas condicdes, ou
seja, P(A)~ f,.
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3.3. Probabilidade

CExemplo 44)
Num estudio de musica, 100 artistas escolheram aleatoriamente a cor para a
capa do album, 32 escolheram azull. (e F
Podemos estimar que: Atividade
Regra de Bayes
P (Escolher cor azul) ~ % =0,32=32%

De entre 200 obras, 50 usaram predominantemente tons de vermelho. A
probabilidade estimada de uma obra escolhida ao acaso usar tons de vermelho
é de:

P (Obra escolhida usar tons de vermelho) ~ 25—(% =0,25=25%

Repara que na probabilidade frequencista, tal como na probabilidade classica:
 todos os valores de probabilidade estdo entre 0 e 1, inclusive;

* a soma das probabilidades de todos os resultados do espago Q éiguala 1.

CExempIo 45)

Numa instalacao artistica, uma maquina lanca bolas para trés caixas, com igual
probabilidade. Num total de 90 lancamentos, a caixa Arecebeu 26 bolas.

A frequéncia relativa para a bola cair na caixa A corresponde ao nimero de
ocorréncias dividido pelo niumero total de ensaios:

f,= % ~ 0,289

A probabilidade (classica) para o acontecimento A: "bola cair na caixa A" é:
P(A)=5~0,3)

Com 90 lancamentos, seria de esperar que % das vezes as bolas caissem na

caixa A, ou seja:

%x 90 =30 bolas caissem na caixa A.

Se a experiéncia fosse repetida 1000 vezes, neste caso, seria de esperar que

%x 1000 =~ 333 bolas caissem na caixa A.

Como a probabilidade € igual para cada caixa, espera-se que cada caixa
1

receba 3

dos langamentos.
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3. Probabilidade

Repara que a probabilidade classica de uma bola cair em qualquer uma das trés
caixas é:

P===~0,3)

1
3
A frequéncia relativa obtida foi 0,289, que esta préxima, mas ligeiramente
abaixo do valor tedrico. Isto € normal em ensaios com poucos dados, neste
caso apenas 90 langcamentos.

Quanto maior for o nimero de ensaios, mais a frequéncia relativa devera
aproximar-se da probabilidade tedrica, podendo assumir-se como a
probabilidade frequencista.

(Exemplo 46)

Na criacdo de padrdes téxteis, um artista define que ha quatros tipos de
manchas a imprimir aleatoriamente (circulo, quadrado, triangulo e hexagono).
Apo6s 160 testes, obteve os seguintes resultados:

Forma geométrica N.° de ocorréncias
Circulo 42
Quadrado 38
Triangulo 41
Hexagono 39
Total 160

A frequéncia relativa para cada uma das formas € a seguinte:

42 38
fcfrculozmz 0.2625 fquadrado =W= 0,2375
firianguio = % =0,25625 frsxagono = % =0,24375

Sera que as formas sao equiprovaveis?

Se fossem perfeitamente equiprovaveis, cada forma deveria surgir com
frequéncia proxima da probabilidade classica, isto é:

_1_
P—4—O,25

Na realidade, as diferengas sdo pequenas e podem dever-se ao acaso. Por isso,
sera razoavel considerar que as formas sao equiprovaveis, embora uma analise
estatistica com mais dados nos permitisse confirmar com maior certeza.
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' Exercicios

@ Num projeto de design interativo, uma maquina atribui aleatoriamente uma de
quatro cores (vermelho, azul, amarelo ou verde) a pecas de arte digital. Em 150
atribuicdes, a cor azul foi escolhida 48 vezes.

53.1. Qual é a frequéncia relativa da cor azul?

53.2. Se fossem feitas 1500 atribuicdes, quantas vezes esperarias ver a cor azul,
assumindo que as cores sao equiprovaveis?

53.3. Compara a frequéncia observada com a probabilidade classica. O que
concluis?

@ Numa instalagao sonora, um sensor aleatério ativa um de trés sons distintos
(campainha, apito ou batida). Apés 180 ativacgoes:

e Campainha: 62
e Apito: 58
» Batida: 60

54.1. Calcula a frequéncia relativa de cada som.

(__54.2. Achas que os sons sao equiprovaveis? Justifica com base nos dados.

CExemplo 47)

Consideremos a experiéncia aleatéria de retirar um cartdo colorido de uma
caixa, com cartdes cor de laranja, verdes e amarelos.

O seguinte grafico ilustra os resultados obtidos, sabendo que se repetiu 500
vezes a experiéncia, anotando a cor e colocando novamente o cartdo na caixa.

050 A F—~———m— L ———————

ia relativa

20,40
«@D

20,30 A e —

0,10

Frequ

100 200 300 400 500
NuUmero de extracoes
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A probabilidade estimada de sair o cartdo amarelo é de 0,5.

A probabilidade estimada de sair o cartao verde é de 0,30.

A probabilidade estimada de sair o cartdo vermelho é de 0,20.

A probabilidade estimada de nao sair o cartao verde é de 0,70 (1-0,3).
Supondo que existem 60 cartdes na caixa, estima-se que 12 sejam
vermelhos, pois:

# cartoes vgrmelhos e 0,20= # cartdes vermelhos
#cartoes 60

< 0,20 x 60 = # cartdes vermelhos

P(Cartdo vermelho)=

< # cartoes vermelhos=12

. Exercicio

@ Um grupo de alunos realizou uma experiéncia repetida varias vezes, em que
lancavam um dado nao viciado e registavam o nimero de vezes que saia o nimero
"4". Q grafico seguinte mostra a frequéncia absoluta do acontecimento "Sair 4" em
funcao do numero total de lancamentos.

Frequéncia relativa para o acontecimento “Sair 4"

®
>
E 0.20 Vel 017 017 01725 0,17
®0,15 0,166666667
<
20,10
«D
=
50,05
i
0 50 100 200 400 600 800

NUmero de langamentos
55.1. Com base nos dados, qual parece ser a tendéncia da frequéncia relativa a
medida que aumenta o numero de langcamentos?

55.2. Como se relaciona essa tendéncia com a probabilidade classica de sair o
namero 47?

55.3. Justifica se esta experiéncia confirma a interpretacao frequencista da
probabilidade.

55.4. Se continuasses a realizar lancamentos até 2000, o que esperarias observar
em relacao a frequéncia absoluta de sair o niumero 4 ?
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Acontecimentos equiprovaveis sdo acontecimentos que tém a mesma probabili-
dade de acontecer.

P(A)=P(B)

A probabilidade de um acontecimento pode ser representada na forma de fracao,
numero decimal ou em percentagem.

Exemplo: P (A) = % = 0,25 = 25%

A probabilidade de um acontecimento certo é 1.
A probabilidade de um acontecimento impossivel é 0.

A probabilidade de um acontecimento variaentre 0 e 1:
0<PA)K1T

A soma das probabilidades de todos os resultados do espaco Q éiguala 1.

Regra de Laplace

P(A) = numero de casos favoraveis _ #A
ndmero de casos possiveis  #Q

O diagrama de Venn é uma forma de representar graficamente conjuntos, facilitando
a compreensao de operacdes basicas dos mesmos.

Unido Intersecéao

Regra geral da uniao
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)

Acontecimentos disjuntos ou incompativeis sdo acontecimentos cuja intersecao
resulta no conjunto vazio, ANB=3, logo P(ANB)=0.

Se A e B forem acontecimentos disjuntos: P(AUB)=P(A)+P(B).

279



3. Probabilidade

Probabilidade do acontecimento contrariode A: P(A)=1-P(A)

Probabilidade condicionada

P(ANB)

P(AIB)= P(B)

,comP(B)>0

Acontecimentos independentes sdo acontecimentos em que a ocorréncia de um
nao influencia a ocorréncia do outro. Nesse caso, P(BIA)=P(B), de onde se conclui
que:

P(ANB)=P(A)-P(B)

Teorema da probabilidade total
Sejam A,, A,, ..., A, acontecimentos que cobrem todo o espaco amostral, tal que:

* acontecimentos A,, A,, ..., A, sdo mutuamente exclusivos (ou seja, ndo tém
resultados em comum: A,NA;=3, para i#J),

» cadaresultado possivel da experiéncia aleatdria pertence exatamente a um dos
acontecimentos A;;

° A1UA2U... UAn:Q

Entdo, P(B)=P(B|A,)-P(A))+P(BIA,) - P(A)+ - +P(BIA,) - P(A,)

Regra de Bayes

_P(BIA)xP(A)

P(AIB)= P B)

A probabilidade frequencista de um acontecimento A, representada por P(A),
corresponde ao valor para o qual estabiliza a frequéncia relativa da realizacdo de A
num grande nimero de repeticdes da experiéncia aleatdria, nas mesmas condicdes,
ou seja:

P(A) ~f,
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Uma caixa contém sete cartoes com as letras da palavra "DESENHQO". Retira-
-se um cartdo ao acaso.

1.1. Qual é o espaco de resultados?
1.2. Qual é a probabilidade de sair uma vogal?

1.3. Qual é a probabilidade de sair uma consoante?

Uma roleta artistica tem oito setores iguais:
quatro vermelhos;
dois azuis;
um amarelo;
um verde.

Ap6s fazer rolar a roleta, qual é a probabilidade de
aroleta parar:

2.1. num setor vermelho;

2.2. num setor que nao seja de cor primaria?

Numa atividade de fotografia, cada participante envia uma imagem a cores
elou a preto e branco:

No total participaram 60 pessoas;

35 enviaram uma fotografia a cores (A);

25 enviaram uma fotografia a preto e branco (B);
10 enviaram os dois tipos (AN B).

Escolhe-se um participante ao acaso.

3.1. Constréi o diagrama de Venn que traduza esta situacao.

3.2. Qual é a probabilidade de ter enviado uma fotografia a cores ou a preto e
branco?

3.3. Qual é a probabilidade de ter enviado exclusivamente uma fotografia a
preto e branco?

3.4. Sabendo que enviou uma fotografia a cores, qual é a probabilidade de
também ter enviado uma fotografia a preto e branco?
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Numa escola secundaria estao a preparar uma peca de teatro. Dos 20
alunos que participaram na audicao:

12 alunos tém formagédo em expressao dramatica;
oito alunos tém formacgao em canto;
trés alunos tém formacao em ambas as areas.

4.1. Quantos alunos tém apenas formacao em expressao dramatica?
4.2, Quantos alunos nao tém formagao em nenhuma das areas?

4.3. Considerando o acontecimento A: "O aluno tem formagao em
expressao dramatica”, qual é o acontecimento complementar?

4.4. Os acontecimentos A: "O aluno tem formagao em expressao dramatica”
e B: "O aluno ndo tem qualquer formacao” sado disjuntos? Justifica.

4.5. Os acontecimentos A e C: "O aluno tem formacdo em ambas as areas”
sao disjuntos? Justifica.

Um curador escolhe trés quadros diferentes, de um total de cinco, para
expor, numa ordem especifica. Qual é a probabilidade de o quadro nimero 2
ficar em primeiro?

Uma artista escolhe dois quadros de um total de seis para levar a concurso.
Qual é a probabilidade de ambos os quadros escolhidos serem abstratos,
sabendo que ha trés abstratos e trés figurativos?

Um artista dispde quatro esculturas diferentes numa fila.
7.1. De quantas formas distintas pode organizar a exposi¢ao?
7.2. Qual é a probabilidade de uma escultura especifica (a azul) ficar na Ultima

posicao?

Num estudo para determinar o sucesso na disciplina de Matematica,
analisaram-se os resultados dos alunos das trés turmas do 11.° ano de uma
escola e obtiveram-se os seguintes resultados:

Negativa Positiva
Turma 1 8 12
Turma 2 10 18
Turma 3 12 10
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Observa a tabela e responde.

8.1. Quantos eram os alunos no total?
8.2. Quantos alunos tem a turma 1?

8.3. Quantos alunos obtiveram negativa?

8.4. Escolhido um dos alunos ao acaso, determina, apresentando os
resultados na forma de fracao irredutivel, a probabilidade de:

a) pertencer aturma 1;

b) nao pertencer a turma 2;

¢) pertencer aturma 1 e ter positiva;

d) pertencer a turma 1, sabendo que teve positiva;

e) pertencer a turma 2, sabendo que obteve negativa;

f) ter positiva, sabendo que pertence a turma 2;

g) ndo ter negativa, sabendo que ndo pertence a turma 3;

h) ndo pertencer a turma 2, sabendo que nao obteve positiva.

8.5

Os acontecimentos "obter positiva” e "pertencer a turma 1" sdo
independentes? Justifica apresentando os calculos adequados.

Se escolhermos uma das trés turmas ao acaso e nela escolhermos um
dos seus alunos aleatoriamente, qual é a probabilidade de este ter
positiva? Apresenta o resultado com trés casas decimais.

8.6

Num grupo de 40 estudantes de artes, 25 preferem desenho e 15 escultura.
Destes:

10 rapazes preferem escultura;
oito rapazes preferem desenho.

9.1. Completa a tabela.

Desenho | Escultura Total
Rapazes
Raparigas
Total 40

9.2, Qual é a probabilidade de um estudante escolhido ao acaso ser rapaz?

9.3. Qual é a probabilidade de ser rapaz dado que prefere escultura?
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Uma artista retira duas telas ao acaso, sem reposicao, de uma pilha com trés
telas grandes e duas pequenas.

10.1. Qual é a probabilidade de serem ambas pequenas?
10.2. Qual é a probabilidade de ser uma grande e uma pequena?

Num estudio de gravacao, a probabilidade de chover num determinado dia é
0,3 e a probabilidade de haver corte de energiaé 0,2.

Sabendo que os dois acontecimentos sao independentes, qual é a
probabilidade de:

11.1. chover e haver corte de energia;

11.2. ndo chover nem haver corte de energia?

Um artista cria um algoritmo que posiciona objetos em trés zonas diferentes
(esquerda, centro, direita) com igual probabilidade. Em 120 ensaios, os
objetos foram posicionados na zona central em 33 vezes.

12.1. Determina a frequéncia relativa da zona central.

12.2. Se forem realizados 1200 ensaios, quantas vezes se espera que 0S
objetos sejam posicionados na zona central?

12.3. A frequéncia observada aproxima-se da probabilidade tedrica? Explica.

Durante um teste com drones artisticos, um deles pode escolher
aleatoriamente um de trés padrdes de voo: circular, em ziguezague ou em
linha reta. Apos 90 voos, obtiveram-se os seguintes resultados:

Circular: 27
Ziguezague: 29
Linha reta: 34

13.1. Calcula a frequéncia relativa de cada padrao.

13.2. A escolha dos padrdes parece ser aleatoéria e equiprovavel? Justifica.

Numa fabrica:
70% dos produtos vém da maquina A (2% defeituosos);
30% dos produtos vém da maquina B (5% defeituosos).

14.1. Qual é a probabilidade de um produto ser defeituoso?

14.2. Sabendo que o produto é defeituoso, qual é a probabilidade de vir da
maquina B?
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Numa escola de Artes, ha dois clubes: o Clube de Fotografia e o Clube de
Pintura. Sabe-se que:

60% dos alunos pertencem ao Clube de Fotografia e os restantes 40%
pertencem ao Clube de Pintura;

no Clube de Fotografia, 20% dos alunos ja participaram numa exposicao;
no Clube de Pintura, 35% dos alunos ja participaram numa exposi¢ao.

Sabendo que um aluno da escola é escolhido ao acaso, qual é a probabilidade
de ja ter participado numa exposicao?

Numa experiéncia com 90 langamentos de uma roleta com trés cores,
sairam: vermelho (30), azul (28) e verde (32).

16.1. Calcula as frequéncias relativas das saidas de cada uma das cores.
16.2. As cores sao equiprovaveis? Justifica.

Numa instalacao, trés tipos de sons sao ativados aleatoriamente. Num total
de 180 ativagdes, registaram-se: campainha (52), apito (47), batida (81).
17.1. Calcula a frequéncia relativa de cada som.

17.2. Os sons sao equiprovaveis? Justifica.

Numa turma de Artes, 40 alunos responderam a pergunta “Qual é a tua cor
preferida para pintar?”.

As respostas foram:

Cor | Azul |Verme|ho| Verde |Amare|o| Preto
N°dealunos| 10 | 8 | 7 | 5 | 10

18.1. Determina a frequéncia relativa de cada cor.

18.2. Qual é a probabilidade frequencista de escolher ao acaso um aluno que
prefere uma cor primaria (azul, vermelho ou amarelo)?

18.3. Se se escolher 2 alunos ao acaso, qual € a probabilidade de pelo
menos um preferir o preto?

(Dica: comeca por calcular a probabilidade de nenhum preferir o preto.)
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos
finitos

3.4.1. Variavel aleatoria

No calculo da probabilidade de um acontecimento, estamos a definir um modelo pro-
babilistico associado a uma experiéncia aleat6ria. Este modelo pressupde a constru-
cao de um espaco de resultados (ou espaco amostral) e a atribuicdo de uma probabi-
lidade a cada resultado possivel (acontecimentos elementares).

Os resultados de uma experiéncia aleatoéria sao faceis de ana-
lisar quando associados a valores numéricos. No entanto, nem
todos os resultados sao, a partida, numeéricos.

Por exemplo, considere-se a experiéncia aleatéria que con-
siste no lancamento de trés moedas e na observacao das
faces que ficam voltadas para cima.

Uma forma util de estudar esta experiéncia é através da varia-
vel "nimero de caras obtidas”.

Os valores possiveis desta variavel sédo 0, 1, 2 ou 3.
Embora saibamos quais sao os valores possiveis, ndo conse-
guimos prever qual sera o resultado em cada repeti¢cao da ex-
periéncia — esta imprevisibilidade é caracteristica das expe-
riéncias aleatdrias.

A uma variavel deste tipo, que associa a cada resultado possivel da experiéncia alea-
téria um nimero, chamamos variavel aleatéria.

Uma variavel aleatoria (v.a.) é uma funcio que associa um niimero real a cada
resultado possivel de uma experiéncia aleatéria.

As variaveis aleatérias podem ser discretas ou continuas.
Uma variavel aleatéria discreta sé assume um namero finito ou infinito numeravel de
valores distintos.
Exemplos:
* numero de acidentes de trabalho, por més, num determinado pais;
* numero de filhos de uma familia portuguesa;
* numero de assoalhadas de um apartamento;
* numero de anos de escolaridade de um adulto da classe etéria [40, 50];

* numero de erros num teste de 20 questdes, de resposta multipla, em que cada
questao é respondida ao acaso; etc.

286



3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

As variaveis aleatoérias continuas podem assumir qualquer valor de um intervalo per-
tencente ao seu dominio de variagao.

Exemplos:

* tempo que um aluno, escolhido ao acaso, leva para ir de casa a escola;

* tempo entre acidentes consecutivos num determinado cruzamento;

* altura de um individuo, escolhido ao acaso na populagéao cabo-verdiana;

* quantidade de chuva que cai num dia escolhido ao acaso; etc.
Enquanto uma v.a. discreta se refere a qualquer tipo de contagem, uma v.a. continua
refere-se a uma medida, como, por exemplo, o peso, a altura, o tempo, etc.

Utilizam-se letras mailsculas para representar as variaveis aleatérias, como, por
exemplo, X, Y, Z, ... e utilizam-se as correspondentes letras minusculas para repre-
sentar os valores observados dessas variaveis aleatorias.

(Exemplo 48)

Lancamento de um dado

Se lancarmos um dado equilibrado, o espaco de resultados é:
Q={1,2,3,4,5,6}

Sabemos que:

P ("Sair face com 1 pinta") = 1 P ("Sair face com 2 pintas”) = 1
6 6

P ("Sair face com 3 pintas”) = 1 P("Sair face com 4 pintas”) = 1
6 6

P ("Sair face com 5 pintas”) = 1 P ("Sair face com 6 pintas”) = 1
6 6

Desta forma, definindo a variavel aleatéria X, que representa o nimero de
pintas da face voltada para cima, temos que:

P(X=x)=% para x=1,2,.., 6
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(Exemplo 49)

Soma das pintas no lancamento de dois dados

Consideremos a variavel aleatéria X que representa a soma das pintas que se
obtém no lancamento dos dois dados equilibrados

X: asoma das pintas que se obtém no lancamento dos dois dados equilibrados

+ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Esta variavel pode assumir osvalores 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10, 11 ou 12.

Para determinar a probabilidade de assumir cada um desses valores podemos
pensar no espaco de resultados associado a experiéncia aleatéria que consiste
em lancar os dois dados e somar as pintas das faces voltadas para cima.

Assim,
P(x=2)=31—6 P(X=3)=% P(x=4)=33—6 P(x=5)=34—6
PX=6)=2  PX=7)=2 P(X=8)=% P(X=9)=o¢
PX=10)= PX=11)=2  PX=12)=-t
Logo, o modelo de probabilidade para X é dado pela tabela:
Resultadox, | 2 | 3 | 4 |5 |6 |7 | 8|9 10112
Probabilidade ;—6‘%‘5—6‘%‘3—%‘3—%‘%‘%‘%‘%‘;—6

Repara que:

* embora o numero de resultados possiveis sejaiguala 11, a probabilidade de
1.

11

* a probabilidade de a v.a. assumir qualquer um dos seus valores admissiveis esta
entre 0O e 1;

cadaumnao é

* asoma das probabilidades dav.a. éiguala 1;
* asoma 7 éamais provavel.
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. Exercicio

@ Considera a variavel aleatéria Z que representa o nimero de caras que se obtém
no langcamento de trés moedas equilibradas.

Constréi o modelo de probabilidade para Z.

3.4.2. Funcao massa de probabilidade (f.m.p.)

Consideremos uma populacao finita, por exemplo, um grupo de alunos de uma turma,
e suponhamos que relativamente a esta populagcao estdvamos interessados em es-
tudar o nimero de irmaos;

Os diferentes valores assumidos pela caracteristica em estudo, na populacao, serao
os objetos de uma variavel aleatéria X associada ao modelo.

Quando se procuraaimagem, por exemplo, de x =2, davariavel aleatoéria X, pretende-
-se conhecer a probabilidade de um individuo da populacao, escolhido ao acaso, ter
2 irmaos.

Assim, estudar uma populacéo é identificar o modelo probabilistico que a descreve.

Construir um modelo de probabilidade para modelar um fendmeno aleatério, com
espaco de resultados finito, é equivalente a construir a fungédo massa de probabili-
dade (f.m.p.) da variavel aleatdria associada.

A funcao massa de probabilidade (f.m.p.) (ou distribuicdo de probabilidade) de
uma v.a. discreta é uma funcao que associa a cada valor possivel x; a probabili-
dade P (X=x).

Uma variavel aleatéria X, discreta, fica perfeitamente identificada pela sua f.m.p., isto
é, pelos valores x; que assume e pelas probabilidades de assumir esses valores:
pi=P(X=x).

Atendendo a definicao de probabilidade, é imediato que:

0<p;<1 paracada i Pr+py+ ... +pi+...=1

CExempIo 50)

Um casal planeou ter trés filhos. Admitindo igual probabilidade para o
nascimento de um rapaz ou de uma rapariga, considere-se a variavel aleatéria X
que representa o numero de raparigas de entre os trés filhos.
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3. Probabilidade

Dado que X é av.a. que representa a numero de filhas em trés filhos, X pode

assumir os valores 0, 1, 2 ou 3.

Resultado Variavel aleatoéria X;

i | e

Il
N

BhE |

Il
N

BEE |

$hE | -

k¥g | -

pik | -

$EE | -

$EE |

P(X=3)=5

3

P(X=2)=3

3

P(X=1)=45

PM=®=%

Assim, temos a seguinte funcdo de massa de probabilidade paraav.a. X:

X=x; | 0 |

-

3

1 3

olw | N

1
8

Uma vez definida a funcdo massa de probabilidade, podemos determinar,
facilmente, probabilidades de acontecimentos relacionados com o fenédmeno

aleatorio em estudo.

Por exemplo:

* Probabilidade de o casal ter mais de uma rapariga:

P(X>1)=P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)

3
8

11
872
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

* Probabilidade de o casal s6 ter rapazes:

—0) =1
P(X—O)—8
* Probabilidade de o casal ter uma ou duas raparigas:
—P(X= —2)=3,3_3
P(‘I<X<2)_P(X_1)+P(X_2)_8+8_4

A f.m.p. correspondente a v.a. X é a seguinte:

f.m.p. do nimero de filhas

P.0.40

0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05 l
0 0 1 2 3 X

(Exemplo 51)

Considera a seguinte experiéncia aleatéria, A: "Fazer girar, simultaneamente,
as duas roletas da figura e registar o numero de roletas que se imobilizam na
regiao vermelha".

ZIN

Roleta 1 Roleta 2

Seja Y: "Numero de roletas que se imobilizam numa regido vermelha”.
Y pode tomar os valores 0, 1 ou 2.

De notar que naroleta 1 a probabilidade de parar numa regido vermelha é
diferente da probabilidade de a roleta 2 parar numa regido vermelha.
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3. Probabilidade

Sejam:

V,-roleta 1 paranovermelho e V, —roleta 2 parano vermelho

2 1 1
P(V)=3=5eP(Vo)=3

Construindo um diagrama de arvore de probabilidade, temos que:

Roleta 1 ] Roleta 2
3 v, — P(y=2)
b
2 TNV, ——
3
1 — Ply=1)
3 ~ 3 V. —
2 VY
l V2 —’P(y=0)
3
Assim, P(y=2)=P(V;)xP(Vy) =1 x1=1
' 1 2727376
AT 1,2,1.,1_2 1_3_1
Ply=1)=P(V))xP(V,) +P(V)) xP(V;)=5x 5+ 5xg=c+E=5=7
—0)=P(V,)xP(V,)=1x2=2_1
Py=0)=P (V) xP(V;) =5x5=5==

Tabela de distribuicao de probabilidade de Y

Y=y, |
P(Y=y) ‘

0 1
111
3 2

o=

. Exercicio

@ Considera a seguinte experiéncia aleatoria:
A: "Lancamento de dois dados e registo do nimero de vezes que aparece a face 1"
B: “NUmero de raparigas nas familias com quatro filhos"
(admitindo que a probabilidade se ser rapaz € igual a probabilidade de ser rapariga)

57.1.Define as variaveis aleatorias associadas a estas experiéncias e indica os valores
que podem tomar.

57.2. Quais as probabilidades associadas as variaveis definidas? Constrdi a tabela de
distribuicdo de probabilidade relativa a cada variavel.
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3.4.3. Valor médio e desvio-padrao

Na estatistica descritiva, aprendemos a calcular a média de um conjunto de dados:
somamos todos os valores e dividimos pelo nimero total de observacdes. A média
permite-nos saber, de forma geral, qual o valor “central” ou "tipico” dos dados. Apren-
demos também a calcular o desvio-padrao, que nos indica o grau de dispersao dos
dados - ou seja, se 0s valores estdo mais proximos ou mais afastados da média.

Essas nog¢des continuam a ser Uteis quando iniciamos o estudo das varidveis aleato-
rias e das distribuicoes de probabilidade, mas com uma diferengca importante:
agora, em vez de analisarmos dados reais ja observados, estamos a trabalhar com
valores possiveis e as probabilidades associadas a cada um desses valores.

Assim, surge a nocdo de valor médio (ou esperanca matematica) de uma variavel
aleatéria: uma generalizagao da média que pondera cada valor possivel pela sua pro-
babilidade. E o valor que esperariamos obter, em média, se repetissemos a experién-
cia aleatéria muitas vezes.

De forma semelhante, o desvio-padrao de uma distribuicao de probabilidade mede
0 grau de dispersao dos valores possiveis em torno do valor médio, tendo também
em conta as probabilidades associadas. Tal como na estatistica descritiva, permite
perceber se a varidvel aleatdria toma geralmente valores préximos da média ou se,
pelo contrario, apresenta uma grande variabilidade.

Portanto, ao estudarmos a média e o desvio-padrdao numa distribuicdo de probabili-
dade, continuamos a analisar a tendéncia central e a dispersdo — mas agora num con-
texto tedrico, que nos ajuda a prever comportamentos futuros com base nas leis do
acaso.

Dada umav.a. X comfm.p.

X=x,' | X1 | X2 | e | .xn

P(X=x) | P | P | | Pn

* o valor médio (u) calcula-se por:

L=XX P+ Xy X Pyt ... +X, X P,y

* 0 desvio-padrao mede o grau de dispersao dos valores da v.a. :

o=\t =) Py (= 1) - Pt e+ (X~ ) - P,
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CExemplo 52)

Lancamento de um dado

A distribuicao de probabilidade para o acontecimento “langcamento de um
dado” é a seguinte:

X, | 1| 2| 3| 4] 5|6
e [ [afa el e ]

et xd aoxd 3wt axd s ] ioxlo21_
Assnm,,u—‘lx6+2x6+3x6+4x6+5x6+6x6— 3 =35

2_(q _ 21 _ 21 _ 2.1 _ 21

e oc’=(1-35) ><6+(2 3.5) ><6+(3 3.5) ><6+(4 3.5) X5+
2.1 2 1
+(5—3,5) X€+(6—3,5) XE

(=252t (152 xLa(—05)?2x) 2 1 2 1 2 1
=(-2,5) ><6+( 1,5)x6+( 0,5)><6+(O,5)><6+(1,5)><6+(2,5)x6

- % w (= 2.5+ (= 1,5) + (= 0.5)*+ (0.5)> + (1,5) + (2.5)%) = % ~2.91(6)

Entdo, o desvio padrdo é 0=4/2,91(6) ~ 1,7.

Nota:
Se o desvio-padrao for pequeno, os valores estao préximos do valor médio, se for
grande, os valores estdo mais espalhados.

CExemplo 53)

Num concurso de pintura, as pontuagdes vaode 0 a 100:

* se a média das pontuacdes for 75 e o desvio-padrao for 5, isso indica que a
maioria dos participantes teve notas préoximas de 75 (pouca dispersao);

* mas se o desvio-padrao for 25, as notas estao muito espalhadas, o que pode
indicar avaliacdes muito diferentes entre os jurados.
. Exercicio

@ Define uma v.a. que representa o nimero de bolas vermelhas extraidas ao tirar
duas bolas de um saco com trés vermelhas e duas azuis (sem reposicao).

\ Calcula o valor médio e o desvio-padrao.
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3.4.4. Modelo binomial

As distribuicbes de probabilidade associadas a variaveis aleatdrias discretas
baseiam-se em espacos amostrais formados por valores discretos (isolados). A res-
petiva distribuicao, também designada por fungdo massa de probabilidade, pode ser
representada graficamente através de um grafico de barras, como ja vimos.

Existem varios tipos de distribuicdes de probabilidade para variaveis aleatérias dis-
cretas, consoante o tipo de fendmeno que se pretende modelar. Entre elas, destaca-
mos a distribuicdo binomial, que iremos agora estudar.

A distribuicdo binomial aplica-se a situacdes em que se repete uma experiéncia
aleatdria um numero fixo de vezes, n, e se pretende determinar a probabilidade de
um determinado acontecimento A ocorrer exatamente k vezes nessas n repeti-
coes.

Nas restantes n — k repeticdes, ocorrerd o acontecimento contrarioa A, com pro-
babilidade 1 — p, sendo p aprobabilidade de A.

O nome binomial advém do facto de cada repeticao da experiéncia ter apenas dois
resultados possiveis:

* QU ocorre o acontecimento A (sucesso):
* ou ndo ocorre (insucesso).

CExempIo 54)

Considera a experiéncia aleatdria “"langamento de uma moeda 10 vezes".

Definimos a variavel aleatoria:

X: "Numero de caras obtidas nos 10 langamentos”

Parametros do modelo:

* Cada lancamento tem apenas dois resultados possiveis:
* cara (sucesso);
* coroa (insucesso).

* A probabilidade de sucesso em cada langamento é:
P (Sair cara) :%
* A probabilidade de insucesso é:

1

P(N&o sair cara)=1 — P(Saircara)=1 — 5:%
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Como temos 10 repeti¢cdes independentes com duas saidas possiveis e
probabilidade constante, X segue uma distribuicdao binomial com parédmetros
1

n=10¢€ pzi, ou seja:

1
x~3<1o,§>

Calculo de probabilidades
1. Probabilidade de sair 0 caras, ou seja, 10 insucessos:

P(X=0)= P(N3&o sair cara) x ... x P(N&o sair cara)

10 vezes

=(1-p)x...x(1=p)=(1 _p)w:(%)m

10 vezes

2. Probabilidade de sair exatamente 1 cara, ou seja, um sucesso e nove
iNnsucessos:

O unico sucesso pode ocorrer em qualquer uma das 10 tentativas, porisso
hd 10 combinacdes possiveis.

P(X=1)= 10C1 x P (Sair cara) x P(Nao sair cara) x... x P(N&o sair cara)

9 vezes

-1 =10 (3 0()
! 27\2 2

3. Probabilidade de sairem exatamente 2 caras, ou seja, dois sucessos e
oito insucessos:

Os dois sucessos podem ocorrer em qualquer uma das 10 tentativas, por
isso ha 10 combinacdes, duas a duas, possiveis.

P(X=2)="°C,x P(Sair cara) x P(Sair cara) x P(N&o sair cara) x ... x P(N&o sair cara)

8 vezes

= Cxptx(1-pP =" () % (3) = e(3)”

Esta l6gica aplica-se a qualquer valor de X=k, com a férmula geral da fungao
de massa de probabilidade binomial:

PX=k="C,xp"x(1-p) "

Assim,
X; | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10
P(X=x) 1 10 45 | 120 | 210 | 252 | 210 | 120 | 45 10 1
! 102411024 (1024|1024 | 1024|1024 | 1024|1024 | 1024|1024 | 1024
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Repara que:
* A distribuicéo é simétrica.
o) P(rog)_ 45 - - : (e B
Por exemplo, P(x=2)=P(x=8)= To24 ' Ouseia.a probabilidade de sairem 9
Video
duas caras € igual a probabilidade de sairem oito caras, isto &, 45 . Distribuicdo
1024 binomial

* A soma de todas as probabilidades da 1, como esperado.

O gréfico de barras desta distribuicdo binomial B <1 0, %) € 0 seguinte:

Distribui¢cao binomial B(10, 0,5)

0,25 1
0,20 1
0,151
0,101

0,05 1

0,00~

Como se pode ver:
* adistribuicao é simétricaemtornode 5;

* o0 valor mais provavel é x;=5, seguidode 4 € 6.

. Exercicios

@ Considera a experiéncia aleatdria na qual se langa uma moeda ao ar trés vezes e
se regista o numero de caras obtidas.

59.1. Define a v.a. associada a esta experiéncia e indica os valores que pode tomar.
59.2. Constréi a tabela de distribuicdo de probabilidade.

@ Uma artista de rua tenta vender uma pintura a cada pessoa que passa. A
probabilidade de venda é 0,2. Considera que ele aborda cinco pessoas.
60.1. Define a v.a. associada a esta experiéncia e indica os valores que pode tomar.
60.2. Constréi a tabela de distribuicdo de probabilidade.

60.3. Qual é a probabilidade de vender dois quadros em cinco abordagens?

(___ 60.4. Qual é a média e o desvio-padrao?
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3. Probabilidade

3.4.5. Modelo normal

Em muitas situacdes da vida real — na arte, nas ciéncias ou no dia a dia - lidamos com
grandezas que podem assumir qualquer valor dentro de um intervalo continuo, tais
como o tempo de espera numa fila, a temperatura ambiente, o “peso” de uma pessoa,
etc.

Estas situacdes sdo descritas por variaveis aleatdrias continuas, as quais estao as-
sociados modelos de probabilidade continuos.

Ao contrério das variaveis discretas (que assumem valores isolados, como langar um
dado), as variaveis continuas podem assumir infinitos valores dentro de um intervalo.
Por exemplo, entre 59 kg e 61 kg ha infinitos valores possiveis para o “peso” de uma
pessoa.

Funcao densidade de probabilidade

A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria continua é representada
por uma funcao densidade de probabilidade (f.d.p.). Esta funcdo permite calcular a
probabilidade de a variavel tomar valores dentro de um determinado intervalo.

Nota importante: Em variaveis continuas, a probabilidade de ocorrer exatamente um
valor especifico € nula. Por exemplo, considera-se que a probabilidade de alguém
“pesar” exatamente 60 kg é praticamente 0, porque o “peso” pode variar ligeira-
mente acima ou abaixo. Por isso, as probabilidades calculam-se sempre em interva-
los, mesmo que muito pequenos.

A probabilidade de a variavel aleatoria X assumir um valor entre a e b calcula-se
pela area sob a curva da funcao densidade, entre esses dois valores:

P(a< X< b)=4éreasob a curvano intervalo [a, b]

Pl@a<x<b)

Tal como nas variaveis discretas, existem varios modelos continuos que representam
diferentes tipos de fendmenos aleatérios. Entre eles, destacamos o modelo normal,
que iremos agora estudar, pois € uma distribuicao frequente em fendmenos naturais
e sociais.
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Uma variavel aleatéria continua diz-se normal quando
a sua distribuicao de probabilidade é representada por
uma curva em forma de sino, conhecida por curva de
Gauss. Esta curva é:

» simétrica em relacdo a um eixo vertical que passa
pela média (valor médio) da variavel;

* mais alta ao centro, onde se concentra a maioria
dos valores;

* mais baixa nas extremidades, onde os valores sao a b u
menos provaveis. P(a<x<b)éigual aarea
sombreada

Este modelo de distribuicao é chamado de modelo normal ou distribuicao normal.

A probabilidade de a variavel tomar valores num intervalo ]a, b[ corresponde a
area sob a curva entre os pontosae b. Como a curva é continua, essa area pode
ser pequena ou grande, consoante o intervalo considerado e a forma da curva.
Uma distribuicdo normal é totalmente determinada por dois paréametros:

* u — média (valor central da distribuicao);

* 0 — desvio-padrao (medida da disperséao dos valores).

Representa-se por: X~ N(u, o).

Por exemplo, X~ N (50, 8), significa que a varidvel X segue uma distribuicdo nor-
mal, com média 50 e desvio-padréo 8.

' Exercicio

@ SupOe que a seguinte figura representa a funcao densidade da variavel aleatéria X:
largura (em cm) de pinceladas espontaneas feitas por diferentes artistas num mural
coletivo de arte contemporanea.

14% 16% | 30% 9%
7 8 10 13 14

61.1. Qual é a percentagem de pinceladas com largura entre os 8 eos 10cm?
61.2. Qual é a percentagem de pinceladas com largura entre os 13 eos 14cm?

61.3. Qual é a percentagem de pinceladas com larguraentreos 7 eos 14cm?

\__ 61.4. Qual é a percentagem de pinceladas com largura entre os 8 eos 13cm?
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Num modelo de distribuicdo continuo, como o caso da distribuicdo normal, a proba-
bilidade corresponde a uma determinada area sob o grafico. Assim, para realizar esse
célculo, é possivel utilizar a tecnologia para calcular probabilidades associadas a
quaisquer intervalos.

(Exemplo 55)

Usando o modelo normal com u=65 e c=8kg, aprobabilidade de uma
pessoa adulta “pesar” mais de 75 kg é de 0,023, aproximadamente.

Com recurso ao Excel, podemos utilizar a fungéo de distribuicdo normal,
seguindo os parametros:

u Guardar Automaticamente .“'. :I B "/‘ Q‘ » % Livrol - Excel £ Procurar
Ficheiro Base Inserir Desenhar Esquema da Pigina Férmulas Dados Rever Ver Autor
flj A 2]
“ N I s~ A A
Colar B _ : & .
Area de Transferé. & Tipo de Letra Alinharmento Nimero Estilos
SOMA v 1 X  fx~ =DIST.NORMAL(75;65;8;)
A B G [ DIST.NGRMAL(x; média; desv_padrao; cumulativo) | J
1
2
3 IRMAI.{?S; I
4
(Exemplo 56)

A variavel aleatéria X representa o “peso” (em kg) dos quadros expostos numa
galeria e segue uma distribuicdo normal, com média y =20 e desvio-padrao c=2.

Para determinarmos, por exemplo, a probabilidade de um quadro "pesar” entre
18 kg e 22 kg, ouseja, P(18 < X< 22), podemos utilizar diferentes softwares.
1. GeoGebra

1. Abrir a https: //www.geogebra.org/calculator

2. Escrever a funcao:
Integral (DistribuicdoNormal (20,2,22)-DistribuicdoNormal (20,2,18))

leuladors | A Gt - e

- (20, 2,22) ~ D Hormak{ 20,2, 18} i ] ' o

O resultado sera a probabilidade entre 18 e 22 kg, isto é, aproximadamente
0,68.
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2. Excel
1. Abrir o Excel.
~ e Manual
2. Escrever a fungao: Digital
=DIST.NORMAL (22;20;2;VERDADEIRQO)-DIST.NORMAL (18;20;2;VERDADEIRO) xlfdteo
Istogram
— fun(;é% ?je °e
@ Guardar Automatiamente @ ) B D~ 0 = Livrol - Excel £ procurar densidade
Ficheiro Base Inserir  Desenhar  Esquema da Pagina Formulas Dados Rever Ver Automatizar  Ajuda : _

x’-[‘j X aptoshisrow <11+ = =(=| 8 Geral «| [ Formatagio Condicional ~ B Inseir  ~
e LI N T 5§+« A & =SB me %o [ Faernatar come Tabels - B Eliminar
- 3 He & A == B o 8 [B# Estilos de Célula ~ [ Formatar ~

Altﬂ de Tansfe.. & Tipe de Letra 1] Alinhamento L] Mimere 1] Estilos Células
c3 v S| =DIST.HORMAL(22;20;2;VERDADE TRO) -DIST . NORMAL (18; 2¢; 2; VERDADETRO)

A B c o E F G H 1 1 3 L

O resultado sera a probabilidade entre 18 e 22 kg, isto é, aproximadamente
0,68.

Repara que em ambos os casos recorremos a uma estratégia de célculo, pois:
P(18<X<22)=P(X<22)-P(X<18)

. Exercicios

@ O tempo (em minutos) de uma performance artistica ao ar livre segue uma
distribuicdo normal com média de 50 minutos e desvio-padrao de 8 minutos.

Utilizando tecnologia para determinar as probabilidades correspondentes aos
intervalos pedidos, responde:

62.1. Qual é a probabilidade de uma performance durar entre 45 e 60 minutos?
62.2. Qual é a probabilidade de durar menos de 40 minutos?

@ Numa galeria de arte, as dimensoées das telas expostas seguem uma distribuicao
normal com média de 80 cm de altura e desvio-padrao de 10cm.

Utilizando tecnologia para determinar as probabilidades correspondentes aos
intervalos pedidos, responde:

63.1. Qual é a probabilidade de uma tela escolhida ao acaso ter entre 70cm e
90 cm de altura?

__ 63.2. Qual é a probabilidade de uma tela medir mais de 95cm ?

Ao analisarem grandes conjuntos de dados, muitos cientistas verificaram que os his-
togramas obtidos apresentavam uma forma caracteristica — simétrica e em forma de
sino —, que podia ser modelada por uma curva conhecida como distribuicdo normal.
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Por exemplo, ao estudar a altura de adultos numa populagao, os tempos de reagcao
em testes de atencdo ou as variacdes da temperatura diaria, observaram-se distri-
buicdes que se ajustavam bem ao modelo normal. Este modelo tornou-se, assim,
uma ferramenta essencial na estatistica, servindo de base a muitos métodos de infe-
réncia estatistica classica utilizados para tirar conclusdes sobre populacdes a partir
de amostras.

Propriedades da curva normal
* O valor médio localiza a curva no referencial.

Exemplo:

Ha H2
N, o) N 0)
Na figura anterior estédo representadas duas curvas normais com igual desvio-

-padrao, mas diferentes valores médios.

* Quanto maior for o desvio-padrao mais achatada é a curva, uma vez que maior é
a dispersdo em torno do valor médio u € maior.

Exemplo:

0,< 0y

u
N, o1) e N(u, o)

Na figura anterior estao representadas duas curvas de distribuicdo normal que
diferem apenas no valor do desvio-padrao.

 Dada uma variavel aleatéria X com uma distribuicdo normal, N~ (u — o), tem-se:
P(u—-o<X<u+o0)~0,683
P(u—-20<X<u+20)~ 0,954
P(u—-30c<X<u+30)~0,997
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

Na curva normal, corresponde a:

«—68,3%—

95,: %

u—éo u—'20u—'0 ,u y-ll-o u+'20 ,u-'|-30

* Como em qualquer funcao densidade, a area total situada abaixo da curva € igual
al.

(Exemplo 57)

Num atelié de pintura, o tempo de secagem de uma nova tinta acrilica (em
horas), quando aplicada numa camada uniforme, segue uma distribuicao
normal com média de 4 horas e desvio-padrao de 0,5 horas.

Isto significa que, se varios artistas aplicarem a tinta nas mesmas condic¢des, a
maioria das obras secara em tempos préoximos das 4 horas, mas com alguma
variagao natural.

25 3 35 4 45 5 55

Analisando a distribuicdo normal, podemos concluir que:

* aproximadamente, 68% das telas secardo entre 3,5 e 4,5 horas (1 desvio-
-padrao da média)

P(3,5<X<4,5)~68%
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3. Probabilidade

aproximadamente, 95% secarao entre 3 e 5 horas (2 desvios-padrao da
meédia)

P(3<X<5)~98%
€ muito improvavel que uma tela demore menos de 2,5 horas ou mais de

5,5 horas a secar

P(X<25V X>55)=1-P(25<X<55)~1-99,7%=0,03%

' Exercicios

54

304

Foram feitas medicdes da altura de esculturas expostas numa bienal de arte
contemporanea, pertencentes a uma vasta colecao internacional. Verificou-se que
a distribuicado destas alturas segue um comportamento normal, com valor médio
de 84,5 cm e desvio-padrdao de 14 cm. Designando a varidvel em estudo por X
(altura das esculturas, em cm), indica:

64.1. o valor da altura que estéa dois desvios-padrao acima do valor médio;
64.2. o valor da altura que estd um desvio-padrao abaixo do valor médio;

64.3. a percentagem de esculturas cuja altura esta a uma distancia inferior a um
desvio-padrao do valor médio;

64.4. a percentagem de esculturas com altura inferiora 84,5 cm.
Supde que o tempo médio de conservacao de um certo tipo de pigmento usado

em pinturas contemporaneas apresenta um comportamento aproximadamente
normal, com valor médio de 5,6 anos e desvio-padrdo de 1,2 anos.

65.1. Qual é a percentagem de pinturas que conservam o pigmento entre 3,2 e
8 anos?

65.2. Qual a percentagem de pinturas que conservam o pigmento entre 2 e 9,2
anos?

65.3. Qual é a percentagem de pinturas cuja conservacao do pigmento dura mais de
4,4 anos? E menos de 4,4 anos?



3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

Uma variavel aleatoria (v.a.) € uma funcao que associa um nimero real a cada resul-
tado possivel de uma experiéncia aleatdria e representa-se por uma letra mailscula
X.v. zZ ...

A funcao massa de probabilidade (f.m.p.) (ou distribuicdo de probabilidade) de uma v.a.
discreta é uma funcéo que associa a cada valor possivel x; a probabilidade P(X=x)).

Dada umav.a. X comfm.p.:

X=x; | % | X5 | | X,

P(X=x) | P | P> | | Pn

* o valor médio (u) calcula-se por:
U=X; X P+ Xy X Pyt ...+ X, X P,
* o0 desvio-padrao mede o grau de dispersao dos valores da v.a. :

o=\t = 1) pr+ (6 = 1)’ - Pyt et (6 — 1) - P,

O modelo binomial é um modelo discreto usado quando temos:
* um numero fixo de experiéncias n;

* cada experiéncia com dois resultados possiveis: sucesso (com probabilidade p) e
insucesso (1 — p);

* as experiéncias sao independentes.

Distribuicao binomial

0] 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11x

O modelo normal é continuo e aplicado a fenébmenos como altura, tempo, “peso”,
etc.

* Representado por uma curva simétrica em forma de sino.

* Definido por dois paréametros:
e u: valor médio (centro da curva);
* ¢: desvio-padrdo (largura da curva).
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3. Probabilidade

Propriedades da curva normal

¢ O valor médio localiza a curva no referencial.

M H2
N(;u‘lr 0-) N(‘Ug, G)

* Quanto maior for o desvio-padrdo mais achatada é a curva, uma vez que maior é a
dispersédo em torno do valor médio p.

u
N(/J,, 61) e N(ll, 0-2)

* Dada uma variavel aleatéria X com uma distribuicdo normal, tem-se:

1.
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

Dada a experiéncia: "Observar o tempo (em minutos) de uma performance
de rua”, a variavel é discreta ou continua? Justifica.

Uma artista lanca trés cubos de argila ao ar com igual probabilidade de cair
ou nao em cima da tela.

2.1. Define a variavel aleatoria.
2.2. Constréi a funcdao massa de probabilidade.

2.3. Determina a probabilidade de exatamente dois cubos cairem sobre a tela.

Dada a tabela de probabilidades de X (nimero de erros num teste com trés
questdes de escolha multipla):

x=x, | o | 1] 2] 3
P(X=x) | 01 | 03 | 04 | 02

Qual é a probabilidade de haver menos de dois erros?

Um curador de galeria contabiliza o nimero de obras vendidas por cada
artista numa feira.

Os valores possiveis séao 0, 1, 2, 3 com probabilidades 0,1; 0,25; 0,5;
0,15, respetivamente.

4.1. Define a fm.p. através de uma tabela.
4.2. Calcula o valor médio.

4.3. Calcula o desvio-padrao.

Um musico de rua tem 30% de probabilidade de vender um CD a cada
pessoa que o ouve. Em cinco abordagens:

5.1. Qual é a probabilidade de vender exatamente dois CD?
5.2. Qual é o valor médio de vendas esperadas?

5.3. Qual é o desvio-padrao?

As larguras dos pincéis de um lote seguem uma distribuicdo normal com
média de 2 cm e desvio-padrao 0,5cm.

6.1. Qual é a largura correspondente a 2o acima da média?

6.2. Qual é a percentagem estimada de pincéis com largura entre 1,5cm e
25cm?
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Numa oficina, um pintor experimental aplica uma técnica nova com sucesso
em 70% dos casos. Faz 10 experiéncias.

7.1. Qual é o valor médio de sucessos esperados?

7.2. Qual é o desvio-padrao?

Uma instalacao de luzes tem sensores que contam o nimero de vezes que
uma pessoa interage com ela durante 10 minutos.

Valores observados | 0 | 1 | 2 | 3 |
Frequéncia | 5

8.1. Constréi uma tabela com a distribuicdo de probabilidades.

8.2. Calcula o valor médio.

8.3. A v.a. segue uma distribuicdo normal? Justifica.

Uma roleta tem quatro cores: vermelho, azul, verde e amarelo.
Seja X=numero de vezes que sai "vermelho” em trés langamentos.

9.1. Qual é a distribuicdo de X?

9.2. Calcula P(X=2).

Um escultor vende 0, 1 ou 2 pecas por dia com as probabilidades 0,5,
0,3 e 0,2, respetivamente.

10.1. Qual é o valor médio de vendas didrias?

10.2. Que interpretacéo fazes do resultado?

Um fotégrafo acertaem 90% das imagens. Num dia tira 20 fotografias.

11.1. Qual é a probabilidade de nesse dia, acertar exatamente 18
fotografias?

11.2. Qual é a média e o desvio-padrao?
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3.4. Modelos de probabilidade em espacos finitos

Numa exposicao, o tempo de observacgao por obra segue umanormal N(4, 1).

12.1. Qual é a percentagem esperada de visitantes que observam uma obra
entre 3 e 5 minutos?

12.2. Qual é a percentagem esperada de visitantes que observam uma obra
mais de 6 minutos?

Numa residéncia artistica, o tempo de conclusao de uma obra (em dias) por
um grupo de artistas segue uma distribuicdo normal com valor médio de
12 dias e desvio-padrao de 2 dias.

13.1. Qual é a percentagem de artistas que terminam a obraentre 10 e 14
dias?

13.2. Qual é a probabilidade de um artista demorar mais de 16 dias?
13.3. Que percentagem de artistas conclui a obra em menos de 8 dias?

13.4. Determina o intervalo de dias em que se encontra aproximadamente
95% dos tempos de conclusao.

Numa escola de Artes, mediu-se o tempo (em minutos) que os alunos do
11.°2ano demoram a concluir um esboco de observacao.

Verificou-se que os tempos seguem uma distribuicdo normal com u =40
minutos e =5 minutos.

14.1. Qual a probabilidade de um aluno demorar menos de 40 minutos a
terminar o esboc¢o?

14.2. Qual a probabilidade de demorar entre 35 e 45 minutos?
14.3. Qual a probabilidade de demorar mais de 50 minutos?

14.4. Aproximadamente, quantos alunos em 100 deveriamos esperar que
terminassem o esboco entre 35 e 45 minutos?
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Teste

No langcamento de um dado, o acontecimento "sair nUmero menor do que 1" é:
(A) Certo (B) Impossivel
(C) Composto (D) Equiprovavel

Uma urna tem 4 bolas vermelhas, 3 azuis e 3 verdes.
Qual é a probabilidade de sair uma bola azul?

(A = ) 3 © 1 © 3

Sejam A e B dois acontecimentos, tais que P(A)=0,4 e P(B)=0,5.
Se A e B forem disjuntos, entdo P(AU B) é...
(A) 0,2 (B) 0.9 (C) 0.1 (D) 0,7

Qual é a probabilidade de um acontecimento certo?
(A) 1

(B) O

(C) Depende do numero de casos favoraveis.

(D) EntreOe 1.

Uma curadora de arte quer escolher trés obras de um conjunto de sete para
expor juntas, mas a ordem das obras nao interessa. De quantas formas
diferentes pode fazer esta selecao?

(A) 7! (B) "A, (€) 'C; (D) 3!

Qual das seguintes somas é mais provavel ao langar dois dados?
(A) 2 (B) 6 )7 (D) 12

Sejam A e B dois acontecimentos tais que:
P(A)>0 P(B)>0
AzQ e BxQ P(A|B)=P(A)
Qual das seguintes afirmagoes é necessariamente verdadeira?
(A) P(ANB)=0
(B) P(A)=P(B)
(C) Os acontecimentos A e B sao compativeis.
(D) ACB



A seguinte tabela representa a fungdo massa de probabilidade de uma
variavel aleatéria discreta X, correspondente ao nimero de pecas com
defeito num lote de trés pecas analisadas.
x. o | 1] 2] 3
P(X=x) | 02 | 04 | 03 | 0.1

Qual das seguintes afirmacodes esta correta?

(A) A variavel aleatéria X é continua.

(B) Esta distribuicao ndo representa uma f.m.p. valida.

(C) A probabilidade de haver pelo menos duas pecas com defeito é 0,4 .

(D) A probabilidade de nao haver nenhuma peca com defeito é inferiora 10% .

Um artista digital quer criar cédigos visuais com trés simbolos diferentes
escolhidos de um conjunto de seis simbolos, em que a ordem dos simbolos
é importante e de forma que nao se repitam simbolos.

Quantos simbolos diferentes pode o artista criar?
(A) °C; (B) 6° (©) °A, (D) 3!

Qual das seguintes afirmacdes sobre uma variavel aleatéria continua X,
com funcao densidade de probabilidade f(x), é necessariamente
verdadeira?

(A) Afuncéao f(x) é sempre constante.
(B) Afuncao f(x) pode assumir valores negativos.
(C) P(a< X< b) corresponde a areaentre a e b sobacurvade f(x).

(D) A probabilidade de X assumir um valor exato pode ser diferente de zero.

Lanca-se um dado.

Considera os seguintes acontecimentos:

A: "Sair nimero par”

B: "Sair nimero maior do que 4"

C: "Sair nimero menor do que 1"

Classifica cada acontecimento de certo, impossivel, simples ou composto.
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Teste

Para cada uma das seguintes experiéncias, indica o espaco de resultados.
12.1. Sortear, de uma caixa, uma figura entre circulo, quadrado e tridngulo.

12.2. Lancar duas moedas ao ar e verificar as faces que ficaram voltadas para
cima.

12.3. Sortear duas bolas, seguidas e sem reposi¢ao, de um saco com uma

bola vermelha, uma azul, uma amarela, uma verde e uma preta.

Representa o seguinte conjunto em extensao e em compreensao.
A : "Numeros naturais pares menores do que 10"

Uma caixa tem sete letras da palavra ARTISTA. E retirado ao acaso um cart&o.
14.1. Qual € o espaco de resultados?

14.2. Quantos resultados favoraveis existem para:
A "Sair uma vogal”
B: "Sair uma letra da palavra ARTE"
C: "Sairaletra S"

14.3. Calcula a probabilidade de cada um dos acontecimentos A, B e C.

Compara as probabilidades das seguintes situacoes:

A : "Sair impar no langamento de um dado”

B: "Sair "cara” no lancamento de uma moeda”

C: "Sair uma carta preta numa extracao de um baralho de 40 cartas”
D:

“Sair bola vermeha na extracao de uma bola de uma caixa com 2 bolas
vermelhas, 4 verdes e 2 azuis”

Indica um par de acontecimentos com a mesma probabilidade.

Numa turma de 40 alunos, durante uma atividade de Oficina de Arte, 28
alunos usaram guache, 20 pastel seco e 12 usaram as duas técnicas.
16.1. Constréi esta distribuicdo num diagrama de Venn.

16.2. Quantos alunos usaram apenas uma técnica?

16.3. Quantos alunos nao usaram nenhuma técnica?

16.4. Qual é a probabilidade de um aluno ter usado guache ou pastel?
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Na prateleira de uma biblioteca, ha um conjunto de 30 livros distribuidos da
seguinte forma:

10 sédo de romance

oito sdo de poesia

seis sao de ensaio

quatro sao de romance e poesia
dois sao de poesia e ensaio

Nenhum livro pertence simultaneamente a trés géneros.
17.1. Quantos livros pertencem apenas a um género literario?

17.2. Qual é a probabilidade de, escolhendo um livro aleatoriamente, este ser
de poesia?

17.3. Considerando os seguintes acontecimentos, identifica um par de
acontecimentos complementares e um par de acontecimentos
disjuntos.

A: "Olivro é de poesia”
B: "Olivro ndo é de poesia”
C: "Olivro é de romance e ensaio”

Considera a experiéncia aleatéria na qual é retirada de uma urna uma bola.
A urna contém 4 bolas vermelhas, 3 azuise 3 verdes. Qual éa
probabilidade de:

18.1. sair azul;
18.2. sair uma bola que ndo seja vermelha;
18.3. sair uma bola vermelha ou verde;

18.4. sair uma bola vermelha e uma bola verde, sendo que a primeira bola
extraida foi reposta;

18.5. sair uma bola vermelha seguida de uma bola verde sem reposicao;
18.6. sair bola verde, sabendo que ja saiu uma bola vermelha?

Um artista dispde de trés pincéis (fino, médio e grosso) e de duas cores
(vermelho e azul) para realizar um esboc¢o de uma paisagem.

De quantas formas distintas pode comecar o esbo¢o?
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Teste

Um designer grafico esta a preparar a capa de um livro, para isso pode
escolher Arial ou Times New Roman para o tipo de letra, e preto, cinzento ou
branco, para a cor.

20.1. Quantas combinacgdes de tipo de letra e cor pode ele fazer?
20.2. Cada uma das combinacdes é equiprovavel?

20.3. Sabendo que escolheu Arial como tipo de letra, qual é a probabilidade
de ter escolhido cinzento?

Uma artista quer colocar quatro esculturas diferentes num expositor.
21.1. De quantas formas diferentes o artista o pode fazer?

21.2. De quantas formas pode o artista colocar as esculturas, se duas delas
tiverem de ficar juntas?

Um designer quer formar um logétipo com trés letras diferentes do alfabeto.
A ordem das letras é importante. Quantos logétipos pode criar?

Numa empresa vao ser criados c6digos numéricos de segurancga para cada
funcionario aceder a sua area pessoal nos computadores. Os codigos terao
quatro digitos distintos usando os algarismosde 0 a 9.

23.1. Quantos codigos diferentes podem ser criados, sem repeticao de
digitos?

23.2. Quantos codigos podem ser criados, se os digitos puderem ser
repetidos?

Uma artista quer fazer padrdes com trés das suas cinco formas favoritas,
criando uma sequéncia. Quantos padroées diferentes pode fazer?

Um curador escolhe trés obras de sete para um catalogo. A ordem nao
interessa. Quantas selecoes diferentes pode fazer?

Um ilustrador quer escolher trés dos seus seis cartazes para uma exposicao,
mas o cartaz B nao pode ser o primeiro. Quantas sequéncias sao possiveis
nestas condi¢cbes?



Lancam-se dois dados e calcula-se o produto dos valores que surgem nas

faces voltadas para cima.

27.1. Determina todos os produtos distintos possiveis nesta experiéncia.

27.2. Quantos elementos tem este espaco de resultados?

27.3. O numero 17 sera um resultado possivel? Justifica.

27.4. Quantas combinac¢des originam o produto 12 ?

27.5. Determina a probabilidade de o produto ser:

(A) par;
(B) mudltiplo de 3;
(C) Inferiora 10.

Numa aula de Artes, os alunos realizaram uma experiéncia em que langcaram
uma peca metalica assimétrica 100 vezes, observando sobre que lado ela
caia. Registaram os seguintes resultados:

Lado da peca Frequéncia absoluta
Lado A 42
Lado B 33
Ficou em pé 25

Com base nesta experiéncia, responde.

28.1. Qual é a probabilidade de a peca cair sobre olado A ?

28.2. Qual é a probabilidade de a pega nao cair sobre o lado B ?

28.3. Considera os seguintes acontecimentos:

A: "A peca caisobre o lado A"

B: "A peca cai sobre o lado B"

C: "A peca cai sobre olado A ou sobre olado B"

Calcula:
(A) P(C)

(B) Verificase A e B sao disjuntos.
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Teste

Uma escola artistica organizou uma exposi¢cao com 40 alunos:
22 usaram apenas acrilico;
18 apenas colagem;
oito acrilics e colagem.

29.1. Qual é a probabilidade de terem usado acrilico ou colagem?
29.2. Qual é a probabilidade de terem usado apenas uma técnica?

29.3. Qual a probabilidade de terem usado acrilico, sabendo que também
usaram colagem?

Considera os acontecimentos A e B, sabendo que P(A)= 0,3, P(B)= 0,5
e P(An B)= 0,15.

30.1. Calcula P(A|B).

30.2. Pode afirmar-se que os acontecimentos sao independentes?

Num grupo, 40% das pessoas leem poesia, 60% leem teatro e 30% leem
ambos os géneros.

31.1. Qual é a probabilidade de alguém ler poesia dado que |é teatro?

31.2. Os acontecimentos "ler poesia” e “ler teatro” sdo independentes?

Considera os seguintes acontecimentos:
A: "Retiram-se duas cartas de um baralho de 40, sem reposicao”
B: "Retiram-se duas cartas de um baralho de 40, com reposi¢cao”

Em qual dos casos os dois acontecimentos "sair copas na primeira carta” e
"sair copas na segunda carta” sdo independentes? Justifica.

Uma caixa contém trés bolas numeradas: 1, 2 e 3. Retira-se uma bola,
anota-se o numero e volta-se a coloca-la na caixa. Repete-se este processo
duas vezes.

33.1. Indica o espaco de resultados da experiéncia.

33.2. Define a varidvel aleatéria X: "Soma dos nimeros das duas bolas
retiradas”.



Numa aula de Artes, os alunos Nuamero obtido Frequéncia
construiram um dado artesanal. 1 6

Para testar se o dado era uniforme

e justo, os alunos langcaram-no 2 9

60 vezes. 3 12
Obtiveram os resultados 4 10
apresentados na tabela ao lado. 5 13
34.1. Calcula a frequéncia relativa 5 10

de cada resultado.
34.2. Qual é o numero mais provavel de sair com base na experiéncia?

34.3. O Rui, aluno desta turma, disse o seguinte:
"Este dado nao é justo!”

Concordas com a sua afirmag¢ao? O que poderiam fazer para afirmarem
com mais certeza sobre o facto de o dado ser ou ndo justo?

Numa escola, 30% dos alunos frequentam o curso de Artes.
Sabe-se que:
60% dos alunos de Artes participaram na exposicao anual;
20% dos alunos dos outros cursos também participaram.

35.1. Qual é a percentagem de alunos da escola que participaram na
exposicao?

35.2. Escolhendo um aluno ao acaso e sabendo que este aluno participou na

exposicao, qual é a probabilidade de ele ser do curso de Artes?

Um estudante tenta vender bilhetes para uma peca de teatro escolar.

Sabe-se que a probabilidade de uma pessoa lhe comprar um bilhete é de
0,3. O estudante aborda seis pessoas, de forma independente.

36.1. Define a variavel aleatéria associada a esta experiéncia e indica os
valores que pode tomar, ponderando o nimero de bilhetes que
consegue vender.

36.2. Constrdi a tabela da distribuicao de probabilidade da variavel aleatoria.

36.3. Qual é a probabilidade de o estudante conseguir vender exatamente
dois bilhetes?

36.4. Calcula a média e o desvio-padrao da variavel aleatodria.
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Teste

Num festival de arte urbana, mediu-se a altura das instalagées expostas.
Verificou-se que essa variavel seguia uma distribuicdo normal, com:

média u=210cm desvio-padrdo =18 cm
Seja X avariavel aleatéria que representa a altura das instalacdes, em cm.

37.1. Fazum esboco da curva normal associada a esta distribuicdo normal,
indicando onde se localiza a média.

37.2. Qual é a percentagem aproximada de instalagcdes com alturas entre
192cm e 228cm?

37.3. Qual é a percentagem aproximada de instalagcdes com altura superior a
210cm?

A tabela de distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria X é a
seguinte:

X; | 0 | 1
PX=x) | a | b | 03

Sabe-se que a e b sao numeros reais positivos.
O valor médio da variavel X éiguala 1,2. Quais sao os valoresde a e b?

A altura dos rapazes de 17 anos em Cabo Verde segue uma distribuicao
normal com média de 1,72 m e desvio padrdao de 0,07 m.

39.1. Determina a probabilidade de um jovem medir mais de 1,80 m.
39.2. Qual é a altura minima dos 10% mais altos?

39.3. Se considerarmos 200 jovens, em quantos se espera que tenham
menos de 1,60 m ?

Admite que o numero de cafés consumido por um cabo verdiano,
diariamente, segue uma distribuicdo normal, com um valor médio de quatro
cafés e com um desvio padrao de um café.

40.1. Qual é a probabilidade de um cabo verdiano consumir mais de quatro
cafés por dia?

40.2. Qual é a probabilidade de um cabo verdiano consumir entre trés e
cinco cafés por dia?

40.3. Qual é a probabilidade de um cabo verdiano consumir menos de seis
cafés por dia?



Pagina 10 - Antes de comecar
1. P=26cm; A=40cm’

21. 97cm

22. 3cm’

3. P=20mcm; A=100rncm?
4, a) 43° b) 123° ¢) 152°
5. a)35 b) 7 ¢) 25

Pagina 11
6. x=V32;y=V97

7. a) x=18475 b) y=15,493
¢) w=15,588 d) z=28,284
8.1. 1,061cm
8.2. 1,061cm?
8. 36,373m
Pagina 13
1.1. 9ncm?
1.2. 2,25ncm?
1.3. 16ncm?
Pagina 14
Tarefa 1
a=90°:
 Partes: 4

« Area do setor circular: 78,54

* Amplitude do setor circular: 90°
o=120°:

* Partes: 3

« Area do setor circular: 104,72

* Amplitude do setor circular: 120°

Pagina 15

2.1. 2,094 cm?
2.2, 6,545cm’
2.3. 4,909 cm?

Solugdes

Pagina 16
3.1. 15cm
3.2, 1875cm
33. 1125cm

4. 180°

Pagina 19
51. 1200cm’
5.2. 432cm?
53. 960cm’
5.4. 24,14cm’

6. 0687

Pagina 20

7.1. 90rn cm?

7.2. 4ncm?

7.3. 432ncm?

Tarefa 2

21. 3

22 Viyigma=3%Voiamie

23. Ay xaltura=3x Vi iamie

Apase X altura
3

2,5. O volume de uma pirdmide é um tergo do
volume do prisma com base e altura iguais.

24. Vpirémide =

Pagina 22
8.1. 23—0\/§cm2

8.2. 18cm?
8.3. 90+90v2cm?
84. 483 m?

Pagina 23
9.1. 30mcm’

9.2, %n cm?

9.3. 144mcm?

319




Solucbes

Pagina 24 Pagina 34 - Para aplicar
10.1. V109 cm 11 %ncmZ
10.2. V17 cm 12, 9rmem?
10.3. 6v5cm
1.3. %n cm?
Pagina 25 14. 45cm?
32
11 Zrom’ 2, %Esn cm?
11.2. %n: cm?® 3.1. 7 pésdealecrim.
11.3. 361w cm? 3.2. Cercade 9,425 metros.
4.  Quadruplica.
Pagina 27
) 5.  Aproximadamente, 78,5 m*
12.1. 720cm
12.2. 360 cm? 6. 27 metros.
12.3. 640 cm?
12.4. 49,7 cm? Pagina 35
7. V=192cm®; A=208cm?
Pagina 28
8' Vcilindro = 3 X Vcone
14.1. 34,4 cm?
X 9.1. 100mcm’
14.2. 42,7cm
) 9.2. 13cm
14.3. 228,6 cm
) 9.3. 90mcm’
14.4. 124, 7 cm
10.1. 324ncm’
Pagina 30 10.2. 972ncm’
15.1. 78 cm’ 1. A=66ncm’; V=72ncm®
15.2. 10mcm?
15.3. 216ncm? Pagina 36
. . 12. 163,45cm?
Pagina 31
13.1. 220n cm?
16.1. 39ncm?
13.2. V44 cm
16.2. 5ntcm?

100 3
m 13.3. — V44 m
16.3- 1087'5 C 2 3 TC

17.  (9+3V7)ncm? 14, 40500 cm’
15.1. 264 m?

Pagina 32 15.2. 27 caixas

18.1. 9ncm? 15.3. 11 viagens

18.2. 25ncm?

18.3. 9ncm?
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Solucées

Pagina 38 23,
Tarefa4
4.1.

Pagina 51

4.2. T e

24,

4.3. 26.

4.4.

FH Pagina 56

217.

Pagina 47

21.

28.2. Bissetriz

321
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Solucdes

Pagina 59
29.1.

3cm

3cm

29.2, Seccgédo do plano que contémareta r.

30. Seccdo do plano que contém a estrada
(2 metros para cada lado).

Pagina 60

31. Superficie esférica de centroem P eraio
10cm.

32. Parte de uma superficie esférica de centro na
torre de controlo e raio 150 km —a parte que

esta acima do solo.

33. Superficie esférica de centro no ponto de
explosdo e raio 3 km.

34. Plano mediador do segmento de reta [AB].

35. Plano mediador do segmento de reta [AB].

Pagina 65
36.1.

322

36.2.

Porto Novo

. llha de
v Sdo Vicente

4 ca’bc - N
o\ __ PontaJododEvora
/;,\ o7 Baiade Shjamansa
[ ’ \
O Salamansa o Baia das Gatas
! indelo, Faia das Gatas

Ponta do Calhau

llpl.:;thaad:) 50 6 Bairro Branco i
\ SANLQE_NT_E, Madelral’ Calhau \“l\
Sdo Pedrg Toped Caixa Topega, £ N
Baiade~ ~ P 535 tgwna/ o
Séo Ped D o
do Pedro = \;r—g . 6 Pont
| e Branca
Ponta Lombinho o
e llha de
Santa Luzia

0 10km Atdntico
=

[Escala ao nivel do equador]

Pagina 66
36.3.

37.

Pagina 68 - Para aplicar
1. Circunferéncia de centroem C eraio 3cm.

2, Esfera de centro no satélite e raio 1500 km .
(Nota que se o satélite atinge pontos a
1500 km, também atinge os que estdo mais
préximos do que essa distancia.)



3.

Superficie esférica de centro no aeroporto e

raio 200 km .

- -~

’
4
!

Pagina 69

’

30m._Palco “:

>

~
~~~~~~~~

>

N

Solucédes

Pagina 70

8.
e|iArvore Estaca
©

9. 63 cm

10.

Pagina 71

12.
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Solucdes

Pagina 73 41. (A)ampliacdo de centro O
Tarefa 14 (B) reducéo de centro O
arefa . (C) ampliagdo de centro O
C
P 4 -
C1T X Pagina 86
3 AN/ \. 42.1. ,
A Enrimma 3
A B
1 5
4
n L) 2 4 E D 7 1
™ ~ P4 < a4 <
=l
n 410 o) o
=< =1 £ < a
—l
Pagina 75 iz
38.1. Sao congruentes porque tém os 422. A'(-3,2)
compnrpentos dosAIados cc.)rrespondentes e 423. A"(3, - 2)
as amplitudes dos éngulos internos
correspondentes iguais. 43.1. /
38.2. N&o sdo congruentes, uma vez que as figuras 5
nao tém a mesma forma, nem os
comprimentos dos lados das figuras sao 3 \
iguais. S| A
4 ~ \
38.3. Sao congruentes porque tém os 1 —~\C
comprimentos dos lados correspondentes e
as amplitudes dos dngulos internos -2-=10 234
correspondentes iguais. il
43.2. /
Pagina 77 5
39.1. A
B / 3
ALTA
5 c IS
- (® ] 1
31A" -5 -4 —3.-2-10 A
2 =
A B
L 43.3. ,
n ) 2 4 = i
™ P4 u a4 o o)
— Il
39.2. AB=3;  BC=335; AC=335; 31, )
AB=3; BC=335; AC=335. 21 SN
1 ~\C
39.3. Sim. !
-2=10 231415
Pagina 81 ERERENE P e
— &
40. (A) homotetia; (B) isometria; =3 /
(C) isometria; (D) isometria. = B

324



Pagina 90
441. A'(0,5); B(2.5); cQa,7.
44.2. K
n C
7
A B'
L C
O
2
1 B
=2+=10 2345
=1
Pagina 94
45.1. A=A’
45.2. (B)
Pagina 96
Tarefa 19
Coordenadas finais: A"=(6, —3)
3 A
2
1
0 Lo} k) 4 [ S
™ ~ P4 u a4 v d
=1
=2 - T
3 A A
Pagina 97

47. (A) Verdadeira; (B) Falsa; (C) Falsa;
(D) Falsa; (E) Verdadeira; (F) Verdadeira;
(G) Falsa.

Pagina 100

Tarefa 20
Triangulo equilatero:
* N.° de eixos de simetria: 3
* Os eixos passam por vértices? Sim.
Quadrado:
* N.° de eixos de simetria: 4
* Os eixos passam por vértices? Sim.

Pentagono regular:
* N.° de eixos de simetria: 5

¢ Os eixos passam por vértices? Sim.

Hexagono reqgular:
¢ N.° de eixos de simetria: 6

¢ Os eixos passam por vértices? Sim.

Solucgdes

Pagina 101
48.1. 8 48.2. 8
483. 5 48.4. 4
48.5. 1 48.6. 8
Pagina 102
50.1. A primeira tem simetria axial, a segunda ndo

tem.
50.2.

A D

B C
Pagina 105
51.1. 1 51.2. 4
51.3. 4 51.4. 2
51.5. 8 51.6. Infinitas
52.1. Verdadeira 52.2. Falsa
52.3. Verdadeira 52.5. Falsa

52.4. Verdadeira

53.

Angulo minimo | Ordem
Figura de rotacao que de
gera coincidéncia | simetria
Trla_n’gulo 60° 3
equilatero
Quadrado 90° 4
Pentagono 790 5
regular
Retangulo (ndo 5
quadrado) T Z
Circulo 1° infinito

325



Solucbes

Pagina 108 2.2. Reflexdo deslizante

2.3. Reflexao deslizante

2.4. Reflexdo deslizante

Pagina 118
3.1.
54.2. Reflexao; rotacdo; translacéo; reflexao
deslizante. 3.2. Rotacao e translacao.

4.1. 0 simetrias axiais; 1 simetria central;
Péagina 110 1 simetria de rotacao.

4.2. 0 simetrias axiais; 0 simetrias centrais;
0 simetrias de rotacéo.

56.1.

4.3. 8 simetrias axiais; 1 simetria central;
8 simetrias de rotacgao.

4.4. 1 simetriaaxial; O simetrias centrais;
0 simetrias de rotacéo.

5.1. Nolocal onde agora se encontra o triangulo
amarelo.

56.2. Reflexdo e translagéo. N
5.2. Nolocal onde agora se encontra o triangulo

vermelho.
Pagina 112 5.3. Nolocal onde agora se encontra o tridangulo
. ) ~ verde.
57. Para se conseguir uma pavimentagao, os
ladrilhos tém de partilhar vértices. Nesses 5.4. No local onde agora se encontra o triangulo
vértices, a soma dos angulos internos dos verde.
poligonos que constituem o ladrilho tém de ser
de 360°. -
Pagina 119
58. A primeira é regular, as restantes séo 6.1. A(-45;-3);B(-2,-3);C(=15;-1);
semirregulares. D(-4,-1).
62. A(25;-3);B(0,-3);C(-05;-1);
Pagina 117 - Para aplicar D2, -1).
1. (A) Verdadeira; (B) Falsa. A homotetia ndo 6.3. ’32(1)5 ; ;)3) $ B3, -3): C@5: -1

conserva os comprimentos dos lados.;
(C) Verdadeira; (D) Verdadeira; (E) Falsa. Os 6.4. /
frisos podem resultar da aplicagao de diversas
transformacgoes isométricas.; (F) Verdadeira;

(G) Verdadeira; (H) Falsa. A simetria rotacional 2 C

esta relacionada com a rotagao da figura e ndo ] iR
com a reflexdo segundo um eixo.; / U---/' / /B i
() Verdadeira. A B/

2.1. Translacdo "
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7.1. AeCtém simetria de reflexdo. B, Ce D tém
simetria de rotagédo de angulo minimo 45°.

7.2, Be D ndo tém simetria de reflexdo
7.3. A e D s6 tém simetria de rotacao.
7.4. 45°

8.1. Sim, de angulo minimo 60°.

8.2. Sim, 12 eixos de simetria.

8.3. Sim.

8.4. Afigurando resulta de transformacoes
isométricas de um modelo.

Pagina 120 - Teste

1. () 2 (A 3. (0
4. (A 5 (D) 6. (B)
Pagina 121

7. (B) 8. (B)

9. (0 10. (A)

11.1. 12¢cm

11.2. 720% cm?

Pagina 122

12.1. 12v2cm

12.2. (144V2+144)ncm®
12.3. 180n cm?

13. Mediatriz do segmento de reta que une os dois

postes.
14. |
|
M.\
pQ
| \
A Al
na
|

15.1. Parte acima do solo de uma superficie esférica
de centro na torre eraio 6 km.

15.2. /15,75 23,97 km

Solucées

16.1.

16.2. Bissetrizes dos angulos formados pelas retas
res.

16.3. Quatro pontos.

Pagina 123

17.1. Sim, é equilatero, a cordas iguais
correspondem arcos de igual amplitude e, por
isso, 0s angulos inscritos correspondentes
(que sdo angulos internos do triangulo) tém a
mesma amplitude.

17.2. Sim,tem 3 simetrias de reflexdo e 3 simetrias
de rotagao.

17.3. Simetrias de reflexao, simetria central e
simetrias de rotagéo.

17.4. Rotacao de centroem O e amplitude 90°.
175. Ae C.

18. O arbitro encontra-se num ponto O interior da
area central do campo.

arbitro

19. (A) reflexdo deslizante; (B) reflexdo;
(C) translacéo; (D) reflexdo deslizante.

Pagina 124

20.1. Sim, consegue.
20.2. (D)

21.1. 40cm
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Solucbes

21.2. 1.3. 100+100x0,2"
2.1. Ao 5.%diaira estudar mais de uma hora.
40cm
2.2, 90 minutos.
40cm || 40cm
2.3. Nao, porque s6 fara este estudo durante 10
50 cm foem dias, no qual estudara duas horas.
13
Pagina 131
21.3. Cercade 45027 cm?. 3.  (A) continuo; (B) discreto; (C) continuo;
(D) discreto; (E) continuo; (F) discreto.
Pagina 125
22.1. A(-4, 8); B(1, 6); C(5, 13). Pagina 134
22.2. A(4,2); B(-1,4); C(-5, =-3). 4, 144
223. A(-4,-2); B(1,-4); C(5, 3). . .
( )i B( )i ) 5. N&o.0s 10.°,11.°2e 12.°termos sdo 55,89 e
. o ~
23. (A)translacao; (B) translagao; (C) reflexdo 144. Apartlr do 12.°termo, todos serdo
deslizante. superioresa 144.
24.  Sim. Pagina 135
25.1. ;
c 6. 12, 15, 18.
o}
/ N 1. PAderazdo —3. O7.°termoé 2.
n /
udl AV
21 A B 8 31
A
! 9. 14
ﬂ n) 2 4 E nd 7
™ Z < a4
= Pagina 136
25.2. Tém 0 mesmo comprimento.
10. 5
25.3. Sim, sdo figuras congruentes.
25.4. Translagdo segundo o vetor de coordenadas 1n. 22
2.,-1).
Pagina 137
Pagina 129
12. 155
1.1.
Ano Nimero de aves 13. 225
0 100
1 120 14. 67800
2 144
3 173 Pagina 139
4 208
5 270 15. 48
1.2. seisanos. 16. Arazéoé % e06.termo é %

328



Pagina 140

17. 320 18. 243 19. 001
20. 189 21. 1875

Pagina 145

22.1. P(t)=300+ 150t

22.2. 1050

22.3. oito horas.

23.1. Q(H)=40-2t
23.2. Aofimde 15 horas.
23.3.

40
30
20

10

-20 -10 O 10 2
-10

30 40

-20

24.1. 54 °C

24.2. Ao fim de sete minutos.

Pagina 146

25.1. Sim, comegou com 5cm e a cada dia
aumentou 3cm.

25.2. P(t)=5+3t
25.3. 35cm

Pagina 147

26.1. Sim, é linear. Comecou com 90 °C e acada
dois minutos diminuiu 6 °C.

26.2. P(t)=90 -3t
26.3. 60 °C
26.4. Ao fimde 20 minutos.

Solugdes

Pagina 149

27.1. P(t)=300xe™™

27.2. Aproximadamente, 547 peixes.
27.3. Aproximadamente, seis anos.
28.1. P(t)=120000xe"™

28.2. Aproximadamente, 143 666 .

28.3. Aofimde 51 anos, ou seja, em 2071.

Pagina 150

29.1. Decréscimo

29.2, 1000

29.3. Cercade 380

29.4. Diminui, aproximando-se de zero.
29.5. Nos trés primeiros dias.

29.6. Teoricamente, nunca atinge o zero.

30.1. (D) 30.2. (C)

Pagina 152

31.1. Sim. Trata-se de um crescimento rapido.

31.2. A(t)=200xe%"
31.3. 705 m?

31.4. Cerca de oito semanas.

Pagina 153

321. 3 322. 5 323. 0
324. 2 325. 1

Pagina 154

33.1. -2 332. 0 333. 3
334. 5 335. -2

Pagina 156

34.1. 500

34.2. Cercade 741.

34.3. 29.2semana.
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Solucbes

Pagina 157

35.1. 0

35.2. Cercade 125.

35.3. Nao, é aproximado por um modelo logaritmico
continuo, que inicialmente tem um
crescimento rapido, mas depois abranda.

36.1. (C) 36.2. (C)

37.1. Logaritmico.

37.2. Cercade 250 visualizagdes.

37.3. Quase na 7.2 semana.

37.4. Teoricamente, o crescimento é infinito, mas
cada vez mais lento.

Pagina 161

38.1. 50

38.2. Aproximadamente, 458.

38.3. 800

39.1. 100

39.2. Aproximadamente, 1194 .

39.3. O valor-limite do qual o nimero de plantas se
vai aproximar, com o passar do tempo, mas
gue nunca ira ultrapassar.

40.1. 200

40.2. Aproximadamente, 1116.

40.3. 14.°més

Pagina 167 - Para aplicar

1.

330

Num modelo discreto, as medi¢des ocorrem
em momentos dispersos. Nos momentos
continuos, as medi¢des estdo sempre a
ocorrer. Por exemplo, se estudarmos a
evolugdo do nimero de nascimentos num
determinado hospital, estaremos a registar
dados discretos, que podem ser traduzidos
por pontos num gréfico. Se estudarmos a
temperatura registada ao longo do dia, num
determinado local, estamos a registar uma
linha continua que traduz a evolucéo da
temperatura nesse local.

(B)

3. Na sequéncia de Fibonacci os dois primeiros
termos sdo 0 e 1 e os seguintes sdo obtidos
pela soma dos dois anteriores. Primeiros oito
termos: 0, 1,1,2,3,5, 8, 13.

4.1.
Ano Numero de aves
0 100
1 120
2 144
8 173
4 208
5 250

4.2, Apds sete anos.

43. P(n)=100x1,2"

5. E uma sequéncia na qual cada termo é obtido a
partir do anterior pela soma de uma constante
(@ que se chama razdo da progressao
aritmética). Para determinar o n-ésimo termo,
se P, for o primeiro termo da progresséo era
suarazdo, entdo P,=P,;+(n—1)xr.

6. (B)
Pagina 168
7.1. Quinto dia.

7.2. 90 minutos.
7.3. Sim, no 16.° dia.

8 -15 9. (B) 10. (D)
11.1. Q(t)=300 - 25t

11.2. 150 litros.

11.3. oito horas.

11.4. Atéas 12 horas (inclusive), o modelo faz
sentido. Passadas 12 horas, o contentor de
leite fica vazio, pelo que o modelo deixa de ter
sentido.

Pagina 169

12.1. Q(t)=600x 0,80

12.2. 245,76 mg

12.3. Pouco depois de passar as oito horas.

13.1. (D) 13.2. (C)



Pagina 170
14.1. 30dB
14.2. 10dB

14.3. Nao. Conforme vimos nas alineas anteriores,
uma intensidade 100 vezes superior faz o
nivel sonoro passar de 10 dB para 30dB.

15. 380 litros.

16. No modelo exponencial continuo observa-se
um crescimento rapido infinitamente. No caso
do modelo logistico continuo, observa-se que,
inicialmente, o crescimento é rapido, porém,
com o passar do tempo, abranda, tendendo a
estabilizar.

Pagina 171

17.1. 80

17.2. Cercade 955.

17.3. Nao, 1200 é o valor-limite.

18.1. 2500

18.2. Cercade 10 unidades de tempo.

18.3. 500 000 é o valor-limite, neste contexto, o
ndimero maximo de utilizadores desta marca.

19.1. Sim, observa-se um crescimento acentuado.
19.2. H(t)=10xe""™"

19.3. Cercade 49,5cm.

19.4. 11 dias.

Pagina 174
41.1. 40000 escudos.
41.2. 90000 escudos.

41.3. Aafirmacao é falsa, uma vez que de 2021 para
2022 houve um decréscimo do saldrio anual.

42.1. Quatro paragens.

42.2. Menos 3 passageiros.

42.3. De P2 para P3 ede P3 paraofim.
43.1. Sabado.

43.2. Mais 50 seguidores.

43.3. 600 novos seguidores.

Solugdes

Pagina 177
44.1. 175 44.2. - 100
44.3. Entre 2021 e 2023.
45. (B)
46.1. 14 46.2. 135 46.3. Diminuiu.
47.1. Avariagdofoide +6 ;aTMV [-3, —1]=3
5 5
47.2. a) v b) 6 c)1
Pagina 179
48.1. Crescimento de uma planta
aolongo de 12 dias
L SSS.._._
12 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,
€10
)
c 8
5 i
</
4
2/ [~—Auradaplanta]
i i I I I I
0 2 4 6 8 10 12
Dias
48.2. 2

48.3. Indica crescimento da planta.

49. (B)
50.1. 2 50.2, 2 50.3. -3  50.4. b—2
Pagina 182
51.1. 2
51.2. y
5
4
3
2
1
-2 -1 1 2 3 x
1
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Solucoes

52,1, —1
52.2, \y
4
3
2
1
-1 1 2 a\s\x
2
Pagina 184
53. (C) 54.1. t=5 54.2. 3
Pagina 186
55.1.
4
3
2
1
-2 -1 0 1 2 3 X

55.2. Sim, a fungdo é continua.

55.3. Sim,
i +h2'— F(1)_

h—0"

h—0

é.

Pagina 187
56.1. f'(x)=0
56.2. f'(x)=0
56.3. f'(x)=1

56.4. f'(x)=9x°
56.5. /()= 17

56.6. f'(x)=—6x""

332

i TN =)

h

2

Pagina 188
57.1. f'(x)=-cos(x)
57.2. f'(x)=sen(x)

57.3. f'(x) =|ng—4)

57.4. f'(x) =|n(170)

57.5. f'(x)=4".In 4
57.6. f‘(x):(%)x.ln<%>

Pagina 189
58.1. f'(x)=3x+2x-5

58.2. f'(x)=6x%+2

2
58.3. f(x)=X t2
(x+1)

58.4. f'(x) — XCOSX; senx
X

()= ax®— 34 VX
58.5. f'(x)=4x" -3+ 2
Pagina 191

59.1. 50 m/s

59.2. 250 m

60.1. 8

60.2. Traduz a velocidade com que a dgua atinge

maiores alturas no tanque.
61.1. 6m/s

61.2. Aproximadamente, passados 0,3s e 1,7s.

Pagina 193

62.1. Crescente em ]0,+ oo[
Decrescente em ]— oo, Of
Minimo absoluto em x=0

62.2.
62.3.

Crescente em IR. Nao tem extremos.

Crescenteem |-1-v2, —1+V?2[
Decrescente em ]—oo, —1-v2[ eem
l-1+v2, +00[

Minimo relativo f(—1-v2)=(-2-2v2)e"""?
Méaximo relativo f(-1+v2) = (-2+2v2)e ™



Pagina 197 - Para aplicar

1.1. 90 mm
1.2. Entre 2021 e 2022.
1.3. 150 mm
1.4. Sim, de 2020 para 2021 e de 2022 para 2023.
2.1. 150 pordia
2.2. 200 pordia
2.3. entre quarta-feira e sabado.
3.1. variagdo=2; TMV=1
3. 9-2 Bl o
Pagina 198
a1 -
4.2. Declive negativoiguala — % .
4.3. Existe decrescimento da planta do 10.° para o
12.° dias.
51 y=2x-1
5.2. Indica se, nesse ponto, a fungdo tem um
comportamento crescente ou decrescente.
53. 2
Pagina 199
6.1. 40 segundos depois de partir.
6.2. 360m
7.1, f(x)=10x"+2x
7.2, f(x)=x%cosx+2xsenx+cosx
73. f(x)=—-2*6
b
81 f(x)=3x"-12x+9
8.2. Crescenteem ]—oo, 1[ e 13, +00[
Decrescenteem 11, 3[
8.3. Maximo relativo: f(1)=4
Minimo relativo: f(3)=0
9. Ladodabase 40 cm ealtura 20 cm
10.1. Decrescente: ] — o0, %[
Crescente: ]% + oo[

- (1T
Minimo relativo: f<4> =8

Solugdes

10.2. Crescente: ]—oo, —%[ e ]0, +oo[

Decrescente: ]—% 0[

L o 2\ _ 4
Maximo relativo: g ( 3> =57
Minimo relativo: g(0)=0

10.3. Crescente: ]-5, +oo[
Decrescente: ]— oo, — 5]

Minimo relativo: h(-5)=—e¢®

Pagina 200 - Teste

1. (B) 2. (B) 3.1. (B) 3.2. (C)

Pagina 201
41. (B) 42. (B) 5 (B)

Pagina 202
6. () 7 (A 8 (B

9. Um modelo populacional é uma fungao que
aproxima a evolucao da quantidade de
elementos que constituem uma populagao
com a passagem do tempo. A dindmica de uma
populagdo pode sofrer alteragdes
inesperadas, como, por exemplo, em
consequéncia do aparecimento de uma
pandemia, que faz a populagao diminuir, ou a
melhoria de cuidados de saude,
nomeadamente, por via da vacinagao, que
levara a um aumento da populacdo. Nestes
casos, 0 modelo populacional pode nao servir
para aproximar a evolugao da populacédo
nestes momentos de mudanca.

10. Cercade 488.
11.1. T(t)=12+2,5t

11.2. 22°C
11.3. 14 horas.

Pagina 203

12.1. Sim, a cada dia aumenta 150 mascaras.
12.2. M(x)=800+ 150x

12.3. 2300 méscaras.

12.4. Oito dias.

333



Solucoes

13.1. Maximorelativode g: g (%) =

132. l) =512

Maéximo relativode h: h (
Minimo relativo de h: h(1
14.1. 14.2. 13,5m

24 mls 14.3. 253,5m

Pagina 204

15.1. A populagéo cresce.
15.2. 200

15.3. Cercade 203.

15.4. Nao. A populagdo comeca por crescer de
modo menos acentuado e a dada altura o
crescimento é mais acentuado.

15.5. Pouco depois da 22.2 semana.

15.6. Teoricamente, ndo atinge nenhum maximo,
porque é traduzida por um modelo
exponencial.

16.1. O
16.2. 80,5

16.3. O logaritmo nao se define para 0, pelo que no
instante inicial teremos In(1).

16.4. Uma funcao logaritmo tende a crescer de
modo menos acentuado, com o passar do
tempo, mas é o modelo logistico que reflete o
comportamento de maior estabilizagdo com o
tempo.

Pagina 205

17.1. -2

17.2. Diminuir.

18.1. Variagao: — 3
Taxa média de variagao: — 1,5

1

18.2. a) % b) % o -5

Pagina 210 - Antes de comecar

11. A: -2<x<4
B:x>3

1.2. o

V2zz7z77722,

13. 13, 4]
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1.4.
1.5.
1.6.
2.1.

2.2,

2.3.

3.1.

3.2,

-2, +00[
Nao.

Apenas o numero 4.

Idades frequéncias
absolutas
16 1
17 2
18 3
19 4
20 5
21 8
22 2
23 3
Total 23
Idades frequé.ncias Freq. Absolutas
relativas acumuladas
16 0,04 1
17 0,09 3
18 0,13 6
19 0,17 10
20 0,22 15
21 0,13 18
22 0,09 20
23 0,13 23
Total 1
a) 10 alunos
b) 15 alunos
¢) 5 alunos
Modalidade | "{OLER® | mutadas
Pintura 30,0% 30,0%
Escultura 13,3% 43,3%
Fotografia 20,0% 63,3%
Cinema 26,7% 90,0%
Musica 10,0% 10,0%
Total 100,0%

A modalidade mais apreciada é a pintura, com
30% dos alunos e a menos apreciada é a
musica, com apenas 10%.



3.3.
Musica
10%
Pintura
30%
Cinema
27%
Escultura
13%
Fotografia
20%
Pagina 214

11. {a,e,i, o, u}

1.2. {x€alfabeto: x évogal}

13. U
Pagina 216
21. {-2,-1,0,1,2}

22, {x€Z:-3<x<3}

2.3. Porexemplo: A={-1,0,1} e
U={-3,-2,-1,0,1,2,3, 4,5}

u

Pagina 217

3. (A) Verdadeira; (B) Verdadeira; (C) Verdadeira;
(D) Verdadeira; (E) Falsa; (F) Verdadeira;
(G) Falsa; (H) Falsa.

Solugdes

Pagina 219

4.1. Por exemplo,
U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

42. a) {2,4,5,6,7}
b) {4, 6}
c) {2}
d{0,1,3,5,7,8,9)}

Pagina 220

5. Repara que a disjun¢éo de condicdes
corresponde a reuniao de conjuntos e que
essa operacgdo é comutativa.

6. Repara que a conjuncao de condigdes é
associativa.

Pagina 221

1. Repara que a conjuncao de condigdes
corresponde a interse¢do de conjuntos e a
disjuncao a reuniao. Depois, aplica as
propriedades das operagdes com condi¢des.

8. Repara que o conjunto-solugao de uma
condicao impossivel é vazio e de uma
condicao universal é o conjunto universo.

9. Repara que a negacdo de uma condigao tem
como conjunto-solu¢do o complementar da
condicao inicial.

Pagina 222

Tarefa 1
Na roleta: sair amarelo, laranja, vermelho, roxo,
azul ou verde.
Nas cartas: sair quadrado, ou circulo, ou
triangulo, ou retangulo / sair azul, verde, laranja,
lilds, vermelho, amarelo, cinzento ou rosa/ ou
ainda conjugar as informacdes: sair quadrado
azul ou circulo verde ou triangulo laranja, ...
No botéo: o local fica iluminado ou nao fica
iluminado.
No cesto: a bola entra no cesto ou ndo entra
no cesto.
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Solucbes

Pagina 224

10. (A) determinista; (B) determinista; (C)
determinista; (D) aleatéria; (E) aleatéria.

11.  Aleatéria - salpicar tinta com escova de dentes
Determinista - criar fundo amarelo

Pagina 227
12.1. Q= {circulo, quadrado, triangulo}
12.2 _ |(cara, cara) ; (cara, coroa);
" """ |(coroa, cara) ; (coroa, coroa)
123. 0= vermelho, azul, amarelo,
verde, branco, preto
131. 0= vermelho, rosa, roxo,.
verde, amarelo, laranja

13.2. A= {vermelho, azul, amarelo}
B={roxo, verde }
C={laranja}

13.3. A e B sdo compostos, C é simples.

13.4. Ocorre o acontecimento A.

Pagina 230

14.1. Preto
(Arial, Preto)

Cinzento
ARIAL (Arial, Cinzento)

Branco
(Arial, Branco)

Preto
(Times, Preto)

Cinzento
TIMES (Times, Cinzento)

Branco
(Times, Branco)

14.2. 6

14.3. (arial, preto); (arial, cinzento); (arial, branco);
(times, preto); (times, cinzento); (times, branco)

336

15.1.

Vermelho

MANUSCRITA Azul

Preto

Vermelho

MODERNA Azul

Preto

Vermelho

CLASSICA Azul

Preto

e N Nl N N g N N

icone

Linhas
decorativas

Fotografia
icone

Linhas
decorativas

Fotografia
icone

Linhas
decorativas

Fotografia

icone

Linhas
decorativas

Fotografia
icone

Linhas
decorativas

Fotografia
icone

Linhas
decorativas

Fotografia

fcone

Linhas
decorativas

Fotografia
icone

Linhas
decorativas

Fotografia
icone

Linhas
decorativas

Fotografia



15.2. 27

15.3. 3 tiposdeletra, 3 corese 3 elementos -
3x3x3=27.

Pagina 231

16.1. (branco, cubo, espelhada); (branco, cubo,
opaca); (branco, cilindro, espelhada); (branco,
cilindro, opaca); (branco, piramide, espelhada);
(branco, piramide, opaca); (preto, cubo,
espelhada); (preto, cubo, opaca); (preto,
cilindro, espelhada); (preto, cilindro, opaca);
(preto, piramide, espelhada); (preto, piramide,
opaca); (cinzento, cubo, espelhada); (cinzento,
cubo, opaca); (cinzento, cilindro, espelhada);
(cinzento, cilindro, opaca); (cinzento, piramide,
espelhada); (cinzento, piramide, opaca).

16.2. (branco, cubo, espelhada); (branco, cubo,
opaca); (branco, cilindro, espelhada); (branco,
cilindro, opaca); (branco, piramide, espelhada);

(branco, pirdamide, opaca); (preto, cubo, opaca);

(preto, piramide, opaca); (cinzento, cubo,
espelhada); (cinzento, cubo, opaca); (cinzento,
cilindro, espelhada); (cinzento, cilindro, opaca);
(cinzento, piramide, espelhada); (cinzento,
piramide, opaca).

16.3. 14
17.1.
Madeira Pedra
Polido Madeira polido | Pedra polido
Mate Madeira mate Pedra mate
. Madeira Pedra
Sl leelce envelhecido envelhecido
17.2.
Madeira Pedra
Polido - Pedra polido
Mate Madeira mate Pedra mate
Envelhecido -—-= Pedra.
envelhecido

17.3. 4

CVMAA11-22

Solugdes

Pagina 232
1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12,

18.1. Q‘{15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 36}
x|1|2|3[4|5]|6
1/1](2(3|4|5]|6
2(2|4|6|8|10][12
3(3[6[9([12(15|18
4|4 |8|12[16|20|24
5|5 [10[15[20|25|30
6|6 |12|18[24|30|36

18.2. 18

18.3. Finito.

18.4. 17 nao pode, 36 pode.

185. 4

Pagina 234

19. 24

Pagina 235

20. 12 21. 48

Pagina 237

220 30 23. 210 24. 15600

Pagina 238

25.1. 360 25.2. 300

Pagina 239

26. 12

Pagina 240

27. 81 28. 243

Pagina 243

29. 35

30.1. 56 30.2. 21
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Solucbes

Pagina 247

1. A={2,3,5,7,11,13}
B={1,2,3,4,5,6,7}
C={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

21. A={x*: xENAT<x<4}

22. Sim, B=C.

23. B=F={4,5,6,7,8,9)}

24, E={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}
31. {0,1,2,3,4}

32. {0,1,2,3,4,5,7,9,16, 25}

33. {1,2,3,4) 36. {2,3,5)
34. {3,4,5) 37. 10, 3
35. {9, 16, 25} 38. 14, 7]

39. {2,3,5,6,7,8,10,11,12, 13, 14,
15,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}

3.10. {6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16,
17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25}

3.11. ]-o00, 0]U]4, +oo[
3.12. ]-o0, 3[U]7, 4+00[

Pagina 248
41. A={0.1.6,7,8,9}
42. B={3,4,5,8,9}

4.3. Aafirmacdo é falsa. B tem elementos que ndo
pertencema A.

5 (0

6.1. Lancarao aruma bola: determinista
Premir um botdo: determinista
Sortear uma peca: aleatéria

6.2. Q= {listras, bolinhas, ziguezague, espiral,

mosaico}

Pagina 249

7.1. Q= {vermelho, azul, amarelo, verde, preto,
branco}

7.2. a) A={vermelho, azul, amarelo}
B={preto, branco} C={azul}

b) C ésimples, A e B sdo compostos.
c) AeC
8.1. 27

338

8.2. (branco, serifada, pincel); (branco, serifada,
espiral); (branco, serifada, nenhum); (branco,
sem serifa, pincel); (branco, sem serifa, espiral);
(branco, sem serifa, nenhum); (branco,
decorativa, pincel); (branco, decorativa, espiral);
(branco, decorativa, nenhum); (cinzento,
serifada, pincel); (cinzento, serifada, nenhum);
(cinzento, sem serifa, pincel); (cinzento, sem
serifa, nenhum); (cinzento, decorativa, pincel);
(cinzento, decorativa, nenhum); (gradiente,
serifada, pincel); (gradiente, serifada, nenhum);
(gradiente, sem serifa, pincel); (gradiente, sem
serifa, nenhum).

83. 19

9. 24

Pagina 250

10. 10 1. 36

12. 20 13. 60

14.1. 720 14.2. 240

14.3. 720 14.4. 360

15. 5040 16. 1000
Pagina 251

17.1. 5040 18.1. 252 18.4. 196
17.2. 10000  18.2. 30240  18.5. 15120
17.3. 24 18.3. 120

Pagina 254

31.1. Q={A, R, T, E,S,A, N, O}
31.2. A:4;B:5;C:1
_1. _5. -1
313. P(A)=—: P(B)=¢; P(C)=7
32.1. Numero de casos possiveisde A=6
Numero de casos favoraveis de A=3
P(A)=
Numero de casos possiveis de B=2
Numero de casos favoraveis de B=1
P(B)=
Numero de casos possiveis de C=40
Numero de casos favoraveis de C=10
PO=



Numero de casos possiveis de D=8

NUmero de casos favoraveis de D=2
-1
P(D)=
32.2. A e B sdo as mais provaveis; C e D sdo as

menos provaveis.

Pagina 256
1. -1.
81 P(A)=7: PB) =
1. -3
P(C)==5:PD)=

33.2. B e C sao equiprovaveis.

Pagina 258

9 342, -

34.1. 0 6

Pagina 259

24
35.1. 55 35.2.

4

ol

Pagina 261
36.1.

Jazz Rock

23
36.2. 25 36.3. 25

Pagina 262
37.1.

Filme Teatro

37.2. 15

37.3. 7

33
37.4. 20

Solugdes

Pagina 263
381. AeB 382. FeF
38.3. 0,7 38.4. 0,6
Pagina 265
1 1 1
39.1. 3 39.2, 3 39.3.
40.1. 0,3 40.2. 0,9
Pagina 266
41.1. 6720 41.2. %
1
42, 15
43.1. 1296 432. 2
18
1
“. =
45.1. 90 45.2. %
41
46. e
30
4.
48.1. 105 48.2. %
Pagina 268
1
49, 3
Pagina 271
50.1.
) Usa N’ao usa Total
oculos oculos
Pratica
desporto J e i
Nao pratica 5 7 12
desporto
Total 1 19 30
11 1 2 12
50.2. a) % b) g c) § d) ﬁ

50.3. Sim. P (usa 6culos) x P (pratica desporto) =
~ P(usa 6culos e pratica desporto)
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Solucbes

Pagina 273

51.1. 19% 51.2. &

52. 035

Pagina 277

8
53.1. 25

53.2. 375
53.3. A probabilidade classica aponta para um valor
inferior ao da frequéncia relativa obtida nesta
experiéncia.
54.1. f,(campainha)= 31
! 90
o) = 22
f, (apito) = T
f, (batida) =

54.2. Os sons sdo aproximadamente equiprovaveis,
porque todas as probabilidades sdo
aproximadamente de 33%.

Pagina 278
55.1. Aproxima-se de 0,17.
55.2. Esta aproximadamente igual.

55.3. Confirma, porque a frequéncia relativa
aproxima-se da probabilidade classica com o
aumento do nimero de langamentos.

55.4. Espera-se que saia 4 em cercade 333

langamentos, ou seja, numa frequéncia relativa

aproximada de i.

6

Pagina 281
11. Q={D,E,S,N,H, 0}

3 4
12 = 13 =

1 7
21. & 22. o
3.1

A B

10

340

5 1 2
32 o 33 34. =
Pagina 282
41. 9
42. 3

43. A: "Oaluno niotem formagdo em expressao

dramética” ou (B\A)U (AU B)"0 aluno tem
formacéo apenas em canto ou ndo tem
formacdo em nenhuma das areas”.

4.4. Sim, porque aintersecdo dos dois € o conjunto
vazio.

4,5. Nao, porque aintersegéo nao é o conjunto vazio.

1 1
5. 5 6. 5
1

71. 24 7.2, x
Pagina 283
81. 70
8.2. 20
83. 30

2 3 6 3
84. a) 7 b) g c) ﬁ d) ﬁ

1 9 5 2

e) 3 f) 12 9) 3 h) 3

8.5. Nao, porque P(T1)><P(P)=iﬁ0,1633 e

49~
_12
P(T1 ﬁP)_70 ~0,1714.
8.6. 0,566
9.1.
Desenho | Escultura Total
Rapazes 8 10 18
Raparigas 17 3 22
Total 25 15 40
9
9.2, 20
2
9.3. 3
Pagina 284
1 6
10.1. 10 10.2. 10
11.1. 0,06 11.2. 0,56



121. —

12.2. 400

12.3. A probabilidade tedrica é de,
aproximadamente, 0,333. A frequéncia
relativa observada é de, aproximadamente,
0,275 . Apesar de proxima, a frequéncia
relativa ainda devera aproximar-se mais de 1

f, (circular):% o f, (Ziguezague)=% ;

f. (linha reta) =l—57

13.1.

13.2. Cada um dos padrdes deveria ter surgido
cercade 30 vezes, caso haja uma escolha
aleatéria e equiprovavel. Observou-se ligeira
prevaléncia para a linha reta e menos para
circular, indiciando ndo existir uma escolha

aleatéria e equiprovavel.

14.1. 0,029 14.2. Cercade 0,517

Pagina 285

15. 026

1. _14.
16.1. f.(vermelho) = 3 f(azul) = 25 f,

16

(verde) = a5

Apesar de existir uma prevaléncia devido a
saida de verde, com o aumento dos
langamentos espera-se que as frequéncias
relativas de todas as cores se aproximem

16.2.

de % Neste momento, com 90 langamentos,

0s valores estao apenas aproximados, mas
com indicio de ser equiprovavel a saida de
cada uma das cores.

17.1. f, (campainha):E ; f, (apito) =

47
45 180 '

f, (batida) = 2%

17.2. Nao. H4, evidentemente, uma prevaléncia no

som de batida comparativamente com os
restantes.

Pagina 289

56.
SEARE

3

ofw | N
|_\

1 3
e 51 3

Solugdes

Pagina 292

57.1.

Seja A a variavel associada ao acontecimento
A, que pode tomar os valores 0, 1 ou 2.
Seja B a varidvel associada ao acontecimento
B, que pode tomar os valores 0, 1, 2, 3ou

4.
57.2.
W | o || e
25 5 1
P(A=x')| 36 | 18 | 36
v [ o1 ]2]s ]
1 4 6 4 1
P(z=xf)|ﬁ|ﬁ|ﬁ|ﬁ|ﬁ
Pagina 294
58.
v | o | 0 | 2
1 6 8
P(X="f)| 10 | 10 | 10
u=12
0=0,6
Pagina 297
59.1. Seja X avaridvel associada ao langcamento de
uma moeda ao ar, trés vezes, registando o
numero de caras obtidas. X pode tomar os
valores 0, 1, 2 ou 3.
59.2.
IR
- a 3 3 1
P(X‘x")| 8 | 8 | 8 | 8
60.1. Seja X avaridvel associada ao nimero de
vendas que a artista de rua consegue
concretizar em cinco pessoas que aborda. X
pode tomar osvalores 0, 1, 2, 3,4 ou 5.
60.2.
x | o1 ]l2]3s|a]es

P (X = x,) [032768| 04096 | 02048 |0,0512 | 0,0064 |000032

60.3.
60.4.

0,2048

u=1
0=0,8944

341



Solucoes

Pagina 299
61.1. 16%
61.2. 9%
61.3. 69%
61.4. 46%

Pagina 301
62.1. 0,6284
62.2. 0,1056
63.1. 0,6826
63.2. 0,0668

Pagina 304
64.1. 112,5¢cm
64.2. 70,5cm
64.3. 68,3%
64.4. 50%
65.1. 95,4%
65.2. 99,7%

65.3. Maisde 4,4 anos: 84,1% ; menos de 4,4
anos: 15,9%

Pagina 307 - Para aplicar
1. Continua, porque os valores obtidos estarao
num intervalo infinito de valores possiveis.

2.1. Seja X avariavel aleatoria que traduz o
ndmero de cubos que caem em cima de uma

tela no langamento de trés cubos de argila. X

pode admitir os valores 0, 1, 2 ou 3.

2.2,
RN
raen | [ 31 31 g
3
2.3.§
3. 04
4.1.
s | o |1 |2 |3

342

42, u=17
43. 0~08426
51. 0,3087
52, u=15
53. o~ 10247

6.1. 0025
6.2. 68%
Pagina 308
71. 7
7.2. 1,45
8.1.
s [ o ]2]s |4
P(X=x,.|l| 1 | 1 |i|;
15 5 3 15 15
82, 22

8.3. Nao, porque seria de esperar que valores
igualmente distantes da média tivessem iguais
probabilidades (por exemplo 1 e 3).

9.1.
s o |2 |
_ 27 27 9 a1
P(X‘x")| 64 | 64 | 64 | 64
9
9.2 &4
10.1. 0,7

10.2. Em média, o escultor ndo chega a vender 1
peca por dia. Mas, se pensar em dois dias, tera
vendido 1,4 pecas.

11.1. 0,285
11.2. 1=18; o~ 1,342.
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12.1. 68%

12.2. 2,5%

13.1. 68%

13.2. 0,025

13.3. 2,5%

13.4. Entre 8 e 16 dias
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1. (B) 2. (A 3. (B
4. (A) 5 (€ 6. (C)
7. (D)
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8. (C) 9. (C) 10. (C)

11.  A:composto; B: composto; C: impossivel

Pagina 312
12.1. Q= {circulo, quadrado, tridngulo }

12.2. Q= (cara, cara) ; (cara, coroa);
(coroa, cara) ; (coroa, coroa)

vermelha e azul; vermelha e amarela;

vermelha e verde; vermelha e preta;
12.3. Q =qazul e amarela; azul e verde;

azul e preta; amarela e verde;

amarela e preta; verde e preta

13. A={x€N:xéparAx<10}={2, 4,6, 8}
141. Q={A, R, T,1,S}
14.2. A:3;B:3;C: 1

14.3. P(A)=%; P(B)=g; P(C)=%
1. P(A)=%; P(B)=%;
P(O=1: PD)=1

A, B e C sao equiprovaveis.

16.1.
Guache Pastel
4
16.2. 24
16.3. 4
9
16.4. 70

Solugdes

Pagina 313

17.1. 12
4
15
17.3. Complementares: A e B; disjuntos: A e C

17.2.

18.1. 18.2.

18.3. 18.4.

|r\) 5‘|\| 5‘|w

18.5. 18.6.

wi= Blo ol

—_
(&)}

19.

(o]
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20.1. 6

20.2. Sim.

1
20.3. 3

21.1. 24 21.2. 12
22. 15600

23.1. 5040
23.2. 10000

24. 60
25. 35

26. 100
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1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,
2.1. Q= {1 5,16, 18, 20, 24, 25, 30, 36}
27.2. 18
27.3. N3o.

27.4. Quatro.
3.5 .m 17
27.5. (A) T : (B) 3 ;1 (C) 36

21
50

67
100

28.1.
28.2.

3
28.3. (A) 7

(B) 21,33 _3

507 100"4 Sao disjuntos

343



Solucbes

Pagina 316 35.1. 32%
29.1. g_g 35.2. 0,5625
36.1. Seja X: numero de vendas de bilhetes, na
29.2, % abordagem de seis pessoas.
X pode tomarosvalores 0, 1,2,3,4,5e
4 6.
29.3. 13
36.2.
30.1. 0.3 X, P(X=x)
30.2. Sim 0 0,117649
31.1. 0,5 1 0,302526
31.2. Néo 2 0,324135
3 0,18522
32. B, porque ndo muda o nimero de casos 4 0,059535
possiveis, pelo que a segunda extragcao nao é 5 0.010206
afetada pela primeira.
6 0,000729
33.1. Q={2,3,4,5, 6}
+l1l2ls 36.3. 0,324135
1(2(3]|4 36.4. u=1.8
21345 o~1,12
3|4 |5 (6
Pagina 318
33.2.
X; | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 87.1. ' /:\ '
pax=x) | + | 2| 2211 : 99,7% :
— 9 9 S 9 9 :
.. ; “—68,3%— i
Pagina 317 : ! :
34.1. : : i
Numero obtido Frequéncia relativa : ' ' 95';4% ' : ;
1 0,1 156 174 192 210 228 248 264
2 Gl 37.2. 68%
S 0,2
37.3. 50%
4 0,17
5 0.22 38. a=01; b=06.
17
° 0 39.1. 0,1271
34.2. 5 39.2, Cercade 1,81m
34.3. Um dado justo implicaria uma saida de cada 39.3. Cercade 9 jovens
uma das faces com igual frequéncia. Para
garantir se o dado é ou ndo viciado, o aumento 40.1. 0.5
de nimero de langamentos podera clarificar 40.2. 0,68
melhor a situagéo.
40.3. 0,975

344
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